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Proélogo

El estudio de la historia de la ciencia, de sus bases metodologicas consti-
tuye una parte importante de la preparacion de especialistas en los centros
de ensefianza supenor Es universal T ido que el d -
miento de la experiencia del desarrollo de la ciencia, la incapacidad para
analizarla hace al investigador imp ante los pr del futuro.
Estas consideraciones determinan el objetivo del presente libro: ayudar a
los estudi de las especialidades de aticas de las universidades e
institutos pedagdgicos, asi como a amplios circulos de especialistas mate-
maticos a asimilar desde posiciones materialistas la experiencia historica de
la ciencia en cuestion, las fuerzas motrices y vias de su desarrollo.

La primera edicion del libro fue publicada por la Editorial de la Univer-
sidad Estatal de Moscii en dos tomos. En la preparacion de la actual edi-
cién ambos tomos se redujeron a uno, y la estructura y exposxcnén fueron
unificadas. En elibro ha sido cuidad do y br
analizado aquel material, sobre cuya base se reflejan mas claramente las le-
yes de desarrollo de las mateméticas. En el texto y en la bibliografia han si-
do introducidos los cambios necesarios. El autor espera que las mejoras in-
dicadas hagan el libro mas ftil en la tarea de formacion ideolégica de espe-
cialistas matematicos y en la elevacién del nivel de preparacion cientifica.

Capitulo 1

OBJETO Y METODO DE LA HISTORIA
DE LAS MATEMATICAS

El presente capitulo es introductorio. Su objetivo es aclarar una serie de
cuestiones iniciales imprescindibles para una mejor comprension de los
problemas cientificos de la Historia de las Matematicas. La expenencna
muestra que cuando la 10 con el pl: i preciso
de las cuestiones de principio es mas facil formar una idea global sobre las
matematicas, su estado actual, vias de desarrollo y sobre el lugar de las ma-
tematicas en el sistema del conocimiento cientifico de la humanidad. Natu-
ralmente, la comprension real del objeto de la Historia de las Matematicas,

como igual del objeto de otra ciencia, no se logra con el co-

i de las definici; correspondi Ella se 1 yse
perfecciona en la medida que el ido real del imi se enri-
quece.

A causa del volumen limitado del libro, consideraremos un camulo de
problemas relativamente estrecho y, debido a esto, las aclaraciones,
siempre que sea posible, seran breves. Teniendo en cuenta esto, las afirma-
ciones que formularemos no pretendéran una argumentacion exhaustiva.

1.1. El objeto de la Historia de las mateméticas

Todas las ramas de las matematicas, por muy diferentes que ellas parez-
can, estan unidas por lo general de su objeto. Este objeto lo constituyen,
segiin definicion de F. Engels, las relaciones cuantitativas y las formas es-
paciales del mundo real Las dlferemes ciencias matematicas tienen que ver

con las formas particul 5 iduales de estas rel; cuantitativas y
formas espaclales o se distinguen por la singularidad de sus métodos.
; La ion de las aticas, como la de toda otra ciencia, es la
siguiente:

a) uecHos, acumulados en el transcurso de su desarrollo;

b) mroresis, esto es, iciones cientificas, basadas en los hechos, que
se someten posteriormente a una verificacioén experimental;

c) los Itados de la lizacion del material real expresado, en es-

e Caso, POr TEORIAS Y LEYES MATEMATICAS
d) la meroporocia de la matematica, esto es la interpretacion tedrica ge-
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Cap. 1. Objeto y método de la Historia de las matematicas

neral de las leyes y teorias matematicas, las que caracterizan el enfoque ge-
neral en el estudio del objeto de las matematicas.

Todos estos elementos estan interrelacionados y se encuentran en de-
sarrollo constante. La aclaracién de cémo ocurre y adonde conduce este
desarrollo en un pcriodo histérico esludlado consmuye cl objeto de la His-
toria de las N aticas, una de las disci i La Historia
de las matemdticas es la ciencia acerca de las leyes objetivas del desarrollo
de las matemdticas.

En correspondencia con esto, a la Historia de las Matematicas se le en-
comienda la solucién de un gran niimero de problemas. No hay posibilidad
ni necesidad de enumerarlos. Es oportuno dar aqui solo las caracteristicas
generales de las direcci de las investigaci histéricc atica

En primer lugar, en los trabajos de caracter historico-matematico se re-
construye la riqueza del contenido real del desarrollo histérico de las mate-
maticas. En ellos se ilustra como surgieron los métodos, conceptos e ideas
matematicas, como se constituyeron histéricamente las diferentes teorias
matematicas. Se aclaran el caracter y las singularidades del desarrollo de
las matematicas en los diferentes pueblos en periodos histéricos determina-
dos, asi como los aportes introducidos en las aticas por los grandes
cientificos del pasado y ante todo por los cientificos nacionales.

En segundo lugar, los trabajos historico-mateméticos descubren las va-
riadas relaciones de las matematicas. Entre ellas: las relaciones de las mate-
méticas con las necesidades practicas y la actividad de los hombres, con el
desarrollo de otras ciencias; la influencia de la estructura econdmica y so-
cial de la sociedad y la lucha de clases (especialmente en la esfera ideologi-
ca) sobre el contenido y caracter del desarrollo de las matematicas; el papel
de los pueblos, de las personalidades y colectivos cientificos, etc.

En tercer lugar, las investigaciones histrico-matematicas ponen de ma-
nifiesto el condicionamiento historico de la estructura logica de las mate-
maticas modernas y la dialéctica de su desarrollo; ayudan a comprender
correctamente la interrelacion entre las partes de las matematicas y hasta
cierto grado su perspectiva.

Naturalmente, el estudio de la Historia de las Matematicas puede ser
fructifero solo si las investigaciones se realizan basandose en la ciencia
marxista-leninista con la aplicacion del método del materialismo dialéctico
ycon el pleto conocimi: del ido especial de las cuestiones es-
tudiadas. La Historia de las Matematicas, como se deduce de la definicion
de su objeto dada més arriba, tiene que ver con todo el conjunto de esta
ciencia, con todas las ramas de las matematicas y con gran niimero de otras
ciencias. Esta circunstancia recalca la dificultad de los problemas de la His-
toria de las Matematicas y la singularidad de los métodos histérico-
cientificos de investigacion.

10
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1.2. Sobre la concepcion materialista del objeto
de las matematicas

Como indicamos més arriba, las relaciones cuantitativas y las formas\
espaciales del mundo real constituyen el objeto de la investigacion matemé;
tica.

Estos objetos de las matematicas no representan directamente la reali-
dad dada. Ellos son fruto de la abstraccion. Para investigar con los recur-
sos de las ati Iquier objeto o fend es necesario abstraer-
se de todas sus cualidades particulares, excepto de aquellas que caracteri-
zan directamente la cantidad o la forma.

En el transcurso del desarrollo de las matematicas se consideran cada
vez objetos mas abstractos, incluidos en la clase de las relaciones cuantitati-
vas y formas espaciales. En las teorias matematicas modernas estas formas
y relaciones frecuentemente se presentan de manera sumamente refinada y
abstracta. En ellas se habla de conj deel cuyas iedades y
reglas de operacion se dan con ayuda de un sistema de axiomas.

Lo labstracto del objeto de las matematicas en ocasiones se percibe co-
mo el inicial e independi de su ido. En tales casos los ele-
mentos de los conjuntos que se investigan se representan en general como
separados de los objetos del mundo real, y los sistemas de axiomas, defini-
ciones y operaciones resultan introducidos arbitrariamente. Esto lleva a di-
ferentes formas de equivocos idealistas, que influyen negativamente en el
desarrollo de las matemaéticas.

Es necesario aprender a evitar i Catal se a si
mismo honesta e ingenuamente materialista, basandose en la intuicion, no
es suficiente. V.1. Lenin escribia, que sin una base filosofica solida, ningu-
na ciencia natural, ningin materialismo puede sostener una lucha contra el
ataque de las ideas burguesas y el restabl de la i6n bur-
guesa del mundo.

El conocimiento de la historia de la ciencia contribuye a la elaboracién
de la concepcién materialista del mundo en los cientificos. La historia
muestra que lo importante, lo determinante en el desarrollo incluso de una
ciencia tan abstracta como la matematica, lo constituyen las exigencias de
la realidad material. Lo abstracto del objeto de las matematicas solo en-
sombrece el surgimi (fr multigradual, me-
diado) de todos los conceptos de la matematica a partir de la realidad mate-
rial, pero en ningin caso lo suprime. La historia muestra que las reservas
de las relaciones cuantitativas y formas espaciales estudiadas por las mate-
maticas, constantemente se engruesan en relacion indisoluble con las exi-
gencias de la técnica y las ciencias naturales, do cada vez mas el
rico contenido de la definicion general de las matematicas. Urla‘ correcta
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Cap. 1. Objeto y método de la Historia de las matematicas

comprension matérialista del objeto de las aticas y el

de su historia es una condicion necesaria para la comprension cabal del lu-
gar de esta ciencia en la actividad productiva y social de los hombres, es
una garantia para saber encontrar su lugar en el trabajo comiin y compren-
der la relacion del contenido de su trabajo con las tareas generales.

1.3. Importancia de la préictica en el desarrollo
de las matemiticas

La Matematica es una de las ciencias mas amiguas.&os conocimientos
matematicos fueron adquiridos por los hombres ya en [as primeras etapas
del desarrollo bajo la influencia, incluso de la mas imperfecta actividad
productiva. A medida que se iba complicando esta actividad cambié y cre-

ci6 el j de f: que influian en el desarrollo de las matematicas. |
Desde los tiempos del surgimi de las aticas como ciencia par-
ticular con su ohjew propio, la mayor influencia en la formacién de nuevos
y dos de las aticas la ejercieran las ciencias nalurales

4

exactas. Por ciencias naturales exactas el plejo de ci

sobre la naturaleza, para las cuales en una etapa dada de su desarrollo re-
sulta posible la aplicacion de los métod aticos. En el progreso de
la matematica, antes que otras ciencias, influyeron la astronomia, la mecé-
nica y la fisica.

La influencia directa de los problemas de las ciencias naturales exactas
en el desarrollo de las matematicas puede ser observada en el transcurso de
toda su historia. Asi, por ejemplo, el calculo diferencial e integral en su
forma mas primitiva de célculo de flujos surgié como el método de resolu-
cién mas general en aquel tiempo de los problemas mecéanicos, entre ellos
los de la mecénica celeste. La teoria de los polinomios con desviacion
minima del cero fue elaborada por el ico ruso P.L. Chébishev en re-
lacién con la investigacion de la maquina de vapor. El método de los
cuadrados minimos surgi6 en relacion con los grandes trabajos geodésicos,
llevados a cabo bajo la direccién de K.F. Gauss. En la actualidad, por
influencia directa de las exigencias de nuevas ramas de la técnica, obtienen
un desarrollo impetuoso has ramas de las aticas: el analisis com-
binatorio, los métodos aproximados de resoluciéon de ecuaciones diferen-
ciales e integrales, la teoria de los grupos finitos, etc.

Ejemplos de este género pueden prolongarse ilimitadamente e relaciéon
con cuals rama de las aticas. Todos ellos muestran queflas mate-
maticas surgieron de Ia actividad productiva de los hombres y que los
nuevos y dos, en lo fund 1 se formul bajo la
influencia de las ciencias naturales exactas._\

La aparicion de las matematicas en las ciencias naturales ocurre como

12
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1.4. Relacion de las matematicas con otras ciencias
resultado de la de las teorias aticas exi; bl
précticos y de la elaboracion de nuevos métodos para su resoluc16n La
cuestion de la aplicabilidad a la practica de una u otra teoria matematica no
siempre obtiene inmediatamente solucion satisfactoria. Antes de su solu-
cion transcurren fi anos y d ios. En calidad de ejemplo
tomemos la teoria de los grupos.

La teoria de los grupos tuvo su origen en la consideracion por Lagrange
de los grupos de sustituciones de las raices de las ecuaciones algebraicas en
relacién con el problema de su solubilidad en radicales. E. Galois, con ayu-
da de la teoria de los grupos de sustituci dio resp ala 6
sobre las condiciones de solubilidad en radicales de una ecuacién al-
gebraica de cualquier grado. Posteriormente, a mediados del siglo XIX en
los trabajos de A. Cayley se formé la definicion general abstracta de gru-
po. Mas tarde, S. Lie desarroll6 la teoria de los grupos continuos. Sin em-
bargo, la aplicacién practica de la teoria de los grupos comienza a obtener-
se s6lo a finales del siglo XIX. En 1890 el cientifico ruso E.S. Fiédorov
aplic la teoria de los grupos a la cristalografia: resolvié con ayuda de esta
teoria el problema de la clasificacion de todas las redes espaciales cristali-
nas posibles. Més tarde, la teoria de los grupos se convirti6 en un potente
medio de investigacion en la fisica cuantica.

A suvez, la practica, y en particular la técnica, penetra en las matemati-
cas como insustituible medio auxiliar de investigacion cientifica que cam-
bia en mucho la faz de las matematicas. Los dispositivos electronicos de
célculo abrieron posibilidades ilimitadas para ampliar la clase de proble-
mas solubles con los medios de las mateméticas y cambiaron la correlacion
entre los métodos para encontrar su solucién exacta y aproximada. Sin em-
bargo, por grande que sea el papel desempefado por la técnica de célculo,
permanece invariable su caracter auxiliar. Ninguna, incluso la mas perfec-
ta, maquina computadora puede adquirir todas las propiedades de la mate-
ria pensante, el cerebro humano, y sustituirlo esencialmente.

1.4. Relacion de las con otras ci
El campo de apli de las aticas se amplia
A esta ampliacion no es posxble ponerle un limite. El crecu'mento de las
aplicaciones es una de las evidencias de la exi ia y fortal i de
las rel de las aticas con otras ciencias.

Las matematicas no sélo se desarrollan bajo la accion de otras ciencias.
Ellas, a su vez, introducen en otras ciencias los métodos matematicos de in-
vestigacion. Esta circunstancia ha dado lugar a que algunos cientificos
extranjeros llamen a la matematica *‘la reina y servidora de todas las cien- -
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Cap. 1. Objeto y método de la Historia de las matematicas

as”’, acentuando asi mismo la peculiaridad de la posicion de las 4
ticas entre las otras ciencias.
La aplicacién de los métod aticos en las ciencias naturales
tiene dos facetas:
a) eleccion del problema atico, que corr de apr d

mente al fenémeno o proceso, o sea, del modelo, y el hallazgo del método
de su solucién;
b) elaboracién de nuevas formas aticas, ya que inevi
resulta imperfecta la aproximacion del modelo matemético construido.
La historia de las mateméneas abunda en ejemplos de buisquedas de
é que den la posibilidad de resolver todos
o la mayoria de los problemas planteados. Casi todo gran éxito de las mate-
méticas generd semejantes esfuerzos. Los hechog de la historia convencen

1 aoiA

de la no exi ia de tal método universal y la correcta
de los métod aticos en cor dencia con las peculiaridades
litativas de los fend Y procesos diad

Los métodos mateméticos se aplican lo mas plenamente en la mecéanica
y en la mecanica celeste, ciencias cuyo objeto en gran medida se abstrae de
un conjunto de factores que determinan el fenémeno estudiado. Amplia
aplicacién encuentran los métodos mateméticos en la fisica, donde fre-
cuentemente la mayor dificultad la presentan un correcto plameamlemo
del problema y la interpi ion de los Itados obtenidos. Las
biologicas todavia limitan notablemente la posibilidad de aplicacion de los
métodos matematicos a causa de la gran peculiaridad y falta de claridad de
los objetos de estudio. Los métodos matematicos tienen ahora su menor
aplicabilidad en las ci iales, donde, en lo fund 1, ademas de
los métodos elementales se utilizan los métodos probabilisticos-estadisticos.

En los ultimos afios se alcanzaron éxitos significativos en el desarrollo
de la cibernética y de la técnica de computo y en la matematica discreta que
le sirve a éstas de base tedrica. Como consecuencia de esto, crecié el papel
de la matematica en la economia, sistemas de direccién, sncologm y en
muchos otros campos de la ciencia que tradicional se
situados lejos de la matematica.

Cada afio se amplia el campo de de los métod ico:
en la ciencia y en la actividad préctica del hombre. Sin embargo, el caracter
no uniforme de la penetracién de la atica en los disti pos de
la ciencia y en la préctica se mantiene invariable. Asi como en todos los
tiempos, el progreso en esto depende de la posibilidad de abstraccién del
objeto de estudio, de la eleccién del esquema logico de los conceptos abs-
tractos, que mas o menos reflejan exactamente el contenido real de los pro-
cesos y fendmenos considerados.

1oaeid
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1.5. Sobre el caracter dialéctico de las
leyes del desarrollo de las mateméticas

Los estudiantes de los centros de ensefianza superior de la URSS estu-
dian el materialismo dialéctico, la doctrina filosofica del marxismo-leninis-
mo, que da el método para la mas correcta y completa comprension de las
leyes de la realidad. La historia de la ciencia descubre en el material concre-
to de una ciencia dada la manifestacion de las leyes generales del desarrollo
y su cardcter dialéctico. Bajo las condiciones de una colaboracion estrecha
y una actividad coordinada, en la colectividad del centro de ensefianza su-
perior se crea una situacién favorable para el trabajo simulténeo en dos di-
recciones:

a) para observar en el curso de las clases de matematicas y de su historia
las leyes del desarrolio dialéctico de esta ciencia;

b) para hallar en el estudio del materialismo dialéctico las formas parti-
culares concretas de las leyes generales, dar interpretaciones, citar ejemplos
y ejercicios de caracter matematico.

 Las matematicas como ciencia es una de las formas de la conciencia so-
cial de los hombres. Por esto, a pesar de la conocida singularidad cualitati-
va, las leyes que rigen su desarrollo, en lo fundamental, son las generales
para todas las formas de la conciencia social.

Parece fuera de lugar tratar de abarcar en el presente capitulo todos o la
mayor parte de los problemas que plantea el materialismo dialéctico. Nos
limitaremos s6lo a citar algunas consideraciones en apoyo de la tesis sobre
el caracter dialéctico del desarrollo de nuestra ciencia. El desarrollo de las
matematicas no es un proceso armonioso de desarrollo continuo y gradual
de las verdades matematicas; el desarrollo en realidad transcurre en una
lucha encarnizada de lo nuevo contra lo viejo. La historia de las matemati-
cas abunda en ejemplos, cuando esta lucha se revela particularmente fuer-
te, cuando lo nuevo irresistiblemente vence, a pesar de los fracasos e inclu-
so de la muerte de los creadores de la ciencia. Citemos algunos ejemplos.
La ciencia sobre la naturaleza, entre ellas las matematicas, siempre experi-
mentaron la oposicién de los circulos de orientacion religiosa. Esta oposi-
cion fue a veces tan fuerte que significativamente dificult6 y contuvo el cre-
cimiento de la ciencia. La ciencia le debe mucho al heroismo de cientificos
conocidos e ignorados de los tiempos del Imperio Romano y la Edad Me-
dia, que hicieron avanzar la ciencia a precio de su propia vida.

En el siglo XVII el analisis infinitesimal, cuando apenas aparecia en los
trabajos de Leibniz y Newton y sus seguidores, fue sometido a una encarni-
zada critica, cuyo tono dio el conocido obispo Berckeley. La lucha alrede-
dor de los fund les del analisis ico, en particular
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Cap. 1. Objeto y método de la Historia de las matematicas

alrededor del concepto de limite, ocurre en el transcurso de toda la historia
de esta disciplina cientifica. Esta lucha no se calmé como se acostumbra
pensar, con el surgimiento de los trabajos de Cauchy en el primer tercio del
siglo XIX, sino que se intensificé con nueva fuerza. La construccién de los
fundamentos del anlisis sobre la base de la teoria de limites recibié el reco-
nocimiento s6lo en el mismo final del siglo pasado.

Los fundamentos de la geometria no euclidiana se conocieron desde el
afio 1826, gracias a los trabajos del genial cientifico ruso N.I. Lobachevs-
ky. Sin embargo el reconocimiento y posterior desarrollo, esta ciencia los
logré hacia finales del siglo XIX después de una larga lucha. En esencia, las
ya creadas geometrias no euclidianas pudieron desarrollarse sélo, cuando
después del surgimiento de la teoria de la relatividad se convirtieron en par-
te de los fund aticos de las investi; fisicas sobre la
naturaleza real del continuo espacio-tiempo.

Los métodos geométricos de investigacion de espacios abstractos de di-
mensio6n finita e infinita, que se utilizan en la expresién de los procesos en
espacios de fases, resultaron necesarios en fisica. También en nuestro tiem-
po en t(?das las ramas de la matematica contintia la lucha de las tendencias
progresistas y reaccionarias. :

1.6. Los periodos més importantes en la historia
de las matematicas

En la historia de las aticas pueden disti e periodos aislad
diferenciados uno del otro por una serie de particularidades caracteristicas.
La periodizacion es necesaria para poder orientarse con mayor facilidad en
todg la riqueza de hechos que presenta el desarrollo histérico de las mate-
maticas. Existen hos i de periodizacion de la historia de las ma-
teméticqs. La periodizaci6n se efectiia por paises, por formaciones socio-

¢ 6 por descubrimi rel , los cuales determinaron hasta
cierto punto el caracter del desarrollo de las matematicas, etc. Las discu-
siones sobre las periodizaciones son interminables. Sin embargo, seglin
nuestro criterio, el papel de las periodizaciones es puramente auxiliar y se
determina por las necesidades del objetivo fund: I: el descubri

1.6. Periodos mas importantes en la historia de las matematicas

ticas se convierten en una ciencia independiente que tiene un objeto y méto-
dos propios. El comienzo del periodo se pierde en la profundidad de la his-
toria de la civilizacién primitiva. Es caracteristica para este periodo la acu-
mulacién del material efectivo de las matematicas en los limites de una
ciencia general indivisible.

b) EL PERIODO DE LAS MATEMATICAS ELEMENTALES S€ prolonga desde los siglos
VI—V antes de nuestra era hasta el siglo XVI de nuestra era inclusive. En
este periodo fueron obtenidos logros en el estudio de las magnitudes cons-
tantes. Una cierta representacion sobre estos logros la pueden dar las mate-
maticas que se estudian actualmente en la escuela media. Este periodo cul-
mina cuando los procesos y los movimientos se hacen objeto principal de
los probl icos y i a desarrollarse la geometria
analitica y el analisis infinitesimal. El atico el | es
discutible y en el presente no existe una definicion universal sin
embargo, la separacion en el tiempo de tal periodo esta completamente jus-
tificada.

C) PERIODO DE FORMACION DE LAS MATEMATICAS DE MAGNITUDES VARIABLES. El co-
mienzo de este periodo esté representado por la introduccion de las magni-
tudes variables en la geometria analitica de Descartes y la creacion del cal-
culo diferencial e integral en los trabajos de I. Newton y G.V. Leibniz. El
final de este periodo se sitia a mediados del siglo XIX cuando en las mate-
maticas ocurrieron los cambios que la llevaron a su estado actual. En el
transcurso de este periodo impetuoso y rico en acontecimientos se forma-
ron casi todas las disciplinas cientificas conocidas actualmente como los
fund lasicos de las aticas contemporaneas.

d) PERIODO DE LAS MATEMATICAS CONTE A Es evid que el pto
de contemporaneidad en las matematicas constantemente se desplaza. Pro-
bablemente entre el periodo de la creacion de las mateméticas de magnitu-
des variables y la actualidad ya se puede sefialar un nuevo periodo (0
periodos). En los trabajos histérico-matematicos esto aiin no se ha hecho,
aunque la necesidad de ello, segin nuestra opinién, ya es imperiosa. En los
siglos XIX y XX el volumen de las formas espaciales y relaciones cuantita-

-

de las leyes del desarrollo objetivo de las mateméticas.

En el p libro nos a la periodizacién blecida por
A.N. Kolmogérov. Esta periodizacion nos pareee la mds exacta puesto que
en su fundamento se acentiia el ido de las aticas: sus principa-
les métod ideas y resultad En la historia de las matematicas
A.N. Kol orov diferencia los sigui periodos:

@) NACIMIENTO DE LAS MATEMATICAS. Este periodo se prolonga hasta los siglos
VI—V antes de nuestra era, esto es, hasta el ) cuando las a

16

tivas, abarcadas por los métodos de las aticas han do des-
mesurad Han aparecid has teorias aticas nuevas, han
aumentado en forma nunca vista las aplicaciones de las aticas. El
contenido del objeto de las aticas se ha enri en tal forma,

que esto ha llevado a una reestructuracién y cambio de la totalidad de sus
problemas més importantes.

Junto a otros problemas primordiales, un significado poco usual ad-
quiri6 el problema de los fund s de las aticas. Por fund
tos de las matematicas se entiende el sistema de problemas y teorias histori-
cos, logicos y filosoficos de las mismas. En particular, se trata de una re-

17
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Cap. 1. Objeto y método de la Historia de las matematicas

consideracion critica del sistema de axiomas de las matematicas y de la to-
talidad de los métodos l6gicos de demostraciones matematicas. Esta recon-
sideracién critica tiene el objetivo de construir un riguroso sistema de fun-

delas aticas, que corr da a la experiencia de avanza-
da lada por el iento h Esto Gltimo, es decir, la expe-
riencia lada por el p i atico de la idad, lo es-

tudia la historia de las matematicas.

1.7. El papel de la historia de las matematicas en el sistema
de preparacion de Sali 4

La practica nos ensefia quc[tzdo el orden légico de cua.lquler ciencia, su
estructura, interrelacion e incluso la exi: ia de ramas ind di no
constituyen algo inmutable. Ellas son fruto del desarrollo hlsténcojAdc-
mas de esto.@mnsmo desarrollo l6gico de las ideas sobre una ciencia no es
otra cosa que el reflejo del proceso historico en forma consecuente, abs-
tracta y teérica.,

La existencia de esta particularidad del desarrollo de la ciencia, los cla-
sicos del marxismo la demostraron en ¢jemplos concretos de una serie de
clencms sociales y naturales, entre ellas las matematicas. K. Marx, por

lo, en sus itos aticos se acerco a la solucion del
problema de la fundamentacion del calculo diferencial, mostrando las
raices matematico-elementales de este célculo, el prototipo de sus concep-
tos y las formas no desarrolladas de sus nacientes métodos. Uno de los ele-
mentos que caracterizan el comienzo de la madurez cientifica es la tenden-
cia a abarcar la ciencia estudiada en su totahdad comprender la estructura
légica e interrelacion de discipli ica la tendencia a
completar el conocimiento de los hechos cientificos estudiados con el cono-
cimiento de las leyes del desarrollo de la ciencia, y en lo posible, de sus
perspectivas.
arse cuenta de la inseparabilidad de lo 16gico y lo histérico requiere en
matematica el conocimiento de los hechos fundamentales de la historia de
las matematicas y de los trabajos clasicos, la comprension de las leyes del
desarrollo de las cxenclas mateméncas y del carécter historico de la corres-
dencia entre las di aticas particulares. Esta exigencia es
provocada y apoyada ademés por el ejemplo de los principales cientificos
matemdticos. Su actividad en ramas concretas de las matemdtjcas, como
regla, se conjuga con investigaciones de problemas histéricos

En calidad de ejemplo puede citarse el articulo de A.N. Kolmogérov
“Matematica’ en el tomo 26 de la Gran Enciclopedia Soviética, donde el
mismo objeto de las mateméticas se considera en un plano histdrico.
Muchos cientificos soviéticos han publicado valiosas investigaciones sobre

18
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1.7. Importancia de la historia de las matematicas

historia de las P.S. Alexandrov, A.D. Alexandrov, B.V. Gne-
denko, V.V. Golubev, A.1. Markushévich y otros. En esencia no hay nin-
gin cientifico que trabaje creadoramente, el cual no se dedique a la historia
de su ciencia.

En el extranjero se le dedica gran atencién a la historia de las matemati-
cas. A ella esta dedicado un conjunto de libros y articulos. No todo en
ellos, por supuesto, es fidedigno. A veces los autores de obras sobre histo-
ria de la ciencia subordinan su trabajo a fines ajenos a la objetividad y al
carécter cientifico.

Es necesario poder diferenciar tales obras, en las cuales la historia de la
ciencia se expone de manera deformada, y juzgar sobre ellas acertadamen-
te. Es necesario saber diferenciar, por ejemplo, entre las diversas formas de

i6n de las leyes obji del desan'ollo dela cnenaa en general, entre
ellas las aticas, su ori i0 lista y r ia, comprender
cientificas progresistas y de las

los métodos de descrédito de las tend:
actividades de los cientificos progresistas. Es necesario aprender a luchar
contra todo tipo de tales fenémenos. La lucha entre las fuerzas progresistas
y reaccionarias en la ciencia matematica, que es una de las formas de la
lucha de clases, se revela en forma mas intensa en las cuestiones histéricas y
filoséficas de las matematicas. Aqui esté la linea de avanzada de uno de los
sectores de la lucha por el progreso, por la ciencia necesaria a la nueva so-
ciedad. De esta forma, el estudio de la historia de las matematicas se nos
presenta como una parte importantisima de la preparacion de los
especialistas-matematicos, necesaria para una correcta comprension de la
esencia de la ciencia dada y para una eleccion correcta de la orientacién y
formas de su actividad individual.

La experiencia, en particular la experiencia de la Universidad de Mosctt
demuestra que, la ensefianza de la historia de la ciencia, sus fundamentos
metodolégicos no pueden ser dejados a la espontaneidad. Ella debe estar
bien organizada como parte de la educacion ideologica del estudiantado y
de los trabajadores cientificos.




Capitulo 2

PROCESO DE FORMACION DE LAS
REPRESENTACIONES MATEMATICAS

2.1s imi de los prime:
y métodos matematicos

El proceso de formaci6n de los conceptos matematicos y de los procedl-
1t de solucion de determinadas clases de probl

tales abarca un gran intervalo de tiempo. Su comienzo probablemente data
de tiempos remotos, cuando el hombre pasé a utilizar instrumentos para la
obtencién de medios de subsistencia y posteriormente, al intercambio de
los productos del trabajo. Este periodo concluye con el surgnmnento de for-
mas cualitat nuevas del p atico, esto es, cuando
el conjunto de estos y métodos y su ido se hici lo sufi-
cientemente ricos para constituir si 16gi lacionados, es de-
cir, formas primarias de teorias matematicas. Estas u]umas surgen en las
mateméticas alrededor de los siglos VI—V a. n. e.

Los testimonios materiales, por los que puede estudiarse este periodo,
el mas antiguo en la historia de las matematicas, son escasos e incompletos.
El investigador estd obhgado a valerse de hechos de la historia general de la
culturadelak de materiales arqueol6gicos y
de la historia del lenguaje. La historia de las matematicas en el periodo de
su surgimiento es practicamente inseparable de toda la historia de la huma-
nidad.

Las formas y vias del desarrollo de los conocimientos matematicos en
los diferentes pueblos son muy diversas. Sin embargo, a pesar de las dife-
rentes vias de desarrollo, es comin para todos los pueblos que todos los
conceptos basicos de las mateméticas: el concepto de nimero, figura, area,
prolongacién infinita de la serie natural, etc., surgieron de la practica y
atravesaron un largo periodo de perfeccxonaxmcmo

Por ejemplo, el de surgi6é como consecuencia de la ne-
cesidad practica de contar los objetos. Inicialmente se contaba con ayuda
de los medios disponibles: dedos, piedras, conos de abetos, etc. Huellas de
esto se han conservado en las denominaciones de los calculos matematicos:
por ej 1 lus en su traduccién del latin significa cuenta con
piedras. La reserva de numeros en las primeras etapas era muy limitada. La
serie de los niimeros naturales conocndos y utilizados era finita y se fue ex-
diendo solo gradual La ia de la p ion ilimitada
de la serie natural constituye un sintoma de alto nivel de conocimientos y
cultura.
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2.1. Primeros conceptos y métodos mateméticos

Junto a la utilizacién de mas y méas niimeros surgieron y se desarrolla-
ron sus simbolos, y los propios niimeros formaron sistemas. Para los pri-
meros periodos de la historia de la cultura material es caracteristica la di-
versidad de si numéricos. Gradual se perfecci on y unifica-
ron los sistemas de numeraci6n. El sistema posicional de numeracion deci-
mal, utilizado actualmente en todos los paises, es el resultado de un largo
proceso de desarrollo histérico. A €l le precedieron:

1. Los diferentes sistemas jeroglificos no posicionales. En cada uno de
ellos se construye el sistema de los denominados niimeros claves (los mas
frecuentes 1, 10, 100, 1000, ...). Cada uno de tales nimeros tiene un
simbolo individual, un jeroglifico. Los restantes niimeros (ellos se denomi-
nan algoritmicos) se forman afiadiendo a uno u otro lado del nimero
central otros niimeros centrales y repitiéndolos. Ejemplos de tales sistemas
lo constituyen el egipcio, fenicio, palmireno, cretense, sirio, atico, chino
antiguo, indio antiguo, azteca y romano. Este dltimo tiene un sistema de
ntmeros claves: I, V, X, L, C, D, M, construido segin un criterio decimal
con notable influencia del sistema de base cinco.

2. Sistemas de numeracién alfabéticas. En estos sistemas las letras del
alfabeto, tomadas de 9 en 9, se utilizan para la designacion respectiva de las
unidades, decenas, centenas. A cada letra se le da un signo diferenciador,
que indica que ella se utiliza como niimero. En el caso que las letras del al-
fabeto sean insuficientes se valen de letras y signos adicionales. Ejemplo
tipico de sistema alfabético es el griego-jonico (la escritura mas antigua que
se conserva hecha en este sistema data del siglo V (a. n. e):

aBydes tnb
(digamma)
123456 789
bk N R TR VE e R Q) (coppa)
10 20 30 40 50 60 70 80 90
P T URFC L e sat ) (sampl)

100 200 300 400 500 600 700 800 900

La escritura de los niimeros segn este sistema resulta clara del ejemplo:
vpd = 444, Para escribir niimeros mayores que mil, es necesario complicar
los simbolos, por ejemplo, a = 1000, 8 = 2000, etc.

Los sistemas alfabéticos son mas comodos debido a la b dad de su
escritura, sin embargo, ellos son poco ttiles para las operaciones con ni-
meros grandes y exigen grandes esfuerzos para recordarlos. Ejemplos de
sistemas alfabéticos, ademas del expuesto, lo constituyen el eslavo antiguo
(cirilico y glagolitico), el hebreo, arabe, georgiano, armenio y otros.
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Cap. 2. Proceso de formacion de las representaciones matematicas

35 sttemas posxcxonales no decimales y luego sistema decimal. A los
i les no d les pertenecen el babilonio, indio (las tribus
mayas de la peninsula de Yucatén), hmdu, hmano actual.
La escritura en el sistema deci 1 con el cero apareci6 por
primera vez aproximadamente en el afio 500 a. n. e. en la India.

Como resultado del largo desarrollo historico de la actividad diaria
préctica de los hombres se formaron otros conceptos matematicos: area,

1 y otras propiedad iales abstractas de los objetos.
lacion de imi tanto de caracter numérico-
aritmético, como étrico cred las sigui premisas para la formacién

de teorias matematicas:

a)la posnbxhdad de sumtuu' las operaciones directas con los objetos por
su repr yd atica simplificada (simbolos). En
etapas posteriores, esto llevo al desarrollo de los sistemas numéricos y de
las construcciones geométricas;

b) La posibilidad de sustituir un problema concreto por un problema

canénico de tipo mas general, que se Ive por leyes determinadas y que
abarca un conjunto entero de casos particulares. Se trata de las formas pri-
marias de creacién de algoritmos les y de calcul icos rela-

cionados con ellas.

Cuando las premisas indicadas act(ian en gran escala y en la sociedad se
forma una capa de mdmduos que pueden utilizar una determinada colec-
cién de métod surgen las bases para hablar del
inicio de la existencia de la matematica como ciencia, de la presencia de sus
elementos.

Consid los dios primitivos de la formacion de
las aticas en el ejemplo de los que se conservan de la
cultura matematica de los antiguos egipcios, babilonios, chinos e hind

2.2. Las matematicas del Egipto Antiguo

Nuestros cc imi sobre las aticas del Egipto Antiguo es-
tdn basados principalmente en dos grandes papiros de caracter matemético
yen al fr Uno de los grandes papiros se denomi-

na el papiro matematico de Rhind (por el nombre del cientifico que lo des-
cubri6) y se encuentra en Londres. Tiene aproximadamente 5,5 m de largo
¥ 0,32 m de ancho. El otro gran papiro de casi la misma longitud y 8 cm de
ancho, se encuentra en Moscti. La informacién matemética contenida en
ellos data aproximadamente del afio 2000 a. n. e.

El papiro de Rhind constituye una coleccién de 84 problemas de carac-
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Cap. 2. Proceso de ion de las
ter aplicado. Para la i6n de estos prob se reallzan operacxoncs
con fracciones, se calcula el 4rea del rectéangulo, triangul P ¥

2
circulo (la Gltima es igual a (% d) , que corresponde a una aproxima-

cién grosera dew =3, 1605 ‘.‘), los volimenes del paralelepipedo, cilindro
y las di i dela ide. Ap ademas, probl; sobre divi-
sién proporcional y en la solucién de uno de los problemas se encuentra la
suma de una progresion geométrica.

En el papiro moscovita se recogen 25 problemas. La mayoria de ellos
son del mismo tipo que en el papiro de Rhind. Ademas en uno de los

problemas (N° 14) se calcula corr el vol de la piramid
truncada con base cuadrada. En otro problema (N° 10) esta contenido el
primer ej lo en la atica de determinacion del area de una superfi-

cie curva: se calcula la superficie lateral de un cesto, esto es, un semici-
lindro de altura igual al diametro de la base.
En el estudio del contenido de los papiros matematicos se advierte el si-
guiente nivel de conocimientos matematicos de los antiguos egipcios.
Para la época de escritura de estos documentos ya estaba constituido un
sistema de numeracion definido: el jeroglifico-decimal. Para los nimeros
claves de la forma 10 (k = 0, 1, 2, ..., 7) estaban establecidos los
les. Los algoritmicos se escribian como com-
binaciones de los niimeros claves. Con ayuda de este sistema, los egipcios
lograban realizar todos los calculos en los que se utilizan los niimeros ente-
ros. En lo que se refiere a fracciones, los egipcios crearon un aparato espe-
cial que se apoyaba en la interpretacion de la fraccién sélo como parte de la

unidad. En virtud de esta idea se utilizaban solo fracciones alicuotas ( dela

forma ,1') y algunas particulares, como por ejemplo,%y% . Todos los re-

p e por fracci de la forma % se expresaban

que debian

como suma de fracciones alicuotas. Para facilitar estas operaciones se con-
formaron tablas especiales, por ejemplo, la tabla de los numeros de la for-

maZ (n = 3, ..., 101). Es interesante advertir que en esta tabla la seleccion

de los sumandos no es univoca. Las lablas, a.l pareoer, se consmuyeron en

el transcurso de un largo tiempo, perfecci yenla

forma en que llegaron hasta nosotros impl un

de los resultad btenidos. A propésito, la d icio «m,,,-al’é:
n
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habl i

por su ia o por la esta-

Jura)
=— + —nunca se encuentra, pr
non

bilidad de la tradicién.

Se formaron también determinados métodos de operaciones matemati-
cas con niimeros enteros y fracciones. Comin a toda la técnica del calculo
egipcio es su caracter aditivo, por el cual todos los procedimientos, en lo
posible, se reducen a la suma. Conjuntamente con la comprension primiti-
va de fraccién solo como parte de la unidad, esta singularidad condicioné
el carécter particular de los calculos.

En la multiplicacion, por ej lo, prefer se utiliza el método
de duplicacién paso a paso de uno de los factores y de la suma de los pro-
ductos parciales convenientes (sefialados con asterisco).

(12:12): 1 112
24

*4 48

96

En total 144

*
o

win wie

-

Dl Bl
gl- g

|- 3|=

FS
w

- =
3

=
)
~

3 8 o )

L e e

En la divisién también se utiliza el procedimiento de duplicacién y divi-
sion sucesiva por la mitad. La division, al parecer, era la mas dificil opera-
cién matematica para los egipcios. Aqui se observa la mayor diversidad de
métodos.

Asi, a veces en calidad de operacién intermedia se aplicaba el hallazgo
de dos tercios o de una décima parte del nimero y asi sucesivamente:
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(19:8 1 8 (16:3)*1 3 (4:15 1 15
*2 16 2”78 Al
1 ua *4 12 bl
A 2 1
&ineg w0y
* i 3 5
4 ‘>l‘ 1 tl 1
Pl 3 15
8

11 1 11
19:8 = 2—=, , 16: = 415 == — |
esto es, 8 248 o sea, 16:3 = 53estoes 515

Ademas de estos ejemplos mostraremos también un ejemplo de uno de
los problemas: “‘Grasa. Produccién de un afio 10 b. ;Cual es la produccion
anual? Transforma 10 b en r. Esto sera 3200. Transforma afios en dias. Es-

2. 1u. 1

to sera 365. Divide 3200 entre 365. Esto es 8 = —

3 ST -
310 2190 ransforma. Es:

toeslszb)%2 1

1
Di h
10 3 2190 64 3 102100 e oom0 se nace’

2
3
1

2,1 1

En total —_ =,
J 3 10 2190
En la col izquierda se escoge el cociente. Primer re-

sultado: 8 da la diferencia entre el dividendo real y parcial: 3200 — 2920 =
= 280. El factor% da: 365- % =243 % . Todavia hasta 280 falta 36% .La
1

elecccion consecutiva 110 da ya la diferencia en% (ya que 36 z - 36 2 =

=%)
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2.3. Las matematicas de la Babilonia Antigua
Queda sélo elegir el niimero que siendo multiplicado por 365 dé% . Es-

1
to es, 2190

De esta forma, el cociente se busca con una eleccién sucesiva para la
cual atn no hay un método tnico.

Frecuentemente se encuentra la operacién, denominada xay (mont6n),
que corr de a la solucion de una i6n lineal de la forma

ax +bx + ... + ex = a.

En la suma de fracciones que tienen diferentes denominadores los egip-
cios utilizaban la multiplicacion de éstas por nimeros auxiliares. El método
de seleccion de estos nimeros auxiliares no da, sin embargo, el derecho a
juzgar sobre este método como un proceso uniforme, una manera ade-
cuada de reducir las fracciones a un denominador comiin. Las reconstruc-
ciones histéricas son ain en mucho discutibles y no se confirman con una
cantidad suficiente de hechos.

Los materiales, contenidos en los papiros, permiten afirmar que 20
siglos antes de nuestra era en Egipto on a formarse els de
mateméatica como ciencia. Estos el apenas ban a separarse
de los problemas précticos y estaban enteramente subordinados a su conte-
nido. La técnica de calculo era atn primitiva, los métodos de solucién de
problemas no eran uniformes. Sin embargo, los materiales que permitirian
determinantemente juzgar sobre el desarrollo de la matemética en Egipto,
ain son insuficientes. Por esto s6lo hemos utilizado como uno de los po-
sibles ejemplos de en qué época y en qué forma comienza a formarse la
ciencia matematica.

2.3. Las matematicas de la Babilonia Antigua

Como otro ejemplo del mlsmo tipo puede servir la herencia de la anti-
gua Babilonia. Esta d se extiende al conjunto de
Estados situados entre el Tigris y el Eufrates y que existieron en el periodo
desde el afio 2000 hasta el 200 a. n. e. Hasta nosotros han llegado alrededor
de cien mil tablillas de arcilla con escntura cuneiforme. Sin embargo,

tablillas con textos de id se Irededor de 50 y
tablas matematicas sin texto, cerca de 200.
El sistema babilonio de si tematicos tiene dos el fun-

damentales: la cufia V con el valor numérico de 1 y el gancho < con el valor
numérico 10. Con la repeticion de estos simbolos pueden escribirse los ni-
meros desde el 1 hasta el 59.

Cualquier niimero se escribe de izquierda a derecha segiin el principio
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Texto cuneiforme de la Babilonia Antigua VM 85 194. La parte de la tabla re-

P contiene 16 con solucic Los !sln'l’ rela-

cionados con presas, terraplenes, pozos, relojes de agua y trabajos agricolas.

El cuatro problema, provisto de un grdfico, estd relacionado con un pozo circu-

lar. El problema 14 considera un cono truncado. Su volumen se determina

iplic la altura por la is de las dreas de las bases superior e
inferior.
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N = a;60° + a, 60" + @,60% + ... De esta forma el sistema de numera-
cién resulta posicional imal. No ob este sistema no tiene ce-
ro, y un mismo simbolo ‘‘cufia’ puede designar no solo la unidad, sino
también un ntimero dela forma 60** (k es un ntimero natural). Diferenciar
los niimeros en tal sistema (se denomina no absoluto) puede ser solo par-
tiendo de las condiciones del problema.

El contenido de las tablillas muestra que sobre la base de este sistema
fueron creadas muchas reglas uniformes de las operaciones aritméticas,
tanto con niimeros enteros como con fracciones. Para facilitar las opera-
ciones existian tablas de multiplicacién (desde 11 hasta 60-60). Para la
multiplicacién de niimeros grandes con ayuda de las tablas de multiplicar
se hallaban los prod iales, los cuales di és se ban. La divi-

P

sion se realizaba con ayuda de las tablas de los valores inversos (ya que

bia =b- —l-)
a

Ademés de las tablas indicadas los babilonios utilizaban la tabla de los
cuadrados de los niimeros enteros, sus cubos, tablas de inversién (tablas de
raices cuadradas), tablas de los nimeros de la forma n% + n2, etc. En una
serie de textos babilonios estan contenidos calculos de tantos por ciento de
las deudas, divisién proporcional. Se tienen, ademas, una serie de textos
dedicados a la solucion de problemas los cuales desde el punto de vista mo-
derno se reducen a ecuaciones de primero y segundo grado e incluso de ter-
cero.

B.L. Van der Waerden en su libro “‘Science Awakening’’ clasificé to-
dos los métodos de solucion de los problemas en las tablillas babilonias.
Llegé ala conclusién de que estos dos eran equival alos métod
de solucién de los siguientes diez tipos de ecuaciones y sus sistemas:

a) con una incognita: ax = b;x2 = a;x% + ax = b; x3 = a;
Xx+1)=a .
b) si de i con dos incognitas: x = y = a;xy = by x =

ty=a;x2+y*=b.
Ademas de esto los babilonios conocian: la suma de las progresiones
aritméticas; sumas de la forma

n
Y 2% =274 (27 - 1)

k=0

k2 = (%+%n) Z k.
k=1
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Finalmente, en el afio 1954 N b y Saks publi el descifre de
una tablilla sumamente interesante que se conserva en la biblioteca de la
Universidad de Columbia (EE.UU.). En ella aparecen enumerados los
triangulos rectangulos con lados r les, 0 sea, los #rfos de ntimeros pi-
tagéricos x2 + y2 = z2. La reconstruccién del método de su eleccién con-
duce, aparentemente, a las formulas: x = p2 — g2;y = 2pg;z =p? + g2,
conocidas en la teorfa de niimeros como diofénticas.

Los imi étricos de los babil por lo visto, supera-
ban a los egipcios, ya que en los textos junto a los tipos generales de proble-
mas se encontraban rudi de medici6n de éngulos y relaci trigo-
nométricas. En lo fundamental, ademas, ellos también contenian calculos
de areas y volimenes de figuras rectilineas, comunes para la geometria ele-

2
mental. El area del circulo se calculaba segtin la férmula § = % (cesla

longitud de la circunferencia), de donde se obtiene una aproximacion
todavia mala: = = 3. Poseian también métodos de calculo aproximado de
volu basados en la mediacién original de las dimensiones (ver fig. 1).
Por ejemplo, el volumen de una piramide truncada no regular se calcula se-
gin la férmula

pulefast b g wibiNS bR
2 2 2 2

La atencién de una serie de investigadores est4 dedicada a la gran algo-

ritmizacion, que se revela en los textos matematicos de la Babilonia Anti-

gua. Esto dio lugar a la opinién de que en aquellos tiempos se cultivaban

métodos generales, que se abstraian de los problemas concretos y que
representaban un algebra singular (Neugebauer, Vogel). Sin embargo exis-

ten también apr mas cuidad; de los logros matematicos de los
babilonios.
Las tradici aticas de los babilonios se dieron fuera de
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los limites de los estados del Medio Oriente y pueden ser halladas incluso en
la época del helenismo (alrededor de los afios 330—30a. n. e.).

Asi, hacia mediados del primer milenio a. n. e. en una serie de paises de
la cuenca del Mar Mediterraneo se formaron tales condiciones, que la ma-
temética pudo ser interpretada como una ciencia auténoma; fueron
extraidos, como objetos ind: di del 1 i h , SUS con-
ceptos y proposiciones fundamentales, y la forma de esta extraccion resulté
suficientemente general y abstracta para introducir demostraciones logicas.
Esta fase siguiente del desarrollo de la matematica con mayor fuerza se de-
termind en la Grecia Antigua hacia los siglos VI—V a. n. e.

Los ejemplos propuestos muestran como en diferentes paises trans-
currié el proceso de acumulacion de un gran material matemético concreto
en forma de métodos de operaciones aritméticas, métodos de definicion de
4reas y voliimenes, métodos de solucién de algunas clases de problemas,
tablas auxiliares, etc. Aproximadamente un proceso similar de acumula-
cién de conocimientos matematicos ocurri6 en la China y la India.

2.4. Las matematicas de la China Antigua

El desarrollo de los conocimientos cientificos en China tiene una rica
historia de muchos siglos; ha sido también establecido el desarrollo original
y temprano de la matematica china. Sin embargo, hasta el momento no ha
sido superada la disparidad y pobreza de informacion cientifica fidedigna
sobre los conocimientos matematicos de los chinos en la antigtiedad.

Segiin afirmacién del matemaético historiador chino Ling Wang, los co-
nocimientos matematicos de los chinos se remontan al siglo XIVa.n.e. En
la historia de las matematicas de la China Antigua se tienen noticias sobre
el sistema decimal de célculo, una simbélica especial de nimeros en
jeroglificos, sobre operaciones con niimeros grandes, la existencia de dis-
positivos auxiliares de calculo (hatos de nudos, tableros de célculo), sobre
operacipnes con regla, compas y escuadra, etc.

La primera obra atica, si no se el tratado sobre Chon
Pei (horas solares), es La Matematica en nueve libros, a veces llamada *‘La
Matematica en nueve capitulos’’ o apartados. Esta obra aparecié como un
resumen original de los logros mateméticos de China hacia comienzos de
nuestra era. Hay noticias de que fue compuesto por el insigne hombre de
estado y cientifico Chuan Tsanom (en el afio 152 a. n. e.), que colecciond y

i iz6 todos los imiento: atico: idos hasta su épo-
ca. “‘La Matemética en nueve libros”” sufrié modificaciones y adiciones en
miltiples ocasiones: en el siglo I a. n. e. (Hen Chou-Chan), en el siglo I11
de n. e. (Liu Hui), en el siglo VI (Chen Luang), en el siglo VII (Li Chung-
Fan) y otros.

31



Cap. 2. Pr d ion de las

ltado de estas reelaboraci “La N tica en nueve
librggﬂZmé la forma de una original enciclopedia matematica con cs)me'-
nido relativamente heterogéneo. En los siglos VII—X c'le.n. e. se constituyd
en texto fundamental para los que ingresaban'al servicio del.Estado yen
una obra clésica en la cual se basaban los cientificos matemét.lcos para sus
investigaciones. Su texto fue conocido en l.a URSS hace.relauvamel;te‘ PE-
co; en el afio 1957 E.L. Berezkina hizo la prm;ra traduccion al ruso de “‘La
Matematica en nueve libros’’, con comentarios detallados. oo
Los libros que componen esta obra tienen la forma de pergaminos in :-
pendientes. Ellos estan dedicados a diferen¥es temas fundamenlalme;ned.e
carécter practico. La diferencia esta deten_mnada, al parecer, porque los 1:
ferentes libros se destinaban a funcionarios de d:ferentes fiepanamemos.
o e b e i O erinde
dltimos suplementos fueron introducidos en ro segu i
Il;:isd‘;:‘tll::r‘:lélicl: y no de generalidad matematica. La exposicion es dogmé-
tica: se formulan las condiciones del problema (en total 246 problemas? yse
dan las respuestas a ellas. Después de un grupo de prob!emas de un :.usr:o
tipo se formula el algoritmo de su resoluclbn.. Efte a.lgonlmo consta ien e
la formulacion general de laregla, o bien de m.dxcacmnes delas operaciones
sucesivas con niimeros concretos. Las deducciones de e§las reglas, expllf:a-
ciones, definiciones, demostraciones no aparecen. El libro I se denomu]u;
“Medicién de Campos’’. La unidad de medida es el rectéangulo de lad::
y 16 bu (es decir, de pasos aproximadamente iguales a 133 cm). {_.:s t;s:sl
de figuras rectilineas se calculan correctamente. En el calculo de' ::la
circulo, el sector y el anillo se toma = = 3. El area del segn}en}o cire m;J se
calcula como el 4rea del trapecio, la base mayor d.el cual coincide con la ba-
se del segmento y la base menor y la altura son iguales a la altura del seg-
mﬂ;;,.sistcma de numeracion utilizado en el libro es el decimal jeroglifico.
Los niimeros se dividen en clases con cuatro categorias en cada una. !Jn
signo especial para el cero, en tal sistema, evidentemente no es ne.cesar);(;i
El cero, real surge iderabl mas tardc,.sblo en el siglo
y fue, por lo visto, tomado de la matemética de la India. Para :da_r_gm;;oerl
generalidad al planteamiento del problema genefal sob}'e la m lICl n
4rea, en el primer libro han introducido las fracciones §|mples ylas oge?—
ciones aritméticas con ellas. Las reglas de las operaciones son las hal i-
tuales: lo singular es solo que en la divisiég de fracciones se exige la previa
i estas a un comiin denominador. >
ud‘lliicxl/:‘llofjr = 3usado en el primer libro por lo visto se conserva de ne;n-
pos muy remotos. Los matematicos chinos de esta éPoca podian calcular
mas exactamente el valor de w. Por ejemplo en e_l siglo I de n. e. en las
obras de Lin Sing encontramos = = 3,1547, en el siglo 11 n. e. en los traba-
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jos de Chisan Hen = = V10 (Chuan Hen consideraba que el cuadrado de la
longitud de la circunferencia esta en la relacion de 5:8 con el cuadrado del
perimetro del cuadrado circunscrito). En el siglo III de n. e. calculando los
lados de los poligonos inscritos Liu Hui encontré que = = 3,14. El partié
de la suposicion que el 4rea del circulo se aproxima por defecto por las 4re-
as de los poligonos inscritos. Para la aproximacion por exceso al area de es-
tos poligonos se adicionan las areas de los rectangulos circunscritos en tor-
no a los segmentos restantes. De donde S,, < S, < §, + 2(S,, — S,). Lle-
gando hasta el poligono de 192 lados, Liu Hui obtuvo (con R = 10): Sy, =

=313 % ¥ S = 314 % , de donde concluyé que = = 3,14. Algunos
autores afirman qu Liu Hui continud sus célculos hasta el poligono de
3072 lados y obtuvo 7 = 3,14159. En el siglo V de n. e. Tsu Chung-Chih

(430—501), como aclara Wei Shi (afio 643), dio para = dos valores de las

fracciones convenientes: —273 y % , ¥ la estimacién del valor de = hasta la
séptima cifra: 3,1415926 < = < 3,1415927.

El libro 2 “‘Relacién entre las diferentes formas de cereales’’ refleja la
préactica antigua de cobro de impuestos sobre el grano, medido en unidades
de volumen, y de calculos durante la elaboracién de este grano. Los
problemas matematicos que surgen debido a esto, son los problemas de
regla de tres y division proporcional. Al segundo libro le fue posterior-
mente afiadido un grupo de problemas sobre la determinacion del costo de
los objetos, el nimero de los cuales puede ser tanto entero como frac-
cionario.

Los problemas sobre divisién proporcional, divisién proporcional a los
valores inversos de los nimeros, y también la regla de tres simple y
compuesta constituyen el cc id bién del si el tercero, libro
de *“‘Division escalonada’. Las reglas de sumaciéon de progresiones
aritméticas no aparecen aqui todavia; ellas se encuentran, por lo visto, por
primera vez en el tratado matematico de Chang Tsiau Tsien (siglo VI).

En el cuarto libro ‘‘Shao-Huan’’ al principio se trata de la determi-
nacion del lado del rectangulo dados los valores del area y el otro lado.
Después se exponen las reglas de extraccion de raices cuadradas y cubicas,
el hallazgo del radio del circulo dada su area. Las reglas estan formuladas
especialmente para el tablero de célculo, el nimero subradical se divide en
categorias correspondientes a 2 6 3 signos, después sucesivamente se
selecciona el valor siguiente de la raiz y se da la regla de reconstruccion de
las varillas del tablero de céalculo. En la resoluciéon de problemas rela-
cionados con el célculo de elementos del circulo o la esfera se toma = = 3.
Solamente en el Gltimo problema, donde V..., = 1644 866 437 500 chi y
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contrar el diametro segtn la formulad = /l—: V, se ha tomado = = 2—87

(d = 143 000 chi).

En el libro 5 ““Estimacion de los trabajos’’ se recopilan problemas rela-
cionados con los célculos para la construccion de paredes fortificadas, mu-
rallas, diques, torres, fosos, y otras obras. Para esto se calculan tanto los
voliimenes de diferentes cuerpos, como las exigencias de fuerza de trabajo,
materiales y medios de transporte bajo diferentes condiciones.

El libro 6 “Distribucion proporcional’’ comienza con un grupo de
problemas sobre una justa (proporcional) distribucion de los impuestos.
Los métodos mateméticos son aqui los mismos que en el libro 3, donde se
trataba de la distribucion de los ingr entre los funci ios de diferen-
tes clases, esto es, la division proporcional, la regla de tres simple y com-
puesta. Ademas en el sexto libro se encuentra una serie de problemas sobre
la sumacién de algunas progresiones aritméticas y problemas sobre el tra-
bajo colectivo con diferente productividad.

““Exceso-defecto’, asi se llama el libro séptimo. En él se recogen
probl que cond a i lineales y sus sistemas, y se elabora
el método de sus resoluciones, que coincide con el método de las dos si-
tuaciones erréneas. Los problemas, también en este caso se presentan en
orden creciente de dificultad. El método tampoco esta formulado en forma
precisa y tiene muchas variedades de carécter particular. Mostremos
ejemplos.

En el problema N° 18 se afirma que 9 lingotes de oro pesan tanto como
11 lingotes de plata. Si se intercambian los lingotes de uno en uno, entonces
el peso del oro y la plata se diferenciaran en 13 lan (16 lan son iguales a
1 tzin). El problema de la determinacion de los pesos de los lingotes se re-
duce a la solucion del sistema de ecuaciones:

9x =1ly; 8x+y+ 13=10y +x

la cual se resuelve con ayuda de la regla de las dos situaciones erréneas.

3 A K 833
Precisamente, se toma x, = 3 tziny x, = 2 tzin. Entonces y, = 2 I tzin,

»= l% tzin. La sustitucién de estos valores en la segunda ecuacion (en la

cual todos los miembros estan trasladados a un solo lado, supongamos que

el izquierdo) da respectivamente el defecto: z; = — 1T491'6 tzin y el exceso
== wio ek tzin
b S T O
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El verdadero valor de x se encuentra por la regla

S Y 31
L=
. 9 53,
yesigualaZ%—itzm.PorLamoy:TIx = lamn.

En el problema N° 16 se indica que del jaspe (peso especifico = a) y de
la piedra (peso especifico & = a — 1) se construye un cubo, el peso total del
cual P, y el volumen ¥, son conocidos. Los pesos P, y P, y los volimenes
V, y V, correspondientes al jaspe y la piedra se hallan del sistema:

i+ =V
av, + bV, = P,
el cual se resuelve por la sustitucién de los dos valores ¥, = ¥,y V, = V;.

El perfeccionamiento hecho al séptimo libro consiste en la regla de reso-
lucién del sistema de ecuaciones lineales y su generalizacion a sistemas con
mayor niimero de incognitas expuesto en la regla ““fan-chen’’, a la que estd
dedicado todo el libro 8. Los probl de este libro cond aun sistema
de cinco ecuaciones lineales con raices positivas. Para todos los sistemas se
establece un algoritmo tinico de céalculo de las raices en el mencionado
“‘fan-chen”’ que iste en lo sigui

Sea dado el sistema de ecuaciones lineales:

aux, + 8,% ¥ .. +a,%, =Db,
Gy X+ G Xy + oo + By X, = by,

a, X + ay, X, + ..

En correspondencia con el método chino de escritura (de derecha a iz-
quierda por columnas de arriba hacia abajo) se forma la matriz ampliada
del sistema:

Esta matriz se transforma de tal modo que todos los niimeros a la izquierda
y arriba de la diagonal principal de los coeficientes sean cero.
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[P 0a,
0.ccceee N )
By crseeiinnee ay, a,,
by eies bdeess gD

La transformaci6n conduce a la via usual para la teoria de los determi-
nantes, pero para esto se opera sélo con las columnas; las columnas y filas
de las matrices aqui atin no gozan de iguales derechos. La matriz transfor-
mada con los ceros corresponde a un sistema escalonado de ecuaciones:

a, %, + 8% + ...+ a,x, =b

ap X, + o+ @, X, = by
.................. a,, x, = b,
de donde sucesivamente se determinan las raices del sistema de ecuaciones.

En el proceso de transformacion de la matriz del sistema los cientificos
chinos introdujeron los nimeros negativos. Para su adicion y sustraccién
fue introducida una regla especial ‘‘cheng-fu”’, la cual puede traducirse co-
mo regla “‘mas-menos’’. Puesto que todos los célculos, entre ellos la trans-
formacién de matrices, se realizaban en el tablero de calculo, para la desig-
nacién de los nlimeros negativos se utilizaban palillos de calculo de otro co-
lor o forma, y en el caso de escritura se utilizaban jeroglificos de diferente
color.

La extension del concepto de niimero, que notamos antes, es una parti-
cularidad caracteristica del desarrollo de las matematicas. Esta misma ten-
dencia de dar generalidad a la solucién en radicales de las ecuaciones de se-
gundo al cuarto grado en el siglo XVI condujo en Italia a la introduccién
de los nimeros imaginarios. En cuanto a la prioridad de los matematicos
chinos en relacion a la regla “‘fan-chen”’, esto es indiscutible. Es suﬁcnente
indicar que en Europa la idea de la i6n de un determi
fue emitida por primera vez solo por Leibniz a finales del siglo XVII. Los
nimeros negativos en forma explicita aparecieron algo antes, a finales del
siglo XV en las obras de N. Chuquet.

La base practica del altimo libro de “‘La Matemﬁuca en nueve libros”’
la constituyen los probl de la determi de d: ias y alturas no
accesnbles con ayuda del teorema de Pitagoras y las propiedades de los
tri M este libro es particularmente in-
teresante por la formulacnon algebraica general de las reglas. Aparte de los

d de ion del teorema de Pit4goras en ella se en-
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cuentra el método de busqueda de las ternas pitagoricas, esto es, las solu-
ciones en niimeros enteros de la ecuacion x2 + y2? = z2:

2 2
PR g e R B
2
Algunos problemas d a una ion cuadratica leta y las

reglas de su solucion son equivalentes a las formulas de uso comiin actual-
mente.

Por ejemplo, el problema N° 11 sobre las dimensiones de una puerta
conocida la diagonal y la diferencia entre la longitud y el ancho se reduce a
dos ecuaciones: x2 + y? = ¢2; y — x = k 0 a una ecuacion cuadratica
completa 2x2 + 2kx + k* — ¢? = 0. La regla formulada en el texto, si se
escribe simbolicamente, es

Deducciones y demostraciones, como ya se dijo, en este tratado no apare-
cen. E.I. Berezkina, al parecer correctamente, supone que las reglas fueron

hrenid i 1 1

el sigui método sea
X, zx *
= 5
entonces
2

X3+ x3 —222=2(§) =2
de donde
Nos detuvimos detallad. en el del ido de ‘‘La Mate-

matica en nueve libros’’ ya que esta obra es la mas significativa y, quiza, el
anico gran ) de las icas de la China Antigua, que tiene
ademas iclopédi Ella d que en el transcurso de
muchos siglos la matemética de China se desarroll6 preferentemente con
una orientacién de calculo-algoritmica y creé los elementos esenciales del
camino algebraico para la resolucion de los problemas.
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Las causas de que la matematica de China (y como veremos més ade-
lante también de la India) adquiriera tales particularidades, radica en las
dici S0Ci0~ 6micas de la vida de la sociedad. Las condiciones
fueron tales que estos Estados, en calidad de una de sus funciones funda-
les, estuvieron obligados a tomar para si la organizacion de los traba-

jos sociales en las ramas de la irrigacion, transporte y obras defensivas.

Las preocupaciones constantes sobre el calendario y sobre la comuni-
dad y el rigor de las instituciones religiosas acrecentaron esta orientacion de
los trabajos cientificos. La opresion feudal y la presion de la religion deter-
minaron el caracter lento y estancado del desarrollo de todas las ciencias,
entre ellas de las matematicas.

La orientacién de calculo algoritmica fue conservada por la matematica
china también en el periodo siguiente, incluso hasta mediados del siglo
XIV. Los mayores éxitos fueron nuevamente alcanzados en las ramas del
algebra y de los métodos de calculos aritméticos. Después de la resolucion
de ecuaciones cuadréticas encontramos en las obras de Wang Shao Tung en

el siglo VII la reduccion de probl a cibicas. En un triangu-

& 1

lor se dan: el prod: de los catetos xy = P = 706 sio y la dife-

rencia entre la hipotenusa y uno de los catetos Vx2 + y2 — x = Q =
=36 % . Se quiere encontrar los lados del triangulo. Wang Shao Tung pa-

2
ra resolver la ecuacion x? + % x2 - E’LQ = 0 se refiere (como algo comin-
mente conocido) al método que se utiliza para la extraccién de raices.
Referencias a este método aparecen también en ‘‘La Matematica en
Nueve libros’” y en libros mateméticos posteriores. Pero una aclaracion de-
tallada del método se encuentra solo en el manuscrito del matematico del
siglo XIIT Chin Kin Shao conocido por haber introducido el titulo ya tradi-
cional de “‘Las nueve partes de la matematica”.
La esencia de este método, el cual obtuvo en la matematica china la de-
inacién de método “‘del el celeste’’ (asi denominaban a la in-
cognita) consiste en lo siguiente. Es necesario resolver la ecuacién P, (x) =
= 0; para precisar tomar P, (x) = a,x* + a,x* + ;x> + a;x + a,. La
primera cifra p de la raiz se busca por seleccion. Se realiza la sustitucion
X =y + p. Se obtiene la ecuacién auxiliar:

e(y) = Ayt + A3 + A2 + Ay + A,

La sucesion de operaciones para hallar los coeficientes de esta ecuacion
auxiliar puede ser expresada por el esquema:
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4o 10ty % e 4
a@p a@p  aGp  ap
o a, a a, ay a; = A,
a,p a'p  a'p
PO a, A=y
ap a p
+ %@ a'" = A,
a.p
=y a)” =A,

De nuevo, por el método de seleccion se encuentra la primera cifra de la
raiz de la ecuacion auxiliar ¢(x) = 0; o, lo que es lo mismo, la segunda

cifra de la raiz de la ion P,(x) = 0. S que ésta sea g. La
sustitucion y = z + g conduce a la ecuacién ¥(z) = 0, los coeﬁcxemes de
la cual se encuentran por el antes i , etc.

Chin Kin Shao demuestra este método en el ejemplo de la ecuacx(m
—x* + 763200x2 — 40642560000 = 0, cuya raiz es x = 840. Este mismo
método sin variaciones se aplica a la extraccion de raices de cualquier or-
den. Para esto se resuelve la ecuacion x” — a = 0. De esta manera, por
ejemplo, se hallan V17576, 1336336, etc.

El método del élemento celeste ha sido un gran logro, con el cual se cul-
mino el desarrollo del algebra en China en la edad media. Los matematicos
chinos lo utilizaban con gran arte. Por ejemplo, alrededor del afio 1300
Chou Shi Hié encontré mediante este método raices no solo enteras, sino
también racionales. Por ejemplo, en la ecuacién 576x* — 2640x? +
+ 1729x2% + 3960x — 1695 252 = 0 él elige la parte entera de la raiz igual a
8, realiza la sustitucién x = y + 8 y obtiene 576y* + 15792y% +
+ 1595532 + 704392y — 545300 = 0. Después, para reducir a la unidad

el coeﬁcieme delap ia mayor de la i , hace la sustitucion y =
576 y determinando en la nueva ecuacién que z = 384, concluye que
y = E 2 r consiguiente, x = 8 2
576 61 350:h VA it 16 b 1B

El método del elemento celeste, por su esencia matemética, es equiva-
lente al método de Ruffini—Horner, descubierto en Europa en los albores
del siglo XIX.
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En la edad media en la matematica de China se pusieron de manifiesto y
se formaron, en gran medida, los elementos algebraicos tanto en el domi-
nio de la creacion de métodos algebraicos generales como en la formacién y
perfeccionamiento de la simbdlica. En ‘‘El precioso espejo de los cuatro
elementos’’ (afio 1303; los cuatro elementos son las cuatro incognitas, lla-
madas en forma figurada: cielo, tierra, hombre, objeto) Chou Shi Hié
resolvia los problemas llevandolos a un sistema de cuatro ecuaciones con
cuatro incognitas por medio de la exclusid iva de las incogni Lla-
ma la atencion la original simbolica de este autor. Asi, por ejemplo, él de-
signa ax + by + ¢z + du por

~ + 48
b )T( d

AR e
y el polinomio

X2+ 2xy + 2+ 2y7 + 22 + 2zu + u? + 2ux

por la figura

El término independiente se sitia al centro de esta figura.
Otro gran logro de los icos de la China medi;
cion regular de la sumacion de progresiones

| fue la aplica-

S a1 SN on(n+ D@n+ 1)
Ek——z——, Ekz—;s ,

k=1 k=1

conocida de las obras de Chon Huo (siglo XI) y Yang Hui (siglo XIII). La
peculiaridad de los métodos de calculo de sumas de progresiones del tipo
dado puede ser ilustrada con el problema del calculo del nimero de balas,

locadas en forma de piramide con base cuadrada. Supongamos para pre-
cisar, que en la piramide hay cinco capas:
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vl IRRRR R 11 R STt e D B R+ Sl
Y Y] SR BUIOEL XSRS A1 (VO GUnIT (j3 A I
(¢ il B SO0 e i e i e e 1)
1O AR YRR ) YR L RS | IR ¢ PO SRS
0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0
0 0 0 0 + ! + 0 0 0 0
0 0 0 0 + + L 0 0 0 0
Qi QUERGRUQNTEIETT AR gty gt
0 0 0 0 G 0 0 0 0
0 0 0 L OBLE BN R T R ) 0 0
0 0 0 +0 o+ k4 0 0 0
0 0 0 + ¥ + ¥ F 9 0 0
0 0 s SR T b el et 0 0
0 0 + SHEsE opitE ok (G 0 0
[RRNE SPRER. NG, P RS TNRINE SN S Do TR 1
Entonces la cantidad de balases: § = 12 + 22 + 32 4 42 4 52,
De las relaciones:

2+1

2=1+3

3¥=1+4+3+5

#=1+3+5+7

2=1+4+3+5+7+9

setieneque S = 51 + 4-3 + 3-5 + 27 + 1-9, o en forma general S =

=nl+4(n=1)3+(n—2)5+..+1:(2n — 1),lo que seilustra por
parte de la figura seialada con cruces.
Adicionando ademas

28 =20 +2(n = 1) + 2(n — 2 + ...

obtenemos

+2-12,
IS=Qn+Yn+Q2n+)n~-1)+ ..+ 2n+ 1)1 =
=@n+ 1) ——"("; N

Finalmente

1

n(n + 1)(2n + 1).
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Junto a los problemas aritmético-algebraicos, en China se desarrolla-
ron clementos de combmatona, fue hallado el triangulo de los coeficientes
del bi actual como triangulo de Pascal. Por lo vis-
to, como una generalizacion de los problemas de la aritmética surgieron los
problemas teérico-numéricos. Ejemplos tipicos de tales problemas se en-
cuentran en las obras de Sun Tzi (siglo III de n. e.) que resolvi6 el problema
del hall de los nu , los cuales divididos por 3, 5, 7 dan respectiva-
mente restos 2, 3, 2. Este es un problema de resolucién de un sistema lineal
de congruencias con médulos simples entre si de dos en dos:

x =r, (mod q,),
x=rmodq,), (n=2%rn=3rn=2q=3q¢=5q¢="7
x = r; (mod g,).

Sun Tz encuentra los niimeros auxiliares N,, N,, N, para los cuales:

N, ¢,q, = 1 (mod g,), 35N, = 1(mod 3), 2N, = 1 (mod 3)
N, g, g; = 1(mod g,), estoes, 21N, = 1 (mod 5), 0, N, = 1(mod 5)
N, g, g, = 1 (mod q,), I5N; = 1 (mod 7), N; = 1 (mod 7)

Entonces:

Ny =2, Ny=1;N; =1, N q,9, =70; N, q, g, = 21; Ny ¢, g, = 15;
x=(N,gq; + N g, q, + N, q, ¢;)(mod g, g, q3);

x = (140 + 63 + 30) (mod 105); x = 233 (mod 105); x = 233 — 105¢.

El menor valor de x serd 23 para t = 2.

P al fueron r en tiempos mas recientes.
Asi, Chin Kin Shao (siglo XIII) resolvi6 el problema que se reducia al si-
guiente sistema de congruencias:

x = 32 (mod 83),
x = 70 (mod 110),
x = 32 (mod 135).

El enfoque préctico de los problemas de geometria que se observan en
‘‘La Matematica en nueve libros’” se conservé en la matemética china en el
transcurso de todo el periodo de tiempo considerado. En la herencia ge-
ométrica de la China antigua y medieval un lugar destacado ocupa la obra
de Lin Hui (siglo I1I de n. e.) ‘‘La Matemética de la isla del Mar’’ que tenia
inicialmente caracter de comentario y complemento a la tltima parte de
“‘La Matematica en nueve libros”’. En su forma definitiva entran en “‘La
Matematica de la isla del mar’ problemas sobre la determinacion de las di-
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de objetos i ibles y de las di ias hasta ellos. Se resuel-
ven, principal por la aplicacion del teorema de Pitagoras o la seme-
janza de tridngulos. En la China no se advierten tentativas de una construc-
ci6n sistematica deductiva.

Todas las fuentes conocidas afirman que desde el siglo XIV en China
comienza un largo periodo de estancamiento en el desarrollo de las cien-
cias. Los conocimientos alcanzados antes no se desarrollan e incluso se ol-
vidan; la matematica se desarrolla preferentemente a costa de la asimila-
cién de conocimientos foraneos. En el afio 1583 en China penetr6 el
jesuita-misionero M. Ricci, detras del cual invadié a China un ejército en-
tero de eclesi4sticos y monjes. Al parecer, es con su colaboracion que en el
afio 1606 en China por primera vez se editan ‘‘Los Elementos’” de Euclides,
en el afio 16350 las tablas de logaritmos de Vlack. El desarrollo original de la
ciencia china, bajo la presién de los colonizadores y de las formas feudales
de gobierno que se conservaban, se interrumpi6. Los especialistas-
matematicos chinos se preparaban para la actividad cientifica en el extran-
jero y en su mayoria alli mismo trabajaban.

La Matemética en China recibié un nuevo estimulo para el desarrollo
s6lo en el siglo XX bajo la influencia del movimiento popular de liberacién
y después de la revolucién popular. En el afio 1928 en Nankin fue organiza-
da la Academia Central de Investigacion Cientifica, entre cuyos 13 institu-
tos estaba el Instituto de Ma\emémcas Los cientificos reunidos en este ins-
tituto trabajaban en muchas d Ita Obtuvieron re-
sultados en las ramas de las series de Fourier, en la teoria analitica de los
nimeros, topologia, geometria diferencial, teoria de probabilidades y
estadistica matematica, dlgebra y teoria de los grupos finitos.

Después del afio 1949 en China comenz6 un rapido desarrollo de las
matematicas en colaboracion estrecha con los mateméticos de la URSS. Es-
pecialmente estrecha fue la cooperacion en las ramas de la teoria analitica
de los nimeros donde Hua Lo-Ken y otros llevaron a cabo trabajos me-
diante la aplicacién del método de sumas trigonométricas, hallado por el
académico 1.M. Vinogradov. Los trabajos de Chen Tzian-Guan y Van Fu-
Chun son afines a los trabajos de D.E. Menshov, sobre series ortogonales.
Las investigaciones de Su Bo-Tsin y otros estan relacionadas con los traba-
jos de los matematicos soviéticos de la escuela de C.P. Finikov sobre
complejos lineales. Incluso en teoria de probabilidades, donde ejercieron
una influencia particularmente fuerte los matematicos ingleses y america-
nos se ifestd la proximidad a los ialistas soviéticos de la escuela de
A.N. Kolmogdrov. La colaboraci6én de los matematicos chinos con los co-
legas soviéticos siempre fue productiva, los enriquecié en el sentido
cientifico y coadyuvé al desarrollo de una concepcion del mundo progresis-
ta y a logros précticos en las aplicaciones de las atica
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2.5. Las matematicas de la India Antigua

En la atica antigua y medieval de los pueblos de la India hay
mucho de comtn con la matemética china. En la India la matematica tam-
bién es una ciencia muy armgua la cual desde antafio formo parte de la cul-
tura. En ella t inaron los métodos de calculo-algoritmico y
estuvieron ausentes las tentativas de construccion de un sistema deductivo;
la geometria de los hindties es también practica.

Esta generalidad del caracter de la ciencia y las vias de su desarrollo no
son casuales y reflejan la convergencia de las vias de desarrollo histérico de
estos dos grandes paises y las antiguas relaciones econémicas y culturales
entre ellos. En la India, hacia el comienzo de nuestra era, ya estaba consti-
tuido un sistema feudal desarrollado de orgamzamon de la sociedad. La
prolongada conservacion de las rel fi por la
separacion en castas de los grupos sociales de la poblacnon que determin6,
a pesar del, a veces viol curso de los politicos, el rit-
mo tan lento del desarrollo de la produccién y la ciencia.

Los colonizadores ingleses, franceses y portugueses en el transcurso de
siglos frenaron forzadamente el natural desarrollo de la produccién, la
ciencia y la cultura del pueblo hindd. S6lo en nuestro tiempo transcurre un
proceso de liberacién nacional y elevacién de las fuerzas productivas de la
India.

Los més antiguos monumentos de la cultura matematica de los hindes,
lo constituyen los libros religiosos: Sutras y Vedas. Su procedencia se sittia
hacia los siglos VIII—VII antes de n. e.. Estan escritos en el sénscrito, len-
gua antigua muerta ya hace mucho tiempo. En ellos encontramos construc-
ciones geométricas que constituyen parte importante de los rituales en la
construccién de obras para el culto: templos, altares, etc. En ellos pueden
encontrarse los primeros métodos de cuadratura de circulos, aplicacién del
teorema de Pitdgoras. Al parecer, como consecuencia de las exigencias de
la arquitectura resolvieron también el problema aritmético sobre el hallaz-
go de las ternas pitagéricas de nimeros naturales.

El sistema numérico desde tiempos remotos se determiné como deci-
mal. Igualmente temprano se defini6 la inclinacién hacia las i
con niimeros grandes que encontré su reflejo en las leyendas. Buda, por
ejemplo, se distinguia por su fenomenal capacidad para calcular; &l cons-
truy6 un sistema decimal de numeracion hasta 105, dando denominacién a
cada clase. Los novios de la hermosa diosa de la tierra, pretendiendo su
mano, estaban obligados a competir en la escritura, la aritmética, la lucha
y el tiro con arco. El vencedor de la competencia Sarvatasida encontrd, en

. , 3 g 1
particular, una escala de niimeros, en progresién geométrica con razén ——

100
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hasta 107+9%, esto es, hasta el niimero con 421 ceros. La aficién por
las operaciones con grandes niimeros se conservo en el transcurso de toda
la historia de las matematicas en la India.

El més brillante periodo de desarrollo, el cual dejo los mas significati-
vos ejemplos de literatura matematica, fueron los siglos V—XII de n. e. En
esta época trabajaron los eminentes cientificos indios, matematicos y astro-
nomos: Aryabhata (finales del siglo V), Brahmagupta (nace en el afio 598),
Mahavira (siglo IX), Bhaskara Akaria (nace en el afio 1114).

De Aryabhata, que vivio en el noroeste de la India, quedaron sus obras
en versos de contenido mateménco y astronomlco En ellas estan formula-
das las reglas de la atica I: la aritmética, la geometria y la
tri ria. Brah bién en forma de versos escribié una
obra enorme en 20 libros “La ciencia perfeccionada de Brahma’’, cuyo
libro 12 esta dedicado a la aritmética y la geometria y el libro 18 al Algebra y
las ecuaciones indeterminadas. Un notable contenido matematico tienen
los dos libros de Bhaskara ‘‘Lilavati” y *‘Vijaganita”.

El ““Lilavati’’ (lo que significa ‘‘hermosa’’) Bhaskara lo dedicé a su hi-
ja. En forma poética en las 13 partes del libro se exponen: 1) metrologia;
2) operaciones con niimeros enteros y fracciones, y extraccién de raices;
3) método de conversién, método de la situacién errénea y otros métodos
particulares de resolucion de probl 4) probl de
mezclas; 5) sumacion de series; 6) planimetria; 7—11) calculo de diferentes
volimenes; 12) problemas de anélisis indeterminado; 13) problemas de
combinatoria.

La otra obra de Bhaskara “‘Vijaganita”” esté constituida por ocho par-
tes: 1) operaciones con niimeros positivos y negativos; 2—3) ecuaciones in-
determinadas de 1™ y 29 grados; 4) ecuaciones lineales algebraicas;
5) ecuaciones cuadréticas; 6) sistema de ecuaciones lineales; 7—8)
ecuaciones indeterminadas de 2° grado.

No nos proponemos como objetivo el describir todas las fuentes, méri-
tos y papel jugado por individuos en particular. Nuestro objetivo es la va-
loracién del nivel de los logros de los matematicos de la India, las singulari-
dades de la forma y los métodos de investigacion matemética y la via del
desarrollo de la matematica hindd. Por esto aqui daremos s6lo las
caracteristicas generales.

Como ya se dijo, la particularidad principal de la matemética india es el
predominio de los métodos de calculo, los que se presentaban a los estu-
diantes o lectores en forma dogmética. Entre las reglas aritméticas llama la
atencion la gran difusion de la regla de inversién, la cual consiste en lo si-
guiente: se piensa un niimero, pero al estudiante o contrario sélo se le co-
munica la sucesién de operaciones con el niimero pensado y el resultado fi-
nal. La resolucién del problema iste en realizar ivamente todas
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las operaciones en orden inverso. Por ejemplo, en la obra de Bhaskara ‘‘Li-

lavati’’ ante una beldad d dasep el si pr : de-
cir el niimero, el cual, multiplicado por tres, se aumenta después en tres

4550 S Ay } 1
cuartas del producto, se divide entre 7, se disminuye el cociente en 30 se

multiplica por si mismo y se disminuye en 52, después de extraerle la raiz
cuadrada, afiadirle 8 y dividirlo entre 10, da 2. Entre las otras reglas de la
técnica de calculo de los hindies esta la regla de extraccion de la raiz
cuadrada y operaciones con irracionales.

Las operaciones con nimeros grandes (en calidad de otro ejemplo mas
expongamos el problema de la determinacion del nimero de términos de
una progresion geométrica, si @, = 3, ¢ = 5, S = 22 888 183 593), ademas
de la elaboracién de un sistema tinico de numeracion decimal con cero y
una simbélica numérica condujo a la introduccién en la atica de la
idea sobre nimeros infinitamente grandes. Bhaskara introdujo esta idea
considerando la expresion de la forma & y aclarando que este es también

un niimero, pero que no sufre cambios de incremento o disminucion, cual-
quiera que sea el numero que le adici o quele i 5 seglin
expresion de Bhaskara, se le puede comparar con el tiempo eterno de la ca-
dena infinita de las existencias.

Los mateméticos hindies introdujeron y trataron correctamente el con-
cepto de numero negativo. Asi Brahmagupta aclara que los niimeros
pueden tratarse o como pertenencias o como deudas. Las reglas de opera-
ciones con los nimeros, entonces, son las siguientes: la suma de dos perte-
nencias es una pertenencia, de dos deudas, una deuda, de una pertenencia y
una deuda, su diferencia, y si son iguales es cero. La suma del cero y una
deuda es una deuda, de una pertenencia y el cero, una pertenencia. El pro-
ducto de dos pertenencias o dos deudas es una pertenencia; el resultado del
producto de una pertenencia por una deuda representa una pérdida. Esta
misma regla es valida también en la division. El cuadrado de una pertenen-
cia 0 deuda es una pertenencia; la pertenencia tiene dos raices: una consti-
tuye una ganancia y la otra una deuda. La raiz de una pérdida no existe, ya
que tal no puede ser un cuadrado. Sin embargo, introduciendo los niimeros
negativos, los matematicos hindies no los utilizaban como elementos
equitativos de la matematica, considerandolos s6lo como algo del género
de las posibilidades l6gicas, ya que, segiin expresion de Bhaskara, las per-
sonas no estan de acuerdo con ellos.

Ademas de las reglas y problemas de la aritmética en la matemética hin-
du fueron introducid i de una serie de problemas de
algebra, de analisis indeterminado, problemas de combinatoria. Con el al-
gebra estén relacionadas en primer término las reglas de resolucion de
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ecuaciones lineales de sus sistemas, y de ecuaciones cuadraticas. Por
ejemplo, Aryabhata formula el siguiente problema: un capital de 100 (lo
designaremos por p) se da a interés. El incremento de un mes (=x) se da de
nuevo a interés durante 6 (=) meses. El incremento total es de 16 (=g).
¢Cudl es el incremento mensual?

La ecuacion correspondiente tx? + px + gp Aryabhata, por supuesto,
no la escribe, pero la regla dada por él para la resoluci6n de este problema
no es otra que la regla general para la ecuacién cuadratica. En efecto, él da
la siguiente prescripcion: multiplica la suma del incremento y del incremen-
to del incremento (o sea g) por el tiempo (¢) y el capital (p), anade el

2
cuadrado de la mitad del capital ’43 , extrae la raiz cuadrada, luego resta la

mitad del capital y divide la diferencia por el tiempo. La férmula que
corresponde, evidentemente sera:

El desarrollo de dos de lucion de probl de analisis indetermi-
nado o dioféntico constituye uno de los mayores logros de las matematicas
hindtes. El surgimi de étodos es un fend » comun pa-

ra todas las culturas matematicas antiguas. La causa de que los matemati-
cos de la India, Grecia, China y otros paises se interesaran por la solucién
de semejantes problemas yace, por lo visto, en la necesidad del estudio de
fenomenos que se repiten periddicamente, como, por ejemplo, en
astronomia.

En efecto, la cuestion sobre un periodo de tiempo que consta simultane-
amente de un niimero entero de dias (x) y un niimero entero de afos ()
conduce a una ecuacion indeterminada: 10960y = 30x. Otras cuestiones,
por ejemplo, sobre el periodo de repeticion de algunos fenémenos, condu-
cen a una ecuacion indeterminada completa. Los cientificos hindues sabian
encontrar las soluciones enteras de diferentes tipos de ecuaciones indeter-
minadas de 1 y 29° grados.

Nosotros ya mencionamos la forma caracteristica de la exposicién du-
rante la cual no se reproduce ni los pasos del razonamiento ni la demostra-
ci6n, lo que no da la posibilidad de juzgar sobre los métodos tedrico-
numéricos de los matematicos hindtes. Sin embargo, lo poco que se conoce
muestra la presencia de una serie de métodos tedrico-numeéricos. Por
ejemplo, se conoce que las raices de la ecuacion indeterminada de 1¢ grado
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ax — by = c se obtienen multiplicando por ¢ las raices de la ecuacion
ax

r Uil e
azb; a=bg+r qx+—bx—y—z.

2x =1 =gx+2z

y=¢qx +

Para que la solucién y sea entera es necesari9 que z sea entero, esto es,
el problema se reduce a la resolucion dela ecuacion rx — bz = 1, los coefi-
cientes de la cual son menores que los coeficientes de la ecuacion dada (r <
< b, b < a),yla forma de la ecuacion no cambia. .

Continuando esta operacion, nosotros en un namero finito ge pasos 1le-
garemos hasta la ecuaciénu = r, v = ) Retomax.ldo ala ecuacion original,
expresamos X e y a través de v. Este método, posnblememe: fue enco’nlrgdp
por analogia con el p dimi de la bisqueda del maximo comun divi-
sor o ¢on el algoritmo de las fracciones continuas. ) s )

Expongamos un ejemplo mas de resolucién de ecuaciones indetermina-
das. La ecuaciéon xy = ax + by + cse transfor‘maba a la'forma (.\: i
— b)(y —a) =c + abcon ayuda de la siguiente interpretacion geomeétri-
ca. El 4rea del rectangulo completo trazado es S = xy. El 4rea rayada, es
igual a ax + by — ab. La parte restante no rayada del rectangulo es S, =

=(x—b)y— a) (fig. 2)yalavez S, = xy — ax — by +ab=c+ab

¥
Fig. 2

0 ici6 = —-a)= . Después de esto, la parte

segtin la condicién), (x — D) a) = ¢ + ab.

ilergecha se representa en la forma del producto de dos f: act(’)re.s enteros.
En calidad de un ejemplo mas consideremos el método ciclico de Bhas-

kara para la resolucion de ecuaciones de la forma y? = ax* + 1. Inicial-
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mente por ensayo se eligen los nimeros x,, y,, b, para que satisfagan la
ecuacion ax? + b, + y?y, ademas, que x, y b, sean primos entre si, y b, sea

el menor posible. Esto puede hacerse aunque sea poniendo %‘— = Va. Aho-
1

Xz + .
ra se forma —l—l—,—yl = X,, estoes, X,z + y; = b, x,. De ella se obtienen

1
valores enteros de x, y 2 eligiéndolos de tal modo que z> — a sea lo menor
2

posible. Entonces St b, es enteroy x, z + b,, igual al cuadrado del

1

namero y3, esto es, ax3 + b, = y3. Repitiendo se obtiene una sucesion
decreciente de nimeros enteros: b, , b,, ..., 1 y finalmente ax? + 1 = yZ.
Por supuesto, la demostracion no se dio; por vez primera fue encontrada
por Lagrange. El nombre de Pell fue adjudicado a esta ultima ecuacién en
el siglo XVIII simpl por equi i6

Las soluciones racionales de la ecuacion de Pell los cientificos hindtes
la obtenian de la siguiente forma: para los arbitrarios x,, ¥, ¥ X;, », y los
correspondientes b, y b, formaban las ecuaciones:

axtyt = by; by = (x;Va — y)(x, Va + );
ax} — 33 = by; by = (% Va — )%, Va + p,);
by by = (ax, x, = y, ,)* — a(X, 3, = %, 3,);

Suponiendo que es conocida la raiz x,, y,: axg - yg = b, de la expre-
si6n para b, b, obtenian x = 2x,y,; ¥ = ax; + 2o

2
a@xyy,? + b* = (ax + ¥} o a (_Zx‘;,yo ) +1=

g (axz e yz)z
= b

Por 1ltimo, en las mateméticas hindues se refieren a las ramas del al-
gebra y la teoria de los nimeros, las cuestiones sobre combinatoria elemen-

n n

tal, el conocimiento de las sumas " ky Y 2, el tridngulo de Pascal y
k=1 k=1

otros conocimientos.

La geometria hindu tiene todos los rasgos de una ciencia aplicada. Hay
dibujos, hay reglas, a veces incluso no hay reglas, bajo los dibujos esta
escrito s6lo: ‘‘jmira!’’. Cierto interés tienen las tablas trigonométricas en
las cuales las cuerdas se sustituyen por semicuerdas. Al mismo tiempo se
consideran en esencia las funciones trigonométricas: seno, coseno y seno-
verso (sen vers & = | — cos «).
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En la hnstona de la Indla se encuentran suficientes hechos que ponen en
id la de politicas y econémicas con los estados
griegos, egipcios, arabes y con China. En mateméticas se considera indis-
cutible la procedencia hindd del sistema de numeracion decimal con el cero
y las reglas de calculo. Se puede observar como los hindiies tomaron de los
griegos algunas cuestiones geométricas, etc. Pero la cantidad de estos
hechos no es grande. La cuestion sobre las relaci y mutuas infl
de las matematicas de la India, Grecia, China y los paises drabes alin no es-
té4 suficientemente clara.

En conclusién, nuevamente advertimos que disponemos de una canti-
dad de informacién muy limitada en relacion con las aticas en China
y la India. O bien desaparecieron, o bien ain no han sido encontrados
muchos testimonios materiales del surgimiento y recopilaciéon de conoci-
mientos matematicos como parte de las culturas antiguas. Ademas de la
influencia destructora del tiempo, de esto son culpables los colonizadores,
los cuales destruyeron pueblos enteros. Donde esto tltimo resulté impo-
sible, como en China y en la India, todos los esfuerzos fueron dedicados a
falsificar la historia, para exaltar los méritos de los “‘civilizadores’’ capita-
listas, como si estos fueran portadores de la luz a los pueblos
““ignorantes”. En forma mas velada estas tendencias estan expresadas en
las teorias sobre una fuente cientifica tinica, sobre la propagacién por todo
el mundo de los conocimientos de un pueblo elegido, etc.

La historia ensefia que el desarrollo de todas las formas de actividad de
la sociedad humana transcurre bajo la influencia de los inicos motivos del
desarrollo econémico. Esta influencia se pone de manifiesto, en particular,
en el dominio de la matematica, en la pluralidad de las fuentes de su surgi-
mlemo La mateménca surglé y se formé como ciencia en muchos lugares,

muy dos unos de otros y al parecer no relacionados

emrc si.

En esto siempre actuaron y se revelaron leyes generales: la procedencia
de las matematicas a partir de la actividad practica de los hombres, extrac-
cién de las abstraocnoncs numénms y geométricas en calidad de rama inde-

di del formacién de un sistema l6gico con-

de estas abst i licacién de las Gltimas a problemas prac-
ticos, etc.

Sin embargo, la forma de cumplimiento de estas leyes generales, el ca-
racter de la ciencia matemética, la correlaciéon de sus elementos tuvo
muchas diferencias y particularidades, las cuales es necesario tomar en
cuenta para formar una representacion correcta sobre las vias y perspecti-
vas del desarrollo de las ciencias matematicas.

Capitulo 3

FORMACION DE LAS PRIMERAS TEORIAS
MATEMATICAS

3.1. Las pri teorias
en la Grecia Antigua

La parte tedrica de las matematicas tiene sus origenes en las escuelas
cientificas y filosoficas de la Grecia Antigua. La contribucion de estas es-
cuelas al desarrollo de la ciencia es tan signiﬁcativa que incluso en nuestra
época ‘‘las ciencias naturales tedricas, si quxeren seguir la historia del surgi-
miento y desarrollo de sus tesis 1 estan obligadas a dirigir-
se a los griegos” V.

En el periodo de los siglos VI—IV a. n. e., que es el que consideramos
aqui, Grecia estaba constituida por un conjunto de Estados (ciudades)
esclavistas que llevaban a cabo un intensivo comercio, tanto entre si, como
con otros Estados de la cuenca del Mar Mediterraneo: Egipto, Fenicia,
Persia, etc. En los Estados de la Grecia Antigua la técnica, la ciencia y la
cultura alcanzaron un alto nivel, lo que se manifiesta con gran conviccion
en los hermosos monumentos historicos que se conservan. Los trabajos de
ciencias naturales y filosoficos de los cientificos antiguos llegados hasta no-
sotros y las informaciones sobre ellos muestran que en la Grecia Antigua se
formaron los tipos fund les de cc it del mundo, actuaron
diferentes escuelas cientifico-naturales. El lugar principal entre las escuelas
griegas de filosofia natural lo ocupaban sucesivamente: la jonica (siglos
VII==VI a, n. ¢.), la pitagorica (siglos VI—V a. n. e.) y la ateniense (desde
la segunda mitad del siglo V hasta nuestra era). En estas escuelas se elabo-

raban también cuestiones iticas en forma b leta y de-
tallada.

En las ma(cméucas de esta época los probl; précticos relacionad,
con la idad de célculos aritméticos, medici y construcci ge-

ométricas continuaron jugando un gran papel. Sin embargo, lo nuevo era
que estos problemas poco a poco se desprendieron en una rama indepen-
diente de las matematicas que obtuvo la denominacion de logistica. A la
logistica fueron atribuidas: las operaciones con niimeros enteros, la extrac-
cidn numérica de raices, el calculo con la ayuda de dispositivos auxiliares,
del tipo del abaco, el célculo con fracciones, la resolucion numérica de

" F. Engels. Antiduhring. Moscit, Editorial politica, 1970, pags. 340—341 (en ruso).
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que cond a i de 17 y 240 grados, problemas préc-
m:os de calculo y constructivos de la arquitectura, agrimensura, etc.

Al mismo tiempo, ya en la escuela de Pitagoras se advierte un proceso
de r ilacién de hechos aticos abstractos y la union de ellos en sis-
temas tedricos. Asi por ejemplo, de la aritmética fue separada en una rama
independiente la teoria de niimeros, es decir, el conjunto de conocimientos
icos que se rel con las propiedades generales de las opera-
ciones con nimeros naturales. En esta época ya resultaban conocidos los
métodos de sumaci6n de progresiones aritméticas simples y resultados del

tipo E (2k — 1) = n2. Se estudiaban cuestiones sobre la divisibilidad de
k=1
los niimeros, fueron introducidas las proporciones antméncas. geométri-

£

. . f . k
cas y armonicas () y diferentes medias: la aritmética

, la geométrica

Junto a la demostracién geométrica

y ) n
Va,ﬂz ...a, y la arménica ——— .
,.

1

ko1 %
del teorema de Pitagoras fue encontrado el método de hallazgo de la serie
ilimitada de las ternas de nimeros *‘pitagéricos”’, esto es, las ternas de ni-
meros que satisfacen la relaciéon a® + b? = c2y que tienen la forma n,

2
%(,,z_ l),%(n2 + 1),donde n es impar. Otra regla: n, (;) =11,

2
(;) + 1, donde n es par, la encontramos en las obras de Platén, o sea, en

época posterior. Fueron d biertas has leyes ati de la
teoria de la musica. Una particularidad de la escuela de Pitagoras es que a
ciertos niimeros y relaciones numéricas se les asignaban propiedades miste-
riosas, mégicas, y la propia dedicacion a la teoria de nimeros se considera-
ba como patrimonio de “‘los elegidos’’ e ‘‘iniciados”. Es comprensible,
que el misticismo numérico de los Pitagéricos no tuvo origen cientifico-
natural sino politico-social.

En este mismo periodo transcurrieron la abstraccion y sistematizacion
de las informaciones geométricas. Fueron escritos libros especiales en los

1 1 1 1
" La dltima tenfa el aspecto— — — =— — S recibiendo su nombre del hecho de que
a c

en la teoria matematica de la musica los intervalos entre los tonos completos son inversa-
mente proporcionales a la altura del tono.
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que se exponia el sistema de geometria formado en ese tiempo. Tales son,
por ejemplo, los ““El "’ de Hipo de Quios. En los trabajos ge-
ométricos se introdujeron y perfeccionaron los métodos de demostracién
geométrica. Se consideraron, en particular, el teorema de Pit4goras, los
problemas sobre la cuadratura del circulo, la triseccién de un angulo, la
duplicacion del cubo, la cuadratura de una serie de areas, en particular las
acotadas por lineas curvas.

Una de las causas de la creacion de teorias matematicas fue el descubri-
miento de la irracionalidad, inicialmente en forma del establecimiento del
hecho étrico de i abilidad de dos bs. El signifi
do de este paso en el desarrollo de las matematicas es dificil sobreestimarlo.
En las matematicas se introdujo un concepto tal que representa, en esencia,
una abstraccion matematica tan compleja, que no tiene suficiente sustento
firme en la experiencia humana precientifica.

Casi seguro que la primera irracionalidad descubierta es V2. Puede su-
ponerse que el punto de partida de este descubrimiento fueron los intentos
de encontrar una medida comin con ayuda del algoritmo de sustraccion
sucesiva, conocido como algoritmo de Euclides. Es posible que jugara cier-
to papel el problema de la teoria matemética de la musica: division de las
octavas que conducian a la resolucién de proporciones 1:n = n:2. El inte-
rés comin de la escuela Pitagérica por los problemas de la teoria de los nii-
meros, al parecer, debe haber jugado un papel importante.

Los griegos antiguos conocieron muy temprano la rigurosa demostra-
cién logica de la irracionalidad de V2 por la via de reduccién al absurdo.

5 m » <
Sea V2 = —, donde m y n1 son nimeros primos entre si. Entonces m? =
n

= 2n?, de donde sigue que m? es par y, consecuentemente, m es par. En-
tonces n es impar. Sin embargo si m es par, entonces m 2 se divide por 4y
por consiguiente 72 es par. Por tanto n bién es par. La contradicci6
formal obtenida (n no pucdc scr a la vez par e impar) indica la falsedad de
la icién sobre la raci d de V2.

Para la investigacion de las recién descubiertas irracionalidades cuadra-
ticas inmediatamente resulté necesario elaborar la teoria de la divisibilidad.

En efecto, seaVn = 14 -, donde p y g son primos entre si, y 7 es el producto
q

de solo las primeras potencias de los factores. De donde p2 = ng?. Si  es
un divisor primo de n, entonces p? (y por lo tanto p) se divide entre 7. Por
consiguiente p? se divide entre /2. Pero en n est4 contenida sélo la primera
potencia de ¢. Por lo tanto, ¢2 (al igual que g) se divide por.z. Pero este re-
sultado formalmente contradice la suposicion de que p y g son primos entre
si.
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Tras la irracionalidad de V2 fueron descubiertas muchas otras irra-
cionalidades. Asi, Arquitas (finales del siglo V antes de n. e.) demostro la
irracionalidad de los ntimeros de la forma vVn(n + 1). Teodoro de Cirene
estableci6 la irracionalidad de la raiz cuadrada de los nameros 3, 5, 6, ...
..., 17. Teeteto (comienzos del siglo 1V antes de n. e.) dio una de las prime-
ras clasifi de los irracional

Con el surgi ) de la irr lidad en la atin no fortalecida mate-
mética griega aparecieron serias dificultades tanto en el plano tedrico-
numérico, como en el plano geométrico. Fue realmente amenazada toda la
teoria de la geometria métrica y la teoria de la semejanza. La necesidad de
comprension cientifica de la esencia del fenémeno descubierto y su combi-
nacion con las ideas formadas provocé el desarrollo posterior de las teorias
matematicas.

Esta etapa siguiente se distingue por los esfuerzos de crear, para las ne-
cesidades de la investigacion cientifica, una teoria matematica general ade-
cuada tanto para los niimeros racionales como para las magnitudes irra-
cionales. En cuanto se descubrieron los irracionales result que la colecci6
de las magnitudes geométricas (por ejemplo, los segmentos) era mas
completa que el conjunto de los nimeros racionales, entonces resulté opor-
tuno construir un calculo mas general en forma geométrica. Este céalculo
fue creado. Recibi6 el nombre de algebra geométrica.

Los elementos primarios del 4lgebra geométrica resultaron los segmen-
tos de recta. Con ellos fueron definidas todas las operaciones de célculo.
La suma se interpretaba como la adicion de segmentos, la diferencia como
la eliminacioén de una parte del segmento igual al segmento sustraendo. La
multiplicacién de segmentos condujo a la construccién de una representa-
ci6n bidimensional y el producto de los segmentos a 'y b se consideraba un
rectangulo con lados @ y b. El producto de tres segmentos daba un
paralelepipedo, y el producto de un niimero mayor de factores en el dlgebra
geométrica no podia considerarse. La division resultaba posible solo bajo
la condicién de que la di ion del dividendo fuera mayor que la dimen-
sién del divisor. Ella se interpretaba comorequivalente al problema de ane-
Xién de areas:

Anexar al ¢ un rectangulo equival al dado (ab). La reso-
lucién del problema como se ve en la figura 3 consiste en la adjuncién uno
a otro de los rectangulos ab y be en la construccién de un nuevo rectangulo,
la di | del cual es la di 1 del lo be prol da hasta la in-

con la prol i6n del lado b. Er Jos rectéangulos ab =
= cx resultan equivalentes y el problema esté resuelto.

El método de anexién de areas, descrito aqui, permiti resolver proble-
mas que conducian a ecuaciones lineales y llevaba el nombre de método pa-
rabélico (wapaBoly’ significa en griego anexién de areas).
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En el algebra geométrica también se incluia el conjunto de proposi-
ciones geométricas que interpretaban las identidades algebraicas. Por
ejemplo,elg‘zﬁgura 4 da una interpretacion geométrica de la identidad (@ +
+ b)? = a% + 2ab + b2

a {4
al| a? ab
¢
z
a bl ab »?
b
Fig. 3 Fig. 4

El método de anexion de 4reas fue extendido también al caso en que la
resolucion del problema duce a una cuadratica. Ejemplos de

. tales problemas lo constituyen la determinacion del lado de los poligonos

regulares inscritos: la llamada ‘‘division aurea’ del segmento, esto es,
la division del segmento @ en dos partes: x y @ — x que satisfacen la relacion

a

X . . o
= = e ; la expresion de la arista de un poliedro regular a través del

didmetro de la esfera circunscrita, etc. La solucién de esta clase de proble-
mas se realizaba con ayuda de un método canénico uniforme, que tiene las
siguientes particularidades en dependencia de la forma de la ecuacién
cuadratica.

A g I )3
vl
4 I3
Gty oon & T
Fig. § Fig. 6

a)‘Construir un cuadrado equivalente a un rectangulo dado ab. La
esencia del método consiste en la sustitucion del rectangulo @b por la dife-

2 2 -
rencia de los cuadrados ab = (¢ i;!l = (a 2 b)z y la aplicacién

siguiente del teorema de Pitagoras (figura 5).
55



Cap. 3. Formacion de las primeras teorias mateméticas

AD-DG = 4rea (CLGD, B, B) = CB? — LG?

¢ ¥ (a+b)2 (a—b)2
et o 2

La construccion del segmento buscado x se ve claramente de la fig. 6.
Esta construccién también fue tomada como base de la construccién de la
media geométrica: a:x = x:b.

b) Agregar a un segmento dado (4B = &) un rectangulo (AG), igual a
un area dada (S = b?), de modo que la parte del 4rea que falta para el rec-
tangulo completo (AK), sea un cuadrado (DK = x2) (fig. 7). Por la condi-

A 4 B
A /Y ¢ 7 A s
/3
I X
4 g 4 1 8, I
Fig. 7 Fig. 8

cién del problema b? = (a — x)-x, pero

a\* (a 2
(a - x)-x = 4rea (CLGD, B, B) = (5) a (E N x)_

Con ayuda del teorema de Pitagoras se halla el segmemog — xy después

x. Este caso de anexién de areas se denomina eliptico (del griego
ENNewprs — defecto).

¢) Agregar a un segmento dado (AB = a) (fig. 8) un rectangulo (4K)
igual a un area dada (S = b?), de tal manera que el exceso sobre el rectan-
gulo (AG) sea un cuadrado (BK = x2), b*> = (a + X)'X; pero

2 2

(@ + x):x = 4rea (CLGB,D,D) = (% i x) - (%) ; por tanto,
2 2

b = (% + x) - (;) , de donde con ayuda del teorema de Pitagoras

; 7 a
se encuentra mediante la construccion del segmcntoE + xy después x. Es-
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te tipo de i6
exceso, sobrante).

Es evidente que semejante método daba sélo una raiz positiva de la
ecuacién cuadratica. Los matematicos antiguos comprendian la necesidad
de formular las condiciones del problema del 4lgebra geométrica de mane-
ra que ellos a ciencia cierta tuvieran una solucién positiva. Por eso en los
casos necesarios ellos imponian limitaciones (diorismos, &woptopog) a las
condiciones del problema.

Esta circunstancia determinaba la limitacién del campo de aplicacion
de los métodos del dlgebra ica. Alin més se limi las posibili-
dades del 4lgebra geométrica debido a que sus objetos eran figuras de di-
mension no mayor que dos. Los medios de construccion eran sélo el com-
pas y la regla. Era posible imaginarse en los limites del 4lgebra geométrica
operaciones con figuras tridimensionales. Esto, sin embargo no se hacia,
ya que incluso un problema al parecer tan sencillo como la construccion de
un cubo, que tiene un volumen el doble que el dado, no admitia solucién
con ayuda de una regla y un compés. Los problemas que conducian a
ecuaciones de grado superior al tercero, como ha sido indicado, eran en el
éalgebra geométrica de los impl i ibl

La insuficiencia del algebra geométrica como teoria matematica general
fue especialmente subrayada por la distincién de una clase de problemas
que no admitian solucién con regla y compas. Entre estos problemas los
mas idos eran: el probl de la duplicacién del cubo, la triseccion
del 4ngulo y la cuadratura del circulo.

El problema sobre la duplicacién del cubo, esto es, sobre la construc-
ciébn de un cubo con arista desconocida x, pero que tiene un volumen el
doble que el dado, se reduce a la resolucién de la ecuacién cibica: x3 =
= 2a*, Un problema equivalente lo constituye el problema de la construc-
¢ion del V2. El probl era enor popular, sobre lo que
cuenta la leyenda llegada hasta acerca de la exi; ia del oraculo
en la isla de Delos de aumentar en el doble el volumen del altar ciibico si-
tuado ante él. Los numerosos esfuerzos de resolver este problema con ayu-
da de calculos en el campo de los nimeros racionales o con los medios del
4lgebra geométrica, resultaron, desde luego, infructuosos.

El primer éxito en la resolucion de este problema lo alcanz6 Hipdcrates
de Quios (mediados del siglo V a. n. e.). El lo redujo (mas exactamente
hablando, es el problema algo mas general de la transformacién de un
paralelepipedo en un cubo) al problema de la biisqueda de dos medias pro-
porcionales. En efecto, sea el paralelepipedo V' = a, b, ¢, transformado en
otro con base cuadrada ¥ = a2b, lo que se realiza con los medios del l-
gebra geométrica. Es necesario transformarlo en un cubo: x3 = a2b. La
arista del cubo buscado se determina, segiin Hip por la proporci6
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a:x = x:y = y:b. Es posible que el problema de la duplicacién del cubo se

ibiera como el anal ial del probl de la cuadratura de figu-
ras planas. En tal caso la formulacién del problema de Hipocrates es una
generalizacion del probl plano correspondi sobre la i ion de

una media proporcional: a:x = x:b.

Para la resolucién del problema de Hipécrates sobre la insercion de dos
medias proporcionales fueron elaborados nuevos métodos. En su mayoria
se reducian a la investigacion de los lugares geométricos: x2 = ay,xy = ab,
y?* = bx. Las dos medias proporcional entre a 'y b se deter ban como
las coordenadas del punto de interseccion de dos de estos lugares geométri-
cos. Esto tltimo recibi6 a su vez una interpretacion estereométrica como
secciones de conos de revolucion.

La historia del probl sobre la del cubo constituye uno
de los ejemplos de como transcurre el enri de los métodos ma-
tematicos. La influencia de este problema fue una de las causas de que las
secciones conicas entraran en la matematica, de que se convirtieran en las
matematicas antiguas en medios de resoluci6 bl

nlieactd

de tales pr los
cuales no pueden ser resueltos con ayuda de la regla y el compés. Por otra

parte, para la lucién del probl de la duplicacion del cubo se aplica-
ban también otros métodos. Eraté por ejemplo, construy6 un ins-
trumento ( labi 6modo para duplicar aproximad el cubo.
Sin embargo, ni de los métodos influy6 tan fuer en el de-

sarrollo de las matematicas antiguas como el método de las secciones céni-
cas.
El destino ulterior del probl iderado esté relacionado con otro
problema: se puede 0 no resolver en principio este problema por medio de
construcciones con regla y compés. Con el desarrollo del dlgebra la formu-
lacién del problema tomé una forma algebraica: ;Puede o no la operacion
de extraccion de la raiz clbica de un niimero racional ser reducida a un nd-
mero finito de extracci de raices cuadradas? La duda sobre la posibili-
dad de tal soluci6n del problema la expresé por vez primera en el afio 1637
Descartes. Pero solo después de 200 afios el problema de la duplicacion del
cubo recibio solucién definitiva. En el afio 1837 Wantzel demostré que las
irracionalidades ciibicas no pertenecen ni al campo de los nimeros raciona-

es ni a su liacio d la i6n de irracionales cuadraticos.
do famoso probl de la antigiiedad que no admitia solucién
di el algebra étrica fue el p; sobre la triseccion del 4n-

gulo, o sea, sobre la division de un dngulo arbitrario en tres partes iguales.
Este problema, como el anterior, se reduce a la resolucién de una ecuacion
cubica, lo que resulta evid de la sigui relacion tri étrica:

cosp =4 cos’% -3 cos‘—; ,6a = 4x? — 3x. Nosotros comprendemos,
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que los numerosos esfuerzos por realizar la triseccion del 4ngulo solo con
regla y compds no podian tener éxito y conducian en el mejor de los casos,
a la concientizacion de la idad de introducci6 étod

de nuevos 5
Ya en el siglo V a. n. e. Hippias de Elis aplicd, para la resolucion del
problema de la triseccion del 4ngulo, una curva trascendente, la cuadratriz,
definida de la forma siguiente. Supongamos que en el rectangulo ABCD
(fig. 9) el lado BC se traslada paralela y unifor hasta idir con
AD. Durante este mismo tiempo el lado AB gira alrededor de A en sentido

de las agujas del reloj hasta su coincidencia con AD., El lugar geométrico de
la interseccion de estos dos lados forma una curva, la cuadratriz, cuya exis-
tencia permite reducir el problema de la division de un angulo en cualquier
niimero de partes iguales al problema de la division del segmento AB (0

CD) en partes iguales. El punto G (AG = 2—:) de interseccién de la

s ad

cuadratriz con el lado AD se definia por conti con r

los cuales pueden servir de ejemplo de una de las primeras formas del méto-
do de los limites. Otro método de resolucion del problema sobre la trisec-
¢ion del Angulo, fue el método de las inserciones. Por insercion se entiende
la construccion de un segmento de una recta, cuyos extremos se encuentran
en las lineas dadas y el cual (o su prolongacién) pasa a través del punto da-
do. Ejemplos de inserciones que se aplicaron a la triseccién del angulo
(< ABC) (figs. 10, 11):

Insercion: DE = 2AB

Insercion: FE = AB
(DF=FE=AB; (4DEF=%ABFC=%AFCB=

2 ABF= £ AFB=22AEF=2+CBD; =% 2 ABC).

+2CBD= % 2 ABC).
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Las inserciones se realizaban de forma mecénica con ayuda de una regla
que se desplaza, en la cual ya antes fue trazada la magnitud de la insercién.
La regla la giraban alrededor de un punto fijo, preocupandose de que una
sefial se moviera por una de las lineas dadas hasta que la otra sefial cayera
sobre la otra linea.

Fig. 10 Fig. 11

La triseccion del angulo tiene tan larga historia como la duplicacién del
cubo. La reduccion de ella a una ecuacion cubica fue conocida sélo hacia
los siglos IX—X de n. e. La demostracion rigurosa de la imposibilidad de
una triseccion exacta del 4ngulo con regla y compds es una con secuencia
sencilla del resultado de Wantzel mencionado anteriormente.

El tercer problema famoso de la antigiiedad es el de la cuadratura del
circulo, o sea, el problema sobre la bisqueda de un cuadrado de area
equivalente a la de un circulo dado. Este problema en la Grecia Antigua lo
consideraban en dos asp : exacto y aproximado. El altimo enf del
problema condujo a la introduccién de apr del 4rea del circulo
por poli inscritos o ci itos y al célculo aproximado del niimero
«. La enorme cantidad de esfuerzos por cuadrar exactamente el circulo no
pudo conducir al éxito como consecuencia de la naturaleza trascendente de
este problema.

En efecto, sea el segmento 7, el radio de un circulo dado; entonces el la-
do del cuadrado equivalente es x = r, V. El problema se reduce a la mul-
tiplicacion gréfica del 7o por el nimero V. Esta multiplicacién
puede realizarse solo si este niimero es una raiz de una ecuacién algebraica
con coeficientes enteros y resoluble en radicales cuadraticos. Por lo tanto
un tratamiento riguroso y completo del problema de la cuadratura del
circulo puede ob como Itado del esclarecimi de la naturale-
za aritmética del numero =. La sol
rante muchos siglos.

Sélo a finales del siglo XVIII I. Lambert y A. Legendre pudieron de-
mostrar que 7 no es un nimero racional. La trascendencia de este niimero,
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esto es, el hecho de que no puede ser raiz de ninguna ecuacién algebraica
con coeficientes enteros, fue demostrada en el afio 1882 por Lindemann. A
proposito, en la geometria de Lobachevsky para algunos valores del radio
de curvatura del espacio la cuadratura del circulo es resoluble en irraciona-
lidades cuadraticas.

Los matematicos antiguos, que se esforzaron por resolver con una exac-
titud teérica el problema sobre la cuadratura del circulo, esto, se sobreen-
tiende, no lo sabian. Pero sus esfuerzos trajeron al desarrollo de la mate-
matica gran utilidad, enriqueciéndola con nuevos hechos y métodos. Asi
fue elaborado el método de exhaustion, que es el predecesor del método de
los limites. Fueron introducidas diferentes curvas trascendentes, en primer
lugar la cuadratriz. Finalmente, por vez primera en la historia de las mate-
maticas fueron halladas figuras cuadrables, delimitadas por lineas curvas.
Nosotros tenemos en cuenta aqui las linulas (meniscos) de Hipocrates de
Quios, formadas por arcos de ci encias. Las i igaci de Hi-
pocrates se apoyaban en el teorema de que en los circulos las 4reas de seg-
mentos semejantes son proporcionales a los cuadrados de los diametros.

La primera de las linulas cuadrables fue recortada del semicirculo con
arco de radio r V2, que se apoya sobre el diametro. La linula resulta ser
igual al 4rea del triangulo rectangulo isosceles ABC cuya hi esel
diametro del circulo (fig. 12). Una variacién de este resultado la constituye
el teorema de que, si sobre los lados de un triangulo rectangulo, como
sobre diametros, se construyen circunferencias, entonces la suma de las
4reas de las liinulas, que se apoyan sobre los catetos, sera igual al 4rea del
triangulo, es decir, es cuadrable (fig. 13). Otro tipo de linula se obtiene

Y/l

3 A 8

Fig. 12 Fig. 13

cuando alrededor de un trapecio con lados 1, 1, 1V3 se circunscribe una cir-
cunferencia y en la cuerda V3 se construye un segmento semejante a los seg-
mentos truncados por las restantes cuerdas. El 4rea de la linula obtenida es

61



Cap. 3. Formacioén de las primeras teorias matematicas

igual al 4rea del trapecio original. Finalmente, el arco exterior de la tercera
(3) es menor que la semicircunferencia.

La aparicion de linulas cuadrables suscité una serie de preguntas natu-
rales: ;Cuén grande es la clase de las linulas cuadrables? ;Han sido halla-
das todas sus formas? ;Existen otras linulas, cuyas dreas también se expre-
san mediante irracionalidades cuadriaticas a través de los elementos lineales
que entran en su construccién? Sin embargo, las respuestas a estas pregun-
tas bién fueron obtenid hos siglos después. Solo en el afio 1840 el
matematico aleman Klausen encontro dos liinulas cuadrables més. La cues-
ti6n sobre las linulas fue totalmente investigada sélo en el siglo XX cuando
los matematicos soviéticos N.G. Chebotariov y A.V. Dérodnov utilizando
los métodos de la teoria de Galois mostraron que si las medidas angulares
de los arcos interior y exterior de las linulas son conmensurables, entonces
no existen mas linulas cuadrables que las encontradas. A proposito, las re-

de las medid: gul de las linulas encontradas, mencionadas
antes. son'E Bt f
tasil jol BE 2:DmBgs
El descubrimi delai abilidad, como ya indicamos, pu-

50 en una situacion dificil toda la parte métrica de la geometria, la teoria de
la semejanza y aquellas partes de las matematicas, donde era imprescin-
dible la utilizacién de formas elementales del concepto de continuidad, pa-
so al limite, etc. La teoria de los numeros racionales ya no podia servir de
base a estas ramas de las aticas. Asi, el surgimiento de las irraciona-
lidades condiciond la necesidad de la creacion de una teoria general de las
relaciones, capaz de dar las definiciones e introducir las operaciones apli-
cables tanto en las magnitudes racionales como irracionales.

El fundamento inicial de la teoria de las proporciones de la antiguedad
lo constituy6 el algoritmo de las diferencias sucesivas, conocido bajo el
nombre de algoritmo de Euclides. Sean dadas dos relaciones: a:byc:d. La
busqueda de la medida comin de la magmmd que participa en las rela-

ciones, d a la sigui cadena de rel
ab c:d
a —nyb =b ¢ —myd =d,
b —n b =b, d —md =d,
b, — nyb, = b,y dy —myd, = d,

En el caso en que los miembros de las proporciones son conmensu-
rables, esta cadena se detiene; la inconmensurabilidad no da un algoritmo
finito. El algoritmo de las diferencias suceswas es equivalente a las repre-
sentaciones con ayuda de las fracci Por ej
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il

La ion de las i Rgy Myy My, oo Y M, My, My, ... DErmi-
te establecer entre las relaciones los de igualdad y desigualdad, y
ademas compararlas en su magmtud S que k — 1el de
ambas si mg > my, se tiene que a:b <
< c:d, para k impar, ya:b > c:d para k par; sinm, < mkentonma b<
< c:d en el caso que k sea par y a:b > c:d, en el caso que sea impar.

Sin embargo los esfuerzos por introducir operaciones sobre las propor-
cmnes definidas de tal modo, inmediatamente tropezaron con serias difi-

aticas. Por ej: lo, para introducir la multiplicacién de
proporciones, era necesario encontrar un método de determinar las par-
ciales mcomple(as de una fraccién continua, es decir, los productos a tra-
vés de las p 1 | de las f continuas factores. Para
esto, todavia en nuestra época no existe ninguna férmula elemental. Final-
mente, en aquel tiempo no existia ain un concepto general de magnitud.
En virtud de estas circunstancias el algoritmo de Euclides no se convirti6 en
la base de la teoria de las relaciones.

La siguiente concepcion de la antigua teoria general de las proporciones
esta ligada al nom x0 (Cnidos, 408, Cnidos, 355 a. n. e.), al que
se le atribuye la creacion de esta teoria. En ella:

a) se produce una generalizacion del concepto de magnitud mediante su
subordinacién a un sistema de cinco axiomas: 1. Sia = byc = b, entonces

=c;ysia =c,entonces2.a+b=c+b.3.a—b=a—b.4. Los
coincidentes son iguales. 5. Un entero es mayor que una parte;

b) se introduce el axioma de homogeneidad: @ y b pueden estar en rela-
ci6n si ellas, tomadas multiplemente, pueden exceder una a la otra, esto es,
para cualesquiera a y b finitos existen m y n tales que na > by mb > a. Es-
te nxmma fue introducido para excluir las llamadas magnitudes no ar-

por ej lo, los angulos corniformes.

Las relaciones fueron introducidas en la teoria de Eudoxo a través de la
definiciéon de su igualdad. E: la igualdad de dos rel

a:b = c:d se considera establecida, si de las tres condiciones ma = = nb se

deducen, respecti los tres resultados mc = nd para cualqmer par

de nimeros naturales m y n. Existe una suposncnén de que semejante defini-
¢ién surgié como una abstraccién del procedi de medicioén y

racion de di sus aproximaci racionall Esto se
corrobora en las relaciones de orden entre las proporciones en la teoria de

Eudoxo. Precisamente, @:b > c:d, si existe un par de niimeros naturales m
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m
y n tales que ma > nby mc < nd. De aqui se deduce que c:d S; <a:b,

esto es, que entre dos relaciones diferentes puede situafse un m’:mer.o ra-
cional. Es valido suponer que la idea actual de las aproximaciones raciona-
les de los niimeros reales procede de la teoria de las proporciones de Eudo-
R0 0 oy

En esta teoria fue introducida solamente una operacion de composxclé.n
de relaci corr diente a la op ion de iplicacién de los nu-
meros reales. Si existen dos rel a:by b:c.. de ellas puede
formarse la relacion a:c. Esta relacién se denomina doble. )

Se pueden formar también relaciones més genergles, por ejemplo,
triples. En el caso que sea necesario componer las relaciones a:b y ¢ :d, es

necesario transformar una de ellas, por ejemplo, la seg! d do pre-
viamente la cuarta proporcional: ¢:d = b:x. :
(" 'Lai juccion de una op 6n se explica por el hecho de

;‘ que la teoria de Eudoxo se aplicaba s6lo al estudio de la sc_mej?nza, donde
/1a teoria de las proporciones servia de base, y en la determinacion de areas

\_y volamenes.
\J

~

Ya citamos algunas analogias entre la antigua teoria de las propor-
ciones y las teorias actuales del namero real. El mayor funda_mento para se-
mejante analogia lo da la teoria de las cortaduras de Dedekind. En efecto,
cada par de magnitudes arquimedeanas a y b que fom'm.n parte de la rela-
cién a: b, segin la teoria de Eudoxo, produce una particién de los pares de
niimeros enteros (m, n) en clases. Aquellos pares, para los cuales es cierto
ma > nb, pueden ser incluidos en una clase, aquellos, para los cuales es
cierto lo contrario: ma < nb, en otra clase. El par (m, n) que chple
mya = nyb, puede colocarse en una de las clases ?ntfrigres. f.l propio De-
dekind no neg6 la posiblidad de j il ! sélo que en
la teoria de Eudoxo no se consideraba el factor de continuidad.

Sin embargo, las diferencias entre la teoria de las relaciones de Eudoxo
y la teoria de las cortaduras de Dedekind no se agotan con 5‘“’ observa-
cién. La cuestién es que la primera de ellas realiza una particion de los pa-
res de nimeros enteros en clases, pero no demuestra lo reciproco. Precisa-
mente no demuestra que a cualquiera de estas particiones corr.esponcle cier-
to par de magnitudes arquimedeanas que definen esta particion. {\demés,
no se determinan las condiciones a las que deben satisfacer el conjunto de
pares de nimeros enteros para ser clases de particiones, es‘to es, para no ser
vacias, no interceptarse y tener la propiedad de unilateralidad de cualq.u:er
elemento de un conjunto con respecto a cualquier elemento de otro conjun-
. Final Dedekind pr definié las cuatro operaciones arit-
méticas, mientras que Eudoxo introdujo sélo una operacion, mientras que

64

3.2. Construccion axiomatica de las matematicas

el conjunto de pares de niimeros enteros quedo sin ordenar. En otras pa-
labras, los nimeros reales de Dedekind constituyen un campo, mientras
ue las relaciones de Eudoxo constituyen un grupo.

El desarrollo ulterior de la antigua teoria de las proporciones se encami-
né hacia la interpretacion de las relaciones como niimeros generalizados y
la identificacion de ellos con las fracciones. Asi procedieron Arquitas,
Arquimedes, Her6n y otros muchos cientificos. En esto se puso de mani-
fiesto la influencia de la practica que exigia el desarrollo de los métodos de
célculo-algoritmicos y su extension a clases de niimeros mas amplios.

Nos detuvimos en este ejemplo para mostrar que las teorias matemati-
cas de la antigiiedad tienen frecuentemente mucho de comiin con las teorias
matematicas actuales. Sin embargo, es necesario siempre saber destacar la
especificidad de su desarrollo historico para no caer en uno de los dos erro-
res: identificacion del pasado con el presente o la ruptura nihilista entre el
presente y el pasado, la ruptura que hace al investigador un ciego ante el fu-
turo.

3.2. Construccion atica de las
en la época del helenismo

Las primeras teorias matematicas que se abstrajeron de los problemas
concretos o de un conjunto de problemas de un mismo tipo, crearon las
condiciones necesarias y suficientes para el reconocimiento de la
autonomia y especificidad de las matematicas. Esto a su vez despert6 en los
matematicos antiguos la tendencia a sistematizar los hechos de las matema-
ticas y exponer logica y consecuentemente sus fundamentos. Semejante tra-
bajo es un caso imprescindible y normal en cualquier ciencia, el cual sirve
de punto de partida para el posterior desarrollo de ésta. En las matematicas
antiguas el proceso de si izacion y generalizacion dio r signi-
ficativos hacia el siglo IV a. n. e. Este proceso, en esencia, es una parte del
proceso analogo ocurrido en todo el sistema de los conocimientos de las
ciencias naturales y que encontrd una expresion brillante en las ideas filos6-
ficas de Aristételes, (afios 384—322 a. n. e.). Una enorme influencia en las
matematicas de aquella época la ejercieron también los éxitos de la logica.
Las formas fund les del p iento que se habian constituido ya
estaban sistematizadas e investigadas, estaban propuestos los principios de
construccion de la ciencia deductiva. Esta Gltima se consideraba como un
sistema que se complica logicamente, apoyandose en los elementos prima-
rios, los axiomas.

El caracter abstracto del objeto de las matematicas y los métodos de de-
mostracion matematica establecidos fueron las principales causas de que
las matematicas se comenzaran a exponer como una ciencia deductiva, que
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presenta una sucesion légica de teoremas y probl sobre constr .

y que utiliza un imo de dici iniciales. La forma geométrica del
sistema de las mateméticas en la Grecia Antigua, como ya indicamos, tuvo
su origen, fund: 1| enel lecimi del hecho de una ma-

yor plenitud del conjunto de los seg en paracion con el

de los nimeros racionales. Las obras en las cuales en aquella época se
exponian los primeros i ati se d inab “Ele-
mentos”.

Los primeros ‘‘Elementos’’, de los cuales ha llegado hasta nosotros in-
formacién, fueron escritos por Hipbcrates de Quios. Se encuentran men-
ciones también de ‘‘Elementos’’ pertenecientes a otros autores. Sin embar-
20, todas estas obras fueron olvidadas y practicamente perdidas desde que

p ieron los “‘El »* de Euclides. Estos tltimos obtuvieron un re-
conocimiento general como sistema de conocimientos matematicos, cuya
rigurosidad logica qued6 insuperable en el transcurso de mas de veinte
siglos. Todo este tiempo los hombres estudiaban la geometria seguin Eucli-

)

des. Sus ““El " per hasta el to como fund de
todos los cursos escolares sistematicos de geometria. Las investigaciones
matematicas, sobre todo las elementales, en gran medida se apoyan en el
sistema de Euclides, a veces imitando incluso la forma de su exposicion.

Sobre el autor de los “‘Elementos”’, Euclides, se conserva muy poca in-
formacién. Se conoce que Vivid alrededor del aflo 300 a. n. e. en
Alejandria, que formaba parte en aquella época del dominio egipcio. Este
{ltimo se formé como resultado del d t i delap ia mun-
dial de Alejandro de Macedonia. La situacion ventajosa de Alejandria co-
mo centro comercial y centro de perfeccionamiento técnico estimulo a los
gobernantes de Egipto, los Ptolomeos, a la organizacién de un centro
cientifico-docente, el Museo (lo que significa refugio de las musas). En el
Museo fueron coleccionados mas de 500 mil manuscritos de carécter
cientifico. El trabajo cientifico en el Museo, bajo las condiciones de manu-
tencién estatal, fue llevado a cabo permanente O temporalmente por casi
todos los grandes cientificos de la época del helenismo, entre ellos Euclides,
Arquimedes, Apolonio, Eratéstenes, y otros. La influencia positiva del
Museo en el desarrollo de la ciencia se conservé alrededor de 700 afios; ella
comenz6 a decaer al principio de nuestra era como resultado de las guerras
de conquista de los romanos y mas tarde se suspendi6, cuando bajo la
influencia de la cristiandad reaccionaria los cientificos ““paganos’’ fueron
desterrados o asesinados y el propio Museo desvastado.

Al escribir los ““Elementos’” Euclides, al parecer, no se rigi6 por el obje-

e R

tivo de p una dia de los cc aticos de su
época. Probabl tratd de exp s6lo los fund de las mate-
méticas en forma de una teoria ica perft da 16
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partiendo de un minimo de tesis iniciales. En este sentido los ‘‘Elementos’’
constituyen el primer antecedente del método actual de construccion
fociation de 145 Gehc q

Los “‘Elementos’’ estan constituidos por trece libros, cada uno de los
cuales consta de una sucesion de teoremas. A veces a estos libros se afaden
los libros 14 y 15 que pertenecen a otros autores y estan proximos por su
contenido al @ltimo libro de Euclides. En el primer libro se anteponen las
definiciones, axiomas y postulados. Las definiciones se encuentran tam-
bién en algunos otros libros (2—7, 10, 11). Los axiomas y postulados no
aparecen en los demas libros de los ““Elementos’’.

Las definici son pr ici di las cuales el autor introdu-
ce los conceptos matematicos, aclarandolos. Por ejemplo, “‘el punto es
aquello que no tiene partes’’, ‘‘el cubo es el cuerpo sélido que esta limitado
por cuadrados iguales™, etc. Estas proposiciones de Euclides fueron some-
tidas muchas veces en el transcurso de la historia a critica, desde el punto
de vista de su completitud y precision 16gica. Sin embargo, un sistema de
definiciones equivalente o mas perfeccionado no fue propuesto. La cues-
ti6n radica en que en nuestra época en la construccién axiomatica de una
teoria matematica el tinico método de descripcion de los objetos de esta
teoria y sus propiedades lo constituye el propio sistema de axiomas, y los
objetos se introducen como entes primarios, los cuales no se esclarecen. En
lo que respecta a las definiciones de Euclides, ellas deben ser consideradas
como abstracciones de los objetos reales histéricamente formadas en su
época, cuya introduccion en las matematicas fue consagrada por la tradi-
clon, Esto no es un pr de introduccion de definici a
ticas raro, sino que el que més frecuentemente se encuentra en la historia.

Los axiomas, o conceptos generales, son en Euclides proposiciones que
Introducen las relaci de igualdad o desigualdad de las magnitudes. Los
axlomas en los *“Elementos” son cinco:

1. Los {guales a uno mismo son iguales entre si;

. 81 a igundes se anaden iguales, entonces los totales seran iguales;
. Si de iguales sustracmos iguales, entonces los restos seran iguales;
. Los que pueden superponerse unos con otros son iguales entre si;

. Un entero es mayor que una parte.

Entre los puntos de partida de los ‘‘Elementos’’ se encuentran los pos-
tulados, o sea, las afirmaciones sobre la posibilidad de construcciones ge-
ométricas. Con su ayuda Euclides fundamenta todas las construcciones ge-
ométricas y las operaciones algoritmicas. Los postulados también son cin-
co:

“wEwe

1. A través de dos puntos cualesquiera puede trazarse una linea recta;
2. El segménto de una recta puede prolongarse indefinidamente;
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Desde cualquier centro y con cualquier radio puede trazarse una cir-

cunferencia;

. Todos los angulos rectos son iguales entre si;

. Si dos rectas de un plano son cortadas por una tercera y si la suma de
los angulos interiores, que se forman de un mismo lado de larecta es
menor que dos rectos, entonces las dos primeras rectas, al ser prolon-
gadas convenientemente, se cortaran del mismo lado donde esto
tiene lugar.

En las diferentes ediciones de los ““Elementos” y anteriormente a ello
por los copistas y comentadores, el sistema de axiomas y postulados de
Euclides se modificaba y complementaba, ademas, casi siempre desafortu-
nadamente. Se sobreentiende, la critica poco a poco fue descubriendo las
lagunas légicas del sistema de puntos iniciales de Euclides: la sob ga lé'-
gica de las definiciones, la falta de recursos en la posibilidad de su;_xerposx-
ci6n de figuras, la ausencia de criterios de interseccion de rectas y circunfe-
rencias (teoremas de ia) y otras insuficiencias més insignificantes.

Sin embargo, los primeros éxitos reales en la creacion de un sistema de
axiomas de la geometria, mas acordes con las exigencias crecientes del rigpr

atico fueron al dos solo a finales del siglo XIX en los trabajos
de Pasch (1882), Peano (1889) y Pieri (1899). El més difundido en nu.estra
época y cominmente reconocido, es el sistema de axiomas de D. Hilbert
que en una primera redaccién aparecio en el afio 1899 en la qbra “‘Funda-
mentos de la geometria’’. Mas tarde Hilbert introdujo en su sistema no po-
cos compl y perfeccic i En nuestra época esta constituido
por los siguientes cinco grupos de axiomas:

a) ocho axiomas de enlace o pertenencia;

b) cuatro axiomas de orden;

¢) cinco axiomas de congruencia o movimiento;

d) axioma de paralelismo; ) ; ;

e) dos axi de inuidad: &l de Arquimedes y ¢l de completitud li-

neal.

Estos cinco giupos de axiomas introducen los objetos fundamentales de
la geometria: punto, rectay plano, y las relaciones entre lqs objetos expre-
sados por las palabras: pertenecer, entre y congruente. El sistema de condi-
ciones basicas actuales no tiene ni definiciones ni postulados.

Utilizando ampliamente la idea de isomorfismo, la geometria axiomati-
ca se abstrae de las particularidades cualitativas de los objetos estudiados e
investiga solo las posibles formas de relacion logica entre ellas. Con _ello,
mediante las palabras punto, recta y plano pueden ser designados ob].etos
no s6lo no parecidos a lo que designaban en el transcurso de toda la histo-
ria, sino también objetos de naturaleza, al parecer, absolutamente no ge-
ométrica. Los ““Elementos” de Euclides estén lejos de tal presentacion de
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los problemas de la geometria. En ellos se examinan etapas mas inferiores,
primarias de las abstracci de las propiedad iales y cuantitativas
de los objetos del mundo material.

Pasemos a un examen del contenido de los ““Elementos”’ de Euclides.
Los primeros seis libros son de planimetria, de ellos los libros del 1 al 4 con-
tienen aquella parte de la pl ria que no exige apli dela teoria de
las proporciones. El primer libro introduce las construcciones fundamenta-
les, las operaciones con segmentos y dngulos, las propiedades de los triin-
gulos, rectangulos y paralel comparacion de las areas de estas fi-
guras. Culminan el primer libro el teorema de Pitagoras y su reciproco.

Algunas particularidades caracteristicas del método de razonamiento
matematico y formas de icion de Euclides son evid ya del primer
libro:

a) El método de r: i de Euclides es siempre sintético. Para la
demostracion de cualquier teorema él parte de la afirmacién vélida a cien-
cia cierta, la cual se apoya en (ltima instancia en el sistema de condiciones
iniciales. A partir de esta tltima €| desarrolla sucesivamente consecuencias
que conducen a la afirmacién b da. El ino inverso de r: i
es: tomando el teorema buscado como demostrado, el deducir de él una su-
cesion de consecuencias, hasta que sea obtenida a ciencia cierta una afirma-
cion verdadera, en los ‘‘Elementos’ en calidad de demostracién no se utili-
za. En contraposicion a la sintesis los antiguos denominaron a este método
analisis.

b) Las demostraciones se construyen segiin un esquema tinico que con-
siste de las sigui partes: formulaciéon del probl 0 teorema
(mporaong, es decir proposicion); introduccién de un dibujo para la formu-
lacion de los datos del problema (exfeas, esto es, exposicion); formula-
clon segin el dibujo de lo que se busca (biopiopog o sea, determinacion);
Introducelon de lineas auxiliares (xaraoxery, esto es construccion); de-
mostracion proplamente dicha (arodeteg, es decir, demostracion); decla-
raclon de lo que se demostrd y de que lo demostrado resuelve el problema
o el teorema adecuadamente propuesto (ovu e, O sea, lusion)
En forma algo simplificada, este esquema se convirtié en tradicional y llegd
hasta nuestros dias como modelo clasico de razonamiento matematico, en
clerto sentido obligatorio para los matematicos. >

¢) Los medios de construccion geométrica, la regla y el compas, en
icia no se utilizaban como medios de medicion. La regla no tiene subdi-
vision. Por esto en los ““Elementos’ no se trata de la medicion de las longi-
tudes de los segmentos, de las areas de las figuras y los voliimenes de los
cuerpos, sino solo sus relaciones.

En el segundo libro se tratan las relaciones entre las 4reas de los rectan-
gulos y cuadrados, elegidos de tal forma que ellos forman un aparato ge-
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ométrico para la interpretacion de identidades algebraicas y para la resolu-
cién de problemas que se reducen a ecuaciones cuadraticas, esto es, el al-
gebra geométrica. El tercer libro trata de las propiedades del circulo y la
circunferencia, las cuerdas, tangentes, angulos centrales e inscritos. El
cuarto libro esta dedicado a las propiedades de los poli regulares: ins-
critos y circunscritos y también a la construccién de poligonos regulares de
3, 4, 5, 6, 15 lados.

En el quinto libro de los *‘Elementos’’ se desarrolla la teoria general de
las relaciones entre magnitudes, la cual constituye un prototipo de la teoria
del nimero real en la forma correspondiente a las cortaduras de Dedekind.
Ya mencionamos esta teoria como la teoria de Eudoxo, introducida en la
matemética antigua en calidad de teoria general igualmente comoda tanto
para los niimeros como para los segmentos de una recta. En el quinto libro
de los ““Ele » después de la introduccién de las relaci de sus

Idades y desigualdades se d ran otras propiedades el 1
i% = g,emoncesi = : : ;ytambién L:;; = % , etc.
En las proposiciones siguientes se desarrolla la teoria de las proporciones,
entre ellas las derivadas (esto es, las formadas por intercambios permisibles
y otras transformaciones de los miembros de las proporciones) y compues-

del género de: si

£ vgfihd
tas (es decir, formadas de varias proporciones dadas, por ejemplo: s

e a _d
yE =—, entonces— = — , etc.).
€ el z il

Las aplicaciones geométricas de la teoria de las relaciones estan
incluidas en el sexto libro. En él, por ejemplo, se demuestran los teoremas
sobre las relaciones sentre las areas de los rectangulos y paralelogramos que
tienen altura comin, sobre la proporcionalidad de los segmentos que se
producen en los lados de un angulo cortado por un par de rectas paralelas,
sobre la semejanza de figuras y relaciones entre las areas de figuras seme-
jantes, etc. Aqui se encuentra un grupo de teoremas sobre la aplicacion
eliptica e hiperbolica de éreas, generalizada en los paralelogramos. Este
grupo da un método geométrico de resolucion de los problemas que pueden

¥ b
reducirse a ecuaciones de la forma ax + = x? = S (donde a, b, ¢ son seg-

mentos dados, S es el 4rea dada, x es el segmento desconocido), y constitu-

ye una ¢ ida generali; 5n de los resultados del algebra geométrica.
El siguiente grupo de libros (libros del 7 al 9) contiene cierto equivalente
de la teoria de los niimeros racionales. Pareceria p en

estos libros el sistema de representaciones espaciales, es decir, la
estereometria. Sin embargo, la no consecutividad es solo aparente. El
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hecho es que al final de los ‘‘Elementos’’ Euclides investiga los poliedros
regulares y determina la relacion entre sus aristas y el diametro de la esfera
circunscrita. Estas relaciones se expresan, como es conocido, por irraciona-
lidades cuadraticas y bicuadraticas. Por esto Euclides se vio obligado pre-
viamente a considerar la construccién y clasificacion de este tipo de irra-
cionalidades. Para cumplir esta tarea él se apoyé en una serie de proposi-
ciones de la teoria de los niimeros racionales (de los

rables). A su vez los nimeros racionales Euclides los representa como rela-
ciones entre nimeros enteros; estos tltimos él los concibe como coleccién
de unidades. Por esto los denominados libros aritméticos de los ‘‘Elemen-
tos”’ (libros del 7 al 9) contienen el estudio sobre los niimeros enteros y sus
relaci do en lo fund. ldela atica pitagoérica. La con-
servacion del sentido diferente en principio entre el concepto de nimero y
el de magnitud general resulté ser la causa de la repeticion en los libros arit-
méticos de muchos hechos de la teoria de nimeros ya obtenidos en el libro
quinto de los ‘‘Elementos”’.

El primero de los libros aritméticos, el séptimo, comienza con la exposi-
cion del algoritmo de las restas sucesivas. A continuacion siguen una serie
de proposiciones de la teoria de la divisibilidad. Finalmente, el libro con-
tiene la teoria de las proporciones para los niimeros racionales. Esta tltima
continiia en el libro octavo donde se tratan las proporciones numéricas

% i 85 .0 a,
continuas (esto es, las proporciones de la forma — = —L = ... = “1=2 =
8y 2110, a,
1 2 n—1

= - ’). y se termina en el noveno libro. En esta teoria, en esencia, se
n
introducen las progresiones geométricas de niimeros enteros, se muestra
que la relacion entre los miembros de una proporcién continua es una for-
ma antigua de la potencia de los niimeros, se halla la media proporcional y
se da un método de bisqueda de la suma de una progresion geométrica.
Una parte significativa del noveno libro la constituye el estudio sobre
los nimeros primos, ademas se demuestra que los niimeros primos son infi-
nitamente muchos. La demostracién se realiza por el mismo método que
actualmente: la suposicion de la finitud de los nimeros primos se contradi-
ce con la construccion de un niimero mas que supera en la unidad el pro-
ducto de todos los nimeros primos. En una serie de teoremas se consideran
las propiedades de paridad e imparidad de los niimeros. El libro termina

n
con el notable teorema de que si el nimero Sdela forma > 2* es primo,

k=0
entonces el nimero S, = §-2" es perfecto (se denomina perfecto al niimero
*que es igual a la suma de sus divisores, incluyendo la unidad y excluyénd
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él mismo). La cuestién sobre si los nimeros del tipo dado agotan todo el
conjunto de niimeros perfectos queda sin resolver ain en nuestra época.

El décimo libro de los ‘‘Elementos’’ es interesante, en primer lugar por
la voluminosa y compleja clasificacién de los 25 tipos posibles de irraciona-
lidades bicuadraticas (esto es, expresiones de la forma VVa + Vb, donde a
y bson ables), cuya reproduccion aqui no idera-
mos oportuna. En el décimo libro, en calidad de lemas han sido deducidas
diferentes proposiciones por si mismas importantes. Ante todo esta el lema
fundamental del método de exhaustion que trata de que si de una magnitud
dada se extrae una parte mayor que su mitad y con el resto se repite lo mis-
mo, etc., entonces para un niimero suficientemente grande de pasos puede
obtenerse una magnitud menor que cualquiera prefijada. Ademas en el
libro décimo se dan: el método para hallar un némero ilimitado de “‘ternas
pitagéricas” de ntimeros enteros, el criterio de conmensurabilidad de dos
magnitudes, basado en el algoritmo de la sustraccion sucesiva, la busqueda
de la medida mayor comin a dos y tres niimeros racionales (magnitudes
conmensurables) y otros.

Los tltimos tres libros (del 11 al 13) de los ‘““Elementos’” son sobre
estereometria. El primero de ellos comienza con un gran nimero de defini-
ciones, lo cual es completamente natural, ya que en los libros anteriores no
se tratan cuestiones sobre estereometria. Después sigue una serie de teore-
mas sobre la posicion relativa de rectas y planos en el espacio y teoremas
sobre 4ngulos poliedros. La tltima tercera parte del libro la constituye la
consideracién de la relacion entre los volimenes de paralelepipedos y pris-
mas.

La investigacion del volumen de otros cuerpos elementales (pirAmides,
cilindros, conos y esferas) exige obligatoriamente, en esencia, la utilizacién
del paso al limite. En el libro doce de los ‘‘Elementos”’ la relacion entre los
voltimenes de estos cuerpos se encuentra con ayuda del método que recibi6
posteriormente (en el siglo XVII) la denominacién de método de exhaus-
tion. La idea de este método, que constituye una forma primitiva, peculiar
del método de los limites, consiste en lo siguiente: Euclides establece, que
los poligonos regulares semejantes, inscritos en los circulos, se relacionan
como los cuadrados de sus diametros. Después los circulos se “‘agotan”
por sucesiones de poligonos regulares inscritos de 2" lados (n = 2, 3,
4, ...). Larelacién entre los tiltimos cuando se aumenta el nimero de lados
queda invariable. Después de un paso al limite implicito se demuestra por
el método del absurdo que las areas de los circulos estan en la misma rela-
cién que los cuadrados de sus didmetros. Razonamientos analogos de ca-
racter limite se llevan a cabo en todos los casos de busqueda de las rela-
ciones entre los cuerpos anteriormente ionados. Mas detallad:
este método sera caracterizado posteriormente.
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El ltimo, el libro trece de los ‘‘Elementos’’, contiene la construccion
de los cinco poliedros regulares: tetraedro (poliedro de 4 caras), hexaedro
(poliedro de 6 caras), octaedro (poliedro de 8 caras), dodecaedro (poliedro
de 12 caras), icosaedro (poliedro de 20 caras); alli mismo se encuentran las
relaciones entre los voliimenes de las esferas. Finalmente se demuestra que
no existen otros poliedros regulares.

El examen del ido de los “El ** muestra que esta obra
constituye un sistema de los fund dela ica antigua. En ella
estan incluidos: la geometria elemental, los fundamentos de la teoria de los
nimeros racionales, la teoria general de las relaciones entre magnitudes y
basada en ellas, la teoria de las proporciones y la teoria de las irracionalida-
des cuadraticas y bicuadraticas, elementos del algebra en forma geométrica
y el método de exhaustion. Lo mas caracteristico en los “‘Elementos’” es
que esta dado un sistema que permite ver en él el predecesor antiguo de la
actual construccién axiomatica de las teorias matematicas. Al mismo tiem-
po, la estructura logica de los *“Elementos” refleja el camino histérico de la
formacion de las teorias matematicas desde las mas simples, tipo de algebra
geométrica, hasta las mas complejas: teoria de las relaciones, método de
exhaustion y clasificacion de las irracionalidades.

'Ya mencionamos que los ‘‘Elementos”’ de Euclides dejaron una huella
imborrable en la historia de las aticas y en el so de muchos
siglos sirvieron de prototipo clasico de la rigurosidad y secuencia matemati-
ca. Sin embargo, algunas particularidades de los ‘‘Elementos’” reflejan una
serie de condiciones no favorables al desarrollo subsiguiente de las mate-
maticas, las cuales se formaban en la época de su redaccién. La exposicién
es geométrica, incluso los nimeros estan repr dos como
Los medios de construccion geométrica, en esencia, estaban limitados sélo
alaregla y el compas. Por eso en los ““Elementos’ no aparecen la teoria de
las secciones conicas, ni curvas transcendentes y algebraicas. Finalmente en
los “‘Elementos’’ estan completamente ausentes los métodos de célculo.

Todas estas insuficiéncias de los “El " podrian, hasta cierto
punto, justificarse por los objetivos especificos de su autor. Sin embargo,
en las condiciones de la antigiiedad, este primer experimento de exposicion

i ica de las aticas podia tener una tendencia limitadora tan
fuertemente expresada solo bajo la infl de las tendencias limitadora;
generales de la filosofia idealista. Por esto, puede decirse que los *‘Elemen-
tos” de Euclides reflejan tanto el alto nivel de desarrollo teérico de las ma-
tematicas como la situacion soci 6mica e ideoldgica di les pa-
ra el posterior desarrollo al final de la antigiiedad griega.

En el transcurso de toda la multisecular historia de las matematicas, los
“Elementos” constituyen el fundamento de todas las investigaciones ge-
ométricas. Incluso el cambio decisivo de todo el sistema de la geometria,
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provocado por la introduccién a principios del siglo XIX, en los trabajos
de Lobachevsky, de la ia no lidi en gran medida eslé vincu-
lado con los esfuerzos de perft i de los ““El

Los “Elementos’’ de Euclides atin en nuestra época consuluyen la base
de los textos escolares de geometria, el niimero de sus ediciones es enorme.
Han sido editados en Rusia y en la URSS multitud de veces. La primera
edicién de los ““Elementos’’ en ruso apareci6 en el afio 1739. La Gltima edi-
cion sali6 en tres tomos en el transcurso de los afios 1948—1950. Ella esta
comentada en detalle. El i de los ““El ” de lides es
atil para todo matematico también en nuestros dias.

3.3. Métodos infinitesimales en la Grecia Antigua

En la construccion de las teorias matematicas en la Grecia Antigua muy
temprano se diferencié una clase especifica de problemas para la solucién
de los cuales resultaba necesario investigar los pasos al limite, los procesos
infinitos, la continuidad, etc. Uno de los primeros descubrimientos de ca-
récter tedrico, la revelacion de la inconmensurabilidad de las magnitudes,
ya propuso la tarea de una exphcacnon racional de problemas semejantes.
En el caso dado ellos estan r dos: a) con la prol ion ilimitada
del proceso de biisqueda de una medida comin; b) con lo infinitamente
pequefia de la iiltima y ¢) con que ésta debe estar contenida un nimero infi-
nito de veces en las magnitudes que se comparan. A este grupo de proble-
mas enseguida fueron agregados los geométricos, la solucién de los cuales

d a dificultad al (determinacion de la mayoria de las longi-
tudes, areas y voliimenes).

Algunos grupos de cientificos antiguos buscan la salida de estas dificul-
tades en la aplicacion a la atica de las ideas filosoficas atomisticas.
Un ejemplo de la mas fuerte expresién de un enfoque semejante lo consti-
tuye la escuela de filosofia natural de Democrito (alrededor de 460—370 a.
n. e.). Demécrito consideraba que todos los cuerpos estaban constituidos
de pequefios atomos, las magnitudes primarias. Los cuerpos se diferencian
entre si por la forma, posicion y método de uni6n de los atomos que los
componen. Algunas de sus opiniones acerca de las infinitésimas matemati-
cas y sobre su aplicacion a la definicién de algunas magnitudes geométricas
reflejan sus ideas atomisticas.

Sin embargo, sobre la parte matemética de semejantes manifestaciones
e investigaci se conoce d iado poco. Mucho mas se conoce sobre
las réplicas de sus adversarios cientificos. Tenemos en cuenta aqui a las pa-
radojas de Zenon (naci6 alrededor del afio 500 a. n. e.), es decir, las para-
dojas logicas a las cuales conducen los esfuerzos por obtener magnitudes
continuas de un conjunto infinito de particulas infinitamente pequefias.
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Entre las paradojas las mas cc idas son: a) la di ia, esto es, la
imposibilidad de realizar movimiento, ya que el camino puede ser dividido
hasta el infinito (por la mitad, otra vez por la mitad, etc.) y por esto, es ne-
cesario superar consecutivamente un conjunto infinito de tramos del cami-

no (maleméticameme esto se reduce a la negacion del hecho de que
& L
Z o ) b) Aquiles, el cual no puede alcanzar la tortuga, ya que él

k=1

tiene que sucesi llos lugares donde un momento antes
se encontraba la tortuga, esto es, agotar una sucesion infinita de segmentos

del camino ( matematicamente esto resulta la negacion del entonces ya co-

nocido hecho de que Z L‘ =t
n n—

l); ¢) el vuelo de la flecha se hace

k=0

imposible si se considera el tiempo como una suma de instantes discretos, y

el espacio como una suma de puntos discretos.

Las paradojas de Zen6n demostraron convmcentemente que si se bus-
can demostraciones exactas y sol 16 h i a los
problemas es imposible utilizar el infinito apoyandose en las considera-
ciones atomisticas ingenuas. Para semejantes objetivos es necesario elabo-
rar y valerse de métodos que contienen, junto a las variedades de los crite-
rios sobre los infinitésimos, elementos de paso al limite.

Uno de los més antiguos métodos de este género es el método de
exhaustién. Su creacién se le atribuye a Eudoxo. Ejemplos de su utilizacién
estan exp en el libro duodé de los “El 2t de lides y en
una serie de obras de Arquimedes. El método de exhaustion se aplicaba al
calculo de las areas de figuras, volimenes de cuerpos, longitud de curvas,
biisqueda de las subtangentes a las curvas, etc. La esencia matematica del
método (se entiende que en forma algo diferente a la forma de exposicién
de los griegos antiguos) iste en la ion de las sigui opera-
ciones:

a) si es necesario, por ejemplo cuadrar la figura B (fig. 14), entonces como
primer paso en esta figura se inscribe una sucesion de otras figuras 4,,
A,, ..., A,, ... cuyas areas crecen moné(onameme y para cada figura de
esta 16 puedu ser deter

b) las figuras A, (k = 1,2, ...) se eligen de tal forma que la diferencia posi-
tiva B — A, pueda ser hecha tan pequefia como se quiera;

¢) del hecho de la existencia y construccién de las figuras descritas se hace
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la deduccién sobre la acotacién superior de la sucesion de las figuras
inscritas ‘‘agotadoras’’;

d) implicitamente, por lo general con ayuda de otras consideraciones te6ri-
cas y précticas, se busca 4, es decir, el limite de la sucesion de las figuras
inscritas;

¢) se demuestra, para cada problema por separado, que A = B, esto es,
que el limite de la sucesion de las figuras inscritas es igual al 4rea B. La
demostracion, como regla, se realiza por reduccion al absurdo. Sea A #
# B. Entonces B > 4 6 B < A. Supongamos que B > A, elijamos un
elemento A, de la sucesion tal que B — A, < B — A. Estoes posible pa-
ra cualquier diferencia fijada B — A. Pero entonces debe ser 4, > Ay
esto es imposible ya que en realidad A > A, para todo n ﬁmto La su-
posicion contraria (B < A) bi d a una contradi
puesto que puede elegirse A, tal que A — A, < A — B. Pero entonces
debe obtenerse que 4, > B y esto es imposible.

M 'l N

A F a7 4 I3
Fig. 14 Fig. 15

Con el método de exhaustion se demuestra, de esta forma, la unicidad
del limite. En t i6n con otros métodos es ttil para la bisqueda de
limites. Sin embargo, este método no puede dar la solucion de la cuestién
sobre la existencia del limite.

En calidad de ejemplo del método de exhaustion citemos el de la bus-
queda de la cuadratura de la parabola en las obras de Arquimedes. Se pide
encontrar el 4rea de un segmento parabélico oblicuo ABC, cortado por la
cuerda AC. La tangente en el punto B del diametro BO, conjugado con la
cuerda dada, es paralela a esta Gltima: MBN |l AC (fig. 15).

La primera figura de la sucesion de figuras ‘‘agotadoras™ A, es el
AABC. La segunda figura A, se obtiene afiadiendo al AABC dos triangu-
los: AADB y /\BCE. Para la construccion de los ultimos se divide AC en 4
partes iguales y se trazan FD | OB y GE | OB. Analogamente se constru-
yen las figuras Ay, A, ..., 4,. De las propiedades de la parabola se ob-
tiene: AABC = 4(AADB + /ABEC). En efecto, tomemos OB y MN res-
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pectivamente como ejes x e y de un sistema oblicuo de coordenadas V). Las

2
coordenadas del punto E (E, %) satisfacen la condicion (%) = mé,
de donde

2 2 2 2
5=}'_'GE=X_5=:"__}',=3-.{7'= OB.

am m 4m 4

Blw

-
4
Como GK =% OB, entonces KE = i OBy GK = 2KE. Ahora ya pueden
ser comparadas las areas de los triangulos:

ACKG = 2 AKCE = ABCE; AOBC = 4 AGKC = 4 XBCE.

R i analogos d a la relacion AAOB = 4AABDy la
propiedad mencionada de la pardbola queda demostrada. Asi, si 4, = A,

entoncesAl=A+%;A,=A+%+V%;...;A"=A+—j—+...

A X i X P

+ pTEI Ahora se exige demostrar que la sucesion de figuras indicada

“‘agota” realmente el segmento parabolico, esto €5, S — A, < &, donde
n = n(e).

Para esto se circunscribe el paralelogramo AMNC, en el cual AM |

1
I NC || BO. A, ‘5SAMNc-P°‘°s< Samnc luego A, >~;SyS—A, <

1
< 3 S. La figura A, ‘“‘agot6’” més de la mitad del area S y las figuras si-

guientes agotaran mas de la mitad de los correspondientes restos del 4rea S.
Se satisface el lema fundamental del método de exhaustion: si de una mag-
nitud dada se quita una parte mayor que su mitad, luego se vuelve a sustra-
er una y otra vez, entonces el resto puede hacerse tan pequefio como se
quiera.

El paso sigui debe ser la b da del limite de la sucesion de figu-
ras inscritas. En las obras de los autores antiguos, este paso frecuentemente
no se aclara. Sin embargo, este caso constituye una excepcion. Arquimedes

n=1
demuestra que A, = A + E % =§A—1-L;ycomoel

3. 4n—:1

) Hemos aplicado aqui las coordinadas, para hacer la exposicion del método compacta.
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sustraendo puede ser hecho tan pequefio como se quiera entonces ¢l afirma
que S = ; A. Para esto Arquimedes se apoya en el siguiente curioso teore-
ma:SeaS=A+ B+ C+ D + E,ademas A:B = B:C = C:D =

= D:E = 4:1. Entonces S = ; A —%E. En efecto, hagamos:

g =§(A+B+C+D+E)—7A+ (A+B+C+D+E)—
4 4 1 1
2.8 —S——E,
i i :
68 = ; 7 % E. El teorema puede ser extendido a cualquier nimero de
sumandos.
La resolucién del probl se culmina con la demostracién, por reduc-

cion al absurdo, de la unicidad del resultado S = i; A.

El método de exhaustion fue uno de los métodos mas difundidos de la
matematica antigua. Fue muy utilizado por Arqmmedes Antes, este méto-
do lo incluyé Euclides en los “‘El dolo el fund: del
duodécimo libro. Los pasos al limite, que ames se realizaban, frecuente-
mente, en virtud de consideraciones intuitivas y practicas, obtuvieron en el
método de exhaustion la primera for izacion tedrica; histori es
la primera forma del método de limites.

El rigor 16gico del método de exhaustion resulté insuperable en el trans-
curso de muchos siglos. En esencia, solo en el siglo XIX fueron propuestos
y on a recibir solucion los probl que surgen directamente de
la esencia l6gica del antiguo método de exhaustion. Sin embargo, la forma
de este Gltimo era ain muy imperfecta. El método se desarrollaba solo en
relacién con problemas concretos: no se convirtio en un método abstracto
con un sistema desarrollado de conceptos iniciales y con algoritmos tinicos.
La unicidad del limite se demostraba para cada problema de nuevo. Esta
insuficiencia no era casual, particular. La cuestién es que cada intento de
introducir esta demostracion de una vez por todas para una detenmnada,

suficientemente amplia, clase de probl inevitabl traia 8¢
la necesidad de precisar una serie de conceptos de naturaleza mﬁmtesnm_al.
Seria necesario dar una explicacion racional al ) de apr il

infinitamente préxima, de magnitud infinitamente pequefia, etc. Los mate-
méticos antiguos no pudieron superar las dificultades relacionadas con es-
to.

No obstante el método de exhaustién yace en la base de muchos méto-
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dos infinitesimales y de logros bles concretos de los matematicos anti-
guos, en primer lugar de Arquimedes (alrededor de los afios 287—
212 a. n. e.), al cual le pertenece el ejemplo citado anteriormente de la
cuadratura del segmento parabélico. Este sabio notable era oriundo de Si-
racusa (la parte sur de Sicilia), hijo del asarénomo y matematico Fidias. Pa-
ra el perfecci i de sus c i »s durante algiin tiempo trabajo
en Alejandria en colaboracion con otros de los més grandes matematicos.
Después de regresar a Siracusa, Arquimedes continué un intenso trabajo
cientifico. En el ultimo periodo de su vida particip6 en la defensa de su
cnudad natal de los conquistadores romanos, dirigiendo la construccién de
icas e mvcma.ndo armas. Durante el ataque y
fue il ) y su bibli e instr

A

toma de Siracusa Ar
saqueados.

Las obras de Arquimedes fueron escritas fundamentalmente en forma
de cartas. Hasta nosotros han llegado diez obras grandes y algunas mas
pequefias de caracter matematico. La caracteristica fundamental de las
obras aticas de Arquimedes es la aplicacion de métodos matemati-
cos rigurosos en la mecanica y la fisica.

Esta particularidad hace de los 1rabajos de Arquunedes el mas brillante
modelo del desarrollo de los dos, de las
técnicas de calculo y de nuevos métod aticos, en ial los infini-
tesimales, en la época final de la antigtiedad.

Nosotros no nos proponemos la tarea de dar una caracterizacién
completa de la obra de Arquimedes. Aqui consideraremos la cuesm‘)n sobre
la interpenetracién de los mé de las aticas y la ica en los
trabajos de Arquimedes, sobre la elaboracxén por €l del mélodo de las su-
mas integrales y sobre sus asi d i dife

Numerosos inventos y descubri anicos de Arquimedes son
ampliamente conocidos. A él pertenecen el tornillo arquimedeano, los sis-
temas de palancas, bloques y tornillos para el levamamlento y movumcnto
de grandes pesos, determinacion del ido de las al
su sumersion en agua, el pl 10, etc. Son idos tam-
bién los trabajos tedricos de Arquimedes en la mecanica ‘“‘Sobre el
equilibrio de las figuras planas”, donde se expone la ley de las palancas,
*‘Sobre los cuerpos que flotan”, ““El libro de los soportes”’, etc.

En la obra de Arquimedes, los trabajos sobre mecémca ocuparon un lu-
gar tan importante que los dos de la a y anal penetraron
incluso en los métodos mateméticos. Hasta hace poco tiempo era imposible
Jjuzgar a ciencia cierta sobre tales penetraciones. La cuestén se aclaré defi-
nitivamente después que en el afio 1906 se encontrd la obra de Arquimedes
“Eplstola a Eratostenes’ sobre el método mecénico de resolucién de
pr étricos. El método consistia en lo siguiente.
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Sea, por ejemplo, necesario calcular el volumen de una esfera. A la vez
que la esfera se construye un cono y un cilindro, el radio de la base y la al-
tura de las cuales es igual al didmetro de la esfera. Después a través de to-
dos estos cuerpos se traza una seccion, paralela a la base, a una distancia de
ellos arbitraria fijada (fig. 16).

r

Fig. 16

AK? = OK* + OA? = OK* + OL?; al mismo tiempo AK? =
= AB-OA. Por consiguiente, OK? + OL? = AB*OA. La misma relacioén
hay entre las magnitudes, proporcionales a los sumandos: (rAB2):0A =
= (wOK?)AB + (m+OL?)- AB representa la relacion entre las secciones
horizontales de la esfera, el cilindro y el cono.

Arquimedes da a esta relacion una interpretacion mecanica, fundamen-
tada en la regla de la palanca, o lo que es lo mismo, de las balanzas de cruz.
Precisamente, si se toma el punto 4 como punto de apoyo de la palanca,
entonces el elemento del cilindro fijado en O equilibra los elementos del co-
no y la esfera, fijados en T(AT = AB). Pasando a los volimenes de los
cuerpos como sumas de todas las secciones arbitrarias, paralelas entre si, €l
obtiene:

Va"AC = (Vg + Viago) AT = (Vg + Vigng) 24C;
de donde

Vesf E le o me
Pero como :
1
Veono = 3 V., entonces V. = < Ve %

V= %W(Zr)l' =§rr’.

esf
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Este mismo método de analogi dnica lo utilizd Arquimedes en la
obra ““‘Sobre la cuadratura de la parabola”. Una lamina parabélica se
representa colgada de uno de los brazos de una palanca de brazos desi-
guales y dividida en elementos, cada uno de los cuales est4 equilibrado por
la correspondiente carga en el otro brazo.

En concordancia con la tradicién cientifica de su época Arquimedes
tradujo las demostraciones, obtenidas por el método de la analogia meca-
nica, al lenguaje de uso general del método de exhaustion con la obligatoria
culminacién en este tltimo, con la demostracién por reduccién al absurdo
para cada caso particular,

Las analogi anicas y fisicas bién se apli , fr
con éxito, en los siglos sigui para la resolucién de probl a
ticos dificiles. Por ejemplo, a- mediados del siglo XVIII el académico

D. Bernoulli partiendo de consideraciones fisicas encontré la solucién ge-
neral de la ecuacion de oscilaciones de una cuerda
9 A By
ar? ax?

kwx
enla forma y = E o sen 7"

1

D. Bernoulli parti6 de que el sonido producido por una cuerda vibrante de
longutud / con extremos fijos es igual a la suma del tono fundamental y los
sobretonos. La desviacion de la cuerda (de la ordenada) en cada punto, en
todo momento, es igual a.la suma algebraica de las ordenadas, correspon-
dientes al tono fund: 1y a los sob para un de tiempo
dado. Puede ademas indicarse en calidad de ejemplo a B. Riemann, el cual
a mediados del siglo XIX demostré, partiendo de la representacion de una
superficie dada como de un conductor eléctrico cargado homogéneamente
y id do el campo p ial, que en cada superficie de Riemann
cerrada existe una funcién algebraica no constante.

La siguiente variedad de los métodos infinitesimales de la remota anti-
gliedad es el método que puede izarse como el método de las sumas
integrales. Los més brillantes ejemplos de aplicacién de este método se en-
cuentran en las obras de Arquimedes ‘‘Sobre la esfera y el cilindro”,
*‘Sobre las espirales”’, ‘“Sobre los conoides y esferoides’’. La esencia de es-
te método en su aplicacion, por ejemplo, al calculo de los voltiimenes de los
cuerpos de iste en lo sigui un cuerpo de revolucién se
divide en partes y cada parte se aproxima por cuerpos inscritos y circunscri-
tos, cuyos volimenes pueden ser calculados. La suma de los volimenes de
los cuerpos circunscritos ser4 mayor y la suma de los cuerpos inscritos, me-
nor que el volumen del cuerpo de revolucién. Ahora queda escoger los
cuerpos que se aproximan superior e inferiormente de tal manera que la di-
ferencia de sus volimenes pueda hacerse tan pequefia como se quiera. Esto
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se logra por la eleccién de los cilindritos correspondientes, en calidad de
cuerpos indicados (fig. 17).

Como ejemplo del método de las sumas integrales citemos el de la reso-
lucién de Arquimedes del problema del clculo del volumen de un elipsoide

B8
b=nh
a i
R 37 S 1

Fig. 17

de revolucion en las obras ‘“Sobre los conoides y esferoides’’. Asi él deno-
mina los cuerpos formados por el giro de las secciones conicas alrededor
del eje mayor: los ides son los paraboloides e hiperboloides de revolu-
cion y los esferoides son los eli de revoluciéon. A la resoluci6
concreta del problema se antepone el lema: si esta dado un segmento de co-
noide, seccionado por un plano, perpendicular al eje, o un de es-
feroide, seccionado de la misma manera, entonces pueden ser inscrito en él
y circunscrito alrededor de él figuras que constan de cilindros de igual altu-
ray de tal forma que la figura circunscrita supere a la inscrita en menos que
cualquier magnitud sélida (volumétrica).

Asi, sea dado un cuerpo de revolucion ABC y una magnitud sélida (de
volumen) ¢ > 0. Arquimedes divide BO en n partes iguales y construye ci-
lindros circunscritos e inscritos, cuya suma de volimenes designa por V; y
Vs Tespectivamente. Su diferencia es igual al volumen del cilindro A4,,

b 5 2
esto es, ma2- — , el cual puede ser hecho tan pequefio como se quiera, eli-
n

giendo 7 lo suficientemente grande.

Ahora se puede suponer que en el dibujo dado esta representado un seg-
mento de elipsoide de revolucion y se plantea el problema de calcular su vo-
lumen. En este caso

¥

cir

n=1
= wha® + xhx} + whx} + ... + whx}_| = =h Z X2 (X = a).
k=0
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El problema se reduce a sumar los cuadrados de los niimeros. Después
Arquimedes realiza transformaci geométricas equivalentes a las si-

2 2
guientes transformaciones analiticas: ya que % + % = 1, entonces
2
x¥2 % (b? — y?)y para cada secci6n
2g ot @ :
= (6% = h?),
a?
X = 7 (b — (2n)%,
2 a 2
Fa-y = 3207 = [(n = DAY),
de donde
=1 zh =1
a
Vi = Z whx} = ‘KT [nb2 — h? E vz],
k=1 =1
donde » son nt naturales Para encontrar la suma de los
cuadrados de los ultimos, Arquimedes aplicé estimaci geométricas de
la forma

p2 L
”!',, < Z (,h)z<f"+¢,
3 3

1

dadas por él en la obra ‘‘Sobre las espirales’. De hecho él realiza las esti-
maciones geométricas de la forma

3 — 2p3
LY i S0
=1\

de donde (como nh = b)
» _ v b b b b
—< hPh < — + — + — + ——
3 Z(u) 3 n+n2+3n3'
vl

b
lo que en cierto grado es equivalente a la estimacién para S x2dx.
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3

De estas estimaciones él obtiene V; > %h [nbz - "Thl]=

= wa’h (l = %) =§ wa*b. Analogamente V. <§ wa*b. Pero como, de
acuerdo al lema, V; — ¥, < &, 1 b do del segr

toes V = % wa’b, esto es, es igual al volumen duplicado del cono con la

misma base y altura que el segmento. La unicidad del limite, Arquimedes la
demuestra, como en todos los otros casos, por reduccién al absurdo.

El ejemplo citado muestra que en la matematica antigua ya se formaba
una serie de elementos de integracion definida, en primer término la cons-
truccién de sumas integrales superiores e inferiores, analogas en cierta me-
dida a las sumas de Darboux.

Otro ejemplo del método de las sumas integrales es la determinacion del
4rea de la primera espira de la espiral de Arquimedes: p = . La espiral se

introduce ci i como t: ia de un punto, sometido a dos

S
~
>
/
\
: 7
i
\ (4
1
1
\ |
) !
\ I
\ /
\
\ i
M ’
’
/
/’ /
< /
<% /
N /
. /
~ sl
S Z v
e ~
L4l J-rF >
Fig. 18

movimientos uniformes: un giro del rayo alrededor del punto y un movi-
miento del punto a lo largo del rayo desde el centro (fig. 18). Para la deter-
minacion del area de la primera espira, se divide la circunferencia (r = @)
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en n partes. A continuacién se construyen dos sucesiones de sectores circu-

i ¥ . 3 a 2a 3a na
lares inscritos y circunscritos, cuyos radios son — , — ,~— , ..., — = @.
n'n’'n n

Sus éreas: §;, = _I;’g?_ »k = 1,2, ..., n. Estas sucesiones forman figuras

inscritas y circunscritas, el area de las cuales es respectivamente mayor y
menor que el area de la espira de la espiral:

Z (Bey<s<z ) (%) o
l-l
n=1
’—a: E K<s< ™ E 2.
n

k=1

Sobre la base de las estimaciones citadas en el ejemplo anterior,

xa® n® _ wa? wa?
Vs <—5 5 =—,yademés V; > —.
3 -3 Ak 3
Pero la diferencia entre las sumas que aproximan puede ser hecha tan

pequefia como se quiera. Por consiguiente S = % 5

Pareceria que la analogia del método de las sumas integrales de los anti-
guos y la integracién definida es total. Tal impresion se refuerza porque
nosotros modernizamos la forma de exposicién. Por eso, es necesario
sefialar también sus diferencias. La cuestion esta en que el método de las
sumas integrales de los antiguos se apoya en un concepto de area intuitivo,
no rigurosamente definido y no utiliza el aparato aritmético-algebraico. En
€l no se introducen y no se definen los conceptos generales necesarios:
limite, integral, suma infinita, etc. y no se estudian las condiciones de apli-
cabilidad de los teoremas enunciados. El método se aplica para cada
problema concreto sin la extraccion y formalizacién de sus fund:
tedricos generales.

Junto al método de las sumas integrales, en las matematicas antiguas
fueron elaborados métodos, los cuales pueden ser retrospecuvamcnte valo-
rados como diferenciales. Como ej lo de dos puede ser-
vir el método para encontrar la tangente a la espiral en la obra de
Arquimedes ‘‘Sobre las espirales’’.

El problema de hallar la tangente a cualquier punto P de la espiral se re-
suelve por el método ordinario de determinacion de la magnitud correspon-
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diente a la subtangente OT (fig. 19). Previamente se demuestra el lema, de
que « OPT < 12' £ POT = _12_r , por construccién). Después se considera

el triangulo diferencial AFPR, en esencia formado por el radio vector,

Fig. 19

proximo al dado, el arco PR de la circunferencia de radio OP'y la prolon-
gacion de la tangente FP. Este triangulo es rectangulo (4 PRF = g y

aproximadamente semejante al triangulo OPT, yaque 2 PTO = ¢ FPR.

Dedonde—;%=—2—g_,o,silo a una simbolica méas cémod

A
para nosotros (OP = p, PR = pAg, FR = Ap), -;ﬁ = —gf , de donde
oT = p? % . Esta relacion general en el caso de la espiral de

Arquimedes p = ¢ toma la forma OT = p2,u OT = pep.

De esta manera, el método de Arq en la int i6
practicamente de un triangulo suficientemente pequefio, formado por el
incremento del radio-vector polar dela por el correspondi ar-
co de ci encia pequefio y por el dela Este juega
el papel de triangulo dif ial lo que da fund para id el
método del orden de los infinitesimales.

Junto a otros probl y métodos de la antigtiedad, el triangulo dife-

rencial de Arquimedes fue objeto de constante investigacion de una serie de
eminentes mateméticos de los siglos XVI—XVIL Pascal y Barrow,
i lo introduj enla 4tica: el primero en la estructu-

ra de sus métodos integrales, el segl do d el trazado de tangentes y
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la demostracién de la dependencia mut recip; entre las cuadra-
turas y las tangentes. Leibniz utiliz6 este tridngulo como uno de los puntos
de partida en la creacion de su calculo de diferenciales.

Con los métodos infinitesimales pueden relaci e ién una serie
de otros procedimientos y métodos de los antiguos. Ante todo sefialaremos
el grocedimiento de Dinostrato (siglo IV a. n. e.), el cual buscando el punto
de interseccion de la cuadratriz con el eje de las abscisas, hall6, en esencia
el valor de los limites '

" Sel
im o

=1, lm %2=1
S e )

-0

Las ordenadas de los puntos de la cuadratriz, como es conocido, son
proporcionales a los angulos corr di De aqui, d do OA =
ks
2
[

= r, obtenemos para cierto punto arbitrario H(HL = y): s , de
34

28 o'y v
donde == = = (fig. 20). Teniendo en cuenta que y es la linea del seno para

el circulo de radio OH y la linea de la tangente para el circulo de radio OL,

7 3
£
H
)
Y L
K H G
Fig. 20
obtenemos
2 _op. Sne _op. 89
T [ 4
Cuando
¢—~0 OH—OK y OL — Ok.
Consecuentemente,
ORI g 2D P
v=0 T sen ¢ $=0 T tg o
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Elhechodeque0K=£.l" o lo d ra por reduccién al
™
absurdo, apoyandose en la continuidad de la cuadratriz y la desigualdad
sen ¢ < ¢ < tg ¢, demostrando asi ambos limites notables.
Sea OK < 26 . En la cuadratriz se encuentra un punto A, para el cual
s

OH = E para el corre di 4ngulo ¢. E la da de este

puntoesy = ZL sen ¢ y simultaneamente y = —— , de las propiedades de
L
2
la cuadratriz. De esto debe deducirse que, sen ¢ = ¢ lo cual es imposible.
La suposicion de que OK > z de la misma manera conduce a la
s

conclusién imposible ¢ = tg ¢.

Los métodos infinitesimales se elaboraban también para la resolucion
de clases de problemas extremales. En la obra de Arquimedes ‘‘Sobre la es-
fera y el cilindro”” (libro 2, parrafo 4) se plantea el problema de la divisiéon
de la esfera (de radio @) en dos segmentos, cuyos volimenes se encuentren
en una relacion dada m:n. Se demuestra que la altura del segmento mayor

: < m
x satisface la proporcion 4a2:x? = (3a — x): —— a. Se demuestra ade-
n

més que este problema puede ser li : dividir el aen dos
partes xy @ — x de modo que S:x* = (@ — x) ¢, donde S es un 4rea dada y
€ un segmento dado Para que este altimo pmblema tenga solucién no ne-
gativa es necesario i inio de los valores de Sy c.
De manuscritos posteriores se conoce que Arquimedes, buscando la re-
solucién geométrica de la ecuacién x2(@ — x) = Sc, encontr6 de forma
correcta que el maximo de su miembro izquierdo en la regién 0 < x < a se

alcunza cuando x = ; a; asi que él resolvi6 un problema extremal.

Final cn las aticas antiguas se ideraban bién los
d inad variacionales. En las obras de Arquimedes seme-
jante problema se encuentra s6lo una vez en la proposicion final de la obra
“Sobre la esfera y el cilindro’’. Aqui se consideran segmentos con igual su-
perficie de diferentes esferas y se demuestra que el segmento que tiene for-
ma de semiesfera tiene el mayor volumen. Algo después, apareci6 la obra
de Zenodoro, en la cual la teoria de las figuras isoperimétricas fue de-
sarrollada rigurosa y 1 para los poli , circulos y en cier-
ta medida para los poliedros, los cuerpos simples de revolucién y la esfera.
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Las proposiciones de caréacter extremal estaban ampliamente difundidas en
aquella época, algunas veces teniendo un carécter no puramente matemati-
co, sino mecénico e incluso de filosofia natural.

Los métodos infinitesimales de Grecia Antigua sirvieron de punto de
partida para muchas investigaciones de los cientificos-matematicos de los
siglos XV1 y XVII. Particularmente con mayor frecuencia se estudiaban los
métodos de Arquimedes. Leibniz, uno de los fundadores del andlisis mate-
matico escribié sobre esto que, estudiando los trabajos de Arquimedes ce-
sas de admirarte de los éxuos de los matematicos actuales.

Los métodos infini i aquella parte de las mateméti-
cas antiguas, la cual se formaba bajo la presién directa de las exigencias
cientifico-préacticas. Ellos salian de los limites de los sistemas matematicos
cerrados formados en aquella época, construidos sobre la base de un nime-
ro minimo de di les. En los métodos infi les obtu-
vieron la primera manifestacion los elementos de los nuevos recursos mate-
maticos, los cuales condujeron a la creacién del anéhsls infinitesimal. La
relacién de contradiccion entre el conj de étodos y los sis-
temas logico-matematicos cerrados en la Grecia Antigua constituyen uno
de los ejemplos historicos de contradicciones, las cuales han sido la fuerza
motriz del desarrollo de las ciencias matematicas.

3.4. Teorias y métod: icos de 1a antipiiedad "

Dentro de la compleja y variada herencia cientifica de los sabios de la
antigiiedad nosotros extraemos en calidad de objeto de estudio prefenble-
mente aquellas facetas que llevan a la ion de teorias icas. Es-
to ltimo es el rasgo mas caracteristico de la creacion matematica en la épo-
ca de la antigiiedad griega. Al mismo tiempo las teorias matematicas de los
griegos antiguos constituyen la base clasica de muchos problemas impor-
tantes relacionados con las bases de las matematicas modernas, haciéndo-
las especialmente valiosas.

Desde la época de Euclides y Arquimedes, las aticas antiguas
cambiaron fuertemente tanto por su forma como por su contenido. En vir-
tud de causas que caracterizaremos més adelante, el proceso de formacion

de las teorias aticas se fue haciendo mas do y final sein-
terrumpi6. Sin embargo, este proceso fue largo y no se manifesté inme-
diatamente. Los jovenes -aneos de Arqui y los sabios de la

antigiiedad mas avanzada dejaron en sus obras ejemplos de investigaciones
tedricas e incluso teorias matematicas desarrolladas. Entre ellas el primer
lugar por el nivel del desarrollo teérico y la completitud de los hechos con-
siderados lo ocupa la teoria de las secciones conicas.

Antes indicamos que las secciones conicas entraron en las matematicas
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antiguas como método de lucion de probl que no admitian resolu-
cién con los métodos del 4lgebra geométrica, esto es, a través de construc-
ciones con ayuda de la regla y el compés. Para su obtenci6n se utilizaba el
lugar gcomémco de los puntos de interseccion dc la superficie de un cono
lo o rectangul con el plano per-
pcndlcular a una de las generatrices del cono Con ayuda de estas curvas

Menechme (siglo IV a. n. E.) dio solucién al probl de la duplicacién del
cubo.
No se conservé informacion acerca de cémo fueron por primera vez en-
das las propiedades de las i cOnicas, las cuales representaban

el equivalente geométrico de sus ecuaciones algebraicas. Sin embargo, el
problema del descubrimiento de estas propiedades es resoluble por méto-
dos elementales, lo que confirman las reconstrucciones histéricas que se
tienen.

Sea, por ejemplo, dado un cono con vértice en T (fig. 21). La seccidn de
€l a través del eje es K7C, la traza de la seccion circular paralela a la base es
GH, la traza de la seccion perpendicular a la generatriz es AP. La perpendi-
cular a la seccién K7C en el punto P hasta su interseccion con la superficie
del cono la denotamos por y.

r
4, \I

l.\
g 2 4
. - e

Fig. 21

Entonces y> = PG:PH = V2 AP:AB = 2AP-AL. Si denotamos
AP = x, AL = p, b la i6n de la parabola: y2 =
= 2px.

En caso de que el cono no sea rectangular, entonces en el dibujo se agre-
ga sblo el punto A, de interseccion con la segunda generatriz o con su pro-
longacion. Designando en este caso AP = X, A, P = x,, el segmento hasta
el eje AL = p (semiparametro), A4, = 2a, obtenemos

2AL
y1=ﬂ— *AP:AP, 6 yz——xx,

Esta reconstruccion pertenece a H. G. Zeuthen. Ella demuestra convin-

centemente la posibilidad de deduccion de las propiedades de las
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conicas por métodos de la geometria elemental. Con ello, se obtiene una
ecuacxbn rcfenda a los ejes, ademas, el parametro 2p obtiene una in-
terp ica da (el i ro p es igual al segmento
AL desde la superficie conica hasta el eje).
El interés hacia las secciones conicas creci6 a medida que aumentaba la
idad de probl Itos con su ayuda. Las propiedades de las sec-
ciones conicas se convirtieron en objeto de investigacion especial tedrica. A
las secciones conicas fueron dedicadas una serie de obras. Sin embargo, se-
mejante a como esto tuvo lugar después de la aparicién de los
““Elementos” de Euclides, todas estas obras fueron olvidadas cuando sur-
gio el trabajo de Apulomc sobre las seccnones cénicas. El no tiene iguales
por su )l dy i atica de la teoria de las
secciones conicas.
Apolonio (alrededor del afio 200 a. n. e.) es un contemporaneo joven y
un rival cientifico de Arquimedes. Un tiempo p do vivi6 y trabajé
en Alejandria. Después regresé a su patria en la ciudad de Pérgamo (en el

V)
Y
z 2a-z

A 7 I
p

%
flee_

Fig. 22 Fig. 23

Asia Menor), donde fue la cabeza de una escuela matematica. De las nume-
rosas obras matematicas de Apolonio hasta nosotros llegaron en lo funda-
mental solo 7 de los 8 libros de las ‘‘Secciones Conicas’. Los primeros
cuatro libros llegaron hasta nosotros en griego, en el idioma original, los
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libros 5—7 se conservaron s6lo en su traducci6n al 4rabe; el con-
tenido del libro octavo lo reconstruy6 el astrénomo y fisico inglés E. Halley
(1656—1742) partiendo del contenido de los pnmeros sxete hbros y de las
infor das por los de A

La teoria de las seccmms conicas es desarrollada por Apolonio sobre la
base de premi ufici les. De una vez introduce
ambas cavxdades de un cono arbitrario con base circular y examina sus sec-
ciones planas arbitrarias (fig. 22). Cada una de las curvas que asi se ob-
tienen las considera con relacién a un cierto didmetro y a una familia de
cuerdas conjugadas a él. De la clase de curvas que se forman separa las for-
mas canénicas en las cuales los didmetros son perpendiculares a las cuerdas
conjugadas a él. Apolonio indica que estas formas canénicas son secciones
de los conos de revolucion.

Con este método de estudio se garantiza la unanimidad de acceso a to-
dos los tipos de secciones conicas. Con esto, se consideran a la vez ambas
ramas de la hipérbola. La referencia a los didmetros y a las cuerdas conju-
gadas con ellos contiene en si la idea del método de coordenadas, aunque
en forma imperfecta.

La propiedad de las curvas, que es el equivalente geométrico de sus
ecuaciones, se formula con la aplicacién de los recursos del 4lgebra ge-
ométrica. Sean dadas las secciones conicas: la elipse y la hipérbola (fig. 23 y
24). Denotemos los diametros de ambas por AB. Si del extremo A del eje se
bajan las perpendiculares AE = 2p y CF, entonces el cuadrado, consti-
tuido sobre CD, sera igual al rectangulo AF:

CD? = CF-AC
Pero
P CF _ CB
CF == =
7 CB (de y por esto

cp? = ‘;’AC-CB

Poniendo AC = x, CB = 2a — x, obtenemos respectivamente las
ecuaciones:

»? =§(2a—x)x y y2=§(2a+x)x

En el primer caso el rectangulo CF se utiliza por defecto, en el segundo
por exceso. Si no hay defecto ni exceso entonces tiene lugar la parébola: la
simple igualdad entre el cuadrado y el rectangulo de lado 2p.

El 4lgebra geométrica, en términos de la cual est4 expresado el equiva-
lente étrico de las i de las i cOnicas, juega aqui
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aproximadamente el mismo papel, que el 4lgebra en la geometria analitica.
Naturalmente, que para tales conclusiones sobre la utilizacién del algebra y
el método de coordenadas en la teoria de las secciones conicas de Apolonio
no debe olvidarse que, en primer lugar, los sistemas de coordenadas de

Fig. 24

Apolonio son inseparables de sus curvas individuales; en segundo lugar, no
se introducen atn las coordenadas para todos los puntos del plano, tanto
per i €omo no per a la curva dada; en tercer lugar,
aqui ain no se habla sobre la reduccion del problema de la relacion entre
los puntos y los ejes de coordenadas a los calculos, ya que no hay, en gene-
ral, una tendencia a reducir los probl geométricos a los algebraicos.

En calidad de ejemplo del estilo de razonamiento de Apolonio citemos
su definicién de la parabola y2 = 2px: *‘Si un cono se interseca por un pla-
no por el eje y se interseca ademas por otro plano, el cual interseca la base
del cono por una recta, perpendicular a la base del triangulo respecto al eje,
y si ademas de esto el didmetro de la seccion es paralelo a uno o a otro de
los dos lados del triangulo respecto al eje, entonces cada recta, la cual se
traza desde la secci6n del cono, paralelamente a la seccién comin del plano
en cuestion y a la base del cono, hasta el diametro, tomada al cuadrado, se-
ra igual al rectangulo encerrado dirt desde el didmetro, secciona-
do desde él hasta el vértice de la seccion y alguna otra recta, la cual tiene
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con la recta, tomada entre el 4ngulo del cono y el vértice de la seccién, la
misma relacién que el cuadrado de la base del tridngulo, respecto al eje, al
rectangulo encerrado por los restantes dos lados del triangulo. Tal seccién
se denomina ‘‘parabola’’.

El primer libro de las *‘Secciones Cénicas’’, ademas de los fundamen-
tos de la teoria indicados antes, incluye teoremas sobre el trazado de tan-
gentes. La cuestion se trata del trazado de la recta de apoyo, esto es, la rec-
ta a través del punto (x,, y,) de la seccién conica y? = 2px + x?*de tal ma-
nera, que para todos los otros puntos (xy) la recta satisface la desigualdad

»? »”

>

) D=7
2px F = 2pxy F = X
PX aX pO aD

En el segundo libro est4 contenida la teoria de los ejes principales, las
asintotas y los diametros conjugados. Se demuestra, en particular que la
elipse, la hipérbola y la parabola tienen sélo un par de ejes mutuamente
perpendiculares, que si se une con una recta el punto de interseccion de dos
tangentes con el punto medio de la cuerda que une los puntos de tangencia,
entonces esta recta serd un diametro, etc. Finalmente se dan a conocer los
métodos de construccion de los centros y ejes de una seccién conica dada y
otros.

El tercer libro comienza con un grupo de teoremas sobre las areas de fi-

guras formadas por y Entre ellas esta, por

el ido teorema: Si desde un punto trazamos
dos tangentes a una secclon conica y trazamos paralelamente a ellas dos se-
cantes hasta su la relacion de los cuadrados cons-

truidos sobre las tangentes, serd igual a la relacion de los rectangulos cons-
truidos sobre las secantes y sus segmentos exteriores. En este mismo libro
se encuentran los teoremas sobre los polos y polares y sobre la obtencién de
secciones conicas con ayuda de dos haces proyectivos u homogréficos. Fi-
nalmente, a través de la propiedad de las 4reas correspondientes se conside-
ran los casos mas simples de trazado de tangentes sin hacer uso de los pun-
tos de tangencia y, ademas, la teoria de los focos de la elipse e hipérbola.

El primer grupo de proposiciones del cuarto libro esté relacionado con
la division arménica de rectas. A i i6n se descifra detallad
la cuestién sobre el mayor niimero de puntos de interseccion y de contacto
de dos secciones conicas. Los libros 1—4 frecuemememe los caracterizan
como contentivos de la exposicion de las propi fi les de las
secciones conicas. Los siguientes libros se consideran relativos a cuestiones
especiales de la teoria de las secciones cénicas.

En el libro quinto por vez primera se resuelven problemas extremales

94

3.4. Teorias y métodos matematicos de la antiguedad

del género de problemas sobre la menor distancia desde un punto dado has-
ta una seccion conica. Aqui surgen elementos de la teoria de los desarrollos
en la forma de determinacién del lugar geométrico de los centros de curva-
tura.

El libro sexto contiene un anélisis del problema de semejanza de las sec-
ciones conicas y la generalizacion del problema sobre la construccion de
una familia de conos que pasan a través de una seccion conica dada. En el
ultimo de los libros conocidos, el séptimo, se investigan las cuestiones rela-
cionadas con las funciones de las longitudes de los diametros conjugados,
parametros, etc. Por ejemplo, se demuestra que para la elipse (respectiva-
mente la hipérbola) la suma (respectivamente la diferencia) de los cuadra-
dos de los didmetros conjugados es igual a la suma (respectivamente la di-
ferencia) de los cuadrados de los ejes. O tenemos otro ejemplo: el 4rea de
un triangulo formado por dos diametros conjugados y la cuerda que une
sus extremos es constante. La elaboracion de diorismos (limitaciones que se
i alas dici del probl al final del séptimo libro indica,
que el octavo libro, posibl contiene pr proximos al material
tedrico de libro séptimo. Asi interpreté el octavo libro E. Halley, trabajan-
do sobre la reconstruccién del texto extraviado.

Hemos dedicado relativamente mucho espacio a estas anotaciones de
cada libro de las ““ i conicas’’ de Apol , para mostrar cuan alto
es el nivel que alcanzo la teoria de las secciones conicas en la remota anti-
giiedad. Los resultados de esta teoria mas tarde fueron utilizados por los
matematicos en la creacion de la geometria analitica.

De lo expuesto aqui y antes se ve, que la mayoria de las teorias matema-
ticas tuvieron como tema objetos geométricos. El caracter geométrico de la
forma de la teoria matematica se convirtié con el transcurso del tiempo en
su atributo indispensable. Con ello, el caré4cter geométrico se identificaba
con la importancia general de una teoria atica, ya que se idera-
ba que las magnitudes geométricas tienen la ventaja de una mayor generali-
dad en la clase de las magnitudes matematicas.

No hay, desde luego, fundamento para afirmar que las formas ge-
ométricas agotaban todo el conjunto de formas de la actividad mateméti-
ca. Los griegos a.nuguos enel campo préactico aplicaban un gran complejo
de métodos aritmé les. Estos métodos penetraron tam-
bién en los trabajos teéncos, completando la teoria con elementos
aritmético-algebraicos y tedrico-numéricos.

La incomodidad del sistema alfabético de numeracién y la no elabora-
cién de los simbolos r un serio lo para las operaciones de
célculo. Durante cierto tiempo también las exigencias de la practica en rela-
cién con esto no fueron suficientes para estimular las operaciones con
grandes nti . Tras una coleccion de niimeros relativamente limitada,
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los cuales tenian una denominacion, aparecia el umbral después del cual el
numero de el se ideraba no cal
Para eliminar semejante imperfeccion y mostrar la prolongacnén ilimi-
tada de los nimeros de la serie natural, Arquimedes escribi6 una obra espe-
cial bajo el nombre ‘‘Psammit’’ (calculo de arena). En ella se construye un
sistema de nimeros, se muestra que puede prolongarse tanto como se
quiera y servir para contar cualquier conjunto finito de ohjetos El sistema
de numeros de Arqulmedes fue construido segin el principio decimal: las
id las d iécadas), las (hécadas), los mi-
les (kiliadas), las decenas de miles (miriadas), etc. La miriada después se
consideraba como base del célculo hasta el nimero de miriada de miriadas
(108). Los nimeros desde el 1 hasta 10® constituyen la primera octava (de la
palabra octo, ocho) y los niimeros que entraron en ella se denominaban
primarios. Después sigue: la segunda octava (108—10%2), la tercera
(108:2—108°3), etc., hasta la octava de los niimeros octédicos (10%" 1) los
cuales cierran el primer periodo. Ello constituye la unidad de partida del se-
gundo periodo. La octava de las unidades de este periodo (105" 10°:+8) ser
la unidad de los segundos niimeros del segundo periodo, etc. Luego siguen
las unidades de los nameros del tercer periodo (102 10% cuarto (10°°%° 10%),
etc. hasta la octava de los nimeros octadicos del octavo periodo

(1010143- IO').

Las ntimeros enormes asi obtenidos se interpretaban como transfinitos
pecullarcs de los antiguos, cuya escala de imi podia ser p d
indefini Ellos bastaban y sobraban incluso para el problema de la

determinacion de orden del nimero de granos de arena que llenan total-
mente todo el universo.

Para hacer el problema lo mas determinado posible, Arquimedes, par-
tiendo de las ideas heliocéntricas de Aristarco de Samos, representa el uni-
verso como una esfera, en el centro de la cual se encuentra el Sol. El radio
de la esfera se considera desde el Sol hasta las estrellas inméviles. Para la
precision ulterior del problema se considera que el didmetro del universo es
tantas veces mayor que el didmetro del sistema solar, cuantas veces este tl-
timo €s mayor que el dlametro de la Tlerra. Arquimedes utiliza los datos
experi les de los astro dolos por exceso.

La unidad de medida del universo, el grano de arena, se toma como
0,0001 de un grano de amapola de la cual se necesitan 40 para compararse
con el ancho de un dedo h Los calculos de Arquimedes mostraron
que el nimero buscado de granos de arena no es mayor que 104 o mil (10%)
miriadas (10%) de los numeros octavos (1078) tomados del primer periodo.

AA des se le adj otro problema en el cual se exige
operar con nameros enormemente grandes, el llamado problema sobre los
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toros de Helios (dios del Sol). Para abreviar designaremos con las letras b,
n, ¢, m, el nimero de toros respectivamente de pelaje blanco, negro, cobri-
zo y manchado y con las letras b, n”, ¢’, m’, el nimero de vacas del
correspondiente tipo de pelajé. En forma de versos se plantea el problema
de determinar la cantidad de ganado, partiendo de las siguientes condi-
ciones:

1.1 A e B S
l.bf(24-3)n+c, 4. b —(§+4)(n+n),
1.1 el g i
Z.n—(z+§)m+c,5.n —(z+§) (m+m7),
3m=(- +1)b+r6 m'=(1+1)-(c+c')‘
’ 7 R 55416 !

M NS R
Ti:C "(€+7) b+0b),

8. b + n es un cuadrado exacto;
9. m + ces un niumero triangular;

10. b + n + ¢ + m es también un nimero triangular.

Las primeras 7 condiciones componen un sistema de siete ecuaciones
con ocho incognitas. Las menores soluciones numéricas dan una cantidad
de 50 389 073 cabezas de ganado. Las dici 8,9,10 d segin
calculos posteriores, a encontrar la menor solucion de nimero entero de la
ecuacion indeterminada x? — 4 729 494 y? = 1, la cual se expresa s6lo con
un numero de 206 545 cifras.

El calculo del valor de ntimeros, irracionales o trascendentes, promovié
la idea de su aproximacién por niimeros racionales. Por ejemplo, en el tra-
bajo de Arquimedes ‘‘Medicion del circulo’’ el nimero  se calcula con
ayuda de poligonos inscritos y circunscritos y da una aproximacion de

10 ¢ ¢ < . 5 ¢ g
3—-—<naw< 3 — . La estimacion superior e inferior se introduce también

71
1351 265
Vi< — 3
780 133 y otras irracionalidades cuadrati

cas. Sélo existen reconstrucciones histdricas de la mayoria de los métodos
de biisqueda de estas estimaciones; en las fuentes antiguas la informacion
sobré esto es insuficiente.

Sin embargo, el nivel de las aplicaciones précticas de calculo de muchas
teorias matematicas desarrolladas seguia siendo, con todo, relativamente
bajo. Esto se explica principalmente por el caracter del contenido y la for-
ma de estas teorias: por la separacién de la practica, lo forzado de la forma
geométrica, la limitacién del conjunto de métodos aplicados, la ausencia de
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1 b

la trige ria. Las exi ias que la iap alas
ticas se pronunciaron con suficiente fuerza sélo después.

Tras la época de la vida y actividad de lides, Arquimedes y Apolo-
nio comenzé una época de cambio rapido y radical de las matematicas anti-
guas, tanto por su contenido como por su forma. Estos cambios en lo fun-
! | estuvieron icionados por los grandi bi did
entonces, en la vida econémica, social, politica y cultural de los pueblos.

El proceso principal de caracter 4] fue la d icion del
modo de produccion esclavista, la cual condujo a una enorme transforma-
cién revoluci ia y al lecimi de la estructura feudal. F. Engels
caracterizo asi este proceso en su aplicacion al Imperio Romano: “La
esclavitud antigua perdié su significado. Ni en la gran agricultura ni en las
manufacturas de la ciudad ella ya no producia ganancias que justificaran el
trabajo invertido, el mercado para sus productos desapareci6. Y en la
pequefia agricultura y en los pequefios oficios, a cuyas dimensiones se redu-
jo la enorme produccién de la época de flore¢imiento del Imperio, no pudo
encontrar aplicacion el gran ni de escl . Sélo para los esclavos que
servian en la economia doméstica y en la vida suntuosa de los ricos queda-
ba todavia lugar en la sociedad. Pero la esclavitud en desaparicion aun es-
taba en condiciones de sostener la idea de que cada labor productiva era un
asunto de esclavos, indigno de los romanos libres, y tales eran entonces to-
dos los ciudadanos. El resultado fue, por un lado, el aumento del nimero de
esclavos liberados, que estaban demas y se convirtieron en una carga inne-
cesaria y por otro lado, el aumento del nimero de colonos y libertos em-
pobrecidos... La esclavitud cesé de resarcir los gastos y por eso muri6. Pe-
1o la esclavitud agonizante dejé su aguijén venenoso en la forma del des-
dén de los libertos al trabajo productivo. Este fue el callejon sin salida en el
cual cayé el Imperio Romano: la esclavitud se hizo econdmicamente insos-
tenible, el trabajo de los hombres libres se ideraba despreciable desde
el punto de vista moral. Lo primero ya no podia ser, lo segundo atn no
podia ser la forma fundamental de produccion social. Salir de esta si-
tuacion se podia s6lo con una revolucion radical”. L)

Los cambios radicales en la estructura econémica de la sociedad se
acompaiiaban de grandes acontecimientos politicos. Estos acontecimien-
tos, como regla, sucedian en una atmosfera de guerras destructoras que
influian nefastamente en la ciencia y la cultura. El imperio mundial de los
romanos en el transcurso de las guerras de conquista destruy6 todos los
centros cientificos y no cred dici para su blecimi y de-
sarrollo. El posterior hundimi de Roma bién se produjo en un am-

. Marx y F. Engels. Obras completas, t. 21, pags. 148—149.
98

J.AVerins y métodos matematicos de la antiguedad

biente de guerras y destrucci Los d dales de Europa, surgi-
dos como resultado de todos estos imi eran al i como
regla, p fios, su natural, la e instruccién y tam-

bién el intercambio cultural y cientifico eran insignificantes.

El significado 'de Alejandria como centro cientifico principal, en esta
época decae. Por algiin tiempo todavia se llevan a cabo investigaciones
cientificas. Sin embargo, una serie de sucesos desfavorables reduce este tra-
bajo a la nada. Los incendios del Museo causaron una pérdida irreparable
a la biblioteca. Al comienzo de nuestra era los cientificos fueron privados
del apoyo material del Estado. Bajo la presion de la reacci6n religiosa se
cerraron los templos no cristianos y las escuelas adjuntas a ellos. En el afio
412 el tltimo grupo de cientificos alejandrianos fue dispersado, su dirigen-
te, la primera mujer matemdtica que conoci6 la historia, Hipatia, fu
destrozada por instigacion de los sacerdotes cristianos, la biblioteca fue
destruida. Los cientificos que quedaron vivos se reunieron en Atenas don-/
de trabajaron hasta el afio 529 cuando su actividad fue prohibida por un
mandato oficial.

Sobre los cambios que ocurrieron en las matematicas en este periodo de

- tiempo podemos juzgar por las obras matematicas que han llegado hasta

nosotros. Estas tltimas muestran, ante todo, que bruscamente disminuyo6 y
después se suspendié totalmente el proceso de formacién de teorias mate-
maticas. Los resultados a veces muy importantes por su esencia y bellos en
su realizacion, se hicieron cada vez mas particulares y especiales. Citemos
dos ejemplos. Asi, Nicomedes (siglo ITa. n. e.) investigd un tipo especial de
la concoide, curva plana que se obtiene por aumento o disminucién del ra-
dio vector de una recta dada (en el caso general de una curva dada) en una
misma magnitud (fig. 25). Esta curva Nicomedes la obtuvo investigando el
problema de interpolaci para la resolucion de los probl sobre la
triseccion del angulo y la duplicacion del cubo. Con investigaciones de este
tipo se relaciona el estudio de la cisoide por Deocles como el lugar ge-
ométrico de los puntos de un haz de rectas con centro en A, tales que
AM = PQ (véase fig. 26). Estas y otras investigaciones, resultados particu-
lares (del género de los problemas isoperimétricos de Zenodoro), por
mucho tiempo aparecieron en las matematicas. Sin embargo, ellos
constitufan solo resultados particulares, disgregados que ya no conducian a
la creacion de nuevas direcciones clasicas, de nuevas teorias clasicas.

En las aticas de la antigiiedad da y en la época del domi-
nio de Roma, un lugar cada vez mayor ocupan los métodos y problemas
practicos de calculo. Modelo de trabajos de semejante orientacion lo cons-
tituyen los trabajos matematicos de Herén de Alejandria (siglos I—II de
a. n. e.) en especial su ‘“Métrica”’. El estilo de este tltimo es de recetario:
para deter das clases de probl se formulan reglas, la veracidad de
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las cuales se adquiere con ejemplos. En la ‘‘Métrica’ estan contenidas: la
regla para la determinacion exacta y aproximada del area de figuras ge-
ométricas y de volimenes de los cuerpos, la regla de la resolucién numérica
de ecuaciones cuadraticas y la extraccion (p proximada) de

Fig. 25 Fig. 26

las raices cuadradas y cubicas. En particular, en ella se presenta la conocida
formula de Herén para calcular el 4rea del triangulo dados sus tres lados.

=Vp(p — a)p — b)(p - ¢) (a, b, ¢, son los lados,

_a+b+c)
s e

Finalmente, una parte significativa del contenido de la ‘‘Meétrica’’ lo
constituye la descripcion de los métodos de agrimensura y de los instru-
mentos geodésicos.

En oLras obras de Herén: ““Mecanica’’, ““Neumatica’’, ‘‘Didptrica’’ se

los logros fund les de los cientificos anti-
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guos en el campo de la mecénica aplicada. La “Métnca" en esta serie de

obras juega el papel auxiliar (en sentido aplicado) de lopedi
tica.

El significado de las matematicas aplicadas de calculo se subraya aiin
més por el gran trabajo que los aticos estuvieron obligados a llevar a
cabo en relacion con la de las tablas astronémi Entre estas

Gltimas un lugar destacado lo ocupan las tablas de las cuerdas (Io que es
equivalente a la tabla de senos) de Ptolomeo (siglo Il de n. e.), en el que los
datos se daban cada 30" desde 0° hasta 180°.

Sobre la base del crecimiento preferente de la parte de cémputo de las

aticas, y posibl ba)o otras infl ias, en
las aticas de la antigiied da se draron el de al-
gebra y formas elementales de la simbélica algebraica. Sobre estas circuns-
tancias testi ian los métodos y Itados de Diofanto.

De las obras mateméticas de Diofanto, el cual vivi6 y trabaj6 en
Alejandria (probablemente en el siglo III de n. e.) se conservan 6 libros de
la “Aritmética’ y fragmentos del libro sobre los niimeros poligonales. El

de niimeros poli; les surgi6 en la matematica pitagérica como
consecuencia de la interpretacién geométrica de las relaciones tedrico-
numéricas. Si se designan los niimeros por puntos y se distribuyen en forma
de cualquier figura, las sumas parci de las progresiones arit-
méticas (dela formaa, = 1,d = n — 2) pueden ser representadas en forma
de familias de poligonos semejantes (ver fig. 27 para n = 3, 4, 5) y los
correspondientes valores numéricos pueden llamarse (y se llaman) poligo-
nales. En la época de Diofanto esta idea se extendia también al espacio.

ale.

n=J

Con ello, también se obtenian los niimeros espaciales, representados por
familias de paralelepipedos semejantes (en casos particulares, por cubos),
nimeros piramidales (sumas parciales de sucesiones de nimeros poligona-

les), etc.

Las operaciones con los nlimeros, més exactamente hablando, con los
niimeros racionales, se investigan en la ‘‘Aritmética” de Diofanto. En el
primer libro ¢l introduce los conceptos fundamentales de la aritmética, las
reglas de los signos en la multiplicacién, las reglas de las operaciones con
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poli ios, resuelve lineales. En los libros siguientes estén con-
tenidos )t que d a i con coeficientes

racionales, que tienen raices racionales.

Diofanto en todos los problemas utiliza valores numéricos especiales y

realiza s6lo operaciones con niimeros, no mencionando en ninguna parte

& les. Para la designacion de la idad incognita en la
ecuacién y para la escritura de las funciones de ella estuvo obligado a ela-
borar un sistema de simbolos.

La simbélica de Diofanto est4 basada en la abreviatura de palabras. En
la historia del desarrollo de la simbélica algebraica ésta marca el paso de las
expresiones con palabras de las dependencias algebraicas (4lgebra “‘retori-
ca’’) a las abreviaturas de estas expresiones (4lgebra *‘sincopada’). La si-
guiente etapa de desarrollo ya es el algebra puramente simbolica.

La magnitud di ida x en las i de Diof: serep
por un simbol ial. A prop los copistas utilizaron diferentes
simbolos, lo que no cambia de principio la esencia del asunto. Si la incogni-
ta, la cual designamos £, aparece en la ecuacion con un coeficiente, enton-
ces se designa ££, lo que corresponde a un niimero multiple. Para las poten-
cias de x se utilizan los simbolos: para x?, 5” (de la palabra. Suvayug, es decir
potencia), para x3, %" (de xvfos), para x*, 66", para x5, 0x, etc.

El signo de suma no se utiliza, para la sustraccién se introduce un

bol ial, 4 . Laigualdad se escribe con la palabra toog (igual), mas
raramente con la letra ¢. Los términos ind di de una i6
tienen una designacion especial p, (de povag, es decir unidad). El sistema
de numeracion es alfabético. A proposito, la simbolica no es estri
uniforme, tiene modificaciones. Sobre la utilizacién de la simbolica de
Diofanto se puede tener una idea mejor con los ejemplos:
a) x*abén poren’cufa que significa x> + 8x — Gx2 + 1) = x,
b) E£apoup® NooietavEE opo® coue que significa 10x + 30 = 11x + 5.

Con ayuda de semejante simbolica, en los libros 2—6 de la “‘Aritméti-
_ca” Diofanto resuelve (esto es, encuentra una de sus soluciones racionales)
numerosos problemas que conducen en su mayoria a ecuaciones indetermi-
nadas de luci ional Ireded

do grado. E ra r de or de
130 ecuaciones indeterminadas, las cuales pertenecen a mas de 50 clases di-
En cada caso Diof: se limita a encontrar solo una raiz. Un mé-
todo general de resol de las i indeterminadas o su clasifica-
cién no aparece en la obra de Diof: No hay demostraci
la veracidad del resultado obtenido se confirma solo porque al efectuar la
sustitucién satisface las condiciones del problema.
La teoria general de las ecuaciones diofanticas de primer grado: ax +
+ by = 1,donde a y b son nimeros enteros primos entre si, fue construida
en el siglo XVII por el matematico francés Bachet de Méziriak (1587—
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1638), quien también edité en el afio 1621 las obras de Diofanto en griego y
latin con sus comentarios. Sobre la creacion de la teoria general de las
ecuaciones diofanticas de 2° grado trabajaron muchos cientificos notables:
P. Fermat, J. Wallis, L. Euler, J. Lagrange y K. Gauss. Como resultado de
sus esfuerzos a comienzos del siglo XIX estaba en lo fundamental investi-
gada la ion general no h é de 2° grado con dos incognitas y
coeficientes enteros:

ax? +bxy + cy? +dx+ey +f=0

Las ecuaciones diofanticas son objeto de estudio también en las mate-
maticas contemporéneas. Asi se denominan las ecuaciones algebraicas in-
determinadas o sus sistemas con coeficientes enteros, a los que se les busca

Tl

enteras 0 Un punto de vista mas general sobre las
diofanti iste en que las sol de estas i se
buscan entre los niimeros algebraico: igaci fund. les en la

teoria de las ecuaciones diofanticas han sido llevadas a cabo por los
cientificos soviéticos A.O. Guelfond, B.N. Delone, D.K. Faddeev y
V.A. Tartakovsky.

El nombre de Diofanto se afianzé solidamente también en la parte de la
teoria de los niimeros que estudia la aproximacién de los niimeros reales
por ni racionales. Estas apr se d i diofanticas.
Con la teoria de las apr i 1

diofanticas bién se relaci las
cuestiones relativas a la solucién en nimeros enteros de desigualdades (o
sus sistemas) con coeficientes reales y las cuestiones sobre la teoria de los
nimeros trascendentes.

Un lugar central en la teoria de las aproximaciones diofanticas lo ocu-
pan los métodos y resultados del académico I.M. Vinogradov.

De esta forma, las obras de Diofanto sirvieron en esencia de punto de
partida a muchas investigaciones te6rico-numéricas y algebraicas. Con re-
lacion a las mateméticas antiguas, ellas caracterizaron el reforzamiento de
las tendencias algebraicas, el florecimiento de las cuales fue entorpecido
(como también el desarrollo de todas las ramas de las matematicas) por las
condiciones socio-economicas desfavorables antes mencionadas.

Entre los rasgos caracteristicos de las icas de la anti
posterior se encuentra ademas la gran difusion de obras que son comenta-
rios a las obras clasicas. El predominio de los comentarios constituye, in-
dudablemente, un criterio de descenso en la creatividad matematica. Sin
embargo, las obras de los comentaristas fueron muy dtiles para la historia
de las matematicas, conservando en fragmentos o en recuentos muchas
obras clasicas importantes. A veces los comentarios son la tnica fuente de
informacién sobre obras perdidas o logros olvidados de los matematicos
antiguos.
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Uno de los primeros comentaristas fue Gémines de Rodas (alrededor
del afio 100 a. n. e.). Segtin testimonios de Proclus (siglo V de n. e.) Gémi-
nes expuso la historia de las curvas superiores: espirales, concoides, ci-
soides y otras. A él pertenece ademas una de las primeras divisiones de la
ciencia en teoria (Geometria y Aritmética) y practica (Astronomia, Mecéni-
ca, Optica, Geodesia, Reglas de Célculo).

Otro gran comentarista Teon de Alejandria (siglo IV) realizé comenta-
rios sobre los ‘‘Elementos” de Euclides y sobre el tratado astronémico

“Almagesto”” de Ptolomeo. Su hija, Hipatia, coment6 la obra de
S T A

q P y

Un lugar especial entre la serie de comentaristas lo ocupa Pappo de
Alejandria (siglo IV de n. e.). Ademas de los comentarios a las obras de
Euclides y Ptolomeo escribié una gran obra, ““Coleccion Matematica™, en

la cual detallad y con i del asunto expuso con sus ob-
servaci muchos dnrum bles de sus p es. De los 8
libros de ‘‘Coleccié atica’’ hasta han llegado solo 6 (los

libros 3—8). Los libros desaparecidos contenian, por lo visto, un recuento
de la aritmética griega, lo que indican los fragmentos que se conservan.

El tercer libro esta dedicado a la historia de la resolucion del problema
de la duplicacién del cubo y la triseccion del angulo. Pappo da también su
resolucion al pnmero de ellos, que se reduce a la construccion de dos me-
dias proporci Los probl relativos a la construccion de curvas de
dos curvaturas y superficies constituyen el cuarto libro. La descripcion de
la obra de Zenodoro sobre las propiedades isoperimétricas de las figuras
planas y superficies ocupa la primera mitad del quinto libro; en la segunda
mitad entra el estudio sobre los cuerpos regulares. Pappo dedicé a la
Astronomia el sexto libro. En él se contienen los comentarios a la
**Optica’’ y los “Fenémenos’’ de Euclides, a ‘‘Sobre las magnitudes y dis-
tancias” de Aristarco, a la “‘Esférica’ de Feodosio y otros.

El séptimo libro es el mas grande y de caracter variado. Al comienzo se
aclaran los métodos de anlisis y sintesis de los antiguos y se citan
ejemplos. A continuacién sigue el famoso problema de Pappo: sean dadas
n rectas en el plano. Encontrar el lugar geométrico de los puntos para los
cuales el prod de los dos desde los puntos buscados ba-
jo angulos idénticos a n/2 rectas dadas, tenga una relacion dada con el pro-
ducto de los segmentos, trazados de la misma forma a las restantes rectas.
Para una cantidad significativa de situaciones Pappo demostré que el lugar
geométrico buscado es una seccion conica. Descartes en el siglo XVII resol-
vi6 el problema de Pappo con los recursos de la geometria analitica.

Tras el problema de Pappo en el séptimo libro se descifra el teorema,
c ido actual como de Guldin: los voliimenes de los cuer-
pos formados por rotacion de las lineas o superficies se relacionan como
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los productos de las areas de las figuras formadas por la longitud de la cir-
cunferencia, descrita por sus centros de gravedad. El lugar restante en el
séptimo libro lo ocupan los comentarios a los trabajos de Apolonio sobre
las transversales y relaclones anarmonicas. El (ltimo, el octavo libro, esta
dedicado a la 4 icay a los pr y teoremas icos
relacionados con ella. Entre estos tltimos se encuentra, por ejemplo, el si-
guiente teorema: si tres puntos materiales que se encuentran en los vértices
de un tri4ngulo se mueven a la vez en una misma direccion por el perimetro
con una velocidad proporcional a las longitudes de los lados, entonces la
posicion del centro de gravedad no cambia.

Los 1iiltimos entre los méas notables comentaristas, Proclo (siglo V) y
Eutoquio (siglo VI) pertenecen a la escuela ateniense, la cual existi6 algin
tiempo después de la destruccion del centro cientifico en Alejandria.
Proclo es interesante por el hecho de que en las obras de caracter no mate-
mético (comentarios a las obras de Platén) y matematico (comentarios a
los “El ** de Euclides) reprodujo hos hechos de la historia de
las aticas antiguas. E io escribi6 i0s detallados a las
obras de Arquimedes y Apolonio y en mayor grado que Proclo cité frag-
mentos de las obras de sus predecesores. Particularmente escogié numero-
sos fragmentos de los problemas famosos de la antiguedad. En particular,
reprodujo 11 resoluciones de problemas sobre la duplicacion del cubo, per-
tenecientes a diferentes cientificos desde Arquimedes hasta Pappo.

La actividad de los comentaristas se suspendio en el siglo VI, después de
la clausura de la escuela ateniense. En la cuenca del Mediterraneo se produ-
jo un largo receso en el desarrollo de las matematicas.

Nuestro resumen de las mateméticas antiguas es, naturalmente, in-
completo. Es dificil en este libro dedicar a esto mayor lugar. Sin embargo,
seglin nuestro punto de vista, el material citado es suficiente para hacer
conclusiones sobre el caracter del desarrollo de las matematicas en el
periodo considerado.

Las matematicas de la Grecia Antigua representa uno de los primeros
ejemplos del establ ) de las aticas como ciencia y de-la for-
macidn en ella de todas sus partes componentes. Las particularidades prin-
cipales de las mateméticas antiguas son el surgimiento, crecimiento impe-
tuoso y la interrupcién del desarrollo de una serie de teorias matematicas.

Dentro de los limites de las teorias matematicas de la antigiiedad remo-
ta surgieron y se desarrollaron los el de las cienci aticas ul-
teriores: algebra, analisis infintesimal, geometria analitica, mecénica te6ri-
ca, el método axiomatico en mateméticas. Sin embargo, la desvinculacion
de los resultados de las teorias matematicas de la préctica, la estrechez de
su forma geométrica predeterminé la limitacion de la region y la época de
su desarrollo. La tendencia limitada en la eleccion de los objetos y métodos
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4 q 4

de investigacion icai ida en las icas bajo la presion
de la filosofia idealista predomi solo 6 estas dificultades en el
desarrollo de la teoria.

Las contradicciones internas del desarrollo de la matematica en el
periodo de su reforzamiento coincidieron con las condiciones socio-
politicas desfavorables de la época de desintegracion de la estructura escla-
vista, producida en virtud de los cambios de la forma de produccion. Asf,
los factores economicos de finales de la formacion econémica esclavista re-
sultaron en ltima i ia la causa determi de la supresion temporal
del desarrollo teérico y practico de las matematicas.

Para un nuevo ascenso de la ciencia matematica fue necesario un nuevo
ascenso de las fuerzas productivas de la sociedad humana. En Europa y en
la regién de la cuenca del Mediterraneo este nuevo en principio ascenso

apareci6 solo hos siglos despué do con la época del llama-
do Renacimiento, época de fmales dcl feudalismo y comienzo del de-
sarrollo del modo de prod Iit Ademas, una de las fuentes
mas importantes de nuevas ideas icas fue la asimilacion de la he-

rencia clasica de los matematicos de la Grecia Antigua, Euclides,
Arquimedes y otros.

Capitulo 4

DESARROLLO
DE LAS MATEMATICAS ELEMENTALES

4.1. Observaciones generales sobre el periodo
de las mateméticas elementales

Segun la periodizacion establecida para la historia de las ciencias mate-
maticas, al periodo de las mateméticas elementales se relaciona, como fue
mencionado en el primer capitulo, un enorme intervalo de tiempo, alrede-
dor de 1000 afios (desde el siglo VI—V a. n. e. y hasta el siglo XVI).

Tan largos periodos no son una rareza en la historia de la ciencia. Co-
mo regla, ellos se refieren a las primeras etapas de su desarrollo. Esto se
explica bien porque se logré encontrar cierta unidad en el desarrollo de la
ciencia con el periodo considerado, o bien por la insuficiencia de nuestros
conocimientos sobre €él.

En lo que se refiere a la denominacion del periodo considerado, es nece-
sario decir que, los esfuerzos por definir el contenido del concepto de ele-
mental no es en absoluto un problema el 1. Ademas, este pto en
si no puede ser definido de una forma légica y rigurosa de una vez para
siempre. En diferentes periodos histéricos ha sido completado y es comple-
tado con diferentes contenidos. En nuestros dias, cuando se denomina a

1 Jjuicio atico 1, con esto se vincula, en la mayoria
de los casos, i que estan idas en los marcos del programa de
matematica de la escuela de instruccién media general.

Tr concr el cc ido y las vias de las corrientes fun-

damema{es del desarrollo de las mateméticas en este periodo. Este abarca

pri I las aticas de las magnitudes constantes, su nivel en
realidad supera en poco el nivel de los conocimientos, determinados por el
programa de la escuela media y en esencia tiene con éste mucho de comun.
U\qul se revela una vez mas la relacion entre lo histérico y lo 16gico en el de-
sarrollo de las matematicas, relaciéon que confirma la conocida tesis mar-
xista de que lo l6gico en la ciencia es lo histérico, pero sélo asimilado y
puesto en cierto orden,

4.2. Sobre las mlntembﬂcns de los pueblos
de Asia Central y el Medio Oriente
En los enormes territorios desde el noroeste de la peninsula indostanica
hasta la costa norte de Africa y el sur de Espaiia, desde tiempos remotos
existieron numerosos imperios orientales. Fundados frecuentemente por la
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via de las conquistas, enormes, pero no vinculados en un tinico or:
econoémico, no poseian estabilidad politica y tenian un destino complejo,
pleno de vicisitudes. Las tradiciones cientificas y culturales de los pueblos
que los habitaban, se desarrollaron en tales condiciones relativamente con
lentitud.

A partir del siglo VII en todas estas tierras se extendi6 una ola de
guerras de conquistas, comenzadas por las tribus que habitaban la
peninsula Arabiga, bajo la presién de una fuerte crisis econémica. Estas
guerras tomaron la forma de lucha por el predominio de una nueva reli-
gion, el islam (o como a veces se denomina mahometismo). En el trans-
curso de una serie de siglos se formé una region enorme de intercambio co-
mercial y relaciones econémicas. Surgieron grandes ciudades, centros co-
merciales, ar les y de direccion administrativa. La religion mahome-
tana ocupo una posicién dominante y el arabe se convirti6 en el idioma de
los d ficiales, libros religi tratados cientificos y obras

artistico-poéticas.
Las dici de vida 6 y politica que se formaron
favorecian el desarrollo de las aticas. Los imi ati-

cos eran exigidos por las necesidades de la direccién del estado, la irriga-
cion, las construcciones, el comercio y la artesania. Las relaciones interna-
cionales, realizadas mediante largos viajes por los mares, montafias y luga-
res inexplorables, contribuian al desarrollo de las matematicas, geografia y
astronomia.

Por esto, muchos gobernantes orientales y dinastias enteras llevaban a
cabo una politica de auspicio estatal de la ciencia. En el aparato de direc-
cién estatal aparecieron cientificos especialmente pagados. Para éstos se
construyeron observatorios, se coleccionaron bibliotecas de obras anti-
guas, las cuales se buscaban por todas partes y se traducian al arabe.

Como resultado se formaba un sistema especifico de conocimientos

ati Un lugar promi enéllo ba la ion de diversos
métodos de calculo e instr de medicion para las idades del co-
mercio, la direccion administrativa, los trabajos de agrimensura, la
cartografia, la astronomia, para la confeccién de calendarios, etc. En este
sistema entraron a formar parte a la vez los datos de la ciencia griega anti-
gua, los tratados clasicos de Euclides, Arquimedes, Apolonio y otros. En él
también recibieron desarrollo los imi de atica de los
pueblos de la India y la China y ademas de la poblacién radicada en los
paises del Medio y Lejano Oriente. La asimilacién y reelaboracién de las
fuentes y la prep ion de matematicos calificados exigia, na-
turalmente, mucho tiempo. Por eso, para las matematicas arabes (como las
designaremos a veces por brevedad, a pesar de lo no fundamentado de este
término) es caracteristica cierta multiplicidad de 1 enla
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p de los pr en los de su resolucion e incluso en
su simbolica. El sistema de las matematicas, formado bajo influencias tan
diversas, tuvo tantos rasgos originales que la hicieron cualitativamente di-
ferente a sus fuentes. Consideremos detalladamente las cuestiones sobre las
particularidades caracteristicas de las matematicas del Oriente medieval y
sobre el nivel de desarrollo al do por las cienci; aticas. La
cuestion sobre la dife iacion de las aticas por paises dos se-
paradamente y sobre su influencia mutua, en vista de su especificidad y fal-
ta de elaboracién, no la trataremos aqui.

En la prictica de célculos los pueblos de lengua arabe trabajaban igual-
mente en dos sistemas de numeracion: el decimal absoluto y el sexagesimal.
El primero fue tomado de la India antes del siglo VII de n. e. y obtuvo rapi-
damente amplia difusion. Por el tratado aritmético de Khuwarizmi (siglo
IX) ““Sobre los niimeros hindues”’, traducido en el siglo XII al latin, el sis-
tema decimal resulté conocido en Europa. Paralelamente al decimal, se
conservo y utilizé regularmante en los observatorios astronoémicos el siste-
ma sexagesimal heredado de los babilonios. De un modo anélogo a los ma-
tematicos de la Babilonia antigua se hicieron y utilizaron las tablas auxi-
liares semejantes a las tablas de multiplicacion (desde 1-1 hasta 59-59).
Incluso en época relativamente reciente (alrededor del afio 1427) en el ob-
servatorio del astronomo y Khan uzbeco Ulug-Begs en la ciudad de Samar-
canda se encontraban en uso tanto el sistema decimal como el sexagesimal.
Para comodidad en los calculos fueron elaboradas reglas de paso de un sis-
tema a otro. Normas regulares existian para el calculo con fracciones: sen-
cillas y decimales. (En Europa Occidi 1 las fr: decimales fueron
introducidas solo alrededor del afio 1585 por el matematico e ingeniero fla-
menco S. Stevin).

En el arsenal de los aticos arabes se laron hos procedi-

de calculos y algoritmos Citemos algunos de ellos para
demostrar el nivel de la técnica de célculo.

a) Obtencion de hasta 17 cifras exactas del niimero = mediante poligo-
nos inscritos y circunscritos en la circunferencia. Los calculos fueron
realizados en la primera mitad del siglo XV por Kashi y fueron lleva-
dos hasta la determinacion del lado del poligono regular de 322 la-
dos. Después de mas de 150 afos, en 1593, en Europa F. Viete en-
contro solo 9 cifras decimales exactas de = mediante un poligono de
3-2'7 lados. Sélo a fines del siglo XVI y comienzos del XVII (Van
Roomen, 1597) el resultado de Kashi fue repetido y posteriormente
superado.

b) Calculo de raices por el método, conocido actualmente como méto-
.do de Ruffini-Horner. Puede suponerse que este método fue adquiri-
do como resultado de las relaciones estrechas con los matematicos
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chinos. En el desarrollo del método fue considerado que el calculo
sucesivo de las cifras de laraizVg = a, b, c... est4 relacionado con la
v da de la ion de dif i

b\ b "
e s & Er
g=a", q (a+ 10) q (a+ 10+100)
Ademas, fue advertida y expresada la serie del desarrollo binomial de la
forma:
(@ + )% — av ="Clar=1 "L "C2an~2" ¢ .. + Ch~La + 1;
(@+b)'—a"=Cla"~'b+ Cla"~2b2 + ... + O~ 'ab"~ ' + b
también fue enunciada la regla de formaci6n de los coeficientes bino-
miales
cn ='cm

n g ers)

En Europa la tabla de coeficientes binomiales (para n < 17) fue
publicada sélo en el afio 1544 (Stifel), y el método descrito superado
por Ruffini (1804) y Horner (1819).

¢) Extraccion aproximada de raices. El método conocido en la anti-

giiedadVg = VT2 + r= T + 2T’+ .
tendido hacia el siglo XV (Kashi) al caso de cualquier indice natural de la

, donde T es entero, fue ex-

raiz. La base de este p dif fue la inter ion lineal, esto es, un
r i del tipo:
=7 n=rT
= Vx; para {x, t } =
i 3 xz=(T+1)";y1=T+lx e

Entonces
Yy =) r
E N e s oy teh R S el ARG S I
iadedy s ) T+h=—1
4 1 3
Al parecer, de los hindies fue tomada la regla Vg = ~ 'V qz", aplicada tan-

to en el sistema decimal (z 10%), como en el sexage.rnmal (z = 60%).

La ion de de extraccién aproximada
de raices fue notada en Europa solo a mediados del siglo XVI.
d) La ion de progresi aritméticas y geométricas, incluyendo

"
la bisqueda de sumas de la forma E ak (k = 1,2, 3, 4). Por ejemplo:

a=1
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; i g L i |
s 2 a=1
AR R

a=1 a=1 a=1

El predominio de la influencia de la parte de calculo de las matematicas
ejerci6 influencia en la interpretacion de muchas cuestiones tedricas. Espe-
cialmente interesante es la cuestion sobre la ion de las ir
dades algebraicas. La tendencia a la realizacion de operaciones con ellas es
caracteristica para todas las aticas arabes. Por ejemplo, en las obras
de Khuwarizmi (siglo IX) ya se encontraban operaciones sobre irracionali-
dades cuadraticas. Al-Karkhi (siglo XI) introdujo muchas transforma-
ciones de irracionalidades, entre ellas

\/m:\/a+‘/az-bzt\/a—‘/az—
2 2

Al-Baki (alrededor del afio 1100), como tamblén Al-] Karkhn comenta-
ron el décimo libro de los “‘El 22 de do sus teore-
mas con ejemplos numéricos.

En virtud de tal enfoque y de la fi licacion de los calculos de
las irracionalidades, el limite entre los ni racionales e irracionales co-
mienza a borrarse. A la representacion del nimero como coleccion de uni-
dades se afadieron las r i sobre las relaci entre las mag-

nitudes i Fue la ad ion de la i abili-
dad geométrica con la irracionalidad aritmética. Estas tltimas entraron en
la clase de nimeros sobre la base de las reglas de operacion definidas para
ellos. En las matematicas en lugar de dos conceptos aislados, nimeros y re-
laciones, surgié una nueva, mas amplia concepcion de nimero real positi-
vo. Ya en el siglo XIII (Nasireddin, 1201—1274) fue constatado este hecho
con completa determinacion: ‘‘Cada una de las relaciones puede ser deno-
minada nimero, mensurable con la unidad, asi como el término anterior de
la relacion se mide con el término siguiente’’ 1.

La idea de la creacion de una concepcion tnica del nimero real por me-
dio de la unién de los nimeros racionales y las relaciones, surgida en los
matematicos de la antigiledad avanzada, obtuvo en el Oriente Medio cierto
perfeccionamiento.

En Europa semejante idea no aparecié durante mucho tiempo. Sélo

! Myxamwmen Hacupouu Tycn. Tpaktat o nosmioM seTsipexyronbimuxe. (M. Nasired-
din Tusi, Tratado sobre el cuadrilitero completo.)
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desde el siglo X VI en relacion con el desarrollo vertiginoso de los medios de
calculo los cientificos comenzaron a reconocerla. Sin embargo, con un gra-
do semejante de generalidad s6lo fue expresada por 1. Newton en los afios
70 del siglo XVII, y publicada atin mas tarde (1707) en su *‘Aritmética Uni-
versal’’: “‘Por nlimero d , 1o tanto el conj de unidades co-
mo la relacién abstracta de cualquier magnitud hacia otra magnitud del
mismo género, tomada por nosotros como unidad. Los niimeros los hay de
tres tipos: entero, fraccionario e irracional. El niimero entero es aquello
que se mide con unidades; el fraccionario, con partes multiples de la uni-
dad; los nimeros irracionales no son ables con la unidad” V. La
influencia de la orientacién algoritmica de calculo de las matematicas 4ra-
bes se reflejé también en su estructura. En ella, comparativamente rapido,
por vez primera en la historia, se separd, en calidad de ciencia matematica
independiente, el algebra. En este hecho encontré su expresion la fusion de
los elementos de caracter algebraico de las matematicas de los diferentes
pueblos, por ejemplo: el algebra geométrica de los griegos antiguos, la
agrupacion de problemas de un mismo tipo y el esfuerzo por elaborar para
cada grupo un algommo Gnico en la Babilonia antigua, los probl de
célculo de los hindtes que d a i de 1° y 2° grado, etc.

En los trabajos de los aticos del Oriente medieval estos el
tos algebraicos fueron por vez primera escogidos y agrupados en una parte
nueva, especifica de las mateméticas, fue formulado el objeto de esta
nueva parte de la ciencia y construida una teoria sistemética. En calidad de
ejemplo de tal enfoque, citemos la opinién del atico del Asia Central
O. Alkhayamae (alrededor de los afios 1040—1123).

“‘El algebra es un arte cientifico. Su objeto son los niimeros absolutos y
las magnitudes medibles, las cuales son desconocidas, pero referidas a cual-
quier cosa conocida de tal manera que puedan ser determinadas; esta cosa
conocida es una cantidad o una relacion individualmente determinada, y a
esta cosa ida se llega, izando las dicis del probl en es-
te arte se buscan las relaciones que vinculan las magnitudes dadas en el
problema con la incégnita, la cual de la forma antes indicada constituye el
objeto del algebra. La perfeccién de este arte consiste en el conocimiento
de los métodos matematicos, con ayuda de los cuales puede realizarse la de-
terminacion mencionada, tanto de las incognitas numéricas como ge-
ométricas. La resolucion algebraica, como es bien conocido, se realiza solo
mediante una ecuacion, o sea, por la igualacién de unas potencias con
otras” .

" 1. Newton, Universal Arithmetic. (I. Newton. Aritmética Universal.)
VF, Woepcke. L’algebre d’Omar Alkhayamae. Paris, 1851, p. 5.

112

4.2. Las matematicas de Asia Central y el Medio Oriente

Los cientificos europeos comenzaron a conocer el 4lgebra a principios
del siglo XII. La fuente de sus conocimientos sobre el algebra fue la obrg
“‘Hisab al-jabr wa-al-muqabala’’ de Muhammad abn Musa al Khuwarizmi
(mas adelante, abreviado, Khuwarizmi), el cual vivi6 en la primera mitad
del siglo lX El titulo traducido sngmﬁca' libro sobre las operaciones jabr
(r y qabala ( d 6n). La primera de las operaciones cu-
yo bre sirvio de ds ion para el 4lgebra, y sirve atn en nuestra
época, consiste en el traslado de términos de una ecuacién de un lado a

otro. La daeslaop ion de reduccién de términos semejantes de la »
i6n. La resolucion de i se idera una ciencia indepen- f
diente. En el libro estin idas las resoluci aticas de |

ecuaciones de 1° y 2° grado de la forma

ax = b; x2 + bx = a;
2 = b; x2 + a = bx;
= bx; bx + a = x2.

Khuwarizmi da tanto la resolucién aritmética como geométrica de !as
ecuaciones citadas. El método de busqueda de la resolucién geométrica

sl

S

a & a
4 i X
Fig. 28
consiste en la igualacion de las 4reas especialmente elegidas para la in-

terp! étrica de la ion. Por ejemplo se da la ion x2 +
+ ax + b. En la fig. 28 el area

2 2
> (3 .(3)= a
S= x+4()+44x (xy+ax)+4_ 7 ‘Ab+ 7

x. ¥ ax
Al mismo tiempo'/

(e )
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de donde

El libro de Khuwarizmi tuvo gran popularidad. El término “‘algebra”
se arraigd en las mateméticas. Qued6 en esta ciencia también el nombre del
autor (Al-Khuwarizmi) en forma latinizada: algoritmo. Al principio esta
palabra designaba un apellido, después la numeracién en un sistema posi-
cional y ahora cada sistema de célculo, producido por reglas estric
determinadas y las cuales conducen a ciencia cierta a la solucién del proble-
ma propuesto. En el transcurso del desarrollo de la ciencia varié el conteni-
do de los conceptos, incluidos en este término, pero los términos se conser-
varon. Khuwarizmi no se pronuncié sobre su prioridad en el 4lgebra. Al
parecer, ambos procedimientos, jabr y gabala, estaban ya ampliamente di-
fundidos en su época.

Los trabajos algebraicos arabes de los siglos IX—XV ademés de la re-
solucién de ecuaciones de 1° y 2° grado inclui las
clibicas. A estas Gltimas conducian diferentes problemas: a) la divisién de
la esfera por un plano; b) la triseccién del angulo; ¢) la busqueda del lado
de un poligono regular de 9 lados; d) busqueda del lado de un poligono re-
gular de 7 lados y otros. Uno de los problemas de éptica: encontrar en una
circunferencia dada un punto tal que, el rayo incidente de un punto dado A
se reflejaba en otro punto dado B, conducia a una ecuacién de 4° grado.

En los métodos de resolucion de las ecuaciones cibicas se reflejo la va-
riedad de medios, propios de la matematica de los cientificos arabes. Una
serie de tratados contienen esfuerzos para la solucién numérica de estas
ecuaciones; otros tratados reflejan la mﬂuencxa anugua En ellos se cons-
truye la teoria de la resolucion de di la intersec-
cion de secciones conicas.

La resolucién numérica de estas ecuaciones se desarrollé comenzando
desde el método de prueba (Biruni, 972—1048) hasta el método elegante,
nerauvo. rapidamente convergente de Kashi (alrededor del afio 1420).
C

el ltimo método detallad: En el observatorio de
Ulug-Begs en Samarcanda pertrechado de instrumentos perfeccionados se
on, como indi antes, tablas de senos con frecuencia de

1" y con exactitud de hasta la novena cifra. Un papel decisivo en este traba-
jo jugd, como es conocido, la exactitud en el calculo de los senos de
pequefios arcos, digamos sen 1°. Partiendo del sen 72° y del sen 60°, Kashi
encontr6 el sen 3°. Para la bisqueda a partir de aqui del sen 1° obtuvo

(cos ¢ =4cos?¥ e 3 cos 3) la ecuacion cibica

x3 + 0,785 039 343 364 4006 = 45x.
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Tomemos para comodidad de la aclaracién del método la ecuacién en
forma general:
X +0

B

x3 + D:= Px;: 0 %=

La primera aproximacion, en virtud de la de xy por

de x3, se toma X = % = a. El resultado se calcula aproximado, con la con-

dicién de quc el resto en la divisién R sea de un orden tan pequeiio como
a.
Segunda etapa: pongamos
(a+9) + Qi (@t MUHR
P } P :

X=a+y, a+y=

R es del orden a*; él es grande en comparacion con @®y. La nueva aproxi-
macién se obtiene si se desprecia en el numerador los términos que con-
tienen y:

Tercera etapa: y = b + z, y las operaciones se repiten en el mismo orden
que en la segunda etapa. Por este método se obtienen las siguientes aproxi-
maciones sucesivas:

g ghols
P
a + Q
XH=a+b=—=;
=4 P
3
X=a+b+ =(_"_+”%+Q;

El proceso converge cuando 3x2 < r < 1, lo que en el caso dado tiene lugar
en virtud de la pequefiez de x.

Con esle método fue encon(rado sen 1° con 17 cifras exactas en el siste-
ma decimal (el resultado fue inici: btenido en el sistema sexagesi-
mal). Tal grado de exactitud permiti6 calcular las tablas de funci trigo-
nométricas con exactitud de hasta nueve cifras. Tal nivel de la técnica de
célculo aproximado en Europa fue alcanzado sélo a fines del siglo XVI.
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Otra direccion en la lucién de clibicas se basaba en la
obtencion de la imagen geométrica de laraiz posmva por medio de la inter-
seccion de i conicas, idas. En las obras de
este tipo los autores, de forma clara, separaban al algebra como una dis-
ciplina matematica particular, clasificaban todos los tipos de ecuaciones de
los tres primeros grados segtin la distribucion de los términos en ambos la-
dos del signo de igualdad, encontraron las condiciones de existencia de las
raices positivas de las ecuaciones, en una palabra, crearon los elementos de
una teoria general de las ecuaciones. Gran defecto del algebra de esta época
era la ausencia de una simbdlica, la descripcién con palabras de las opera-
ciones. Esto contuvo el desarrollo del 4lgebra.

Ademas de la separacion del 4lgebra el rasgo caracteristico mas impor-
tante de las matematicas arabes fue la formacion de la trigonometria. Tam-
bién en esta rama tuvo lugar la sintesis de diversos elementos trigonométri-
cos: el calculo de cuerdas y las correspondientes tablas de los antiguos, en
particular los resultados de Ptol y Menelao, las operaciones con las
lineas del seno y el coseno de los antiguos hindties, la acumulacién de expe-
riencias de mediciones astrondmicas.

Sobre la base de este material heterogéneo los matematicos de los paises
del Medio Oriente y el Asia Central introdujeron todas las lineas lngono»
métricas fund: En i con los probl de
confeccionaron tablas de las fi icas con gran fr
y alto grado de exactitud. Los datos acumulados fueron tantos que resultd
posible estudiar las propiedades de los triangulos planos y esféricos, y los
métodos de su resolucioén. Se obtuvo un sistema de trigonometria armo-
nioso, rico en hechos, tanto plana como esférica. Tal sistema lo constituye,
por ejemplo, la obra de Nasireddin (1201—1274) “Tratado sobre el cuadri-
latero completo”, donde: 1) se desarrolla la teoria de las relaciones; 2) se
expone la teoria de las figuras constituidas por cuatro rectas que se interse-
can de dos en dos; 3) se agrupan los métodos de resolucién de tridngulos
planos y esféricos; 4) se resuelve el problema de la determinacién de los la-
dos de un tridngulo esférico por sus tres dngulos.

Junto a la revelacion del significado préctico de la trigonometria esta
(ltima cambio su aspecto. En ella comenz6 a perdominar el material sobre
las dependencias algebraicas de las funciones trigonométricas y sobre los
medios de calculo y posibilidades de la trigonometria. A causa de la falta
de una simbdlica comoda se demoré atin maés la construccién puramente
analitica de la frigonometria.

Asi pues, la tngonomema en las aticas del Oriente medieval se
convirti6 en una ciencia di De un conj de me-
dios auxiliares de la astronomia, se convirti6 en una ciencia sobre las fun-
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ciones trigonométricas en triangulos planos y esféricos y sobre los métodos
de resolucién de estos tridngulos. Los medios de célculo algoritmico co-
menzaron a jugar en ella un papel predominante. Quedaba solo un paso: la
introduccién de una simbélica especifica para que la trigonometria ad-
quiriera el aspecto analitico habitual para nosotros. Sm embargo para cste
paso se necesit6 aiin mucho tiempo. En adel la tri ria

a desarrollarse desde la segunda mitad del siglo XVI en Europa, en primer
término bajo la infl ia de las exij ias de la gacion y la
astronomia. A finales del siglo XVI comenz6 a utilizarse también el
nombre de esta ciencia, ‘‘trigonometria’’.

Enelp capitulo dedit poca ala geometria. Esto es
comprensible: no eran los intereses geométricos los principales, los que de-
terminaban el flujo general de los logros matematicos. Pero las obras mate-
maticas que han llegado hasta nosotros, de los matematicos del Asia
Central y el Medio Oriente indiscutiblemente evidencian el alto nivel de los
conocimientos geométricos. La literatura mateméllca de esta época es rica
en traducciones de las obras de Euclides, Ar \polonio y otros
autores de la Grecia Antigua y en comentarios de estas obras. En los ma-
nuscritos arabes se conservan muchos logros de la antigiiedad. Frecuente-
mente estos manuscritos son la tinica fuente de muchas informaciones im-
portantes sobre el desarrollo precedente de las matematicas y sobre los fun-
damentos cientificos de la creacion matematica de los cientificos europeos
del Renacimiento.

Entre la serie de obras geométricas reclaman atencion las profundas in-
vestigaci sobre los fund de la geometria. En las obras de Khay-
yam (siglo XI) y Nasireddin (siglo XIII) encontramos intentos de de-
mostrar el poslulada de Euclldes sobre las paralelas, basados en la intro-
duccion de q a este postulado. Los nombres de es-
tos aticos con leto d pueden ponerse en la larga serie de
predecesores de la geometria no euclideana, los cuales sometieron a un ana-
lisis 16gico el sistema de axiomas y postulados de la geometria de Euclides.

Aproximadamente a mediados del siglo XV, el desarrollo de las ciencias
matematicas en las regiones descritas aqui disminuye y se extingue. Las
causas de este fendmeno radican en el aislamiento econémico que sobrevi-
no en los amplios territorios sobre los que se trat6 antes.

Los pueblos del Asia Central, el Oriente Medio y el Africa del Norte en
virtud de las condiciones histéricas formadas quedaron detenidos en el es-
tadio feudal de desarrollo, vivian en un ambiente de guerras y trifulcas
politicas, sometidos a una opresion colonial creciente por los paises capita-
listas fuertes. El progreso de las ciencias y entre ellas de las matematicas re-
sultd detenido durante varios siglos.
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4.3. Las matemiticas en Europa en la Edad Media
y en la época del Renacimiento

Enel i europeo las 4ticas no tienen tan antiguo origen
como en muchos paises del Medio y Lejano Oriente. Si no se tiene en cuen-
ta las matematicas de los romanos (sobre la cual no hablaremos especial-
mente, a causa de falta de lugar, asi como de su bajo nivel de desarrollo
cientifico-teérico e influencia en el desarrollo posterior de las

aticas), la atica en Europa all 6 éxitos notorios s6lo en la
época del Medioevo desarrollado y ial enel imi La
llegada de la Edad Media en Europa o la época del feudalismo se sitia ha-
cia el siglo V de n. e., hacia la época cuando cae el Imperio Romano de Oc-
cidente. Durante los siglos V—X transcurre un largo proceso de estableci-
miento de las relaciones feudales en Europa desmembrada en un conjunto
de pc de estas p i tiene caré natural, el
intercambio es muy débil. En los siglos XI—XIV corre la época del floreci-
miento del feudalismo. En este periodo ocurre la division del trabajo entre
la ciudad y el campo, artesanos y agricultores. Crecen las ciudades y se de-
sarrollan las relaciones monetario-mercantiles. En los siglos XII—XV enla
lucha y guerras se formaron los estados nacionales. En el siglo XIV el mun-
do feudal es sacudido por las guerras campesinas en las cuales tras un matiz
religioso no es dificil de observar su esencia antifeudal. En los siglos
XV—XVIII transcurre la maduracion, en las entrafias del feudalismo, de
las relaci italistas y la d icion del régi feudal. El co-
mienzo de este Gltimo periodo, esto es, los siglos XV y XVI, en el de-
sarrollo cultural e ideolégico de una serie de paises de Europa Occidental y
Central se conoce bajo el nombre de Renacimiento.

La técnica de la Europa medieval, al principio primitiva y aislada toma
al final de este periodo un carécter masivo, y el nivel de los logros técnicos
rapidame; He aqui alg jemplos. La extraccion de minera-
les y la metalurgia iniciada en el siglo VIII tomo fuerzas a lo largo de cuatro
siglos, y en el siglo XII se convirti6 en una rama notable de la industria
europea. En el mismo siglo fueron descubiertas las propiedades de las agu-
jas magnéticas. Alrededor del afio 1000 apareci6 el vidrio, pero el esmerila-
do y el amalgamiento del vidrio para la confeccion de lentes, espejos, ante-
ojos fueron introducidos sélo en el siglo XIV. Alrededor del afio 1100 fue
inventado el reloj con ruedas, mas tarde con mecanismos de ruedas-
resortes y después de 100 afios, el reloj con campanadas. El papel comenzd
a entrar en uso en Europa desde el siglo XI1 y la impresion de libros fue ide-
ada solo a mediados del siglo XV. En el periodo de los siglos XITI—XIV
comenzo a utilizarse cada vez mas ampliamente la polvora. Estos ejemplos
muestran que los logros técnicos de los pueblos europeos, al comienzo dé-
biles y escasos, se lan y crean las condici para una aceleracion
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del proceso técnico y para el cambio de todo el sistema de las relaciones y
criterios econémicos, politicos, cientificos y culturales. Un cuadro anélo-
20, al comienzo un desarrollo muy lento, después cada vez més acelerado y
finalmente una transformacion radical, revolucionaria presentan las cien-
cias naturales y las matematicas en la Buropa medieval.

En efecto, en los siglos V—XI el nivel de los conocimientos matemati-
cos en Europa era muy bajo. No se conoce ninglin gran descubrimiento u
obra matemética. Incluso los individuos instruidos eran escasos. Al parecer
los tinicos guardianes de los conocimientos matematicos que superaban las
exigencias habituales eran los pocos monjes cientificos, que conservaban,
estudiaban y copiaban las obras de ciencias naturales y matematicas de los
antiguos. La iglesia dejo la fuerte huella de la escoléstica también en este
islote del conocimiento.

La premisa organizativa fundamental del desarrollo de las mateméticas
en Europa fue la creacion de los centros de ensefianza. Uno de los primeros
centros de este tipo fue organizado en la ciudad de Reims (Francia) por
Gerberto (940—1003) quien mas tarde fue papa romano bajo el nombre de
Silvestre I1.

En la escuela de Gerberto ademas de otras ciencias ensefiaban célculo
con el uso de la pizarra de calcular, el 4baco, perfeccionado por el cambio
de las fichas en blanco, cada una de las cuales tenia el valor de la unidad,
por fichas con cifras escritas sobre ellas. En esta época existian muchos mé-
todos de calculo. Entre los partidarios de las diversas tradiciones de calculo
formadas el puesto fundamental lo ocupaban dos partidos enemigos: los
abaquistas y los algoritmicos. Los primeros, en lo fundamental se
distinguian por la exigencia del uso obligatorio del 4baco y la numeracién
duodecimal romana. Los algoritmicos utilizaban las notaciones escritas de
las cifras hindies, algunos de ellos introdujeron el signo cero, el célculo lo
realizaban en papel, aplicaban las fracci imales. En las discu-
siones se formaron los sistemas de numeracién y los métodos de calculo
aritmético, cada vez més proximos a los sistemas y procedimientos habi-
tuales a nosotros.

Al cabo de un siglo, entre los siglos XII—XIII, fueron surgiendo en
Europa las primeras universidades, que fueron las italianas en Bolofia, Sa-
lerno y otras ciudades. Tras éstas fueron abiertas universidades en Oxford
y Paris (1167), Cambridge (1209), Népoles (1224), Praga (1347), Viena
(1367), etc. Estos eran centros de subordinados absol a
la iglesia. A la cabeza de las universidades estaban los padres-superiores
(rectores), a la cabeza de las facultad taban los Los estudian-
tes inicialmente estudiaban en una facultad preparatoria de artes
(artistica), después pasaban a una de las facultades fundamentales: de

logia, de leyes o de medici 3

119



Cap. 4. Desarrollo de

Las mateméticas entraban a formar parte en una de las siete artes libres
(artis liberalis), que se estudiaban en la facultad de artes. Todo el ciclo de
estas artes se dividia en dos periodos. El primero lo componia el trivium:
gramatica, retdrica, o sea, el arte de expresar oralmente las ideas, y dialéc-
tica o la habilidad de llevar a cabo las discusiones. El segundo periodo, el
cuadrivium, incluia la aritmética, geometria, astronomia y musica, esto es.
la teoria de los intervalos armoéni El nivel de imi i-
cos de los egresados de las universidades era bajo: en muchas universidades
europeas incluso hasta el siglo XVI, a los individuos que pretendian el
titulo de magister, de matemdtica se exigia solo... el juramento de que
conocian seis libros de los ‘‘Elementos’’ de Euclides. Como las universida-
des estaban subordinadas a los deseos reaccionarios de la iglesia, la ciencia
escolar (escolastica) degeneraba en raciocinios y discusiones infructuosas,
justificando el sentido que se le adjudica actualmente a la palabra ‘‘escolas-
tica’’. El sistema de instruccion medieval en el transcurso de algunos siglos
fue una premisa necesaria pero no suficiente del desarrollo de las ciencias
matematicas.

Ante tal estado de cosas, natural los imi 4ticos
no se perfeccionaban en los centros de ensefanza europeos. Ellos eran
transportados desde el exterior. Estos eran los restos que se conservaban de
las matematicas romanas o de los estados greco-bizantinos. En la mayor
parte los conocimientos cientificos se adquirian por la via de la traduccién
de las obras del 4rabe al latin. Por esta via los europeos conocieron los
“El ** de Euclides, el ““Al ** de Ptol y otros trabajos
de los matematicos antiguos, con una serie de obras de los mateméticos del
Asia Central y el Medio Oriente. El trabajo de los traductores a veces era
muy activo. Asi, Gerardo, de Cremona (1114—1187) tradujo del 4rabe mas
de 80 obras. Sin embargo, como los libros existian sélo en forma manuscri-

ta en una cantid: da de es, y el nimero de los individuos
sufici dos para su presion era insignificante, no con-
viene sobrevalotar el significado de este trabajo

Cierta ani i6n en las atica 6 en el siglo XIII en rela-

cion con dos factores: la lucha contra la yla

da por Roger Bacon (1214—1294), y los trabajos matematicos de Leonardo
de Pisa (alrededor del afio 1200). El primero de ellos en su aguda critica
opuso a los dogmas, basados en la fe, la cxpericncia como unica fuente de
conocimiento cientifico. En el centro de toda la ciencia expenmental se en-

cuentran, segin Bacon, los fisi aticos. En general
todas las ciencias estan basadas en las aticas y sus verdades tienen
valor s6lo por cuanto ellas estan expresadas, por ni didas, esto
es, en forma atica. Las Aticas, en las ideas filosoficas de Ba-

con, son el abecedario de toda la filosofia natural, esto es de todas las cien-
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cias naturales. El papel de las ati 6 en relacion con el cre-
cimiento de las fuerzas progresistas en la filosofia.
Los méritos de Leonardo en las aticas fueron I de otro

género. El recibi6 una buena formaciéon matematica en Argelia, donde vi-
vi6 su padre, uno de los representantes comerciales de la rica y fuerte
ciudad italiana de Pisa. Por asuntos comerciales Leonardo recomé Siria,
el Africa del Norte, Espafia, Sicilia, 1 do sus en
cada posibilidad. Alrededor del afio 1202 escribi6 el “lero sobre el
4baco’’. Este libro es una extensa encicl ia de los mate-
méticos de los pueblos que vivian en las costas del Mar Mediterraneo. Du-
rante mas de 200 afios resulté un modelo insuperable de obras matematicas
para los europeos y prepard los nuevos éxitos de las matematicas en la épo-
ca del Renacimiento.

En el ““Libro sobre el abaco’” hay 15 partes. En las siete primeras estan
expuestos el calculo de niimeros enteros segun el sistema decimal posicional
y i con fraccil Las partes 8—11 contienen aplica-
ciones y calculos comerciales: regla de tres simple y compuesta, division
proporcional, problemas sobre la determinacion de la calidad de las mone-
das. Una coleccion diversa de probl resolubl di la simple y
doble posiciones falsas, adicion de progresiones aritméticas y de los
cuadrados de los niimeros naturales, la bisqueda de soluciones de nimeros
enteros de ecuaciones indeterminadas de primer grado constituyen las par-
tes 12 y 13. La pentltima parte, la decimocuarta, esta dedicada al calculo
de raices cuadradas y cibicas y operaciones con ‘‘binomios’’, esto es,
expresiones de la forma @ + Vb. Culmina el *“Libro sobre el 4baco’” con la
15¢ parte que contiene una breve exposicion del algebra y las almuqabalas,
proxima al algebra de Khuwarizmi, y ademas, problemas sobre las frac-
ciones numéricas continuas y problemas geométricos que se reducen a la
aplicacion del teorema de Pitagoras.

Otra obra de Leonardo, *‘Geometria Practica™, escrita alrededor del
afo 1220 estd dedicada a la medida de las éreas de los poligonos y el volu-
men de los cuerpos, incluso del volumen de la esfera. Las demostraciones
de los teoremas estéan tomados de los trabajos de Euclldes y Arquimedes; se
encuentran probl que evidencian sobre el i de Leonardo
de los elementos de la trigonometria. Se conoce otra obra méas de Leonardo
sobre teoria de niimeros. En ella se trata sobre las propiedades de los niime-
ros, sumas de la forma

i k, E ky, Z @k + 1),

k=1 k=1 k=0

y ademas, sobre la bisqueda de sol de las
»? = x2 + a; 22 = x? — a. Finalmente, se conservan informaciones sobre
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la participacion de Leonardo en ublicas de aticas y
sobre la resolucién por él de problemas difi cxlcs En nuestros dias las suce-
siones recurrentes llevan su nombre 1.

El tiempo transcurrido después de los trabajos de Leonardo hasta la
época del Renacimiento (siglos XV—XVI) no introdujo, al parecer, en la
historia de la matematica ideas brillantes, grandes descubrimientos, trans-
formaciones radicales. Este periodo no es d por los atico:
que se detienen muy poco en él. Sin embargo, en estos siglos ‘‘auxiliares””
en las mnteméncas transcurrié un proceso interesante y poco estudiado de

ion de premisas. Los icos se difundian
entre circulos cada vez més amplios de cientificos. Las ideas y resultados,
acumulados en las obras de Lconardo y otros matematicos, el contenido de
los libros de autores anti idos, la exi ia de un gran niimero
de problemas tedricos y practicos planteados y comprendidos, pero aiin no
resueltos, todo esto condujo a un nuevo ascenso cientifico. La opresion es-
piritual es consecuencia natural de la opresion economica y politica. Los
gobernantes y principes laicos y religiosos, impedian el desarrollo de las
tendencias progresistas por todos los medios: amenazas, excomuniones y
destruccién fisica de sus contrarios ideoldgicos.

En estas dici se disti dos direcci fund: les del
desarrollo de las maleméncas en las cuales la dltima alcanzo los mayores
éxitos. Estas fueron: un perfecci i serio de la simbélica al

y la formacién de la trigonometria como ciencia particular. Ya el comem-
poraneo de Leonardo, el general de la orden monastica de los dominicanos
Jordano Nemorarius (nace en el afio 1237) representaba mediante letras
nameros arbitrarios. Por otra parte, de esto no se obtenia el calculo literal,
ya que el resultado de cualquier operacién con dos letras se designaba obli-
gatoriamente con una tercera letra (@ + b = ¢, a*b = d, etc.).

El profesor de la Universidad de Paris Nlcole Oresme (1328—1382) ge-

de potencia, int lo los expor tes fracciona-
nosdcpom as de realizag e las operaclones con ellos y unz y una

simbolica especial, anticipandose de hecho a la idea de logaritmo. Por

ejemplo
H 81 s

A propésito, advirtamos que en una de sus obras Oresme introduce el
largo y ancho de un rectangulo plano y utiliza las coordenadas rectangula-

Y o.u. . Bosmpatnbie (A.L. Mar ich. Suce-
siones recurrentes.)
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res, introducidas de esta forma primitiva, para la representacion grafica de
lai idad de los feno fisicos en d dencia del tiempo. Asf ad-
virtié que la variacion cerca de los extremos es la mas lenta.

A finales de siglo XV el bachiller de la Universidad de Paris N. Chuquet
ademas del exp fracci io de una p ia introdujo bién los
exponemes negativos y el cero, los niimeros ncgatlvos y perfecciond el sim-

ico. En este simboli no hay ain un simbolo especial pa-
ra la incognita y la mayoria de los simbolos estan formados mediante las
abreviaturas de palabras (algebra simbolica si da). Por ejemplo: 5° m
designa 5.x~3 (m es la abreviatura de la palabra minus), y en general akm
designa ax—*. Como simbolo de la raiz se tiene R, (de la palabra radix, es-
to, es, raiz), como simbolo de suma, p. Asi que la expresion V24 + V37 —
— 20x~2, tomada al azar en la simbologia de Chuquet tendria la forma

R$ 24 p R? 37 m 202 m.

Un gran aporte en el perfecci i formal-simbélico del algebra fue
hecho en los siglos XV y XVI por los cosistas, matematicos del sur de Ale-
mania, los cuales tomaron estas ideas de Italia. La denominacion de los co-
sistas proviene de la palabra italiana, cosa, o sea, objeto, como se designa-
ban las incognitas en las ecuaciones. Ellos elaboraron algunos sistemas de
simbolos, comodos para la escritura de las operaciones matematicas, y al-
gunos de ellos expresaron en sus obras ideas proximas al concepto de loga-
ritmo.

Sin embargo, por muy grande que fuera el significado de la tendencia al
perfeccionamiento de la forma que se formaba en la edad media, ésta no
pudo jugar un papel determinante en el desarrollo posterior del dlgebra y
en general de las mateméticas. Un nuevo paso estuvo relacionado con los
éxitos en la parte algoritmo-operativa, vinculada a la resolucion de una
nueva clase de ecuaciones algebraicas, las cubicas, que se trataran més ade-
lante.

Los éxitos de la trigonometria, que ya hemos mencionado anteriormen-
te, fueron una consecuencia del desarrollo de la astronomia. La
trigonometria, en esencia, fue durante casi toda la edad media parte de la
astronomia, cultivada no mmo en virtud de su sngmﬁcado para las cnenc:as
naturales, como por la d de confeccionar los hor 16gi-
cos. Los hechos de la tri ria fueron ilados, como los demas
hechos de las mateméticas, en su mayoria mediante las traducciones de tra-
tados cientificos del arabe. Asi, los matematicos europeos tuvieron presen-
te los logros de los astrénomos y matematicos tanto de la Grecia antigua
como de la ciencia arabe posterior.

En el siglo XV, cuando se hicieron posibles las navegaciones lejanas,
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cuando el mundo a estudiar se ampli6 y los conocnmxemos sobre él rapida-
mente biaron iendo las ideas 1 br crecio el
interés hacia la astronomia. Esta fue la época inmediatamente anterior al
descubrimiento de América (1492), al primer viaje maritimo alrededor de
Africa (1492) y alrededor del mundo (1519), al descubrimiento y demostra-
cion de la teoria hehocéntnca de Copérnico (1473—1543). Para la
tri ria 1l felices. Y final; en el afo 1461, surgid
la obra ‘““Cinco leros sobre triangulos de cualquier género’’, en la cual
por vez pnmera la trigonometria fue separada de la astronomia y !ratada
como una parte ind di delas i La escribio el a
co aleman Johannes Miiller (1436—1476), més conocido por el nombre de
Regiomontano (latinizacién derivada del nombre de la ciudad de Kénigs-
berg, donde naci6).

En este libro se tratan sistematicamente todos los problemas sobre la
determinacion de triangulos planos y esféricos a partir de los elementos da-
dos. Ademas Regi > amplio el pto de niimero, incluyend
entre ellos la irracionalidad que surgia en los casos de inconmensurabilidad
geométrica, y aplico el algebra a la resolucién de problemas geométricos.
De este modo, fue en esencia suprimida la tradicién antigua y descubierta
una nueva concepcion del objeto de la trigonometria y sus problemas.

Regiomontano continué el trabajo, comenzado por otros cientificos, de
confeccién de tablas de las funciones trigonométricas. Su tabla de senos
tenia una frecuencia de un minuto y una exactitud de hasta la séptima cifra.
Para esto, la magnitud del radio de la circunferencia generatriz la tomé
igual a 107, ya que las fracciones decimales atin no se conocian. Introdujo
enla précuca las funciones trigonométricas que rcc:blcron en el siglo XVII
la d ion de y do las tablas de
sus valores. -

Hagamos un resumen sin incrementar el niimero de ejemplos. En el
transcurso de los siglos V—XV en Europa se formé gradualmente el siste-
ma de instruccion que incluia las matematicas, sistema a través del cual re-
gularmente se completaban las capas de individuos mstruidos Los
cientificos que se por las icas y los de las
universidades asimilaban los logros de la Grecia Antigua, de Bizancio, de
los pueblos arabes del Medio Oriente y el Asia Central. Se extendid
ampliamente la préctica de la traduccién de los manuscritos 4rabes de con-
tenido cientifico, al latin, idioma universal del medioevo.

Las matematicas se desarrollaban en relacion con las exigencias précti-
cas de la técnica y la navegacion, por esto el ritmo, al principio lento, de la
vida cientifica, al final del periodo considerado se aceleré sensiblemente.
Gran acci6n estimulante en el desarrollo de las matematicas ejercieron las
tendencias progresistas de la filosofia medieval, la lucha ideologica contra
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la tirania de la iglesia, de los feudales, contra los dogmas escolésticos an-
quilosados, consagrados por las autoridades y la politica de represién laica
y eclesiastica. La determinacion del lugar de las matematicas en el sistema

de las ciencias como el alfabeto de las ciencias naturales, o de la filosofia
natural, como llamaban de otra forma a esta tltima, estabilizé su situacion
y acelerd el proceso de creacion en las aticas, la fund ion de
los i basicos, la lacion de las premisas para nuevos éxi-

tos. El conjunto de factores que actuaron sobre las matematicas result6 tal
que en ellas se determinaron los mayores éxitos en la creacion del aspecto
simbolico-formal del dlgebra y en la trigonometria. Fue también expresada
y puesta en uso cientifico, especialmente en los siglos XV—XVI, una serie
de ideas que tienen gran significado en lo sucesivo: la generalizacién del
concepto de niimero, la generalizacion del concepto de potencia, los pre-
cursores de los sistemas de logaritmos. Fue necesario un éxito practico,
aunque fuera pequefio, para que toda esta masa de premisas acumuladas
entrara en movimiento.

Una linea original de desarrollo de los conocimientos cientificos se for-
mo en el territorio de Europa Oriental, en especial en la Rusia medieval. La
originalidad consistia en que la herencia cientifica se asimilaba sobre la ba-
se de la ciencia bizantina. A propdsito, en las obras sobre historia de la
ciencia, esta linea de desarrollo de las matematicas se enfoca insuficiente-
mente.

Con el término Rusia medieval desi; aqui todo el lejo de
principados rusos en el cual jugaban el papel predomi: La Rusia de
Kiev (siglos X—XII), el principado Vladimir-Suzdal (siglos XII—XIII),
Novgorod (siglos XI11—XV). El duro destino histérico del pueblo ruso tra-
jo como consecuencia que el niimero de evndcnclas directas del estado de la
ciencia en esta época en Rusia br di .Elp de
completar las fuentes de investigacion y del estudio detallado de los datos
ya obtenidos por los arqueol6gos, etndgrafos e historiadores es actual y no
resuelto. El material existente permite dar la siguiente caracteristica general
de las primeras etapas del desarrollo de las matematicas en Rusia.

Ya a comienzos del siglo X en Rusia existia la escritura. Las estrechas
relaciones con Bizancio contribuyeron a una acelerada adquisicion de co-
nocimiento. En particular la instruccion matematica estaba al nivel de la
europea. En el palacio del principe de Kiev Vladimir Sviatoslavich (nacido
en 1015) fue imp a sus allegados la obligacion del estudio de libros. En
los tiempos de Yaroslav el Sabio (978—1054) trabajaba una escuela. De
aquella época han llegado a nosotros notables monumentos literarios y de
cultura general: ‘‘La verdad rusa’, ‘‘La Novela de los afios transitorios’’,
“Camar de las huestes de lgor", leel‘SaS cronicas. Los monumentos ar-

icos y las ar icas dan cada vez nuevas confir-
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maciones del alto nivel de la técmca y la cultura de los principados rusos.
Los y ati préacticos

se escribian medi el sistema de ion decimal alfabéuco.
semejante al sistema alfabético griego. A lo dicho advirtamos que esta nu-
meracién eslava antigua se uullza aun en nuestros dias en los libros ecle-
siasticos. Este sistema pra no limitaba la itud de los niime-
ros. En los documentos se encuentran a veces niimeros muy grandes, para
los cuales existen nomhres ﬁpecmles En el calculo corriente ‘‘en magnitu-
des peq 104 se ba misterioso, més tarde, nebuloso, 105,
legion, 106 leodro En el otro sistema, de calculo ‘‘grande”’, nebuloso se
denominaba 108, legién, 102, leodro, 10%, cuervo, 104, pila, 10% 0 104,
después de esto hay una inscripeion simple que expresa: ‘‘No hay mas que
estos nimeros’’.

Ademas de los céalculos de caracter practico muy pronto i a
encontrarse cuestiones y problemas teéncos compuestos por los aficiona-
dos a los nimeros. El mas antiguo ito, atico,

que se conserva es la inscripcion de Kirik, dxacono de Novgorod, la cual da-
ta exactamente del afio 1134, Ejemplos de tales problemas escogidos de di-
ferentes manuscritos son:

a) clculo de cuantos meses, semanas, dias y horas transcurrié desde la
creacién del mundo (segin las creencias ortodoxas hacia el afio 1134
habian transcurrido 6642 anos);

b) problemas sobre el calculo de progresi formadas medi: con-
sideraciones sobre la cria progresiva de los rebafios;

¢) célculos de las dimensiones de la Tierra, el Sol y la Luna segin las

dici dadas por Erat6 (siglo 111 a. n. e.) y relacionado con esto,
el céalculo aproximado de = = 3,125;

d) el dificil problema teérico-numérico sobre el calculo de las fechas de
las fiestas religiosas de Pascua. Esta wltima comienza, como es conocido,
en el primer domi después del ilunio primaveral. Primaveral se
considera el plenilunio entre el 21 de marzo y el 18 de abril. El problema
consiste en la comparaci6n de las escalas periddicas de los afios solares, los
meses lunares tomando en cuenta el ciclo de Meton (19 afios solares = 235
meses lunares), los periodos de siete dias de la semana, los periodos de ro-
tacion de la Tierra y la Luna alrededor del Sol. Se obtiene una periodicidad
compleja de las fechas de la fiesta y relacionadas con ella de los ayunos,
con un periodo de 532 afios. No vamos a reflejarlo aqui, pues los interesa-
dos pueden leer la obra de L. V. Cherepnin, editada en ruso, ‘‘Cronologia
Rusa’ (M., ed. del Instituto de Archivos Historicos, 1944).

El curso del desarrollo de la ciencia y la cultura, comiin a todos los esta-
dos, en Rusia fue interrumpido por la fuerza en la primera mitad del siglo
XIII debido a la invasién mongola (Bati, en 1240) y de los caballeros de la
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Orden Teutonica (en 1242, la bn(alla en el Lago Peipus). El pucblo Tuso
derramé sangre pero salvaguard6 su ind dencia estatal y naci
batalla en el campo de Kulikov en el afio 1380 fue el principio del fin del yu-
go tartaro-mongol, que fue definitivamente derrumbado hacia el afio 1480.
Sin embargo, las agresiones de los intervencionistas extranjeros y el proce-
50 penoso del derribo de la estructura feudal y formacion de un estado mul-
tinacional en el periodo desde el siglo XVI hasta el siglo XVII, es decir,
hasta la época del reinado de Pedro I, todavia frenaban fuertemente el cre-
cimiento de la economia, la cultura y la ciencia. se determiné un gran retra-
so de Rusia de los paises europeos también en el campo de las matematicas.
A fines de la Edad Media (siglos XV—XVI) en los paises de Europa Oc-

idental las aticas y las ciencias naturales en general se desarrollaban
en una atmésfera de cambios tempestuosos, relacionados en su base econd-
mica con la d icion que ba de la sociedad feudal y el es-
tablecimiento de las relaci by itali Los bi

transcurrian en la industria, donde surgian las manufacturas con la divi-
sion del trabajo caracteristica para ellas y la introduccién de maquinas y
perfeccionamientos técnicos. Un desarrollo no visto anteriormente comen-
zaron a obtener las relaciones comerciales y la navegacion, acompaiadas
por los grandes descubrimientos geograficos. En el orden politico, los cam-
bios fundamentales consistian en que el poder y la influencia de la nobleza
feudal fueron quebrados bajo la presion del poder real y con el apoyo de
Ios cludadanos y en que se formaron grandes monarquias, en esencia na-

Fi el fl i de la cultura y el arte en Italia, Fran-
cia y otros paises, la invencion de la imprenta (mediados del siglo XV) de-
termind un nivel totalmente nuevo de exigencias intelectuales y de las ocu-

paciones de un grupo cada vez mas extenso de individuos.

““También la investigacion de la naturaleza se realizaba entonces en un
ambiente de revolucioén general, siendo en si misma enteramente revolu-
cionaria: en efecto, tenia todavia que conquistar para si el derecho a la exis-
tencia’’, — advirtié F. Engels !). En esta época se determinaron serios éxi-
tos en las matematicas y la astronomia, mas tarde en la mecanica.

Como antes demostramos, los més importantes logros de los matemati-
cos de la Europa medleval se referian al campo del algebra, al perfeccmna-
miento de su ap: y simboli enriquecié ademas el
concepto de nimero introduciendo los radicales y las operaciones con
ellos. Esto permitié plantear el problema de la resolucién en radicales de
una clase, posiblemente mas amplia, de ecuaciones, y precisamente en este
campo fueron alcanzados los primeros éxitos, la resolucion en radicales de
ecuaciones de 3° y 4° grados.

K. Marx y F. Engels. Obras completas, t. 20.
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El curso de los acontecimientos, relacionados con este descubrimiento
se esclarece en la literatura de forma contradictoria. En lo fundamental fue
asi: el profesor (desde el afo 1496 hasta el afio 1526) de la universidad de
Boloiia (Italia) Scipion del Ferro encontré una férmula para la busqueda
de una raiz positiva de las ecuaciones concretas de la forma x3 + px =
= g (p > 0, g > 0). El la mantuvo en secreto reservandola como arma
contra sus contrarios en las disputas cientificas. Al final de sus dias comu-
nico este secreto a su pariente y heredero en el cargo Annibal della Nave y a
su alumno Fiore.

A comienzos del afio 1535 debia realizarse un duelo cientifico entre
Fiore y Nicolo Tartaglia (1500—1557). Este tiltimo era un cientifico talen-
toso, procedente de una familia pobre, que se ganaba la vida con la

de las aticas y la anica en las ciudades del Norte de
Italia. Conociendo, que Fiore posela la formula de Ferro. y habiendo pre-
parado a su contrincante p sobre la 1 de i cibi-
cas, Tartaglia fue capaz de descubrir nuevamente esta formula, la que le
permitié la victoria en la disputa celebrada el 12 de febrero del afio 1535.

El método de Tartaglia como al parecer también el de Fcrro consistia en
la eleccion de la forma ad da en la irr lidad braica para la
expresion de la raiz de las ecuaciones del tipo indicado anteriormente: x3 +
4 px = q(p > 0, g > 0). Suponiendo que x = Vu — Vv, sustituyendo es-
ta expresion en la ecuacién y poniedno p = 3 Vv, é obtuvo el sistema:

u-v=g;
o
W iy

Interpretando a u y v como raices de una ecuacion cuadratica, Tartaglia

allo
a\', (PV .4
= )+ (%) +53
v (2) (3) 2
7\, (PV _4a
= =)+ (%) =5
3 (2) (3) 2
Al poco tiempo Tartaglia pudo resolver la ecuacién de la forma x? = px +
+ g (p > 0,g > 0) con la sustitucion x = Vu + Vv. Finalmente comunico
que las ecuaciones de la forma x? + g = px se reducen al tipo anterior, pe-
ro no dio el método de reduccién. Tartaglia durante mucho tiempo no
publico su resultado por dos causas: en primer lugar aquella misma causa
que detuvo a Ferro; en segundo lugar, la imposibilidad de resolver el caso
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y
irreducible. Este tltimo consiste en que hay ecuaciones x> = px + g que
tienen raices reales positivas independientemente de que tenga lugar la desi-

2 2
gualdad (‘—27) > (g ) o no. Sin embargo, la férmula de Tartaglia no da-

ba la solucién en el segundo caso, ya que no habia posibilidad de interpre-
tar corr los inarios que se obtenian en este proceso.
El caso irreducible surgi6 en Tartaglia también en las ecuaciones de la for-
max? + g = px.
Sin embargo, el trabajo de Tartaglia no fue en vano. Considerables re-
sultados de las matematicas, cuando maduran las condxcxones necesarias y
para su surgimi a ‘‘sentirse en el
aire” y sirven como objeto de los trabajos de muchos cientificos. Desde el
afio 1539 las ecuaciones clbicas las comienza a estudiar Cardano (1501—
1576). Hombre de un destino singular y agitado, repleto de contradicciones
y frecuentemente con acciones dificiles de explicar, rico, instruido y talen-
toso, amaba apas:onadameme el trabajo cientifico. La filosofia y la mate-
mitica, la medi yla fan los objetos de la pasion de-
senfrenada de Cardano Al oir sobre el descubrimiento de Tartaglia, dedi-
c6 muchos esfuerzos para arrancar el secreto al cauteloso y desconfiado
Tartaglia y engalanar con este resultado el libro que tenia pensado “‘Ars
magna...”’, esto es “‘El gran arte o las reglas del algebra’’. Al fin y al cabo
lo consigui6; después Cardano con esfuerzos propios elimin6 la incomple-
titud de las informaciones comunicadas y el libro vio la luz en el afio 1545.
Esta gran obra (40 capitulos) conucne no solo las reglas de las opera-
ciones algebraicas y los métodos de da de i de los primeros
tres grados, sino también los elementos de la teoria general de las
ecuaciones algebraicas. Asi, Cardano introdujo un método regular de re-
duccién de la ecuacién chbica general ax® + bx? + cx + d = Oala forma,
en la que falta el término cuadrado de la incogni di la sustitucion
X = x, + hylo extendié ala ecuacion de 4°. grado. En “‘Ars magna...”’ se
expresan muchos teoremas sobre la interrelacion entre las raices y los coefi-
cientes: sobre las raices positivas y negativas (‘‘ficticias’”), sobre sus sumas
y otros 5 por ejemplo: si en la ion todos los términos que es-
tan en la parte izquierda tienen grado mayor que los grados de los términos
de la parte derecha, entonces la ecuacion tiene una y sélo una, raiz positiva.
Finalmente, Cardano mostr6 la divisibilidad del polinomio algebraico
P, (x) por (x — x,), donde x, es una raiz de la ecuacion P, (x) = 0. Carda-
no también incluyé en su libro el método de resolucidn de ecuaciones de 4°.
grado mediante la reduccion del problema a una resolvente ciibica, descu-
bierta por su alumno L. Ferrari (1522—1565). Aclaremos este método con
el ejemplo del probl: que Ivié Ferrari. Este fue dado a Cardano por
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el matematico italiano D. Colla. El problema decia: ‘‘Dividir el niimero 10
en tres partes tales que constituyan una progresion geométrica y el produc-

7 b8 6
to de sus dos primeras partes sea igual a 6”’. Por las condiciones: % X =

3 3

=x: % ,E +Xx+ % = 10, de donde se obtiene la ecuacién x* + 6x* +
%

+ 36 = 60x. Completemos ambas partes logrando que la parte izquierda

sea un cuadrado perfecto: (x2 + 6)* = 60x + 6x2. Adicionando a ambas

parte 2 (x2 + 6)t + t2, donde ! esta todavia por determinar. Obtenemos

(x2 46 +1)? = 60x + 6x2 + 2(x* + 6)t + 12
6
(X2 + 6 + 1)? = (2t + 6)x2 + 60x + (£2 + 121).

La condicién para que el miembro derecho sea un cuadrado perfecto, co-
mo se sabe, es la anulacién del discriminante. Esto Ferrari lo escribe asi:
302 = (2t + 6)(¢2 + 12t), reduciendo el probl ala solucién de una re-
solvente cuibica. El método evidentemente es general para las ecuaciones de
4°. grado. Cardano redujo a este tipo una ecuacién que no contiene térmi-

v k
nos de 1¢- grado, con la sustituciéon x = — .

No nos detendremos en la pesada discusion de Tartaglia y Cardano
sobre la prioridad del descubrimiento. Esta discusion ha generado una
enorme literatura. Muchos autores hasta en nuestros dias regresan a él,

nueva y p do las apr de Tartaglia, Cardano,
los detalles del descubrimiento y su relacién con un amplio circulo de acon-
os historicos 4neos a ellos. Con esta literatura se rela-

ciona también por entero.la observacion, hecha antes, sobre la divergencia
de las exposiciones de esta cuestion.

Un éxito tan rapido y sorprendente en la bisqueda de la férmula de la
solucion de las ecuaciones de 3°. y 4°. grado presenté ante los matematicos
el problema de la bi da de la solucion de i de cualquier gra-
do. Una gran cantidad de intentos, los esfuerzos de los mas notables
cientificos no condujeron al éxito. El problema, con el transcurso del tiem-
po, se transformo y comenz a tratarse como el problema de la posibilidad
oi ibilidad de la solucién de i algebraicas de gradon > Sen

dicales. En las bu das de la solucién de este problema transcurrié
alrededor de 300 afios. Sélo en el siglo XIX N.G. Abel demostr6 que las
ecuaciones de grado n > 4, hablando en general, no se resuelven en radica-
les. Galois relaciond con cada ecuacién un grupo especial de permutaciones
de sus raices, el grupo de Galois, y redujo el problema a la investigacion de
la estructura de este grupo, a su resolubilidad. Mas adelante nos detendre-
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mos mas detalladamente en este problema, asi como en la formulacién mas
general de los problemas de la teoria de Galois: expresar racionalmente las
raices de una ecuacion dada a través de las raices de otra ecuacion mas sen-
cilla.

En el camino de la creacion de la teoria de las ecuaciones algebraicas y
los métodos de su lucion se pr aun dos obstéaculos: la comple-
jidad, incomodidad de las formulas obtenidas y lo inexplicable del caso
irreducible. Lo primero constituia una incomodidad puramente practica.
Cardano lo elimina proponiendo encontrar las raices de la ecuacin aproxi-
madamente, mediante la regla de las dos posiciones falsas, conocida ya por
los egipcios y en esencia aplicada atn en nuestros dias en forma de interpo-
lacién simple o lineal. El segundo obstaculo tiene raices mas profundas y
los esfuerzos por su superacion luvneron consecuencias muy importantes.

Ya Cardano i las raices i inarias, d dolas sofisti-
cadas, muestra con el ejemplo x + y = 10, xy = 40, que estas raices se en-
cuentran por pares, esto es X, , = 5 V—15, pero resolver tales tipos de

i lo idera i ibl

Un esfuerzo fructifero y audaz por dominar el caso irreducible pertene-
ce al matematico e ingeniero italiano R. Bombelli de Bolofia. En la obra
“Algebra" (1572) mtroduw formalmente las reglas de operacién con ni-
meros inarios y andose en las reglas: +i-+i = —1,
+i-Fi = 1, estableci6 que todas las expresiones gue contienen ‘‘menos so-
fisticados’’ de Cardano se transforman en la forma a + bi. En un ejemplo
concreto, x* = 15x + 4, Bombelli mostré que en el caso irreducible las
raices reales se obtienen como suma de dos niimeros complejos de la forma
a + biy a — bi. El método de Bombelli consiste en lo siguiente: sea dada la

2 3
ecuacion x* = ax + b, y que tiene lugar (g) - (g) < 0, por consi-

guiente la formula:

Vb b\? a’ 1 [ b\2 a\

+ - + - =) -\
FH- @ B-JO-6)
no es aplicable. Bombelli partié de que las expresiones del tipo Va = VB,
que forman parte de esta formula, también pueden ser transformadas a la

forma p + Vq. Poniendo Var + VB = p & Vg, para la determinacion de p y
q obtuvo dos ecuaciones:

P+ipg=co p2-q=Vol—f=1

Para la determinacion de p de este sistema se obtiene la ecuacion 4p° =
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By 9 4 b b\ _ (a}}
= 3yp + «. En particular si se pone a = 2 = 3 Yo 3) entonces

a
y=3yx=p+Vg+p-Vg=2p

Sin embargo, esta explicacién de Bombelli es s6lo una explicacién y no
facilita la resolucién del caso irreducible, ya que la 4p® = 3yp +
+ aes j ala ién buscada. Pero la introduccion para fines
particulares de las operaciones generales con niimeros complejos, sitiia al
“‘Algebra’’ de Bombelli entre las mas cercanas precursoras de los trabajos
de Gauss sobre esta cuestion.

El imi del ido de los aticos siempre
ha estado estrechamente vinculado con el desarrollo del simbolismo ‘mate-
mético. Este tltimo, cuando refleja suficientemente bien la esencia real de
las operaciones matematicas, activamente influye en las matematicas y ella
misma adquiere propiedades operativas. En la historia de las matematicas,
la historia de los simbolos puede compararse con la historia de los instru-
mentos de trabajo, a través de los cuales es posible reconstruir y compren-
der mucho.

En la época examinada por nosotros transcurrié un rapido paso del 4l-
gebra literal (retorica) al algebra simbélica por vm de las abreviaturas (sin-
copado) de las palabras, y después la introd de simbolos. Ya en las
obras de Cardano este cambio es muy notable. Por ejemplo, la raiz de una
ecuacion “‘cubus 6 rebus aequalis 20" (x? + 6x = 20) se encuentra segiin
la formula

R,ucuR,108p 10| m R ucuR, 108 m 10
(VV108 + 10 — ¥V108 — 10).

Posiblemente el lector ya ha podido comprender el significado de los
simbolos, falta afiadir que R, es el signo de la raiz, R, u cu es radix univer-
salis ciibica, esto e, la raiz cibica general de toda la expresién situada has-
tala raya vertical o hasta el final de la expresion. Los simbolos hasta ahora
son muy diversos, no siempre forman un sistema lbglco, incluso dentro de
un mismo libro. Pero las exi ias de la i a buscar
cada vez un sistema mas perfecto de simbolos. Bombelli, por ejemplo, para
las sucesivas p ias de la inc6, x utiliz6 los simbolos: 1, 2, 4, ... S.
Stevin (1548—1620), el atico e iero fl ido en par-
ticular por la introduccién en las icas europeas del aparato de las
fracciones decimales, con el mismo ObjellVO que Bombelli, utilizd corres-
pondientemente los signos (1), (2), (3), ..., y en el caso de la segunda y ter-

cera incognita: 560 (1), 565 (2), 560/ (3), s,
ter (1), ter (2), ter (3), ...
132

4.3, Las mateméticas en Europa
Un sistema tnico de simbolos algebrai organizad
por vez primera lo dio, al parecer, Viéte.

El surgimiento del calculo algebraico literal constituye una de las face-
tas del fenémeno mas general y profundo en la historia de las matematicas
que es el surgimiento del algebra como una ciencia general sobre las
ecuaciones algebraicas. Las obras ¢ ideas de Viéte trasmiten muy bien este
momento critico.

Frangois Viéte (1540—1603) fue un matematico francés, jurista segin
su instruccién y género de actividad. Durante sus actividades pedagogicas
en una familia influyente, se le ocurri6 el plan de un nuevo sistema astron6-
mico, que debia sustituir el sistema de Copérnico, incompleto segtin su opi-
mbn En relacién con esta idea Viéte dedicé muchos esfuerzos al perfec-

de la tri; ria y alcanzd éxitos. Brillantemente
instruido, Viéte rapidamente ascendié por el escalafén y se hizo un
cientifico 0 y cortesano a los reyes i Enrique I11 y

1V. Estando desde el aiio 1584 hasta el afio 1589 separado de los asuntos de
la corte como consecuencia de las intrigas politicas de los enemigos, utilizo
su ocio en la escritura del trabajo principal de su vida. ‘‘Introduccién al ar-
te del anlisis’’, que es una obra enorme y desmesuradamente detallada,
escrita segin la nueva 4lgebra. Este trabajo se publico desde el afio 1591
por partes, en gran medida después de la muerte del autor y no fue total-
mente completado.

La idea de Viéte se determinaba por las siguientes consideraciones: los
grandes éxitos de los icos en la lucion de las
ecuaciones de 3° y 4° grado se apoyaban en la gran efectividad de los mé-
todos algebraicos. Pero el nimero de diferentes upos de ecuaciones al-
gebraicas doramente crecid, 11 do, por lo, en las obras
de Cardano a 66; cada uno de estos tipos exigia un método especial. Era ne-
cesario encontrar métodos generales de enfoque a la resolucién de
ecuaciones algebraicas; estas Gltimas también se deben considerar en la for-
ma més general posible con coeficientes literales. Ademas era necesario
conjugar la efectividad de los métodos algebraicos con el rigor de las cons-
trucciones geométricas nnuguas bien conocidas por Viéte y que represen-
taban, segun su opinio; de anlisis cientifico.

El calculo de Viéte se precede por la aritmética, la cual opera con niime-
ros: logistica numeralis. El célculo con letras recibe el nombre de logistica
speciosa, de la palabra species que es el término de una expresién matema-
tica. El calculo se divide en Zeteticque, esto es, el arte de resolver
ecuacwnes' Panfncque. es dec:r el arte de demostrar la exactitud de las so-
es decir, la teoria general de las
ecuaciones. Todas las magmludes estan designadas por letras: las incogni-
tas, por vocales, las variables conocidas, por consonantes. Los niimeros
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son sin d positivos, r (en los casos de irracionalidades
Viéte pasa al idioma de la geometria), las magnitudes tienen dimensiones.
Esta influencia geométrica en la concepcién de magnitud se refuerza por
una terminologia especial: la primera potencia de una magnitud se denomi-
na latis (lado), la segunda, planum (area), la tercera, solidum (cuerpo). A
conti ion siguen i plano-planos, plano-volimenes, volumen-
volimenes, etc. La suma y resta se realiza con magnitudes unidimensiona-
les. Las ultimas, a propésito, se admite compararlas segiin su dimensién
por via de la multiplicacién por la unidad de longitud. La multiplicacion y
division provocan cambio de dimension. Estas ideas de Viéte en su época
reflejaban la existencia de una ruptura ain no determinada entre los niime-
ros y las magnitudes. Mas tarde se ha aclarado que ellos eran los precurso-
res de una serie de calculos matematicos: de 4lgebra vectorial, tensorial,
grassmanniana.
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La simbologia de Viéte también est4 agravada con la carga de los apor-
tes geométricos; es dificil, no siempre comprensible, se alterna con pa-
labras en abreviatura e incluso no abreviadas. Pongamos ejemplos:

a) Acubus + Bplanum in A, aequatur D sélido (4® + 3B4 = D, 6

x3 + 3Bx = D).

b) B parabola in A gradum — A potestate aequatur Z homogenae

(B An — gmin = Z).

No obstantc, gracias a este simbolismo result6 por vez primera posible la
P de i y sus propiedad di férmulas generales.

Los objetos de las operaciones mateméticas comenzaron a ser no proble-
mas numéricos sino las propias expresiones algebraicas. Precisamente esta
idea fue la que introdujo Viéte como caracteristica de su célculo como ““ar-
te, que permitia realizar bien los descubri aticos’’. A prop6-
sito, los simbolos de Viéte fueron rapidamente perfeccionados por sus con-
temporéneos mas jovenes, en especial por T. Harriot (1560—1621).

En las obras de Viéte se realiza un original resumen de las matematicas
de la época del Renacimiento. De un modo particularmente preciso se ma-
mflestﬂ esta particularidad en sus trabajos Igebrai En ellos detallada y
meti se los conoci sobre las i del 1°.
al 4°, grado. El caracter general de la escritura permite a Viéte construir to-
da la exposiciéon no como una coleccién de recetas, sino como una teoria
general de las ecuacnones Para esto utiliza el rico arsenal de transforma-
ciones en las sustit X =Yy + k(para elimi-
nar el término que uene la incégnita del segundo orden segiin la magnitud

loak Ead

del exponente), x = P (para la eliminaci6n del término que contiene x), x =

= ky (con ¢l objeto de eliminar los coeficientes fraccionarios), x = % ¥ (pa-

ra dar al coeficiente con x” ! el valor dado) y otros. De los radicales se libe-
raba por medio de la separacion de uno de los términos y la elevacion a cierta
potencia de ambos miembros de la ecuacion.

Por ejemplo, cada ecuaciébn clbica la transforma a la forma x3 +
+ 3ax = by aplica a continuacion la sustitucién @ = 12 + tx, para llegar a
la ecuacion

X3+ 3x2 + 3t2x = b,
De las dos tltimas ecuaciones transformadas a la forma:
x+1p-0=0b
2t + x) = ad,
obtiene la ecuacion cuadratica respecto a 13: (£3)2 + bf3 = a3. Puede tam-
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i B3

bién ponerse x = en la i6n para obtener este

mismo resultado.

El caso irreducible de la ecuacién ciibica Viéte lo redujo al problema de
la triseccién del 4ngulo. Mostré que cada ecuacion irreducible puede ser
transformada a la forma x> — 3x = @. Comparéndola con la relaci6n tri-
gonométnca (2cos ¢)? — 32 cos ¢) = 2 cos 3¢, Viéte demuestra esta su-

El probl de la triseccion del 4ngulo lo resuelve utilizando el
método de insercién conocido por ¢l de las antiguas fuentes.

En la resolucién de las ecuaciones Viéte busca las raices positivas. Con
ayuda de la transformacién x = —y trata el problema de la bisqueda de
raices negativas. Desarrollando los resultados de Cardano, Viéte enuncia
una serie de teoremas sobre la interrelacion de las raices de las ecuaciones y
Sus cc luyendo los casos parti del teorema, conocido

1| con su bre. En relacion con esto id en los limites
indicados antes, la formacién de ecuaciones por medio de productos de bi-

n

nomios: P, (x) = H (x = x)n < 5, %, < 0). La proposicién completa
k=1

sobre la d dencia de los fici y las raices de las ecuaciones fue

formulado por Harriot y A. Girard y publicado por el tltimo en el afio

1629.

El algebra de Viéte era ain imperfecta y tenia grandes insuficiencias. La
hacia muy engorrosa el tratamiento especifico de las magnitudes, las cuales
tenian dimension. En ella no hay un tratamiento general de las potencias,
todas las potencias eran naturales. La divisién de principio entre los niime-
ros y las magnitudes algebraicas no le permiti6 utilizar los radicales para las
magnitudes, sino sélo para los niimeros, etc. Fue opacada rapidamente por
el 4lgebra de Descartes, de la cual se hablara mas adelante. Sin embargo, se
sabe, que, por ejemplo, Fermat estudiando el dlgebra de Viéte se atuvo a su
forma cuando construy6 la geometria analitica. Ademas nos parece justifi-
cada la prop de que el entre las propiedades de las
i y las construcci geométricas, regularmente llevadas a cabo
por Viéte, jugd su papel en la formacién de las ideas de la geometria
analitica en el siglo XVII. Aquello que representaba un rudimento ge-
ométrico en el 4lgebra en formacion de Viéte y otros mateméticos del siglo
XVI sirvi6 de punto de partida al desarrollo de una nueva ciencia, la
geometria analitica, en manos de los cientificos del siglo XVIL.

La comparacion de los pr Igeb y tri icos,

lada en la resolucién de la i6n clbica no fue para Viéte un hallaz-
go casual, un episodio. Viéte, como se ha dicho, desperto el interés hacia el
éalgebra precisamente en virtud de su utilidad e incluso necesidad para los
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problemas de la trigonometria y la astronomia. En lo suceswo los trabajos
y resultados trigonométricos y algebraicos se

f entrel Viéte no se limito a la determinacion de to-
dos los elementos de un triangulo plano o esférico dados tres de sus elemen-
tos. A él pertenecen los desarrollos de las funciones trigonométricas de ar-
cos miltiples mediante la aplicacion sucesiva de las formulas para el seno y
coseno de la suma de dos angulos.

m(m — 1
cos ma = cos™ a — (l 3 )cos"' 2acsena + ..
m(m— 1)(m — 2
senma = mcos” ! sena — »%%)cos’""a'scn’a+

Después de la muerte de Viéte se conocieron muchas de sus férmulas re-
currentes

cos ma = 2cos a*cos (m — 1) a — cos (m — 2) a,

sen ma = 2cos a-sen (m — 1) a — sen (m — 2) a,

sen ma = 2sen a-cos (m — 1) « + sen (m — 2) a,

cos ma = —2sena-sen (m — 1) a + cos (m — 2) a.

Una sensacion extrafia produce el hecho que semejantes resultados im-
portantes de la goniometria fueron logrados con una definicion no lo sufi-
cientemente general de las funciones trigonométricas, como relaciones
entre los lados de un tridngulo rectangulo, sin alusion a la introduccién de
la circunferencia generatriz. Sin embargo, asi sucede frecuentemente en la
historia; los resultados primero surgen y después se asimilan y reciben un
tratamiento lo suficientemente general.

Un logro significativo de Viéte lo constituye la introduccion por él, por
vez primera en la matematica del problema sobre la biisqueda del producto
infinito. Si alrededor de un poligono regular de n lados de érea S, se cir-
cunscribe un circulo de radio ry se inscribe en €l un circulo de radio p,,, en-
tonces cuando se duplica el nimero de lados de este poligono obtenemos

g L . s
S, 1 8,, = p,:r = cos— . Comencemos desde el cuadrado inscrito: n = 4,
n

S = 2r2, Poniendo sucesivamente n = 4, 8, 18, ..., obtenemos:

§i8 = 1r‘
4 i Sy = cos
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Ahora Viéte ‘“‘pasa al limite”’. El dice que cuando n = o se obtiene un
circulo, el 4rea del cual es S, = 27r2. Multiplicando toda la cadena de
igualdades, encuentra:

Za cosioi “cos 20 *cos 2
e 2 4 {y
[
g g 1 i g
2 2 2
Natural Viéte no di a la convergencia del producto infinito

obtenido, estando intuitivamente convencido en la veracidad de su afirma-
cién limite.

En el ejemplo de los trabajos de Viéte hemos mostrado que en la mate-
matica europea del siglo XVI se formo el 4lgebra como la ciencia de solu-
ci6n de ecuaciones. Esta tltima contenia una reserva completa de métodos
de solucién de ecuaciones de los primeros cuatro grados. Los algebristas
perfecci on la formulacién simbélica de su ciencia y trataron de formu-
lar y resolver problemas de la teoria general de las ecuaciones algebraicas.
La trigonometria se separ6 de la astronomia, sus resultados recibieron un
grado suficiente de generalidad. La herencia geométrica de los antiguos fue
totalmente asimilada por los cientificos. La matematica de las magnitudes
constantes al final del siglo XVI concluyé el ciclo de su formacién.

4.4. Desarrollo ulterior de las matemiticas elementales

La matemética se desarrolla en un frente amplio. Ademas sufren cam-
bios todos los elementos de su estructura: se desarrollan nuevas teorias, se
proponen y comprueban nuevas hipotesis, se acumulan hechos, que
completan la estructura de las ciencias matematicas ya formadas, se amplia
la esfera de aplicacion de los métodos matematicos, cambian las ideas ge-
nerales sobre la naturaleza de la matematica y sus posibilidades. El proceso
de cambio abarca no sélo aquellas partes de la matematica las cuales en el
periodo histérico dado constituyen la cuspide de los logros creadores. Se
desarrolla y cambia de forma también, aquella parte, la cual se acostumbra
I, término que atn no ha encontrado de-
finicién y tratamiento tinico, y el cual juega tan gran papel en el sistema de
la formacion y actividad practica masiva de los hombres. La division de la

ad ica
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mateméuca en supenor y elemental que se utiliza en nuestra época tiene un

1 histéri itado y no puede pretender ser
cientifico. Entre la mateméuca elemental y supenor no hay delimitacién
determinada: las ideas se forman en las ra-

mas superiores de la matematica; a su vez la matematica elemental se
completa con nuevos hechos e ideas de la llamada matematica superior.

Citemos algunos ejemplos que ilustran estas particularidades del de-
sarrollo de la matematica. Los mateméticos del siglo XVI 'y comienzos del
XVII experimentaron enormes dificultades de carécter practico-
computacional. Ante todo, estas dificultades se concentraban alrededor de
los problemas de confeccién de tablas de las funciones trigonométricas y
también relacionada con este problema la determinacién del valor de .
Otro problema lo constituia la bisqueda de algoritmos simples y confiables
de determinacion de las raices de las ecuaciones con coeficientes numéricos
dados. Los recursos aritméticos de célculo se limitaban a las operaciones
con niimeros enteros y fracciones simples, las fracciones decimales sélo co-
menzaban a abrirse camino. Ellas fueron introducidas por vez primera en
Europa en el afio 1585 por S. Stevin en la obra ‘‘La Disme”” (La décima’’).
Los célculos se realizaban sélo a mano.

La i6n de tablas tri étricas jugd en aquella época un gran
papel. Por esto a finales del siglo XVI y a comienzos del XVII con los es-
fuerzos heroicos de los cientificos fueron confeccionadas y editadas algu-
nas de tales tablas. En los calculos de las tablas trabajaron, por ejemplo,
Copérnico (1473—1543), Kepler (1571—1630) y sus alumnos y ayudantes.
20 afios después de la muerte de Rheticus (1514—1576),alumno de Copérni-
co, aparecieron las grandes tablas ‘‘Opus Palatinum terminadas por la
tercera generacion de calculistas, donde las magnitudes de las seis fun-
ciones tri; étricas fueron calculadas con una fr ia de 10"" para
una circunferencia generatriz con radio 10'. Viéte dejé amplias tablas en
su enorme obra “‘Canonus mathematicus’’, Biirgi, colaborador de Kepler,
dedicd muchos afos a la confeccién de tablas de senos de los arcos cada
2'". La cantidad de ejemplos podria multiplicarse. Los g astro-
nomos y los constructores de todos los paises necesitaban imperiosamente
estas tablas y ellas surgieron en diferentes paises y en diferentes variantes.

Una particularidad de las tablas fue la enorme magnitud del radio de la
circunferencia generatriz elegida para el calculo. Esto se explica por la
ausencia de las fracciones decimales, por lo que era necesario obtener los
resultados en nimeros enteros, y la necesidad de asegurar una exactitud su-
ficientemente grande de los célculos. Las preocupaciones fundamentales
provocaba la determinacion con exactitud particularmente alta de los senos
(o cuerdas) de arcos pequefios, para que en los calculos no se reflejara la
acumulacién de errores. Para esto utilizaban el método, heredado de los
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de duplicacié iva de los lados de un poligono regular ins-
crito. Viéte, por ejemplo, para la determinacion del sen 1° llevé los célcu-
los hasta la busqueda del lado del poligono regular inscrito de 3 2“ lados y
el circunscrito de 3-2'2 lados. Ademas, en calidad de resul ional se
ban valores ap dos del nimero = con gran exactitud. Asi, en
esta época el matematico y fortificador holandés Ludolph Van Cenlen
(1539—1610) determind primero 20 y después 35 cifras decimales del na-
mero w, el primero en superar los resultados del matematico del Asia
Central Kashi. A propésito, la precision posterior de este niimero incluso,
hasta el calculo de Shenks que buscé mas de 700 cifras decimales de , no
era reclamada por Ias mgencxas practicas. El movil de ellas, al parecer, fue
o la tend: de ar su maestria en el célculo o el esfuerzo
ingenuo de ‘‘agarrar por los cuernos’’, con calculos directos, el problema
de la determinaci6n de la naturaleza aritmética del niimero .

Para hacer més féciles los célculos de tablas los aticos i t
ron procedimientos particulares en los que el papel principal lo jugaban al-
gunas relaciones trigonométricas particulares, como también las diferen-
cias de distintos 6rdenes. Su objetivo fundamental era la reducci6n, seglin
las posibilidades, de los célculos a operaciones més simples, adicién y
sustraccion. Este mismo objetivo perseguian también en el calculo con fun-
ciones trigonométricas utilizando las tablas. Los calculadores, naturalmen-
te, tendian a evitar la multiplicacién y divisién directa de ni de varias
cifras, reduciéndolos a p di de adicion y sustraccién, del tipo
de:

sen x-sen y =% [cos (x = y) — cos (x + ¥)],

€OS X*COs y = —; [cos (x — y) + cos (x + y)].

Seme)ames métodos se utilizaban tan frecuentemente que recibieron
una di 10 especxal P icos”’ (de la union de las dos pa-
labras griegas: protesis—adicion, afé alculo). Ellos fueron utilizados
por los matemticos del Oriente Medio, Viéte, Tycho Brahe, Wittich, Biir-
gi y otros muchos. Estos métodos encontraron aplicacién incluso, un tiem-
po después que fuemn mven[ados los logantmos y entré en uso el camino
inverso de reduccion de las tr icas, a la forma c6mo-
da para la logaritmacion.

Los logaritmos fueron inventados a comienzos del siglo X VII. Sus fun-

d: tedricos a formarse mucho tiempo atrés. Se trata de
laidea de la i6n de dos pr i aritmética y geométrica, y a
la generalizaci fici del de ia. Aln en las obras de
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-3 a €
Arquir;ledes en “El Arenario’’, se encuentra la escritura de las potencias
sucesivas de una base: a%, a', a2, @3, ..., con motivo de lo que se expreso la
afirmacion equivalente: @™ -a" = @™ *". Ideas analogas fueron expresadas
por Diofanto. Oresme partié de la idea de la comparacioén de una progre-
sién geométrica y aritmética, cuando colocé en la tltima los niimeros frac-

cionarios entre los natura]es y generalizé asimi el deexp -
te de una a des fracci ias. Stifel compard sistematica-
mente las operaciones sobre los términos de ambas progresxones confronta~
das e introdujo las p ias con exp fracci ios ¥ neg

Para utilizar estas ideas con el objetivo de reducir las operaciones a mas
simples sélo era necesario confeccionar tablas, donde se comparan las su-
cesiones de potencias de los niimeros con la sucesion de sus exponentes. Pa-
ra que las tablas fueran suficientemente compactas su base tinica convenia
elegir proxima a la unidad. Semej tablas, a i del siglo XVII
ya existian. Habian sido confeccionadas por Stevin.

Estas eran tablas de por ciento complejos, o sea, el valor de los niimeros
(1 + r)" con diferentes tasas de por ciento r:r = 0,05, r = 0,04, etc. Cuan-
to menor es r, tanto menor es la desproporcion entre los valores obtenidos.
Una tabla analoga fue el fundamento de una de las primeras tablas de loga-
ritmos confeccionada por I. Biirgi.

1. Biirgi (1552—1632) naci6 en sza Era maestro en reparaciones de
relojes y de instr astr 1 trabaj6 en Cassel y
después en Praga en el observatorio astronémico con I. Kepler y lo ayudé
en las observaciones y calculos. Aqui, para la simplificacion de célculos,
durante ocho afios (1603—1611) confeccion6 su tabla de logaritmos sobre
la base de una tabla del tipo de Stevin: a(1 + r)".

Para obtener un paso lo suficientemente pequeiio en la tabla, Biirgi to-

1 3 < S
mor = T La tendencia de no encontrarse en lo posible con fracciones

1o obligé a introducir un factor complementario @ = 108. Los valores de la

progresion geométrica ot "g,:l()"(l+*—) (k =0,1,2:3;:2)

Biirgi los puso en correspondencia con los términos de la progresion ge-
ométrica: 0, 10, 20, 30, ... Obtuvo dos series de valores:

108, 108 (1 + 1074), 108 (1 + 107%)2, 108 (1 + 1074), ...
0, 10, 20, 30

Los nimeros de la serie de abajo fueron impresos en pintura roja y se

denominaban rojos; los niimeros de la serie de arriba, en pintura negra, se

denominaban negros. De esta forma, en la tabla de Biirgi los nimeros ro-

jos constituian los logaritmos de los negros divididos entre 108 con base
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J. Neper (1550—1617)

'Y1,0001. Ya que Biirgi orienta su tabla a los niimeros rojos, ella es en
esencia una tabla de antilogaritmos, lo que no cambia la esencia de la cues-
tién. Los célculos (gracias a la presencia del factor 10%) de los niimeros
negros se llevaba a cabo hasta la novena cifra. Fueron llevados hasta el lla-
mado niimero negro completo, igual a 10°. El correspondiente niimero ro-
jo completo fue hallado con la aplicacién de la interpolacién y resulté igual
a 230270 022, esto es 1,000120270022. 108 = 10, De aqui es evidente la
enorme cantidad de calculos sucesivos que tuvo que realizar Biirgi para la
confeccion de su tabla, empleando en este trabajo, como se dijo antes, alre-
dedor de ocho afios.

Biirgi por largo tiempo no se decidi6 a publicar las tablas, a pesar de su
evidente utilidad para los calculos. Sélo en el aflo 1620 a instancias de
Kepler edit el libro ‘‘Tabla de la progresion aritmética y geométrica con la
instruccion detallada de como utilizarla para todo género de calculos”. El
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original de estas tablas junto a otros materiales del archivo de Kepler se
conserva en la URSS en el observatorio de Pulkovo ‘‘La instruccién de-
tallada’’, no publicada en su época junto con las tablas, fue encontrada
mas tarde y vio la luz en el afio 1856.

La lentitud de Biirgi le cost6 la prioridad. En el afio 1614, 6 afios antes
que su libro, aparecié en Inglaterra ‘‘Descripcién de las extraordinarias
tablas de logaritmos”” (‘‘Canonis mirifici logarithmorum descriptio’’). El
autor de esta obra fue .lohn Neper (1550—1617), bar6n holandés, que se

p ded ias, en particular la astronomia y la matemati-
ca, y las tablas eran tablas de logaritmos de las funciones trigonométricas
con 8 cifras para valores de los argumentos desde 0 hasta 90° cada 1°.

El principio de formacion de estas tablas, el cual al parecer dominaba
Neper (como puede deducirse de su correspondencia), desde el afio 1594,
era para su época nuevo. El método de comparacion de progresiones, co-
mo ha sido mostrado, produce una sucesion de valores discretos. Ellos
pueden ser concentrados, no presentando esto grandes dificultades, pero su
cardcter discreto no varia. Parte inseparable de este método es la interpola-
cién. Neper, al contrario, partié de la dependencia funcional logaritmica,
expresandola en forma de dos escalas continuas. Su idea consistia en lo si-
guiente.

Supongamos que desde los puntos 4 y A4, (fig. 29) simultaneamente en
la direccion mdxcada por las flechas, comlenzan a moverse dos puntos M'y
m d por las posi respectivas M, M,, M,,

A aaral
TS T

A 2

My My My My

Fig. 29

M, ...y mg, my, m,, my, ... La velocidad inicial de ambos puntos es idénti-
ca (para simplificar pongamos v, = 1). El punto m se mueve con velocidad
constante v, = const y el punto M se mueve retardadamente; su velocidad
es proporcional a la distancia restante hasta el punto B (para simplificar
pongamos AB =1). Tal definicion (si se designa A, m, = x, M, B = y)en
su trad all -aneo es equi i ala ion dife-

rencial ?y,\: = —y,dedondex = —Iny, 6 x = log, y. El sistema Nepe-

riano de logaritmos resulté un sistema con base 1/e. L.a introduccién de la
funcién logaritmica conservo en si objetivamente grandes posibilidades pa-
ra su aplicacion futura en el sistema del analisis matematico. Pero Neper
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atn no dominaba en el afio 1614 la idea de funcién logaritmica. El necesita-
ba las tablas. Por esto dividi6 4B en 10 etapas de recorrido transitado en
107 instantes de tiempo. Entonces en el primer momento de tiempo la velo-
cidad es =1, y sucesivamente:

= 5 ) 1
BM, =1 -5 M M, —W(l —W); M,B=MB-MM,=

1 1 1 1:\2
= (1 —reematne iy e ST SRR )
( l0,) = (1 m,) (1 l0,) j ete,

Formando dos sucesiones de valores:

1 1\ 1'\3
M, Bl )4 e e 4.0
0 107 (] 107) (' 107)
1 2 3
3 2 e« it
1. M 107 107 To7
Neper eludi6 facil las operaci con fracci doAB =

= 107, yno AB = 1, como hicimos aqui; no cambiaba la esencia del asun-
to el que la velocidad inicial fuera v, # 1. Los niimeros inferiores en la
tabla Neper los denominé logaritmos de los superiores lo que significaba li- 3
teralmente “‘ntimeros de relacién’ (de la unién de las palabras griegas:
Aoyog — rel apdpol — Esta d inacion la eligié, para
subrayar que los logaritmos constituyen niimeros auxiliares que miden las
relaciones entre los niimeros correspondientes. Los logaritmos de Neper, a
pesar de la fructifera idea general de la escala numérica continua, aun eran
tablas de comparacion de los valores de dos progresiones: aritmética y ge-
ométrica.

Como ya fue indicado, la tabla de Neper la formaban, los logaritmos de
las funciones trigonométricas. Ante todo, una columna aparte la formaban
los logaritmos de los senos de los 4ngulos del primer cuadrante, eligidos
con intervalos de 1’. Ellos daban, de esta manera, también los valores de
los logaritmos de los cosenos (como senos de los angulos
complementarios). Para eludir las fracciones se toma sen 90° = 10%. En
una columna especial, bajo la d inacion de ‘“‘dif ia”” (diffe i
se ponian las diferencias de los logaritmos de los senos de los angulos
complementarios, esto es, los logaritmos de las tangentes. Neper conocia
que los logaritmos de las funciones trigonométricas inversas se obtenian
simplemente por un cambio de signo. Omitiremos los detalles técnicos del
calculo aritmético de estas tablas. Las reglas de logaritmacion segiin Neper,
se diferencian de las usuales. Son mas engorrosas, ya que en ellas se tiene
log 1 # 0 (se convenia que log 108 = 1). Por ejemplo, consideremos la
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regla de logaritmacién del producto y = ab. Reescribamosla en la forma
2 =£.La' Idad de las rel
g 1

de ““los niimeros de relaciones’’ (logaritmos):

logy — loga = log b — log 1; logy = loga + logb — log 1.

implica la igualdad de las dift

Ademas de que en todas las reglas de Neper esté presente log 1 = x, el

x
cual se determina de la igualdad 1 = vy (1 — L) ; una complicacién
Yo

esencial en los calculos introduce el hecho que log 10 # 1. Por esto se re-
quiere de nuevo calcular la mantisa y la caracteristica de los logaritmos de
los niimeros que se diferencian entre si sélo en el factor 10%* (k es un nd-
mero natural). Estas dificultades condujeron a Neper a la idea de logarit-
mos decimales, es decir, a pri log 1 = 0,log 10 = 10%°.
Esta misma idea del sistema d 1 le surgi6, después del imien-
to de la tabla de Neper, al profesor del colegio de Londres Henry Briggs
(1561—1630), desde el afio 1619 profesor de matemética en Oxford y des-
pués en Londres. Dos veces viajé6 adonde Neper a Escocia, hizo amistad
con él y en trabajos conjuntos elaboraron un nuevo, précticamente, més
cémodo sistema decimal, basado en la comparacion de las progresiones:

... 0,01 0,1 1 10 100 ...
L-2.-101 2

Briggs se dedicé a la elaboracién de una gran tabla de logaritmos deci-
males. Ya en el afio 1617 public6 una tabla de logaritmos con 8 cifras de los
nimeros desde el 1 hasta el 10°. Después de 7 afios, en 1624, Briggs pudo
editar “‘La aritmética logaritmica’’, la cual contenia tablas de logaritmos
de 14 cifras para los nimeros del 1 al 20 000y del 90 000 al 100 000. Para la
propaganda del nuevo medio de célculo publico algunos articulos aclaran-
do el método de célculo de las tablas y la utilizacion de los logaritmos. Uno
de los métodos de Briggs tiene un interés particularmente grande.

Briggs parte de que si de niimero, por ejemplo, de 10 se extrae
sucesivamente la raiz cuadrada, después de un suficiente-
mente grande de extracciones (m = 2") se obtiene un resultado suficiente-
mente proximo a la unidad. En tal caso el resultado de la extraccion si-

guiente de la raiz cuadrada puede escribirse: *' " VIO =1+ «, donde o es
pequefio. Elevemos ambas partes de la igualdad al cuadrado: /10 = 1 +

+ 2a + o2. Para n suficientemente grande o es tal que puede despreciarse
y esto no influye en la exactitud dada de los célculos.
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zum_lg \/ﬁz—l.

Multiplicando ambos miembros por 27+ !:

2041 (VIO — 1) ~ 27 (V10 - 1),

es decir, la expresion practicamente no cambia cuando 7 sigue creciendo. Si
se designa:

%10 = x, entonces log g = ley 2" (4/10 -1 =
xi= 1
i i ()
Togi®™ (A)

Este mismo valor de x puede obtenerse colocando en lugar de 10 cual-

3 ¥ = lo, Je3
quier otro nimero finito: *Va ~ x. Entonces log, o« zg,:‘”' . La sustitucion
en (A) da:

" (V10 - 1) = ,"',(M_
log)ge
de donde

- 2Fa-1)
log,ge 5 (W = l) g

El célculo del logaritmo decimal de cualquier niimero se reduce de esta
manera a la extraccion sucesiva de las raices cuadradas de este nimero. Los
valores de las potencias de 2 y las sucesivas extracciones de las raices
cuadradas de 10 se calculan previ Para eliminar la lacion de
errores, Briggs efectu6 la extraccion de la raiz cuadrada de orden 54 con

exactitud de hasta 32 cirfas decimales:

10 = 1, 000 000 000 000 000 127 819 149 320 032 35.

Los trabajos de Neper y Briggs sobre cuya dificultad de computo hemos
podido dar sélo una idea incompleta debido a su voluminosidad fueron su-
perados. Los logaritmos entraron en la practica de los calculos y rapida-
mente se extendieron por todo el mundo. En el afio 1628 el holandés A.
Vlacq, de profesion vendedor de libros, terminé el trabajo de Briggs, con-
formé y edit6 tablas de logaritmos decimales con 10 cifras de los nimeros
del 1 al 10°. Completé hasta el final las tablas de logaritmos decimales con
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10 cifras de las funci tri étricas con una fi ia de cada 10°".
El hielo fue quebrado. El profesor de aticas inglés John Speidell cal-
cul6 hacia el afio 1620 las tablas de los logaritmos naturales los que inme-
diatamente conquistaron una enorme popularidad. Al mismo tiempo
(1620) el profesor de Londres Edmund Gunter elaboré una escala
logaritmica, que fue la primera variante de la hoy ampliamente difundida
regla de célculo. El mismo y ademas Kepler y otros cientificos conforma-
ron tablas de logaritmos de los nimeros y de las funciones trigonométricas,
tanto decimales como naturales y las utilizaron apmliamente en
Astronomia.

Las tablas de logaritmos rapidamente, en el transcurso de menos de un
siglo, se difundieron por todo el mundo y se convirtieron en un instrumen-
to auxiliar insustituible en los calculos. En el afio 1650 fueron llevadas a
China por los jesuitas-misioneros. En Rusia, las ediciones regulares de
tablas de logaritmos datan del afio 1703 cuando aparecieron las tablas de
Vlacq. La escala logaritmica fue descrita en la literatura cientifica y esco-
lar, en Rusia, por vez primera en el afio 1730 bajo la denominacion de gun-
teriana (por el nombre del ya antes mencionado profesor E. Gunter).

Ya advertimos que en el proceso de resolucién de los problemas pura-
mente de calculo de la confeccion de las tablas surgieron elementos del ana-
lisis de las magnitudes variables. Estos fueron: la idea de funcion
logaritmica expresada por Neper y la eliminacion de cantidades pequenas
despreciables, por ejemplo, en las obras de Briggs. Se puede suponer que el
ultimo método fue la causa de que Kepler comenzara a ocuparse del calculo
de los infinitesimales actuales.

A su vez la aplicacion de los elementos del analisis infinitesimal dio una
manera nueva, mas comoda para el calculo de los logaritmos. Fue elabora-
do en el afio 1667 por el miembro de la Real Sociedad Londinense el hols-
teiniano Kauffman (1620—1687) conocido bajo el nombre de N. Mercator.
Este ultimo partié de la notable relacién demostrada en 1647 por Saint-

Vincent: si las abcisas de los puntos A y B en la hipérbola y = % (fig. 30)

son respecti proporcionales a las abscisas de los puntos 4, y B, en

la misma curva, entonces el area de los cuadrilateros curvilineos situados
bajo los segmentos AB y A, B, son iguales.

Una proposicion equivalente a ella es: el 4rea S bajo la hipérbola = &

x

sobre el segmento (1, x) del eje de las abscisas es igual a Inx en el sistema
cuya base es el nimero e tal que S(1, e) = 1.
Mercator traslado el eje de ordenadas a la derecha en una unidad. La

ecuacion de la hipérbola se convirtio en y = ﬁ . El érea rayada es
147
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S0, x) = In(1 + x). Descomponiendo y = ﬁ en serie, obtuvo y =

=1—x + x? — x3 = ... El resto cuando |x| < 1 puede ser hecho tan pe-
quefio como se quiera prolongando suficientemente la serie.

Fig. 30

Mas adelante Mercator utiliza el método de cuadriculacién de las 4reas
acotadas por curvas de la forma y = x”, la abscisa y dos ordenadas. Estos
primeros métodos de integracion estaban en aquella época ya bien elabora-
dos por Cavalieri, Fermat, Pascal y otros. La integracién da:

R R 5 o
S(0, =EX——t =4 .. —
2R bR s popeey n’

es decir, la posibilidad de calcular los valores de la funcién In(1 + x) me-
diante una serie de potencias. La teoria de las funciones logaritmicas obtu-
vo su culminacién en los trabajos de L. Euler. A él pertenece la definicién
general de las funciones logaritmica y exp ial como recip
mversas, la extcn516n del concepto de logaritmo al caso de argumento
1 lai i6n del simbolo e para la base de los logaritmos na-
turales, etc. (ver su “Introduccién al andlisis infinitesimal”’, t. I).
Los cientificos-matematicos del siglo XVII buscaron ademas otras vias
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para la superacion de las dificultades de calculo. En diferentes ciudades de
Europa on a surgir maquinas de célculo. Al parecer la primera

a fue la maquina del proft aleman Wilhelm Schickard (1623),
que 1 atica y ast ia en la ciudad de Tilbinga. Noticias
acerca de esta maquina aparecieron solo en el afio 1958. Su esquema y

licacion de este fueron dos en el archivo de Kepler y
después en los fondos de archivos de la biblioteca de Stuttgart.
La maquina de W. Schickard ba de tres partes: instrumento su-

mador, instrumento multiplicador y mecanismo para la escritura de los re-
sultados intermedios. El primero de ellos representaba una variedad primi-
tiva del aritmometro, construido segin el principio de utilizacion de tras-
misién por engranajes. En ejes paralelos (eran seis) se colocaban un engra-
naje de diez dientes y otro de uno. El iltimo servia para trasmitir al engra-
naje la siguiente carga de golpes, la cual la rotaba en 0,1 vuelta, después de
que el engranaje anterior realizaba una vuelta completa. La forma técnica
dela méquma permitia ver en ventanillas qué numero se habia elegido co-
mo primer do (o mi d y los resultads incluso hasta
el final. El calculo no p ba dificultades. Para la division se -
daba la sucesiva sustraccion del divisor al dividendo.

De manera original fue resuelto en la maquina de Schickard el proble-
ma de la multiplicacién de los nimeros. En ejes paralelos (también eran 6)
se ponian cilindros en cada uno de los cuales se atornillaba una tabla de
multiplicar. En la figura 31 se muestra esta tabla en forma desarrollada.

S
<

319
Il,

=
SR

===~
RS

NS
SR ]

DD

N
o
D

N

N NN N ]

-
o e N N N
“n

S

RS

|oa®
TS
B

)
1NN
Slels/sis[s[S[s]S

R

BN ERE

SIS

&

SN\

N
o

Fig. 31

Ante los cilindros se coloca un panel con nueve series de ventanillas (6 en
cada fila, segtin el nimero de cilindros): cada fila se abre y cierra con un
cerrojo ial adornado. S que hay que calcular a qué es igual
el producto 387-27. Todos los cilindros se colocan por rotacion en una po-
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sicion tal que en la fila superior de ventanillas aparezca el multiplicando:
000 387. El producto parcial 3877 se obtiene por una simple apertura de
las ventanillas de la séptima fila; en ellas aparece 0002 / 15 / 64 / 9, que
significa después de un calculo mental no complejo: 2709 (00021 56 49). El
segundo producto parcial (387-20) se obtiene abriendo la segunda fila de
ventanillas, lo que da 000 61 / 61 / 4 6 774, al cual a la derecha se le agre-
ga un cero. Ambos productos parciales 2709 y 7740 se suman en el instru-
mento sumador. Este Gltimo en sus ventanillas muestra la suma 10 449.

La tercera parte de la maquina consta de seis tambores con la aplicacién
en ellos de las cifras: 1, 2, ..., 9, 0 y respectivamente de paneles con seis
ventanillas. Girando los tambores en las ventanillas se fija el nimero que el
calculador necesita recordar. La solucién constructiva de la méquina de
Schickard esta representada en la figura 32 (1, es el dispositivo multiplica-
dor, 2, el sumador, 3, el dispositivo registrador para la memoria).
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Fig. 32

La maquina de Schickard fue ideada y construida en el afio 1623. Sobre
ella nadie sabia nada, al parecer, salvo Kepler y un estrecho circulo de ami-
gos del inventor. Por eso hasta los ultimos tiempos se consideraba que el
primer aritmémetro fue inventado en el afio 1642 por Blas Pascal
(1623—1662). El aritmémetro de Pascal est4 construido segin el principio
de trasmisién de engranajes con diez pifiones y mas tarde (1673—1674) fue
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perfeccionado por Leibniz. Los dispositivos de calculo fueron ain durante
mucho tiempo imperfectos y no tuvieron amplia difusion y aplicacién prac-
tica hasta el afio 1874 cuando el ingeniero Odner (Petersburgo) invent6 un
dispositivo de ajuste especial, la rueda de Odner, que se utiliza en las mas
simples maquinas computadoras de nuestro tiempo.

Muchos métodos de célculo fucron elaborados en relacion con la solu-
cién numérica de lazados con ella. Con parti-
cu.lar fuerza esta relacion se revelb en las obras de I. Newton y sus anteceso-

4neos. Aun en su j d (alrededor del afio 1676), New-
ton elnboré el método de busqueda aproximada de las raices de las
licado hasta el p: En nuestros dias se continga la inves-
tigacion del poligono de Newton ideado por él para el desarrollo en serie
dep ias del ar x de la solucion y de la i0
f(x, y) = 0. En relacién con los problemas de caracter computacional,
Newton dedujo la férmula del binomio y la extendi6 para el caso del expo-
nente del binomio fraccionario y negativo.

El los afios 1673—1683 Newton dicté conferencias sobre algebra en la
universidad de Cambridge. Su sucesor en la citedra edité en el afio 1707 es-
tas conferencias bajo el titulo ‘‘Aritmética Universal’. Ellas son notorias
como un resumen especial del desarrollo del algebra del siglo XVII, como
ejemplo de la indisolubilidad del 4lgebra y la aritmética en aquel tiempo y
del papel director en el dlgebra de los métodos de calculo: ““Todas las ope-
raciones de la aritmética son tan necesarias en el algebra que ellas sdlo con-
juntamente forman una ciencia completa de calculos y por esto expondré
ambas conjuntamente’’, escribié Newton !.

El aparato preparatorio del 4lgebra, los conceptos fundamentales y
reglas de calculo, contiene apartados dedicados a las operaciones con frac-
ciones aritméticas. Los métodos geométricos de construccion de las raices
de las ecuaciones se tratan como auxiliares para la estimacién aproximada
de la magnitud de las raices. El material de la teoria general de las
ecuaciones también esta subordinado al problema de la soluciéon numérica
de problemas que se reducen a ecuaciones algebraicas.

Los objetivos practicos propuestos ante los matematicos del siglo XVII
condujeron a la ampliacion del arsenal de medios de calculo y métodos de
solucién numérica de los probl Los logros pri en este plano
fueron: la invencion de los logaritmos y los métodos de célculo exacto o
aproximado (si el exacto resultaba lmposmle) de las raices de ecuaciones al-
gebraicas. Todas estas i enr la atica el

1) 1. Newton. Aritmética Universal (Ediciones de la A.C. de la URSS, 1948, en ruso).
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tal. Al mismo tiempo, cada uno de estos descubrimientos llevaba en si los
elementos que obtendrian desarrollo en sus partes no elementales: en el
analisis metematico y en el algebra superior. En esto se revel6 la pan‘.lcula-
ridad del desarrollo masivo indivisibl de todo el i de la a
ca y la relatividad, artificialidad de su divisién en el | y superior, en
diferentes disciplinas, etc. No debe nunca olvidarse que la separacién de
una de las facetas, de las ramas de la matemética aunque facilita su estu-
dio, empobrece y entorpece el cuadro general del desarrollo de la totalidad
de los i La ién sobre las relaci e inte-
racciones tanto dentro como fuera de la matematica queda como una cues-
tién principal de toda la matematica, especialmente en los casos cuando se
trata sobre su estructura logica o sobre su historia.

Capitulo 5

PROCESO
DE CREACION DE LAS MATEMATICAS
DE LAS VARIABLES
5.1. Comi del periodo de las i
de las variables

En la historia de la ciencia las matematicas del siglo XVII ocupan un lu-
gar especial, muy significativo. El siglo XVII abre un nuevo periodo, el
periodo de las mateméticas de las magnitudes.

A finales del siglo anterior, el XVI, el 4lgebra, la trigonometria, la
geometria y ademas los métodos de calculo acumularon suficiente cantidad
de hechos y alcanzaron un estado tal que se convirtieron en parte esencial
del progreso técnico y cientifico general En el transcurso del siglo XVII los
métodos matematicos continuaron introduciéndose muy enérgi
las ciencias naturales, ante todo en la mecénica. Asi en los afios 1632y 1638
Galileo dio la expresion matematica de las leyes de la caida de los cuerpos,
algo antes (1609—1619) Kepler descubri6 y formulé matematicamente sus

leyes d:l imi de los pl Hacia el afio 1686 Newton
pudo formular y d la ley de la gravitacion uni-
versal: las leyes del imi de los pl se explican por la atraccion
de ellos hacia el Sol con fuerza i proporcional al cuadrado de
la distancia y dxrectamente proporcional a sus masas. Las leyes de atrac-
cién 1| les para cual iera cuerpos, la masa de los cuales

puede suponerse concentrada en el centro. La mayoria de los cientificos
trabajaban en numerosas ramas de la ciencia, estudiaban con curiosidad la
naturaleza, buscaban sus leyes y no se preocupaban especialmente sobre las
delimitaciones de las ciencias.

Los éxitos en la revelacion y formulacién matemética de tan numerosas

leyes de las ciencias naturales dujoala i6n de un sistema de cien-
cias sobre la naturaleza, las ciencias exactas. Estas ulnmas se presentaban
en forma de una ciencia general, la cual explicat par

con la efectividad de las leyes generales de la naturaleza, formuladas mate-
maticamente. La idea filos6fica de la universalidad del método mateméti-
co, la cual reflejaba el rapido desarrollo de la técnica y de la matématica
agobid las mentes de los més grandes cientificos y filosofos del siglo XVII
(Descartes, Spinoza, Leibniz, Newton).

Cada nuevo éxito de las ciencias exactas provocaba un brusco aumento
de la demanda de las aplicaciones de la teoria matematica. Las mateméti-
cas en todos los tiempos se ha desarrollado bajo la influencia determinante
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de la practica y en ultima instancia del progreso técnico, material. En el
siglo XVII la creatividad matematica de los cientificos transcurria en una
atmosfera de gran presion de las circunstancias practicas.

En el transcurso de este siglo cambio la forma de existencia de las mate-
maticas. En sustitucién de los solitarios entusiastas aparecieron las organi-
zaciones cientificas. Desde el afio 1662 comenz6 su actividad la Royal So-
ciety de Londres la cual también actualmente juega el papel de Academia
de Ciencias Nacional. En el afio 1666 fue organizada la Academia de Paris.
Asi se dio comienzo a la época de la organizacion de las instituci y so-
ciedades cientificas, que se convirtieron en una forma fructifera de trabajo
colectivo de los cientificos, con la proteccion estatal a la ciencia.

La corrspondcncna de los cientificos y la rara apariciéon de libros no

isfacia las exi; del i bio cientifico. En el siglo XVII comen-
zaron su aparicion las publmacnoncs pcnodlcas Desde el afio 1665, en
Londres, sale a la luz el ““Phil | Tr: ions’’; simulta
en Paris surgio el “‘Journal des Scavans" (existié hasta el afo 1792); en el
aio 1682 en Leipzig fue fundada por Leibniz la revista ‘‘Acta
Eruditorum”’ (existi6 hasta el afio 1731).

El cambio en la situacién practica, en las bases ideoldgicas y en la
estructura organizativa y el papel de las matematicas transcurri6 junto a
profundos cambios cualitativos en su contenido. El estudio de los niime-
ros, las magnitudes constantes, las figuras se complementa con el estudxo
de los movimientos y transformaci las di d
Cambia el contenido interno de las matematicas, el cual adquiere cada vez
mas el aspecto de matematicas de las variables. Sobre este viraje en la mate-
matica F. Engels dijo: “El punto de viraje de las matematicas fue /a va-
riable de Descartes. Gracias a esto se introdujo en las matematicas el movi-
miento y con él la dialéctica, merced a lo cual surgié la inmediata necesidad
del cdlculo diferencial e integral, que comienza, inmediatamente, a partir
de ahora y que Newton y Leibniz en general, perfeccionaron, pero no in-
ventaron’’

En el 51glo XVII toman su comienzo todas o casi todas las disciplinas

atica: idas act en el fondo clasico de la instruccién

atica supenor 4nea. En los trabajos de Descartes y Fer-

mat comenz6 a formarse la geometria analltlca como un método de expre~
sion de las relaciones numéricas de las d i formas y propi

de los objetos geométricos, utilizando esencialmente el método de coorde-

nadas. En formas diversas comenzo a surgir el analisis matematico. Inicial-

mente este fue el calculo diferencial e integral, el cual tomé en los afios

1665—1666 en las obras de 1. Newton (publicadas, no obstante, sdlo en el

siglo XVIII) la forma de la teoria de las fluxiones y en las obras de Leibniz

(publicadas en los afios 1682—1686 y posteriormente) la forma de calculo
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de los dif iales. Inmedi después del surgimiento del Analisis
M atico, los probl anicos y fisicos a escribirse en
forma de diferenciales, la resolucion de las cuales se convirtio

desde este momento, en uno de los méas importantes problemas de toda la
matematica. Casi en la misma época en el Analisis Matematico surgieron
los primeros problemas que conducen a sus ramas superiores. En particu-
lar, se trata de los problemas variacionales, cuyos esfuerzos por resolverlos
condujeron posteriormente al surgimiento del célculo variacional, la parte
mas antigua del Analisis Funcional.

En relacion indisoluble con el anéhsns. se formaban en una rama inde-

di de las aticas, sus apli geométricas. Aun a comien-
zos del siglo, en el afio 1604, Kepler dedujo la férmula del radio de curvatu-
ra. Posteriormente, en el aflo 1673 Huygens dio la expresion matematica de
la evoluta y evolvente. Muchos hechos geométrico-diferenciales, descubier-
tos y demostrados en el siglo XVII sirvieron de base solida para la separa-
cién y fundamentacion de la nueva rama de las matematicas, la geometria
diferencial.

En el siglo XVII comenz6 el estudio de la perspectiva y la geometria
proyectiva en las obras. de G. Desargues (1593—1662) y B. Pascal
(1623—1662). La teoria de las probabilidades tomé su primera forma
cientifica, especialmente gracias al descubrimiento de J. Bernoulli
(1654—1705) de la forma mas simple de la ley de los grandes niimeros. Fi-

1 la atica el I tom6 una forma acabada gracias a la
sustitucion del 4lgebra retérica por la simbélica y ademés, la invencién de
los logaritmos.

Un siglo en la vida de la ciencia es un gran plazo en el transcurso del
cual ocurren una multitud de acontecimientos. Como en todas partes, en
este libro, trataremos de destacar las lineas principales del desarrollo y
sefialar las regularidades. Preci: nos esfor: por mostrar co-
mo en el siglo XVII las matematicas se transformaron, convirtiéndose fun-
damentalmente en las matematicas de las variables, como ocurrié la
ampliacion del objeto de las matematicas a cuenta de la inclusion en él del
movimiento y la elaboracion de nuevos medios de su transformacién mate-
matica.

5.2. Surgimiento de la g ia analiti

Hicimos notar la idea profunda de Engels acerca de que el punto de vi-
raje en la matematica del siglo XVII fue la variable de Descartes. Veamos
mas detalladamente esta idea. René Descartes (1586—1650) fue un eminen-
te sabio francés: filosofo, fisico, matematico, fisidlogo. Recibié educacion

en un colegio de jesuitas, célebre por la organizacion de su To-
da la vida Descartes continud perfeccionandose en las ciencias. El objetivo
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R. Descartes (1596—1650)

de Descartes en las ciencias naturales era la elaboracion de un método gene-
ral matematico-deductivo de estudio de todas las cuestiones de las ciencias
naturales. Para esto, segln la justa observacion de C. Marx, Descartes
aislo completamente este género de sus operaciones de los razonamientos
metafisicos de carécter idealista. En los limites de la fisica de Descartes, la
tnica substancia, la inica base de la existencia y el conocimiento es la ma-
teria.

El racionalismo de las ideas de Descartes, que reconoce ante todo la ra-
z6n, la deduccién rigurosa, estuvo dirigido contra la escolastica eclesiasti-
ca. Las tensas relaciones con la iglesia catdlica lo obligaron en 1629 a
emigrar a Holanda. Las relaci i con los sacerdotes protes-
tantes indujeron a Descartes en 1649 a emprender nuevamente un traslado
a Suecia, donde después de un afio fallecio.

En nuestra tarea no entra el analisis de las ideas filosoficas de Descar-
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tes. Las utilizaremos s6lo en la medida que esto pueda ayudar a compren-
der sus ideas y resultados matematicos. Se trata, ante todo, del lugar de las
matematicas en sus trabajos sobre ciencias naturales.

La naturaleza de la materia, afirmaba Descartes, es su voluminosidad
tridimensional; sus mas importantes propiedades son la divisibilidad y mo-
vilidad. Estas mismas propiedades de la materia deben ser reflejadas por
las matematicas. Esta {iltima no debe ser bien numérica o bien geométrica.
Debe ser una ciencia universal en la cual se incluya todo lo relacionado con
el orden y la medida. Todo el contenido de las matematicas debe ser consi-
derado desde posiciones tinicas, estudiarse por un método tinico; el mismo
nombre de Ciencia debe reflejar esta generalidad. Descartes propuso deno-
minarla matematica universal (Mathesis universalis).

Estas ideas generales obtuvieron una interpretacion concreta hacia el
afio 1637 cuando sali6 a la luz el famoso ‘‘Discurso del Método” de Des-
cartes. En esta obra, junto a la caracteristica general del método de investi-
gacion de las ciencias naturales, se destacan en apartados independientes la
aplicacion de este método a la didptrica, la meteorologia y a las mateméti-
cas. La dltima parte, la cual Descartes denominaba ‘‘Geometria’’, presenta
para nosotros el mayor interés.

La relacion del lgebra literal con las curvas geométricas, necesaria pa-
ra las mateméticas universales de Descartes, fue advertida inmediatamente
apenas fue establecido el isomorfismo entre el campo de los niimeros reales
y el campo de los segmentos de recta. Se requeria sélo definir las opera-
ciones con segmentos de modo tal que los segmentos en realidad constitu-
yeran un campo. La suma y diferencia de segmentos, evidentemente son

Fig. 33

segmentos, es decir, elementos del campo de segmentos. La dificultad con
la multiplicacion y division de 0s que obligé a Viéte a introducir el
4lgebra de las formas, fue superada por Descartes mediante la introduccion
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del segmento unidad y la construccién del cuarto segmento proporcional.
Esto ultimo Descartes lo reahzaba de la misma forma que se hace actual-
mente, medi: la ubi cor di de los en los la-
dos de un angulo arbitrario (ver fig. 33) y el trazado de cortes paralelos.

Los modelos geométricos de las raices algebraicas lo constituyen la
construccion de 1, 2, ... medios proporcionales. Alin mas
te que en la “‘Geometria”’, esta idea aparece en la pequefia obra ‘‘El Calcu-
lo del sefior Descartes’’.

En los fundamentos de toda la “‘Geometria’ de Descartes se sitiian dos
ideas: la introduccion de la magnitud variable y la utilizacién de las coorde-
nadas rectangulares (cartesianas). De acuerdo a su tendencia unificadora,
la magnitud variable se introduce en forma dual : en forma de la coordena-
da variable de un punto, que se mueve a lo largo de una curva y en la forma
de un elemento variable del conjunto de nimeros, el cual corresponde a los
pumos de un segmento coordenado dado.

La ‘“‘Geometria” consta de tres libros. El primer libro ‘“‘Sobre los
problemas que pueden construirse utilizando sblo circulos y lineas rectas’’
comienza con una aclaracién corta de los princi
antes. A continuacion siguen las reglas de formacion de las ecuaciones de
curvas geométricas.

Para resolver cualquier problema, es necesario inicialmente conside-
rarlo como si estuviera resuelto y designar con letras todo, tanto los datos
como las lineas buscadas. Después, no haciendo ninguna diferencia entre
los datos y las lineas buscadas es necesario advertir la relacion entre ellas
para obtener dos expresiones para una misma magnitud; esto conduce a
una ecuacion, la cual sirve para la resolucion del problema, ya que puede
igualarse una expresion a la otra. Se demuestra que todos los problemas ge-
ométricos, que se r di reglay as, se reducen a la reso-
lucion de ecuaciones de grado no superior al 2°. Las reglas generales de su
geometria analitica, Descartes no Ias expone detalladamente en forma glo-
bal, sino las d a en resol de prot dificiles. En calidad de
uno de tales problemas eligi6 el problema de Pappus: en el plano estan da-
das ciertas (n) rectas, por ejemplo: MN, NK, ML, DA (fig. 34). Encontrar
el lugar geométrico de los puntos para los que el producto de los

segmentos trazados desde ellos bajo angulos iguales a % rectas se en-
cuentre en la relacién dada con respecto al producto de los segmentos tra-

zados del mismo modo a la otra mitad de las rectas. Por ejemplo,
CB-CD _
CF-CH 2~

Una de las lineas dadas (ML) y una de las buscadas (BC) se toman co-
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mo principales. Denotemos AB = x y BC = y. Como los angulos del trian-
gulo AABR son conocidos, entonces también se conoce la relaciéon de los
lados: TR = E YCR =y + l—7~ Razonando igual respecto al ADRC y

considerando CR : CD = n : ¢, obtenemos CD = CR'; + bix De
la misma manera expresamos mediante x y y las lineas CF, CH. pongamos
en la condicién CF-CH = 2BC- CD y obtenemos la ecuacién del lugar ge-
ométrico buscado F(x, y) = 0.

N

Fig. 34

Descartes aclara, en pocas palabras, que el lugar geométrico en el caso
de tres y cuatro rectas representa una seccion conica. En el caso cuando el
nimero de rectas n > 4, Descartes establece que para 27 6 21 — 1 rectas la
ecuacién del lugar geométrico tiene grado igual a n respecto a las dos va-
riables x e y. El problema de Pappus respecto a cinco rectas resulta reso-
luble mediante regla y compas o segiin la terminologia de Descartes es un
problema plano. El mismo problema resulta para seis rectas, pero Descar-
tes no advirtié esto.

El segundo libro de ‘“Geometria’” se llama: ‘‘Sobre la naturaleza de las
lineas curvas”’. Esta dedicado a un estudio mas detallado de las curvas de
diferentes 6rdenes, su clasificacion y la lacion de sus propiedades. Des-
cartes divide todas las curvas en dos clases en dependencia de que sea o no
posible llevar a cabo su investigacién con los recursos de que €l disponia.
En correspondencia con esto, en las matematicas resultaban posibles sélo
aquellas curvas, las cuales se describian por un movimiento continuo (con
regla 0 compas) o con varios de tales movimientos sucesivos, de los cuales
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los siguientes se detcmunan comp]etamentc por los anteriores. Las restan-
tes curvas reci la d de anicas (mas tarde, en las
obras de Leibniz, de t d ) y fueron de la clase de las cur-
vas admisibles. Sus propiedades pueden ser descubiertas solo 1
gracias a procedimientos especificos que no tienen un carécter sistematico.
Todas las curvas adnusnbles, de esta manera, pueden ser construidas
con ayuda de cierto arti a ellas, sin demostra—
cioén, se enuncia la afirmacién de que son expresabl
algebraicas. Asi mismo Descartes antmpb uno de los teoremas fundamen-
tales de la ci atica de los rado en el afio 1876 por
Kempe), el cual plantea que con ayuda de mecanismos articulados planos,
en los que el movimiento de los primeros eslab determina total el
movimiento de los restantes, se pueden describir los arcos de cualesquiera
curvas algebraicas y es imposible describir el de alguna trascendente.
Descartes de paso lanza la afirmacién, de que el grado de la ecuacion de
una curva es invariante respecto a la eleccxbn del sistema de coordenadas

rectangulares. Descartes esta fuer d por lah is del
principio de construccién de curvas s6lo medi articulad

Por esto en la base de la clasificacion de las curvas pone no el grado de la
ecuacion, sino el nimero de eslab del i articulado. En virtud

de este principio, las curvas resultan divididas por géneros (genre), ademas,
pertenecen al género n-ésimo las curvas de grado 2n — 1y 2n. Este principio
incomodo fue sustituido sélo por Newton, el cual introdujo la clasificacion
de las curvas por el grado de las ecuaciones.

Descartes atn no podia construir una teoria general de las curvas de gé-
nero n > 2. Pero para demostrar la fuerza y la universalidad de su método
nuevamente regresa al problema de Pappus, investigando sus casos parti-
culares. Por ej; lo, sea el probl de Pappus prop para cinco rec-
tas (ver fig. 35): cuatro son paralelas y equidistantes (FG, DE, BA, HJ), la
quinta es perpendicular a ellas (GA ). Encontrar C tal que CF-CD*CH =
= CB-CM-AJ.

Pongamos: CM = x; entonces CF=2a -y,
CB = y; CD=a-y,
AE = EG = A] = a; CH=a+y.

La ecuacion del lugar geométrico buscado es
@-ya-ya+y)=ay 6 y'—2ay*—a%y+2a’=axy

Descartes aphca para la construccion efectiva de la curva dada un pro-
di iderando los puntos de interseccion de una para-

bola y una recta mobviles.
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Una parte considerable del segundo libro la constituyen los teoremas
sobre el trazado de normales y tangentes a curvas algebraicas. Su método.
(““método de las normales’’) Descartes lo extendié a las secciones conicas y
a los llamados Gvalos cartesianos. El subrayo el significado para la 6ptica
de los teoremas enunciados. Veremos este ‘‘método de las normales’” més
adelante.

El libro toca la proposicion sobre la posibilidad de extension del méto-
do de Descartes al caso tridimensional. Se expresa de este modo, la idea de
la representacion espacial de una curva mediante su proyeccién sobre dos
planos mutuamente perpendiculares, cuya recta comtin es uno de los ejes
coordenados. Sin embargo, esta idea en las obras de Descartes resultd
aislada, no desarrollada; ademés en sus razonamientos se encubria un
error. El, en esta tGnica proposicién de geometria analitica en el espacio,
afirma que las proyecciones de la normal a una curva espacial son normales
a la proyeccion de la curva, lo cual no es cierto incluso para la curva plana,
no refiriéndonos ya a la existencia en el caso general de todo un plano nor-
mal. No aparecen en las obras de Descartes tampoco ideas sobre las tres co-
o.rdenadas de un punto en el espacio y sobre las ecuaciones de las superfi-
cies.

El objetivo del tercer libro: ‘‘Sobre la construccion de solidos o més que
solidos”’, es la construccion de la teoria general de resolucién de ecuaciones
y la utilizacién para esto, junto a los recursos algebraicos, de los lugares ge-
ométricos. La simbologia algebraica de Descartes ya no se diferencia esen-
cialmente de la actual. Cada ecuacién se supone reducida a la forma
P,(x) = 0, donde P,(x) es un polinomio con coeficientes enteros distri-
buidos segiin las potencias decrecientes de x. De la consideracién del
problema de la divisibilidad de P,(x) por x — @, donde a es raiz de la
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ecuacion. Descartes llega a la profunda conclusién, de que el nimero de
raices de una ecuacion es igual al nimero de unidades en el exponente ma-
yor de la potencia de x ). Aqui Descartes tiene en cuenta las raices reales
(positivas), falsas (negativas) y aquellas que pueden ser imaginadas (imagi-
narias y complejas). La demostracion de esta conclusion no la puede dar
atn. Durante muchos afios otros cientificos tampoco pudieron dar la de-
mostracién. Solo en el afio 1797 lo pudo hacer Gauss. Descartes mostro
que una ecuacion tiene tantas raices positivas como cambios de signos hay
en la serie de los coeficientes y tantas negativas como repeticiones de un sig-
no. El dedujo, ademas, el procedimiento de transformacion de los coefi-
cientes de la ecuacion para lograr la variacion necesaria de sus raices:
aumento, disminucién o cambio de signo.

Notable por la profundidad de su sentido es el planteamiento del
problema sobre la irreducibilidad, es decir, la representacién de una fun-
cion racional entera con coeficientes racionales en forma de prod de
tales funciones. Descanes mostrd que la ecuacion de tercer grado se resuel-
ve en radical (medi regla y solo si es reducibl
La cuestion sobre la reducibilidad de una ecuacion de 4.° grado la redujo a
la cuestion sobre la reducibilidad de su resolvente ciibica. Si se da la
ecuacion x* + px2 + gx + r = 0, entonces ella puede ser escrita en la for-
ma

(xz—-yx+ 1/202+ 1/2p + :—y) X

X (x2+yx- 1/29%+ 1/2p — Zly) =0,

donde la variable auxiliar y se determina de la ecuacién y® + 2py* +
+ (p? — 4r)y? — g* = 0, cibica respecto a y2.

Descartes no da demostracién a esta afirmacién. De los ios a
la “Geometria’’ hechos por F. de Schooten (1615—1660), profesor de ma-
tematicas de Leiden apasionado partidario de Descartes, puede sacarse la
concluslbn que para esto se aplicaba el método de los coeficientes indeter-

la ionx* — px?—gx+r=0yla
escribe en la forma (x2 + yx + 2)(x? — yx + v) = 0. Igualando los coefi-
cientes de iguales potencias de x, para la determinacion de y, z, v obtiene

) A Girard expresd ideas anélogas, antes que Descartes, en la obra *“Invention nouvelle
en I’Algebre”. Amsterdam, 1629.
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las ecuaciones

=y*+tv=—p;
—y+w=—g
vZ =T

—pyi+ (PP - 4)yi-q*=0.

La resolucion de las ecuaciones de tercero y cuarto grado con medios
geométricos en la obra de Descartes se reduce al pmblema de la construc-
cién (insercion) de dos medias prop les y delatr i6n del angulo.
Semejante a los matematicos arabes, pero, al parecer, totalmente indepen-
dlente, Descartes practicamente resuelve estas ecuaclones con ayuda de la

de dos secci conicas. A contil 6 este método
a las ecuaciones de tercer género (5.° y 6.° grado), eligiendo la interseccién
de una circunferencia y una curva seleccionada la cual se mueve de manera
especial. Las observaciones de Descartes sobre la resolucién con semejante
método de las ecuaciones de grado n > 6 no resultaron lo suficientemente
claras como para hablar sobre ellas con precision.

Tal es el contenido de la ‘“‘Geometria” de Descartes, la primera obra
sobre geometria analitica, la cual jugd un gigantesco papel en el desarrollo
ulterior de la matematica del siglo XVII. La geometria analitica de Descar-
tes tenia aiin muchas insuficiencias. Ante todo, el dominio de esta ciencia
estaba enormemente restringido por las exigencias aprioristicas, derivadas
més bien de las fuentes filosoficas que de las exigencias del método, se limi-
taba s6lo a las curvas algebraicas. Resulté desacertada la clasificacion de
las curvas algebraicas por sus géneros y no por los grados de las ecuaciones
que las representaban. Descartes no culminé la penetracion en la geometria
del aparato algebraico, no extendié su método al estudio de las propxeda-
des de las curvas a través de las propiedades de sus corresp

Los ejes coordenados en la ‘‘Geometria’’ atin no tenian iguales
derechos; se traza solo un eje y la otra coordenada se establece en la medida
de la idad. El comportami de la curva se estudia s6lo en el primer
cuadrante, los otros cuadrantes no se consideran. Sin embargo, la
“Geometria’’ de Descartes signific un paso de importancia cardinal en la

lificacion de las i lo que convirti6 a esta obra en clasica.

El viraje en la interrelacion del algebra y la geometria y la penetracion
mutua de sus métodos con ayuda del mélodo de coordenadas represcntb en

a virajes en la his-

las icas un fend rev i0.
toria nunca los realiza un individuo solo. Asi pues, el surgimiento de la
gcometria analitica no fue el mérito sé6lo de Descartes. Se trata no solo de

aneos, cuyos bajos en forma no desarrollada
contenian unas u otras de las ideas mantenidas y elaboradas por Descartes.
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Tales 4neos fueron hos. Tenemos en cuenta que, simultane-
amente con Descartes, el matematico francés P. Fermat (1601—1665) de-
sarroll6 un sistema anélogo de ideas en una obra especial.

Fermat procedia de una familia de comerciantes que vivian en el sur de
Francia. Termino la Universidad en la ciudad de Toulouse, en la facultad
de ciencias juridicas. Desde el afio 1631 hasta el final de su vida se ocup6 en
Toulouse de actividades juridicas siendo consejero de los érganos locales
de direccién. Se ocupaba de las matematicas en su tiempo libre. Fue un co-

dor de las aneas y de las obras clésicas de los
anuguos Obtuvo notables resultados en la teoria de numeros, en
ia, en los métodos de ion con infi en Optica. Fer-

mat no gustaba de publicar sus obras y icaba sus ltados en la

correspondencia cientifica y en el contacto personal y discusiones con
muchos cientificos notables. Por eso, una mayoria abrumadora de los tra-
bajos de Fermat fueron publicados s6lo después de su muerte en el afio
1679 y posteriormente.

Las ideas de la geometria analitica, esto es, la introduccién de coorde-
nadas rectangulares y la aplicacion a la geometria de los métodos al-
gebraicos, se concentran en una pequefia obra de Fermat ‘‘Introduccion a
la teorfa de los lugares planos y espaciales’, que fue conocida desde el afio
1636, pero publicada junto con otras obras en 1679 El punto de paruda de

este trabajo eran las obras de los i de Apol

sobre el estudio de los lugares geométncos. Aquellos lugares geomémcos,
los cuales se rep por rectas o cir se d

planos y los rep: dos por i cbnicas, La tarea de
Fermat era mostrar que las de ler. grado cor den a rectas,

y a las secciones conicas, las ecuaciones de 2.° grado.

El método de coordenadas se introduce al igual que en las obras de Des-
cartes: se da un eje, el eje de las abscisas, en él se sitian desde un origen de
los segmentos, los respecnvos valores de una de las variables. Los valores
de la otra variable, t rep dos con se reproducen
desde el final del primer segmento segin un Angulo elegido para el proble-
ma dado ( recto). ion Fermat deduce las
ecuacmnes de la recta, la circunferencia y de todas las secciones conicas.

Pri Fermat d ra que la i6n de una recta que pasa
por el ongen de coordenadas tendré la forma ax = by A continuacion se
deduce la i6n de la ci fe denadas rec-
tangulares con centro en el origen de coordenadas; las hlpérbolas referidas
a las asintotas; las parabolas referidas al didmetro y la tangente en su extre-
mo; la elipse (hipérbola) en el caso cuando los ejes son didmetros conjuga-
dos.

Es notable que Fermat

;4 1 v

desde otro punto

{

5.2. Surgimiento de la geometria analitica

P, Fermat (1601—1665)

de vista, El investiga la forma general de las ecuaciones de 1.° y 2.° grado,

di transfor i de coordenadas (traslado del origen y rotacién
de ejes) las reduce a sus formas candnicas simplificando asi su tratamiento
geométrico. Por ejemplo, sea dada la ecuacion 2x? + 2xy + y? = a® Re-
escribamosla en la forma (x + y)? + x? = a2 Elijamos nuevos ejes: x +
+ y = 0,x = 0. Las nuevas coordenadas seran x, = x~V2;y, = x + y. La

2. Segiin Apolonio, hace notar Fermat, esta

o 202 — x3
nueva ecuacion ——~! =

curva es una elipse, r::fcrida a los diametros conjugados.

La extension de la geometria analitica al estudio de los lugares ge-
ométricos espaciales, Fermat lo realiza por la via del estudio de la intersec-
cién de las superficies por planos. Sin embargo, las coordenadas espaciales
también en €l estan ausentes y.la geometria analitica del espacio queda sin
culminar.
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La “Introduccién’ de Fermat muestra que, al parecer, él, mas conse-
cuentemente que Descartes, i dujo el método de coordenad: ial
mente los métodos de transformacién de coordenadas y no estaba restringi-
do por consideraciones aprioristicas, que limitaran las posibilidades de sus
métodos. Sin embargo, esta obra no ejerci6 en las matematicas tan signifi-
cativa influencia como la ‘““Geometria’’ de Descartes. Las causas de esto
fueron dos. En primer lugar, la ‘‘Introducciéon’” fue editada muy tarde y
hasta este momento era conocida sélo por un estrecho circulo de los corres-
ponsales de Fermat. En segundo lugar, estaba expuesta en un lenguaje en-
gorroso, dificil para la compresion, del algebra de Viéte.

Fermat comprendia que se encontraba sélo en el comienzo de las inves-
tigaciones de una nueva discipli atica. Pero agregaba: “‘Asiy todo
no nos arrepentimos de la escritura de esta obra prematura y no completa-
mente madura. En realidad, para la ciencia representa cierto interés no
ocultar de las futuras generaciones los frutos, atin no formados, de la ra-
z6n; y gracias a los nuevos descubrimi de las ciencias las ideas, inicial-
mente burdas y simples, se refuerzan y se multiplican. Y en interés de los
mismos que estudian se hace una representacion completa tanto de los ca-
minos simplificados del entendimiento, como del arte desarrollado espon-
taneamente” .

El desarrollo ulterior de la geometria analitica mostré que las ideas de
Descartes sobre un tnico método en el cual se unieran los métodos del al-
gebra y la geometria se realizo no como él se lo imaginaba. La geometria
analitica entr6 en el sistema de las disciplinas mateméticas no absorbiendo
al 4lgebra. Esta (ltima continu6 su desarrollo independiente, transforméan-
dose en la teoria general de las ecuaciones. En lo que respecta a la
geometria analitica, en los primeros 50—70 afios después de su aparicion,

solo atravesé el periodo de afirmacién y imi en un ambi de
vivas discusiones sobre la legitimidad, comodidades y posibilidades de sus
métodos. Los hechos de esta ciencia al i se 1

te. Hacia el afio 1658 fue resuelta la cuestion sobre la parabola semictibica
en la que tomé parte W. Neil (1637—1670), G. Von Heiraet (naci6 en
1633) y Fermat. En el afio 1679 F. de Lahire (1640—1718) encontr6 por vez
primera la manera de escribir las ecuaciones de las superficies. No obstan-
te, solo hacia 1700 A. Paran (1666-1716) pudo deducir la ecuacion de la su-
perficie esférica y el plano tangente a ella. En forma sistematica utilizo y
desarroll6 algo la geometria analitica I. Newton en la obra ‘‘Enumeracién
de las curvas de 3¢ orden’’ (1704).

") P. Fermat. Introduccién al estudio de los lugares planos y espaciales. En el libro:
R. Descartes. Geometria. (Editado en la URSS, en 1938).
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L. Euler dio a la geometria analitica un aspecto proximo al actual, de-
dicando a esto el segundo tomo de ‘‘Introduccion al andlisis™ (1748). Le
precedi6 solo Clairaut (1713—1765) que extendio la geometria analitica al
espacio tridi ional medi; la introduccién de un sistema de tres ejes

dos r 1 La d ion geométrica analitica fue
introducida por vez primera por el atico francés démi
S. F. Lacroix (1764—1848), a finales del siglo XVIII.
El surgimi en las aticas de la ia analitica aliger0 sus-

tancialmente la formacién del anélisis infinitesimal. Por otra parte, se con-
virtié en un instrumento imprescindible de la construccion de la mecanica
en Newton, Lagrange y Euler, muy efectivo en la resolucién de numerosos
problemas de las ciencias exactas. En las matematicas del siglo XVII, el
surgimiento de la geometria analitica significé la aparicion de las posibili-
dades para la creacién del analisis de las variables. Esta posibilidad ense-
guida fue realizada, ya que los probl mas importantes (como veremos
mas adelante) eran tales que provocaban una aguda necesidad del paso ur-
gente al descubrimiento de los métodos y las teorias generales del analisis
matematico.

53. A lacion de los métodos i 1!
y diferenciales
La aparicion del analisis 1 fue la culminacioén de un largo
proceso, cuya esencia matematica interna consistio en la acumulacion y asi-
milacion teorica de los el del célculo dif ial e integral y la

teoria de las series. Para el desarrollo de este proceso se habian formado
hacia el siglo X VI las premisas esenciales: existencia del algebra ya forma-
day de la técnica de caleulo, introduccion en las matematicas de la variable
y el método de coordenadas; asimilacion de las ideas infinitesimales de los
antiguos, especial de Arquimedes; lacion de métodos de reso-
lucion de problemas del cdleulo de cuadraturas, curvaturas, determinacion
de centros de gravedad, bisqueda de tangentes, extremales, etc.

Las causas que motivaron este proceso fueron en primer término las
exigencias de la mecénica, la astronomia y la fisica. Estas ciencias no solo

| ban a las Aticas las exigencias de la resol de una u otra

clase de probl Ellas enriquecian sus repr i acerca de las
magnitudes continuas y movimientos continuos, acerca de la esencia y for-
ma de las dependencias funcionales. En una estrecha interaccion de las ma-

aticas y las cienci i se elab on los métodos infinitesimal
que son la base de las matematicas de las variables.

En la resolucion de los problemas de este género, en las bisquedas de
métodos generales de su resolucion, y consecuentemente en la creacion del
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1L Kepler (1571—1630)

andlisis infinitesimal tomaron parte muchos cientificos: Kepler, Galileo,
Cavalieri, Torricelli, Pascal, Wallis, Roberval, Fermat, Descartes, Barrow

y otros muchos. La creacion de los el del analisis ico cons-
tituy6 un trabajo creador multifacético de un gran niimero de cientificos.
Para hacer el estudio de este proceso lejo mas comodo dividimos

los métodos que contienen las semillas del analisis infinitesimal en dos gru-
pos: inicialmente consideraremos aquellos en los cuales se revelan elemen-
tos del futuro calculo integral; los llamaremos integrales. A continuacién

sobre los métodos dift iales, esto es, los métodos de resolu-
cién de probl sobre la determinaci6n de y simil. % 11
que se resolvieron posteriormente con recursos del célculo diferencial. El
descubrimiento de las relaciones entre los métodos integrales y diferen-
ciales result6 una etapa decisiva d és de la cual 6 la formacion
del analisis matematico.
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Métodos integrales. Al i estos métodos se elaboraban, acumu-
laban e independizaban en el transcurso de la resolucion de problemas
sobre el calculo de voliimenes, 4reas, centros de gravedad, etc. Los proble-
mas de Arquimedes se reconsideraban una y otra vez, se estudiaban sus mé-
todos infinitesimales, se aclaraban sus posibilidades mateméticas. Los mé-
todos integrales se formaban en aquella época como métodos de integra-
cién definida. El proceso de formacién e introduccion en las atica
de estos métodos fue muy agitado y rapido; ya al cabo de 50—60 afios des-
de la aparicion del primer trabajo este proceso condujo a la formacién del
célculo integral.

El primer método de este tipo, segiin orden cronolégico de publicacién,
fue el de operaciones directas con infinitesimales actuales. Aparecié en el
afio 1615 en las obras de Kepler.

Johann Kepler (1571—1630), originario de Wurtemberg, uno de los nu-
merosos estados alemanes de aquella época, fue un eminente astrébnomo y
matematico. El dedicé practicamente toda su vida al estudio, desarrollo y
propaganda del sistema heliocéntrico de Copérnico. Analizando un enor-
me material de las observaciones astronomicas, en los afios 1609—1619
descubri las leyes del movimiento de los planetas que llevan su nombre: 1)
los planetas se mueven segin elipses; el Sol se encuentra en uno de sus fo-
cos; 2) los radiovectores de los planetas ‘‘barren’’ sectores de 4reas iguales
en intervalos de tiempo iguales (véase fig. 36); 3) los cuadrados de los tiem-
pos de rotacion de los planetas alrededor del Sol estan en la misma relacioén
que los cubos de sus distancias medias hasta el Sol.

Fig. 36

La formulacion de estas leyes muestra que para la demostracion mate-
matica de su veracidad es insuficiente el dominio de la técnica de calculo
conocida en aquella época, el conocimiento de las secciones conicas y los
recursos algebraicos. El problema del célculo de las 4reas de los sectores
exigia el arte de utilizar las magnitudes infinitesimales. Este arte lo exigian
también otros problemas de carécter practico. Fue con motivo de uno de
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tales problemas practicos que Kepler expuso su método de utilizacion de las
magnitudes infinitesimales.

Se trata de la biisqueda de la forma mas racional de los toneles y sobre
los métodos de medicion de su idad. La obra, dedicada a este proble-
ma, se llama asi: ‘Nueva estereometria de los toneles de vino, preferente-
mente los austriacos, que tienen la forma més ventajosa y la excepcional-
mente comoda utilizacion para ellos de la regla cibica con la anexién de un
complemento a la estereometria arquimediana’’ (Linz, 1615). Esta obra
consta, no considerando las observaciones previas, de tres partes: la parte
tebrica, la estereométrica especial de los toneles austriacos, las reglas para
la medicién de la capacidad de los toneles. Para nosotros, el mayor interés
lo tiene la parte tedrica. Ella comienza con la ‘“‘Estereometria de los cuer-
pos curvos regulares’. Esta es un simple recuento de la obra de
Arquimedes ‘‘Sobre la esfera y el cilindro””. Kepler toma el antiguo método
de exhaustion, el cual utilizb6 Arquimedes, lo denomina profundo, pero eli-
mina la fase final de la reduccién al absurdo. El quiere comprender la idea
de Arquimedes, la cual lo llevé ala ob ion de Itados tan bles, li-
berarla de su estratificacion, provocada por las exigencias formales de ri-
gor. Esta idea, segiin la opinion de Kepler, consiste en que cualquier figura
o cuerpo se representa en la forma de una suma de un conjunto de partes
infini Por ej un circulo consta de un niimero infi-

i grande de infini estrechos, cada uno de los
cuales puede considerarse como un triangulo isosceles. Todos los triangu-
los tienen idéntica altura (el radio del circulo) y la suma de sus bases es
igual a la longitud de la circunferencia. De esta forma la esfera resulta com-
puesta de un conjunto infinito de conos, los vértices de los cuales conver-
gen en el centro de la esfera y las bases forman la superﬁcnc de la esfera.

El método de i6n de los actual é »s, Kepler lo ex-
tiende también a otras figuras y cuerpos geométricos no complejos (cono y
cilindros) y sus partes, también consideradas por Arquimedes. En algunos
casos se aparta atn mas del rigor de la exposicion, introduciendo conside-
raciones intuitivas. Por ejemplo, se demuestra que la superficie lateral de
un cono inscrito est4 en relacion con el area de la base (circulo maximo de
la esfera) como V2:1; esta superficie es la mitad de la superficie lateral del
cono circunscrito. Y de repente Kepler escribe: ‘‘Es bastante verosimil que
la superficie de la semiesfera es la media proporcional entre las superficies
(lateral. — K.R.) de ambos conos’’*). Para ser mas justos advirtamos que
en la mayoria de los enunciados sobre la verosimilitud intuitiva de los re-

1 U otros r i Kepler cita a Arquimedes, el cual ‘‘lo de-
muestra con todo rigor”’.

*) 1. Kerpler. Estereometria de toneles de vino. (En ruso).
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De los cuerpos curvos regulares de Arquimedes, Kepler pasa al estudio
de los cuerpos formados por la rotacion de un circulo alrededor de una rec-
ta que no pasa por su centro, y también por la rotacion de otras secciones
conicas (fig. 37). En total consider 92 tipos de cuerpos de revolucion, de-
nominandolos segiin su forma exterior, limones, manzanas, guindas, tur-
bantes turcos, etc. e incluso en general excrecencias.

Fig. 37

El método de célculo de los volumenes de los cuerpos de revolucién y
sus partes era en las obras de Kepler Ginico. aneramente, el cuerpo estu-
diado se dividia en un ni infinito de unidades, “‘r das’’, ocupan-
do posiciones equitativas en el cuerpo. Estas partes se reagrupahan for-

mando otro cuerpo, cuyo volumen podia calcularse. Si resul
llevar a cabo la ion directa, estas previ se sustituian
por otras partes equivalentes a las dadas. Aclaremos este método con dos

ejemplos.

En el teorema 18, Kepler demuestra que cada anillo de una seccion cir-
cular o eliptica es equivalente a un cilindro cuya altura es igual a la longitud
de la circunferencia descrita por el centro de la seccién y la base es la sec-
cién del anillo. Método de demostracion: el anillo (toro) se divide en partes
por planos que pasan a través del centro del toro perpendicularmente a la
superficie. Cada rebanada de altura diferente se sustituye por un cilindrito
con la misma base y altura igual a la media aritmética de las alturas méxi-
mas y minimas. La columna de estos cilindritos da una demostracién evi-
dente del teorema. Después Kepler discute las posibles generalizaciones re-
lacionadas con la forma de la seccion del anillo, llegando a la conclusion de
que el teorema es cierto para todas las secciones simétricas respecto a la
vertical trazada a través del centro de la seccion.

El d lo es més cc jo. Se trata en él de la determinacion
del volumen de una manzana, esto es, el cuerpo producido por la rotacién
alrededor de la cuerda de un segmento mayor que un semicirculo, y ademas
de las partes de una manzana.
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Kepler representa una manzana que consta de partes formadas por sec-
ciones meridionales y que tienen un segmento comin MN (fig. 38). Situan-
do el ecuador de la manzana en la recta DS, Kepler redistribuye las rebana-
das, deforméndolas sin variacién del volumen. Se forma un cuerpo
cilindrico MNSD, el cual se puede representar seccionado del cilindro cuya
base es el circulo que genera la manzana y la altura es igual a la longitud de
la circunferencia de radio AD. El volumen de este cuerpo es igual al volu-
men de la manzana.

/A

ZIN s RGN,

e

dividid.

Este mismo resultado se obtiene si la serep no
en partes meridionales elementales, sino en capas cilindricas concéntricas,
las cuales tienen como eje MN, especie de ‘‘virutas’’. Desarrollando cada
viruta perpendicularmente al plano DMN, Kepler obtuvo un conjunto de
rectangulos infinitamente finos, los cuales constituyen el cuerpo cilindrico

ionado (por ej lo, el angulo JKad).

Ahora puede pasarse a la determinacion del volumen del cinturén de la
manzana, es decir aquella parte de ella, la cual queda después de extraerle
el corazén, esto es, la parte cilindrica que tiene a MN como su eje. Si el cin-
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turén esta formado, por ejemplo, por el JKD, es
equivalente a la parte LSDO del cuerpo cilindrico. Esta parte a su vez,
consta de dos partes: el segmento cilindrico VTDO y el cuerpo VLST. Este
tltimo, Kepler lo considera como la diferencia de dos cuerpos VLST =
= GLST — GLV.

Ya que el punto G es el centro del circulo, el cuerpo GLST resulta
equivalente a la esfera del mismo radio que el dado. Por esto el cuerpo
VLST se trata como si fuera un cinturén formado por el mismo segmento
JKD.

Estas consideraciones son la base del teorema 20 *El cinturén de una
manzana se compone del cinturén de la esfera y la parte recta del cilindro
cuya base es el segmento que falta (para el circulo completo) a la figura que
rota formando la manzana, y la altura es la longitud de la circunferencia
descrita por el centro del segmento mayor”’.

Al final de la demostracion Kepler puso, en calidad de complemento, la
regla para el calculo del volumen de una manzana y su cinturén esférico.
Los métodos de Kepler para la deter ion de los voli de los cuer-
pos de revolucién, esta claro, no eran rigurosos. Esto resultaba claro inclu-
soaélysus 4neos. Alrededor de la i6n de los infinitesi
les actuales de Kepler se produjeron disputas. Como en todas las épocas,
no faltaron criticas rigurosas. El alumno de Viéte, el escocés A. Anderson
edité incluso una obra especial “‘En defensa de Arquimedes’ (1616, des-
pués de un aflo de la publicacion de la obra de Kepler que examinamos),
donde culpaba a Kepler de ofensa a la memoria de Arquimedes.

No ot la fi didad de la i6n de el que Kepler le-
y6 en las obras de Arquimedes, era evidente. El primer intento de crear un
algoritmo regular de operabilidad con los infinitesimales se convirtio en
muy popular. Muchos cientificos dedicaron sus trabajos al perfecciona-
miento del lado operativo de esta empresa y a la explicacién racional de los
conceptos que surgian sobre esto. La mayor fama la adquiri6 la geometria
de los indivisibles, creada por Cavalieri.

Bonaventura Cavalieri (1598—1647), alumno de G. Galilei procedia de
una familia noble. La carrera monéstica se combiné en su vida con la acti-
vidad cientifica y profesional en matematica. Desde el afio 1629 por reco-
mendacién de Galilei, ocup6 la catedra de matematica en Bolofia, siendo a
la vez superior del monasterio cat6lico de la orden de San Jerénimo.

Siendo un conocedor brillante de los autores antiguos al mismo tiempo,
estudiaba profundamente las ideas expresadas por Galilei y Kepler de la
creacion del calculo de los indivisibles. Cavalieri escribi6 una serie de obras
sobre ia, técnica de calcul i conicas y trigonometria.
En el afio 1632 publico tablas de 11 cifras de los logaritmos de las funciones
trigonométricas. Pero la actividad de su vida que tuvo mayor significado
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B. Cavalieri (1598—1647)
Monumento a Cavalieri erigido en Mildn en el afio 1844 en conmemoracion del bicente-

nario de la icacidn de su G fa_de los

para el desarrollo de las matematicas fue el método de los indivisibles, pen-
sado como un método universal de la geometria.

La idea del método general de los indivisibles fue por vez primera
expresada por B. Cavalieri en el afio 1621. En un manuscrito presentado
por él para ocupar el cargo de profesor en 1629 ya tiene lugar una aplica-
cion sistematica de los indivisibles.
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Un del perfecci i durante hos afios del método de
los indivisibles fue el libro ‘‘La Geometria, expuesta por el nuevo método,
con ayuda de los indivisibles del continuo™ (1635, 2. edicion, 1653). A este
mismo objetivo dedico Cavalieri el libro *“Seis experimentos geométricos®
(1647).

El método de los indivisibles fue ideado para la determinacion de las
medidas de las figuras planas y cuerpos. Tanto las figuras como los cuerpos
se repr ban como p de el los cuales tenian dimen-
si6n en una unidad menos. Asi, las figuras constan de segmentos de rectas
trazadas paralelamente a cierta recta directriz denominada reguladora. Es-
tos segmentos figurados eran infinitos. Estaban comprendidos entre dos
tangentes que tenfan el nombre de pares. Las tangentes eran paralelas a la
reguladora; como regularadora puede tomarse una de ellas.

En los cuerpos geométricos los indivisibles son planos paralelos a cierto
plano, elegido en calidad de regulador. También éstos son infinitos; como
limites de su conjunto sirven dos planos tangentes pares, paralelos al regu-
lador. Frecuentemente uno de ellos se toma en calidad de regulador.

La idea de su método, Cavalieri la expresaba metaforicamente, propo-
niendo al lector imaginarse una arafa, tejiendo continuamente la
geometria de los indivisibles.

La totalidad de todos los indivisibles, introducida por Cavalieri, en
esencia introduce el concepto de integral definida. Sin embargo, las dificul-
tades logicas, relacionadas con la comprensi6n del indivisible, la composi-
cién de las areas de lineas que no tienen anchura y los cuerpos de planos in-
finitamente finos, etc., no da atn la posibilidad de juzgar sobre la totalidad
de los indivisibles. Por esto Cavalieri se vio obligado a considerar las rela-
ciones de los cuerpos y figuras, limitandose a los casos cuando las rela-
ciones entre los indivisibles son constantes. De esta manera, la esencia de la
geometria de los indivisibles de Cavalieri puede ser formulada asi: las figu-
ras planas y los cuerpos se relacionan entre si como todos sus indivisibles
tomados en conjunto; si los indivisibles se encuentran en una misma rela-
¢ién uno con otro, entonces la relacion entre las areas de las figuras corres-
pondientes (o los volimenes de los cuerpos) es igual a esta relacion.

Estas afir i son practi quival alosr i
actuales del tipo: se dan dos figuras limitadas en nuestro dibujo (fig. 39)
porelejex, lasrectasx = ayx = by respectivamente y, = f,(x) yy, =
= f5(x). La relacion entre las éﬂrcas

Z Yk
oL =

\(x)dx

|2ems

S
2

Silx)dx

L

k=
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Sitlk=g= const para cualquier k, bié '§—'=k.
Yok S,
Cavalieri ider6 también las relaci entre las ias de los in-

divisibles. Por ejemplo, él introdujo el conjunto de los cuadrados de los in-
divisibles y demostro el teorema: la suma de los cuadrados de indivisibles
del paralelogramo es tres veces mayor que la suma de los cuadrados de los

T/ﬁf,lt)
Vi 8 v
U=fo(z)
L i R (4
N
= z=b £ v 7
Fig. 39 Fig. 40

indivisibles del tridngulo, formado como resultado del trazado de la diago-
nal. Introd para abreviar, la ion: AC =.a,RT = x, TV =

=y,RS=% = b,ST = z. Entoncesx = b + z,y = b — zylasumade

los cuadrados de las partes indivisiblesx? + y? = 2b? + 2z2. Sumemos to-
dos los indivisibles, designando la suma de los cuadrados de los indivisibles
por el simbolo [ ] (Fig. 40).
[AEC)] + [CGE] = 2[ABFE] + 2[BCM)] + 2[FEM).
Advirtamos que: 1
[AEC] = [CGE][ABFE] = 7 [ACGF);

(BCM) = [FEM) = { [ACE],

lo que no es dificil de comprender, imaginando sobre cada el lineal
un cuadrado y iderando su totalidad. Por i

[ACE] =% [ACGE] + % [ACE] +% [ACE)

[ACE] =% [ACGE]).
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En la traduccién al lenguaje del célculo integral Cavalieri demostré que:

5xzdx=% Sazdx
o

o
o de otra forma:

2 n
(3)(12+21+...+n2) T o
i 2 — k=1 _1
i na® e R
Este teorema Cavalieri pudo lizarlo al caso de i6n de ma-

yores potencias de los indivisibles incluso hasta la novena, resolviendo de

este modo un grupo de problemas equivalentes al célculo de las integrales
a

definidas de forma jx"dx paran = 1, ..., 9. El que Cavalieri considere
o

no las expresiones equi alasi sino sus relaci no cam-

bia, esencialemente, la cuestion. Es suficiente elegir en calidad de denomi-

nador tnico la integral correspondiente a la suma de los indivisibles.

Otra generalizacion del método lo constituy® la introduccion de indivi-
sibles curvilineos.

El método de los indivisibles permiti6 resolver un conjunto de proble-
mas dificiles que antes no podian ser resueltos. Le surgieron ardientes
adeptos. Uno de ellos, E. Torricelli, escribié que la nueva geometria de los
indivisibles pasa de mano de unos cientificos a otros, como una maravilla
de la ciencia; segiin la opinién de Torricelli, convencié al mundo que el
siglo de Arquimedes y Euclides fueron los afios de la infancia de la actual-
mente adulta ciencia geométrica. Torricelli, trabajando activamente con
los métodos de Cavalieri, fue el primero que pudo determinar el volumen
de un cuerpo formado por la rotaciéon de una rama de la hipérbola alrede-
dor de uno de sus ejes.

Sin embargo, este método tenia sus deficiencias. Primeramente, no era
adecuado para la medicion de las longitudes de curvas, ya que los corres-
pondientes indivisibles (los puntos) resultaban sin dimensiones. En segun-
do lugar la i licabilidad del pto de indivisible, la imposibilidad de
su explicacion racional creaba para toda la teoria una atmosfera de ausen-
cia de fundamentos. En tercer lugar el desarrollo del método se frenaba
fuertemente debido a que Cavalieri, en correspondencia con las ideas for-
madas en aquella época sobre el rigor cientifico, evadia la utilizacién del
simbolismo y los métodos del algebra.

No obstante, la integracion definida en forma de cuadraturas geométri-
cas adquirié fama en la primera mitad del siglo XVII. Todos los esfuerzos,
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desde entonces, fueron dirigidos a su precision y al logro de restultados lo
mas generales posibles.

Pascal (1623—1662), por ejemplo, considero las cuadraturas en forma
proxima a como la utiliza Cavalieri. Su esfuerzo en la precision consisti6 en
que la suma de todos los indivisibles las considerd como suma de areas ele-
mentales, formadas por ordenadas, infinil proxi unas de otras,
acotadas por un segmento del eje y la curva (esto es, una suma de la forma
Lydbx). En una serie de problemas introdujo la suma de todos los senos, de-
finiéndola como la suma del producto de las ordenadas por los elementos
del arco (Tyds), la cual en el caso de la circunferencia de radio unidad jus-
tifica su denominacion (E sen¢dyp). Con ayuda de este equivalente ge-
omeétrico de la integracion definida, Pascal pudo resolver muchos proble-
mas sobre la deter i6n de areas, volu estaticos, etc.

En el caso cuando se trata sobre la suma de senos, Pascal expres6 una
idea que jugo en lo sucesivo un papel importante en la historia de las mate-
maticas. Introdujo un tridngulo auxiliar EKE semejante al AADI (fig. 41),

8 b 4

>
h

Fig. 41

y lo conservé en sus razonamientos incluso cuando la distancia entre dos

vecmzs es inf
AEKE ~ AADI;
EE _AD,
KE 1D’

DI-EE = AD-KE,

o utilizando notaciones mas usuales para nosotros: yds = rdx. El si-
guiente teorema de Pascal: la suma de los senos de cualquier arco de un
cuarto de circulo es igual al segmento de la base entre dos senos extremos,
multiplicado por el radio, facil se traduce al | je del célculo in-
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5 x
tegral. En efecto: jyds = r{dx. Como y = rcose,
J

Xx=rseng, S=rp,

entonces
v

Srcoswd(ry:) = r‘id(rsenw),
0 o

v .
jcos«:d‘a = Sd(senvp) = seng.
0 0

Segiin reconocié Leibniz, el tridngulo de Pascal le sirvi6 de imagen del
triangulo diferencial compuesto por las diferenciales dx, dy, ds.

Un perfeccionamiento importante de las cuadraturas geométricas fue
realizado por Fermat, el cual introdujo la division del area cuadrable por
ordenadas las cuales distan unas de otras distancias desiguales. Esto le dio
la posibilidad de extender los métodos de calculo de expresiones, equiva-

lentes a Ex” dx, al caso cuando » es fraccionario o negativo.
0 x
Sea, por ejemplo, que se trate del calculo de la integral jx“ dx, donde

o
p > 0,q > 0. En la formulacion de Fermat se habla de la cuadracion del
area formada por el segmento del eje de las abscisas [0, x], dos ordenadas
exrtremas y la curva cuya ecuacion es x9 = y9, El intervalo de integracion
se divide en segmentos mcdmnlc puntos de coordenadas: x, ax, a, ...,
donde o < 1, Las i en el calculo sucesivo
det Ax, v, yAx, Ly Ax y el paso al caso cuando el ancho de las franjas dismi-
nuye infinitamente. Escribamos estos célculos en forma de tabla:
Ax | (1 = ak, afl = o, a¥(l — a)x,
» Beoy o » p
) x4, ad x4, x? at
pta Py pra JPta pta
yax| (1 —ax ¢, (1 =) 9 x @, (l—ul)a %95
La sumacion, como vemos, se redujo a la sumacion de una progresién
geométrica, cuya suma es

1—a i §

LyAx = - —x 9
Pt
l-a
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Lait
Para evitar que el coeficiente de x ¢ se haga indeterminado cuando las
franjas disminuyen, Fermat realiza la sustitucién « = 89. Entonces:
1 —aroi je et BRA SRS B)LH: B ok B rbaisinBETY)
pta 1 —PBP* (1 =B)1 + B+ B2+ ... + prta-ly’
l-~ad

En el caso limite se tiene que = 1, consencuentemente § = 1yLyAx =
Al
q ptq

= x 9.
ptaq

Célculos analogos permiten obtener sx"'dx. Fermat divide el intervalo

de integracion por puntos con abcisas x, ax, a%, ... , dondea > 1. Calcu-
lando sucesivamente segiin el modelo dado antes, Ax, y, yAx, Ly Ax y pa-
sando al caso limite, cuando a = 1, Fermat obtiene el resultado:

E i )x"-

fa=1)

Al parecer, Fermat ide6 este método bajo la influencia de las obras de
Neper, ya que él mismo lo denominé logaritmico.

Los matematicos de la primera mitad del siglo XVII con gran asombro
y entusiasmo se convencian de la gran cantidad de problemas de geometria
y mecénica, aparentemente diferentes, que conducian a las cuadraturas.
Cada afio, cada nuevo resultado revelaba la generalidad de las operaciones,
las cuales era necesario aplicar en la resolucién de estos probl El
equivalente geométrico de la mlegmcnén definida surgxdo como un método
especifico de la geometria, p: do de Arquimedes, poco a
poco adquiri6 los carécteres de un método general de las matematicas. En
€l cada vez mayor peso adquirieron los métodos numéricos y los elementos
del futuro analisis infinitesimal.

En esta direccién, son un ejemplo caracteristico los trabajos de
J. Wallis (1616—1703), matematico inglés, profesor de la universidad de
Oxford (desde el afio 1649), uno de los fundadores (desde el afio 1663) de la
Royal Society de Londres. En el afio 1655 edit6 ‘““La aritmética del
infinito’’. Utilizando el método de Cavalieri, tradujo al Icnguaje amméuco
las relaciones entre las sumas de indivisibles. Asi, la rel
de los indivisibles, la cual interpretamos como integracién de la funcién
potencial ] x"dx, la representé como relacion entre las sumas de nimeros.
La relacién entre la suma de los indivisibles del tridngulo y la suma de los
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del paralel con la misma base y altura se reduce segin
% dsioera Qadrliot 2idthis
Wellzala n+n+n+..+n

la cual para n creciente indefini-

damente es igual a—; . La relacion entre las sumas de las 2, 3, ..., m poten-

cias de los indivisibles se trata como
0f+ 154+ 28 4 ... +nk
n* + n¥ 4 nk+ ..+ nk
(k = 2,3, ..., m) para n creciente indefinidamente. El valor de estas rela-
1
k+1°
Wallis, utilizando la induccid atica i 1 extiende este

resultado al caso de cualquier entero k. Asi él obtuvo la férmula equivalen-
tea

ciones hasta k = 9 fueron obtenidas por Cavalieri; son iguales a

B

1
m+ 1

Wallis conocia de las obras de Arquimedes que el 4rea de un segmento
parabolico es igual a é del 4rea del paralelogramo circunscrito. Esto tam-

bien lo tradujo al lenguaje de las relaciones de las sumas indicadas arriba;
la relacién
VO+VI+V2+ ...+ Vn
Vn+Vn+Vn + ... +Vn

" » 2 + 7 e
cuando n crece indefinidamente, es igual ai . Esta misma induccién in-

Had

I dujo a Wallis a la generalizacion de este r para todas
las p ias de fr ios y a contil ion negativas.
Las ideas que incluyen elementos de integracion definida se difundieron
ampliamente entre los matematicos de los paises de Europa Occidental.
Los métodos de integracién abarcaban, hacia los afios 60 del siglo XVII
amplias clases de funciones algebraicas y trigonométricas. Fueron resueltos
un enorme ni de probl que es imposible aclarar en el presente
libro. Era necesario s6lo un impulso, la consideracién de la totalidad de
métodos desde un punto de vista (inico, para cambiar radicalmente toda la
problematica de integracién y crear el calculo integral.
Métodos dif iales. En las icas del siglo XVII, junto a los
métodos i les se formaron bién los métodos diferenciales. Con los
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métodos diferenciales relacionamos, siguiendo el modelo de la definicién
de métodos integrales, aquellos en los cuales estan contenidos elementos
del futuro calculo diferencial. Se elaboran estos elementos durante la reso-
lucién de problemas, los cuales en la actualidad se resuelven con ayuda de
la diferenciacion. Tales problemas eran en aquella época de tres upos. de-
terminacion de las alas curvas, t de méa y

de las funci y b la de las dicil de exi: ia de raices mul-
tiples de las ecuaciones algebraicas. Con este grupo lindan las exigencias de
la mecénica que surgen de la necesidad de determinar la velocidad en cual-
quier punto de la trayectoria en el caso de movimientos no uniformes, sin
hablar de problemas mas complejos.

La herencia cientifica de los antiguos y de los autores medievales en esta
rama no era determinada y significativa como en el caso de los métodos in-
tegrales. Los problemas sobre la tangente se consideraban no sistematica-
mente, no se habian elaborado procedimientos uniformes. Lo general, al
parecer, era la tend a iderar la t como la recta que tenia
con la curva un solo punto comin y la cual tenia la propiedad de unilatera-
lidad local. En los dominios de los problemas extremales juntos a los
hechos e]ementales de isoperimetria existian s6lo diorismos, es decir,
restricci sobre las dici del problema, de modo que
esta tuviera solucién en el campo de los niimeros ramonalcs y reales o los
segmentos geométricos. Los diorismos frecuentemente contienen indica-
ciones sobre valores extremales. Por ejemplo, cuando una ecuacién al-
gebraica tiene raices multiples, las curvas, con cuya interseccion se resuelve
la ecuacion, no se intersectan, sino son tangentes unas a otras. De esta ma-
nera, ya se habia advertido cierta interrelacion entre los problemas diferen-
ciales en el siglo XVII.

En el transcurso del siglo XVII los problemas diferenciales atn se
resolvian por los métodos mas diversos. Como siempre en la ciencia, junto
a lo nuevo existe lo viejo. Asi sucedi6 en la rama considerada por nosotros.
Las construcciones geométricas en el espiritu de los matematicos antiguos,
las consideraciones mecénicas, las investigaciones en el espiritu de la enton-
ces nueva geometria analitica de Descartes, las consideraciones infinitesi-
males en su entrelazamiento estrecho maduraron el calculo diferencial. Ci-
temos ejemplos los cuales caragterizan este proceso.

Ya en la escuela de Galilei para la busqueda dc tangem&s y normales a
las curvas se @ sticaban si a los mé i En ellos
la tangente surgia como la diagonal del paralelogramo, cuyos lados eran las
componentes horizontal y vertical de la velocidad. Por ejemplo, sea un
punto material pesado arrojado con cierta velocidad inicial horizontal
(fig. 42). Los desplazamientos del punto segiin el eje x seran proporciona-
les a los intervalos de tiempo x = nt, segln el eje y (vertical), a los cuadra-
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dos de dichos intervalos y = % t2. La trayectoria es una parabola, cuyo pa-

rametro fue determinado por Galilei como un cuarto de la altura de caid.a
que seria necesaria para comunicar al punto una velocidad igual a lazvelom-

u
dad horizontal inicial y = %;‘g—zxz. Designando el parametro 2 ? como

0 I

Fig. 42

2p, Torricelli encontr6 que la relacion entre las componentes verticales de

la velocidad gt y la horizontal u es igual a Y g% . De donde Torricelli

concluyé que la tangente intercepta al eje de la parébola en un punto si-
tuado en el segmento 2y mas arriba que el punto dado o en y mas arriba
que el vértice de la parabola.

Este método cinematico dio comi ala acion de diferentes
| i y movimi lejos y a la determinacion de la
en cualquier punto de la t ctoria. La exposicion si atica del método
y sus aplicaciones mas importantes las dio en el afio 1640 Roberval. A pesar
de su importancia el método il Atico era muy incomodo, ya que partia

de particularidades individuales de las curvas, y por eso no era lo suficiente
algoritmico. Por esto en aquella época representaba mayores perspectivas
para la determinacién de tangentes y normales el método de las normales
de Descartes, contenido en el segundo libro de su ‘‘Geometria’’.
Supongamos que es necesario trazar la normal a una curva algebraica
en el punto (a, b) y supongamos que esto esta hecho. La normal intercepta
al eje de las abcisas en un punto con coordenadas (c, 0). La familia de cir-
cunferencias concéntricas con centro en (c, 0) contiene una circunferencia
de radio R = V(@ — ¢)2 + b2, la cual tiene con la curva dos puntos comu-
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nes fundidos en uno, preci: el punto (a, b). Una de las dos incogni-
tas, por ejemplo y, puede ser excluida de la ecuacion de la curva dada y de
la circunferencia. Ya que x = a es una raiz doble, entonces segun esto debe
obtenerse una ecuacion de la forma (x — @)2P(x) = 0. Esto da la posibili-
dad de determinar la magnitud ¢ con ayuda del método de los coeficientes
mdetcn-nmados Para esto Descartes iguala la parte izquierda de la
al prod de (x — @) por el polinomio con grado me-
nor en dos unidades y con coeficientes indeterminados.
La comparacion de los coeficientes de los términos con idénticas expo-
nentes da una ecuacion con la cual se determina c.
El problema, relacionado con el método de Descartes de bisqueda de

las ralces altiples de las Iget obtuvo desarrollo con el
icoei iero holandés J. Hudde (1628—1704) La regla para es-
to ultimo, expr dolo br iste en la b da del maxi

comun dmsor de las ecuaciones f(x) = 0y f’(x) = 0; la tiltima ecuacion
fue obtenida por multiplicacién de los coeficientes de la ecuacion dada
f(x) = 0 por los miembros de una progresion aritmética arbitraria. El mé-
todo aplicado en nuestros dias, relacionado con el método algebraico de la
formacién de las sucesivas derivadas de la parte izquierda de la ecuacion al-
gebraica, surgid, al parecer, por vez primera en Rolle a finales del siglo
XVII. Sin embargo, regr a los métodos diferenciall

La acumulacién de los métodos del calculo diferencial adquiri6 su for-
ma maés clara en Fermat. En el afio 1638 comunico en carta a Descartes que
habia resuelto el problema de la determinacion de los valores extremales de
Sl + h) - fx)

una funcién f(x). Fermat obtuvo la ecuacion = 0y des-
pués de la transformacién en el miembro izquierdo puso h 0. A pesar de
las i de los investigad posteriores, los cuales vieron en esta idea
el calculo infinitesimal, en realidad Fermat encontré esta condicién y la
saolpe )l D 0t bl St
y=x ly=x

Losr i aqui son apr
el extremo.

Supongamos que para cierto x la funcion alcanza el maximo. Entonces
fx £ h) < f(x),f(x) = Ph + Qh® + ... < f(x). Restemos en ambos
miembros f(x) y dividamos por h: £P + Qh % ... < 0. Ya que & puede
elegirse tan pequeiio como se quiera, el término P sera mayor en valor ab-
soluto que la suma de los restantes términos. La desigualdad es por esto po-
sible solo cuando P = 0, lo que da la condicién de Fermat. En el caso del

inimo los r: i son anal Fermat conocia, ademas, que el
signo de Q determine el caracter del extremo.
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También estd proximo al célculo diferencial el método de Fermat de
busqueda de las tangentes a las curvas algebraicas.

En un pequeiio arco MN de una curva algebraica f(x) = 0 (fig. 43) por
medio del trazado de la secante SMN se construye el tridngulo

caracteristico MNP. AMNP ~ AMRS. De donde SR =

pz

h

Fig. 43

S&)-h !
T+ 1) =~ s

nuacién Fermat pasa de la secante a la doh =0,

una simbologia més usual para nosotros SR =

do asi mismo S, = ;

I Lards 7

Mas tarde Fermat este a la determi de la tan-
gente en el caso de una funci6n implicita f(x, y) = 0. La expresion obteni-
da por él se traduce fécil a nuestro simboli

of . of
= S
ax % ay

Todas las funciones de Fermat son algebraicas polinomiales. En los ca-
s0s en que en las funciones investigadas aparecian irracionalidades, se libe-
raba de ellas elevando ambas partes de la ecuacién a una potencia. Por otra
parte, en esta clase de funciones, relativamente estrecha, el método de Fer-
mat para la determinacion de las y valores extremales es general,
¢l simbolismo es uniforme. Lamentablemente, Fermat no se esforzaba por
publicar sus trabajos, ademés utilizaba los recursos algebraicos de Viéte
dificiles para la comprension, con su simbolismo engorroso. Evidentemen-
te, por esto no realizo el Gltimo paso, ya pequefio, en el camino hacia la
creacion del calculo diferencial.

Hacia mediados del siglo XVII sc acumuld una rmrva lo suﬁcneme-
mente grande de recursos de lucion de probl
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medlamc la dlferencmmén Sin embargo, no habian sido aun separados la

P de dif iacion y los quival alosde
denvada y dxferenaal No estaba clara la relacion entre los métodos dife-
ei les. El analisis ico se formaba en los dominios y

en los términos del algebra, la geometria, la mecénica, formadas ya enton-
ces como ciencias. Asi, cada nuevo calculo matematico siempre atraviesa
un periodo de formacion en los limites del ya existente sistema de ciencias
matematicas, utilizando sus recursos.

Sobre la relacion entre los métodos dif iales e i

La tltima etapa del desarrollo embrionario del analisis infinitesimal fue
el establecimiento de la relacion e inversibilidad mutua entre las investiga-
ciones diferenciales e integrales.

Las causas motrices para esto fueron muchas. Algunas de las més im-
portantes fueron los denominados problemas inversos a las tangentes. Los
probl de este tipo istian en la determinacion de las curvas a partir
de una propiedad dada comun a todas las tangentes a ellas. No se trata de
la busqueda de la familia envolvente de rectas, sino de las propiedades de
las tangentes, las cuales dependen de la posicion del punto de tangencia. En
términos generales los problemas de este tipo pueden formularse asi: en-
contrar y = f(x) de la condicion f(x, y, y ") = 0. De esta manera, se trata
de la necesidad de resolver una ecuacion diferencial de primer orden con
dos incognitas.

Los problemas inversos a las tangentes surgieron como resultado de las
exigencias de la practica. Por ejemplo, los navegantes, ya en la época de los
grandes descubrimientos geograficos, prestaron atencion a la curva del cur-
so verdadero constante de la nave, es decir la loxodroma. Esta es una curva
cuyas tangentes interceptan a los meridianos, trazados en los puntos de

tangencia, bajo un angulo Diferentes probl inversos sobre
fueron prop bién en Optica geométrica y en cinematica.
Los métodos graficos aproximados no podian iderarse recursos sa-

tisfactorios de solucion de estos problemas. El primero que hizo tentativas
de dar un método general fue Descartes. El propuso clasificar todas las cur-
vas algebraicas (las curvas no algebraicas, como se ha expresado, ¢l no las
idero), situarlas en ion, buscar sus y comprobar si satis-
facen o no la propiedad dada. Claro esta, el primer intento de utilizar este
método de pruebas, propuesto por Descartes para la resolucion del proble-

ma de Debeaune, demostré su inutilidad practica.
El problema de Debeaune consistia en el requerimiento de cuadrar una
xX—-J)

a

curva con la propiedad SL = , donde S, es la subtangente. Descartes
'
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utiliz6 las curvas de la forma y” = ax*+ bx + c(n = 1,2, ... , 1000) pe-

ro sin éxito. Entonces eligi6 otra via: cambio el sistema de coordenadas por

uno oblicuangulo, eligiendo en vez del eje x la recta y = x — a. En este sis-

tema la sub (= aV2).

xX=Jy
a

En efecto, la ecuacion % = con la sustituciony, = y + @ — x se

transforma en ‘2;' = —% y después de la sustitucion x, = xv2 se obtiene la

1 a2

cartes demostr6 este hecho, para nosotros casi evidente, cinematicamente.
Precisamente, &€l mostr6 que esta curva se genera por dos movimientos in-
dependientes: el movimiento uniforme de la rectax = 0 y el mowmlento de
larectay, = 06y = x — a con velocidad proporcional a la d re-
corrida. La curva representa el lugar geométrico de los puntos de intersec-
ci6n de estas dos rectas moviles. Como se ha expresado, Descartes ubico ta-
les curvas en el grupo de las mecénicas y las eliminaba de su sistema mate-
matico.

El problema de Debeaune, asi como otros problemas inversos de tan-
gentes, indicaba sobre la inversibilidad mutua de los problemas sobre el
trazado de tangentes y otros. La esencia de estos otros problemas consistia
en la resolucién hablando en términos actuales, de ecuaciones diferen-
ciales. Especialmente tenian éxito los problemas que podian ser reducidos,

ecuacion % = ——2__. Lacurva de Debeaune resulté no algebraica. Des-

aintegracion %=f(x) . Resultados parciales fueron | dos aqui por

el escocés D. Gregori (1638—1675) y el inglés J. Wallis (1616—1703). No
demoré en surgir también el resultado general, aunque formulado en tér-
minos étricos, sobre la dep ia mut inversa de los
problemas sobre cuadratura y trazado de tangentes. Este resultado pertene-
ce a 1. Barrow (1630—1677), profesor de la universidad de Cambridge, alum-
no de Wallis y amigo de I. Newton, y fue publicado en el afio 1669 en las
“Conferencias sobre geometria y 6ptica’. Consiste en lo siguiente: Estan
dadas dos curvas OF y OE (fig. 44). Los puntos F y E tienen una abcisa co-
mun. Las curvas estan das por la condicion: DF*R = Sppp, 0 €n

x
nuestros simbolos: R-y = Sudx. Entonces la subtangente
o
DF dy
= -—- —, R —— = DE;estoes, R*-
DT =R o DT e e
De este teorema Barrow dio dos demostraciones.
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a) Cinematica. Supongamos que la curva OF sea la trayectoria de un
punto movil F. La ley del movimiento: la proyeccion de F sobre el eje x es
constante, es decir, el punto D se mueve con velocidad constante R, la velo-
cidad del crecimiento de la ordenada DF se representa geométricamente

Y4
7
v
£
~=3-——
\‘\
Fig. 44

mediante el segmento DE, o v. Mas brevemente, ? =R. & = v. Latan-
it

dt
gente es la di | del rectangul p por estas velocidades. En-
dy V d 5 s
tonces, la subtangente — = R oV=R a% Segtin Galilei, el camino re-
corrido por el punto F en un movimi unifor lerado es igual
x
a ] Vdx = R-y.

o
b) Més rigurosamente, segin el método de los antiguos. Se traza la rec-
ta FT, determinada por la condicion DT = R gg Es necesario demostrar

que esta es la tangente, o sea, la recta soporte, cuyos puntos localmente es-
tan a un mismo lado de la curva.

Tracemos en gl punto / de la curva las rectas LIK y IKL, paralelas al eje
Ox. Por las propiedades de las curvas, el area Sppp; = R-LF. Del dibujo
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IR DT %dedoneLK-DE = R:LF = Sppgg- Pero en virtud de la

monotonia de la curva OF
Sppc = IL-DE

en dependencia de que se el punto 7 a la derecha o izquierda del
punto F. De aqui, correspondientemente, LK > IL, lo que demuestra la
ubicacién de la recta a un lado de la curva, esto es, que ella es tangente.

Apoyand en este resultado, Barrow resolvi6 un gran numero de
problemas inversos sobre las tangentes. Sus obras fueron conocidas por
muchos cientificos, entre ellos Newton y Leibniz.

Asi, a mediados del siglo XVII las mateméticas se encontraban en los
umbrales del descubrimiento del calculo diferencial e integral. Mas precisa-
mente dicho, este descubrimiento se habia efectuado.

5.4. Surgimiento del analisis infinitesimal

La primera etapa de la existencia del analisis fue la formacion del calcu-
lo diferencial e integral. Este wltimo surgié como una parte independiente
de las aticas casi simulta en dos formas diferentes: en la
forma de teoria de las fluxiones en los trabajos de I. Newton y sus suceso-
res ingleses y en la forma del célculo de los diferenciales de G. W. Leibniz,
el cual obtuvo difusion ante todo en el continente europeo.

El desarrollo de los calculos mateméticos porta un caracter dialéctico

Alonl

presado clar: En los dominios de los ya trans-
curre el pi de laciéon de premi y partes compo-
nentes del nuevo célculo. A ion llega el cuando ocurre

el viraje en el método. Surgen en los cuales los
hechos lados en un dominio dado se r an desde un nuevo
punto de vista tinico. El centro de atenci6n pasa de los esfuerzos por resol-
ver problemas independientes al método mismo o grupos de métodos, los
cuales se formulan i se perfeccil y se aplican. El campo
de aplicacién del célculo surgido de tal manera, como regla, resulta mas
amplio que el campo de origen. Los trabajos de 1. Newton y G. W. Leib-
niz sobre el anélisis infinitesimal reflejan p este punto de viraje
en la historia del anélisis matematico.

Teoria de las fluxiones. La primera forma del an4lisis es la teoria de las

. fluxiones, el descubrimiento de la cual pertenece a I. Newton.

Isaac Newton (1642—1727) naci6 en una familia de granjeros en la re-
gion de Woolsthorpe cerca de la ciudad de Cambridge (Inglaterra). Enel
afio 1665 termino la universidad de Cambridge con el grado de bachiller.
Su maestro fue 1. Barrow. En el afio 1668 1. Newton obtuvo el grado de
maestro y después de un afio en 1669 Barrow, estando aln en el floreci-
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I Newton (1642—1727)

miento de sus fuerzas cedi6 a Newton su catedra en sefial de reconocimien-
to al talento y logros cientificos de su alumno. Newton fue profesor en
Cambridge hasta el afio 1701. En 1672 fue elegido miembro y en 1703 presi-
dente de la Royal Society Londinense. Los trabajos de mas significacién en
matematicas Newton los escribi en la época de su estancia en Cambridge.

Las direcci fund les de la actividad cientifica de Newton
fueron la fisica, la la ast yla atica. A él pertene-
cen logros de primer rango en estos campos de la ciencia, entre ellos: la de-
duccioén y formulacion de las leyes fundamemal&s de la mecénica clasica, el
descubrimiento de la ley de la gravi 1, las leyes de d -
sicion espectral de la luz, la elaboracién del calculo dlferencml e integral en
la forma del método de fluxiones. Las matematicas, en el sistema de ideas
cientificas de Newton, era una parte de la ciencia general sobre la naturale-
za, la filosofia natural, y un arma de las investigaciones fisicas. Como apa-
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rato matematico de la mecanica que deberia considerar el movimiento y
abarcar los conceptos de velocidad y aceleracion, vinculados con él, New-
ton elaboré el método denominado por él método o teoria de las fluxiones.

En el metodo de las fluxiones se estudian las magnitudes variables,
mu d como ab i0 de las diferentes formas del movimiento

i i Se d fl Todos los fluentes son va-
riables d y tienen un ar ) comiin, el tiempo. Mas precisa-
mente, se trata de la abstraccion matemética anéloga al tiempo, cierta mag-
nitud independiente imaginaria abstracta que fluye uniformemente y con la
que se relacionan todos los fluentes. Esto, claro esta, no complica el
problema de Newton, ya que no dificulta la correlacién de las variables en
los problemas.

Después se introducen las velocidades de la corriente de los fluentes, es-
to es, las derivadas con relacion al tiempo. Ellas se denominan fluxiones.
Ya que la fluxion constituye una variable, entonces se puede encontrar las
fluxiones de las fluxiones, etc. Los simbolos de la primera, segunda, etc.
fluxiones, si el fluente se designa por y, seran: y, , ¥, etc. Para el calculo
de las velocidades instantaneas, es decir, de las fluxiones, se exigian va-
riaciones infinitesimales de los fluentes, denominadas por Newton momen-
tos. El simbolo del momento de tiempo es 0; el momento del fluente y se
escribe, por consiguiente: 0y, esto es, el producto de la velocidad instanta-
nea por el momento de tiempo. En esencia, el momento del fluente es su di-
ferencial. A veces, cuando los razonamientos parten de una fluxién dada,
designada, supongamos, por y, se introducen simbolos especiales del fluen-
te: 'y o Oy (simbolo que indica la cuadratura). Los simbolos de Newton
no son tan cémodos como los simbolos de los diferenciales que tienen su
origen en Leibniz y estan difundidos en nuestra época. Sin embargo, ellos
aun se conservan, por ejemplo, en la mecéanica.

En la teoria de las fluxiones se resuelven dos problemas principales, for-
mulados, tanto en términos mecénicos como en términos matematicos:

1. — determinacion de la velocidad de movimi en un de
tiempo dado segiin un camino dado. De otro modo: determinacion de la re-
lacion entre las fluxiones dada la relacion entre los fluentes;

2. — dada la velocidad de movimiento determinar el camino recorrido
en un tiempo dado. En términos matematicos: determinar la relacion entre

X3

los fl dada la relacion entre las f1
El primer problema, llamado problema directo de la teoria de flu-
xiones, representa el problema de la diferenciacion implicita de fi

en el caso general, y obtencién de la ecuacion diferencial que expresa las le-
yes fundamentales de la naturaleza. El segundo, un problema inverso de la
teoria de fluxiones, es el problema de la integracion de las ecuaciones dife-
renciales presentadas en su forma mas general. En particular, en este
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problema se trata de la biisqueda de funciones primitivas. De esta manera,
la integracién en la teoria de las fluxiones, se introduce inicialmente en for-
ma de integracién indefinida.

Para el problema directo, Newton introdujo una regla uniforme: el al-
goritmo de dif ion de funci Acl este algoritmo, tal co-
mo procedia Newton, con un ejemplo. Se da la relacion entre los fluentes:
x3 — ax? + axy — y* = 0. Formemos la misma relacién para los fluentes
después de experimentar una variacion instantanea, esto es, cuando en ca-
da fluente se afiade su momento:

(x + 0)% — a(x + %0)* + a(x + X0)» + y0) — (7 + y0)* = 0
En forma desarrollada segiin la férmula del binomio:
x? 4 3%2-X0 + 3x-%x00 + %%0° —
— ax? — 2ax-x0 — ax*00 +
+ axy + axy0 + axy0 + ax0-y0 — =0.

- 3 — 3y%0 — 3y%00y — 30
La primera columna es igual a cero segin la condmén, los mlembtos res-
tantes los dividi por 0 y elimi como infinif les, todos

aquellos términos en los cuales se conserva, después de esto, el momento
infinitesimal de tiempo 0. Obtend la relacion entre las fI

% — 2ax-% + ay-x + axy — 32y = 0.
Este método lo formula Newton en forma de regla:
1. — distribuye las variables por potencias;

x
2. — multiplica por los términos de progresién geométrica y por; o%
respectivamente;
3. — la suma de los prod da la relacién entre las fl
Llx? — ax? + axy — y? -3+ 0+ axy — ax? + x?
R ol
T e y 8 4

3.f3x’:\'r—2a>o'c+uty—3y’y+ax)"
Los términos de la progresion geométrica se pueden sustituir por los térmi-
nos de otra progresion de la forma 3 + m, 2 + m, 1 + m para enteros m.
El ulterior pcrfeccnonaxmemo del célculo diferencial: diferenciacién de

fi no da de los extremos de las funciones,
aplicaciones geométricas y mecénicas no presentaban, para Newton, gran-
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des dificultades. Las fluxi de las funci irracionales se obti me-
diante la regla de diferenciacién de una funcién compuesta: por ejemplo, si
z =Vax — y?,entoncesz* = ax — y2, 22¢ = ax — 2y;
i_a)':—Zy}"_“w't—-Zyj:
%z Nax — y2°

En casos méas complejos, Newton acudia a la representacion de las fun-
ciones en series de potencnas y alas operaciones con estas series. La clase de
funci de que disponia N era ain li da; en
ella no provocaba dudas j repr

i6n de las funci No
obstante, las ideas sobre la convergencia de la serie y sobre la legitimidad
de la representacion de una u otra funcién por una serie, constantemente
estuvo en el campo visual de Newton.
El problema inverso de la teoria de las fluxiones: la bisqueda de la rela-
cién entre los fluentes, conoc1da la relacion entre las fluxiones, por su pre-
ion es extraordi general. Ella es, como ya indicamos,
equ:valentc al problema general sobre la integracién de cualesquiera

diferenci. Los enf de Newton para la solucién de un
problema tan general y los pr i desur i0n se construyeron
gradualmente.

Ante todo, la simple inversion de los resultados de biisqueda de flu-
xiones le dio una enorme cantidad de cuadraturas. Con el tiempo advirtié
la necesidad de agregar, en esta inversion, una constante aditiva. Después
result6 que la operacion de inversion, incluso de ecuaciones comparativa-
mente sencillas de la forma Mx + Ny = 0, obtenidas en el calculo de las
fluxiones, no siempre era posible y no da la funcién original. Newton
advirtio esto, considerando aquellos casos donde M = M(x, y) y N =
= N(x, y) eran racionales enteras.

Cuando la inversién inmediata del método directo no conduce al éxito,
Newton acude al desarrollo de funci en series de p como medio
universal de la teoria de las fluxiones. La ecuacién dada la resuelve, por

P a% o (p dox = 1) respecto ay y desarrolla la fun-

cion situada en el miembro derecho en serie de potencias y a continuacion
esta serie la integra término a término.

Para el desarrollo de las fi en series de p , Newton utili-
20 todos los resultados de sus antecesores y acopi6 un gran arsenal de mé-
todos. Entre ellos los que mas frecuentemente se aplicaban, son:

a) generalizacion del teorema (inductivo) sobre las potencias del bino-
mio (@ + b)" en caso de exponente fraccionario y negativo;

b) division (directa) del numerador, de las funciones racionales frac-
cionarias, entre el denominador;
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¢) el método de los coeficientes indeterminados en diferentes variantes.
Por ejemplo, en la ecuacién y = 1 —3x + y + x2 + xy es necesario en-
contrar el desarrollo de y en serie de potencias de x, colocar esta serie en el
miembro derecho en lugar de y y resolver, a continuacion, la ecuacién, in-
tegrando término a término. Los miembros del desarrollo los buscaremos
sucesivamente: y = x + ... Colocamos en el miembro derecho y obtene-
mosy = 1— 2x + ...,dedondey = x — x2 + ... Colocamos de nuevo los
dos miembros del desarrollo de y en el miembro derecho de la ecuacién

y=1l—-2-x2+ ..,
de donde
XS
y=x—x2+-5+...

El clculo segtn el método de los coeficientes indeterminados, Newton los
disponia en una tabla:

¥y 1-3+y+x2+xp
1= 3 +x?
1 1 ).
—x2oxd—oxt —x+
y % —xigox =l d ux
xy x’—x’+lx‘——lx’-+.,.
3 6

Suma l—2x+xl—§x’+%x‘——3%x’+...

ubing pilosgnib Lo b sgsibotdil g
y X —. X +3x 6.\r +30x el + ..

d) cambio de variables, en virtud del cual en la serie no se descompone
la funcién y, sino una funcién de y convenientemente elegida y ademas el
cambio de sistema de coordenadas;

¢) inversion de series, lo cual es mejor, evidentemente, aclarar en un
ejemplo. Calculando la longitud de la circunferencia (R = 1, el centro en el
origen de coordenadas), Newton obtuvo el elemento de arco, en la traduc-

cion al simboli usual, ds =

dx it
Ry , 0 util
T ; (s = arcsenx), o utilizando el

a0ty 1 -3 .
=(01- d :
del [‘“ =t (a-x?3 ] en la forma de serie:
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1 3, 5
ds=dx(l1+sx2+-x%+ —x+..).
( SRR A S o )
Integremos término a término:

x

Si= S s =arcsenx=x+lx’+ix’+..
VI - x2 6 40 &

o
El problema consiste en encontrar la serie para la funci6n inversa, es decir,
senx.
La inversién, Newton la realiza mediante las siguientes etapas: In-
terrumpe la serie:

1 1:3 14355
S=x+ 4 ¥ TRIAD

PV v e P R T [+ 125456 0 as - ] )
Pone x = s + p. De donde

1 3
0=p+_(s? W)t = (s34 )
Pt + 3% + L) @

Prueba: p = A, As, As?. Evidentemente A = 0 en estos casos. Finalmente
el intento p = Bs?da

Es decir,
ximg— g
&>

El paso sigulente: p = — :' s* 4+ q. La sustitucion en (2) da

1 1 3
0 + s — (s5+ ...
-q 6( §+ )+40(s+ ),

2

de donde

AN L

3 (I2 40)" Az
Es decir,
X=5— ! s+ 1 o
6 120
ctc. La ley de formacion de los coeficiente se advierte facilmente:
R X
senx = x — 3—!+§—
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De la serie invertida se obtiene la serie paY cosx(cosx = V1 — sen2x)

P L
=1- — =
cosx = TR T

El aparato de repr i6n de funci di series de

en el cual se incluian muchos otros dos, ademas de los mencionados,
es la base operativa de la teoria newtoniana de las fluxiones. Este permite
diferenciar e integrar una amplia clase de funciones analiticas, calcular los
extremos de las funciones, obtener muchos ejemplos de aplicacion de los
métodos de la teoria de fluxiones a la geometria, la mecénica y otras cien-
cias. Cuén lejos llegé Newton en los mas dificiles problemas de la teoria de
las fluxiones lo muestra en una de sus cartas, del afio 1676, en la cual comu-
nica sobre las di para la i bilidad del bi: io difé ial

Este Gltimo: y = az’(e + fz")7 se integra si ——— 94l 6" vl + \ es un entero
n n

positivo.

Newton obtuvo la mayoria de los resultados de la teoria de fluxiones en
el transcurso de los afios 60—70 del siglo XVII. Sin embargo, no se apurd
para publicar los trabajos escritos por él sobre este tema. De mala gana da-
ba su conformidad para la publicacién, incluso cuando estallaron las discu-
siones sobre la prioridad en el descubrimiento del calculo drferencnal e in-
tegral por él o por Leibniz. Ademas, sus f: “El
de la filosofia natural’’ aparecidos en los afios 1686—1687, estaban escritos
sin la aplicacion de los métodos de la teoria de fluxiones, aunque muchos
de los resultados, citados en este libro, fueron obtenidos inicialmente me-
diante los recursos de esta teoria.

La causa de esta situacion fue, junto a la imperfeccion de los métodos
de solucion de los problemas inversos, la insuficiente fundamentacion 16gi-
ca de la teoria de las fluxi La introduccion en la atica de magni-
tudes variables, las op i con los infinité a la necesi-
dad de una explicacion racional de un gran niimero de conceptos basicos y
problemas relacionados entre si. Newton comprendié bien esto, sin embar-
go, no pudo vencer estas dificultades.

Las ideas de Newton sobre la teoria de las fluxiones cambiaban. Antes
advertimos que el punto de partida de la teoria de las fluxiones se encontra-
ba en la mecanica. Esto permite pasar a la mecanica las contradicciones,
surgidas durante el tr: i de los ptos fund: les de esta
teorfa. Sin embargo, el lado operativo del asunto presupone la eliminacion
de los infinitesimales. Demostrar la legitimidad de esta operacion, aclarar
la esencia misteriosa de estas magnitudes que no son cero, ni magnitudes fi-
nitas, este problema no se resolvia con los medios de que disponia Newton.
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En busqueda de la salida, Newton cre6 el método de las primeras y tlti-
mas relaciones que es una de las primeras formas de la teoria de los limites.
El la expuso en los “Elementos matematicos de la filosofia natural”’, cuya
primera parte del primer libro se llama asi: ‘‘Sobre el método de las prime-
ras y Gltimas relaci di: el cual se d a lo que sigue”’.

El método iste en la ideracion de las relaci limites de las
magnitudes “‘casi-casi nacientes’’ (primeras relaciones) o ‘‘casi-casi en de-
saparicién” (lltimas relaciones). A pesar de la terminologia inadecuada,
Newton pudo exponer los teoremas fundamentales sobre los limites y mag-
nitudes infinitesimales que aparecen como base de los cursos de analisis
matematico. Asi, fueron di -ados por él los sobre los limites
de las relaciones entre la longitud del arco de una curva continua y suave,
por una parte, y la cuerda y la tangente, por la otra.

El > de limite, en cual forma que ap esun pto
no algoritmico. Con él es imposible relaci una i6n de operaciones
que conduzcan efectivamente a su encuentro. Del tratamiento estimativo-
condicional del limite (sea dado £ > 0), entonces encontraremos un é > 0
tal que, etc.) Newton también estaba muy alejado; éste tuvo derecho a
ciudadania sélo a finales del siglo XIX. La ruptura entre el lado operativo-
algoritmico de la teoria de las fluxiones y sus fundamentos logicos quedd
sin solucién. La teoria de las fluxiones sefial6 la etapa del desarrollo del
analisis infinitesimal cuando, segun expresion de K. Marx él “e)us(e ya
continuacion se aclara’’, pero sus fund son ’ miste-
riosos. El destino ulterior de la teoria de las fluxiones est4 relacionada con
una lucha encarnizada que estallo inmediatamente después de la aparicién
de esta teoria, precisamente en torno a sus fundamentos.

Cilculo de los diferenciales. Como fue dicho antes, el analisis infinitesi-
mal surgib casi simultdneamente en dos formas diferentes e independien-
tes. La primera creacion, en el tiempo, fue la teoria newtoniana de las ﬂu-
xiones. Sin embargo, las primeras publicaci: sobre analisis
fueron dedicadas a otro tipo de calculos, el calculo de las diferenciales.

El autor del nuevo célculo, G. W. Leibniz (1646—1716), naci6 en Leip-
zig en la familia de un profesor de filosofia y moral de la universidad del lu-
gar. Su instruccion la recibi6 en las universidades de Leipzig y Jena. Toda
la vida estuvo al servicio de los gobernantes germanos: del principe elector
de Maguncia y a continuacion, del duque de Hannover. Cumpliendo mi-
siones diplométicas, Leibniz visit6 Paris y Londres, donde entré en contac-
to cientifico con los més notables cientificos. Por sus méritos cientificos
fue elegido miembro de la Royal Society de Londres (1673) y la Academia
de Ciencias de Paris (1700). Leibniz fund6 la Sociedad de Ciencias de
Berlin (luego Real Academia Prusiana) y, ademas, ejercicié una positiva
influencia en el desarrollo de la ciencia en Rusia: conoci6 a Pedro I, se
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G. W. Leibniz (1646—1716)

escribi6 y conversé con él, discutié el proyecto de organizacion de la Aca-
demia de Ciencias de Petersburgo, el desenvolvimiento de las investiga-
ciones cientificas en Rusia.

La actividad de Leibniz fue muy variada: fue un eminente diplomético,
politico y cientifico. También son diversos sus intereses cientificos: las
ciencias naturales, la fisica, la filosofia, el derecho la lneratura la lingiiis-
tica y las matematicas fueron objetos de sus i fr
te muy notables y que anticipaban muchos descubrimientos posteriores.

Los trabajos matematicos de Leibniz que nos interesan en primer térmi-
no estan vinculados estrechamente con sus ideas filosoficas. No tenemos
posibilidades de describir detalladamente las posiciones filoséficas de Leib-
niz y su evolucion desde la simpatia por el materialismo mecanicista hasta
una singular variedad de idealismo objetivo metafisico. Advirtamos solo
que, en todas sus ocupaciones matematicas, diferentes por su contenido, él
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se regia s6lo por un objetivo. Este objetivo es filosofico: la creacion de un
método universal de conocimiento cientifico, segiin la terminologia de~
Leibniz — la caracteristica universal.

La caracteristica umversa] debera sustituir todos los razonamientos 16-
gicos con los calcul dos sobre las palat y otros simbolos que
reflejen univocamente el concepto. Ella, de esta manera, se considera como
cierto aparato de juicio l6gico-matematico general. Asi, las matematicas
adquieren un tratamiento amphado. como ciencia sobre las rcprescnta-
ciones de todas las posibles rel d dencias de los el mas
sxmples Las matematicas contemporéneas a Leibniz debian, segilin su crite-
rio, entrar en las futuras matematicas generales. El vio el ideal, segiin sus
palabras, en “la subordinacion del 4lgebra al arte combinatorio, o del 4l-
gebra literal a la ciencia general de las letras, o a la ciencia sobre férmulas
que expresan en general orden, semejanza, relacion, etc., o de la ciencia ge-
neral sobre las cantidades a la ciencia general sobre las cualidades, asi que
nuestras matematicas literales se convierten so6lo en un notable modelo de
arte combinatorio o de ciencia literal general’’.

El establecimiento de la caracteristica universal y el descubrimiento de
las leyes de las nuevas matematicas resuelven el problema de la demostra-
cion cientifica y elimina los desacuerdos, ya que en lugar de discusiones se
requiere sélo producir calculos.

Los gérmenes de las nuevas matematicas se conservan en la vieja. Esta
ltima es necesario estudiarla, seleccionar y proponer problemas, los cuales
se relacionen con la elaboracién de procesos infinitos y con los que el 4l-
gebra no puede operar, crear nuevos algoritmos. A estos algoritmos es ne-
cesario dar, en lo posible, un sxmbohsmo perfeccionado que refleje la esen-
cia de los ¢ y op A la eleccién del simbolismo Leibniz le
daba una enorme importancia. El indicaba que era necesario elegir desig-
nnuoncs comodas para los descubrimientos, o sea, es necesario que las de-

ciones b an la esencia de las cosas. Entonces se
simplifica el trabajo de la mente El significado operativo de los nuevos al-
goritmos crece si ellos son mecanizados. Tales eran, en lo fundamental, las
directrices iniciales de Leibniz. Ellas determinaron la direccion y el caracter
de sus actividades matematicas, las cuales condujeron al descubrimiento
del célculo diferencial e integral.

Hasta el afio 1673, antes de su estancia en Paris, Leibniz se ocupd
mucho de los problemas de combinatoria viendo en ellos la base matemati-
ca de la l6gica. En Paris se encontré con Huygens y este lo introdujo en el
curso de los probl infini 1 a

de las icas. Huygens inme-
diatamente propuso a Leibniz una serie de problemas que relacionaban
esas cuestiones con la combinatoria. Resolviendo uno de los problemas de
Huygens sobre la blsqueda de sumas de los nimeros de la forma
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TET D 03 l+ 0’ Leibniz encontr6 ademas las sumas de ciertas series. Para esto
utiliz6 ampliamente el tridngulo aritmético de Pascal y las diferencias fini-
tas de orden superior. En este periodo preparatorio estudié profundamente
las obras de Descartes, Cavalieri, Wallis, Pascal, Huygens y otros.

Aproximadamente desde esta época en los papeles de Leibniz se en-
cuentra, cada vez mas f la aplicacién del triangulo
caracteristico de Pascal para la resolucion de problemas sobre el trazado de
una tangente a la curva. Con esto gradualmente va llegando a la idea sobre
la posibilidad de sumar las diferencias (dx y dy), que generan los lados del
triangulo caracteristico. A las sumas de estas pequefas diferencias condu-
cen ién los probl sobre ds Leibniz, percibiendo esta si-
tuacion, 3 la pi icion de que la resolucion de los bl in-
versos de tangentes totalmente 0 en su mayor parte se pueden reducir a
cuadraturas. De esta manera, no conociendo los trabajos de Barrow y
Newton, pero como ellos, partiendo de los problemas inversos de las tan-
gentes, Liebinz descubri6 la relacién mutuamente inversa entre los méto-
dos de trazado de tangentes (en adelante, operacion de diferenciacion) y las
cuadraturas (mas tarde integracion). Entonces Leibniz expreso la idea de
que el cimulo de resultados de diferenciacién por medio de una transfor-
macién simple podia ser 1til en la integracién de funciones (ideas equiva-
lentes utiliz6 también Newton).

Asi en el plano puramente matematico el calculo de Leibniz se formaba
en rasgos generales de las siguientes premisas:

a) problemas de la sumacién de series (desde el afio 1673) y la utiliza-
cion de los sistemas de diferencias finitas;

b) lucién de los probl sobre el triangulo
caracteristico de Pascal y el paso gradual de las relaciones entre elementos
finitos a arbitrarios y después infinitesimales;

¢) problemas inversos de ion de dif ias infinita-
mente pequefias, dcscubnmnemo de la mversﬂ:ulldad mutua entre los
probl difi ei les (apr hacia el afio 1676).

Todos estos afios Leibniz hizo numerosas tentativas de crear un simbo-
lismo comodo. El llega a la idea sobre el simbolo ‘‘d’’ (abreviatura de la
palabra differentia, o sea, diferencia) para la designacion de diferencias in-
finitesimales. Tras Cavalieri y Pascal, Leibniz represento la integral como
suma de “‘todas’’ las ordenadas, que son una cantidad infinita y la escribio
con el simbolo omny o mas frecuentemente omnl. Mas tarde sustituyé omn
por j, partiendo de la letra inicial de la palabra Summa. Leibniz también se

esforzd por reflejar la inversibilidad mutua de los problemas en los

imbol -sijl:ax, I=§." ida llegd a la idea de que es

200

5.4. Surgimiento del andlisis infinitesimal

mejor escribir d (ax); en efecto “‘dx’’ es lo mismo ques , es decir, la dife-

rencia entre x proximos. Pero de ]' (ax) = [ se obtiene que el diferencial
d(ax) es como si fuera igual a la magnitud finita /. Asi, gradualmente se
aclaré la idad de perfecci el simbolo de integral, incluyendo en él
el simbolo de diferencial del argumento: j ydx.

Con ayuda de Oldenburg (1615—1677) secretario de la Royal Society de
Londres, Leibniz se carte6 (1676—1677) con Newton. En las cartas le co-
municaba sus resultados y se esforzada por conocer més sobre los métodos
y resultados de Newton. En lo fundamental, se trataba de los métodos de
desarrollo de funciones en series y sobre la resolucion de los problemas in-
versos de las Los corr les se comprendian bien uno a
otro, reconocian la proximidad de sus ideas y deducciones. Sin gran traba-
jo ellos adivinaban la esencia de los métodos, aplicados por el rival. La-
mentablemente, muy pronto se suspendié la correspondencia, ya que New-
ton dej6 de contestar las cartas.

Pareceria que esta correspondencia deberia acelerar la publicacion del
nuevo calculo. Sin embargo Lelbmz. asi como Newton, no se apresur0 a es-
to. Trabajé en el perfecci de los métodos de calculo y en su fun-
damentacién, esforzandose por justificar su surgimiento o la deduccién ri-
gurosamente l6gica, o bien la suficiente cantidad de resultados nuevos y los
logros précticos. S6lo en el afio 1684 en la revista de Lepzig ‘‘Acta Erudito-
rum’’, Leibniz publico la primera memona sobre el andlisis infinitesimal
“Nuevo método de los maxi y ién de las para
el cual no son obstaculo las magnitudes fraccionarias ni irracionales y un
nuevo tipo, especial para esto, de calculo”.

Esta memoria no es grande, menos de 10 paginas. En ella no hay de-
mostraciones. Pero en ella por vez primera, en las paginas de una revista
cientifica surge el célculo diferencial como objeto de investigacion mate-
mética en forma que recuerda mucho su estructura actual.

El diferencial del argumento dx se toma como una magnitud completa-
mente arbitraria. El diferencial de la funcién dy esta definido por la igual-

daddy = yﬂ, donde S, es la subtangente a la curva en el punto (x, y). Se
s 3

introducen lt;s simbolos dx y dy. Se formulan las reglas de diferenciaciéon
de una magnitud constante, de la suma de funciones, la diferencia, produc-
to, cociente, potencia y raiz. Se hace notar la invariacién de la forma del
primer dife ial de la eleccion del ar Los diferenciales se in-
terpretan inici como proporcionales al incremento ins-
tantaneo de la magnitud. Verdaderamente, mas tarde los diferenciales de
nuevo se definen como diferencias infinitesimales.
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La memoria del afio 1684 fue un tratado sobre calculo diferencial. Des-
pués de dos afios, en 1686, vio la luz otra obra de Leibniz ‘‘Sobre la

geometria profunda’’, en la cual se las reglas de i ion de
muchas funci it les. Para la desi ion de la i6n de in-
i6n se introduce el simbol S, tratado como la suma de diferenciales,

y ademés se subraya su inversibilidad mutua con la operacion de diferen-
ciacién. En ese mismo afio Leibniz elabora los fundamentos de la teoria de
contacto de las curvas, introduce el circulo contiguo y lo aplica a la medi-
ci6n de la curvatura, En esto cometi6 un error suponiendo que en el caso
general este circulo y la curva tiene cuatro puntos coincidentes. Este error
lo corrigi6 en el afio 1692 su sucesor Jacob Bernoulli, demostrando que en
el caso general tales puntos son sdlo tres.

El analisis infinitesimal sali6, asi, del estadio de formacion y se declaré
como una nueva ciencia atica, demostrando i di su ca-
racter ext dinari fructifi La activa pi da del nuevo cal-
culo por Leibniz y sus alumnos y sucesores, entre los cuales inmediatamen-
te se destacaron los hermanos Bernoulli: Jacob (1654—1705) y Johann
(1667—1748), posibilité ademas su difusién tempestuosa. Y el flujo de
nuevos descubrimientos de Leibniz no se detuvo.

En el afio 1693 extendi6 el nuevo célculo a las funciones trascendentes
por la via del desarrollo de éstas en series con ayuda del método de coefi-
cientes indeterminados. Este grupo de resultados Leibniz los expuso en un
articulo con un largo titulo, como era caracteristico para las publicaciones
de los siglos XVII y XVIII: “C 1 ala ia practica el cual
se extiende a los problemas trascendentes con ayuda del nuevo método ge-
neral de series infinitas”.

En los trabajos posteriores de Leibniz se abarca, en esencia, todas las
partes iniciales del calculo diferencial e integral. Asi en el afio 1695 publicé
la regla de diferenciacion de la funcion exponencial general y la formula de
diferenciacion multiple del producto.

dm(y) = dme-d + T'am-x-dy + ﬂ;’%l-)d"'"x-d‘y iy

En esa misma época logré generalizar el concepto de diferencial al caso
de exponente negativo y fraccionario. En el transcurso de los afios
1702—1703 fueron elaborados métodos de i ion de fracci ra-
cionales.

Mediante el nuevo clculo los matematicos de finales del siglo XVII y
comienzos del XVIII lograron resolver un nimero, que crecia rapidamen-
te, de imp probl dificiles y précti Leibniz bién en este
género de actividad trazé un camino. En el afio 1691, por ejemplo, estable-
¢i6 la forma que debe tomar un hilo homogéneo pesado y eléstico colgado
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de sus extremos e introdujo la ecuacion de la catenaria. Desde el afio 1696
se ocupa de nuevos problemas, los variacional Resolvié el probl

sobre la braquistocrona, es decir, la curva del descenso més corto, en-
contré el método de resolucion de los problemas sobre las lineas geodési-
cas

El simbolismo y los términos de Leibniz resultaron muy bien pensados,
no eran complejos y reflejaban la esencia del asunto, contribuian a la
comprension y permitian operar con ellos segin reglas relativamente
simples. Muchos de ellos llegaron hasta nuestros dias. Leibniz introdujo
los términos: diferencial, calculo diferencial, funcién, coordenadas,
ecuacion diferencial, algoritmo (en un sentido analogo a su significado ac-
tual) y muchos otros, como también la mayor parte de los simbolos.

Los éxitos practicos y la elaboracion del calculo alcanzaron tal nivel que
a finales del siglo (1696) apareci6 el primer manual de calculo diferencial y
sus aplicaciones a la geometria: *‘Analisis Infinitesimal” de G. F. L’Hos-
pital.

El valor practico del calculo de Leibniz, su sencillez operativa atrajeron
la atencién de los cientificos. Rapidamente se convirtio en el centro de to-
das las aticas, en el arma fund | de investigacion en manos de
los cientificos. Pero en este calculo habia un lugar débil: quedaba sin acla-
rar qué explicacién racional se puede dar a los conceptos fundamentales
que se apoyaban en la proximidad infinita, pequefiez infinita, o proceso in-
finitamente ilimitado. En los manuscritos y articulos Leibniz constante-

mente retorna al probl no Ito de la fund i6n del analisis in-
finitesimal. El realiz6 muchos esfuerzos desde diferentes posiciones ini-
ciales. En sus obras pueden encontrarse: tr i de los infinitesimal

como magnitudes no arquimedianas; utilizacion de la apreciacion intuitiva
de un infinitesimal potencial; referencias al método antiguo de exhaustion
y la introduccién de todas sus dificultades; la postulacion de la posibilidad
de la sustitucion de las relaci entre itesimal it

por relaci entre
magnitudes finitas; ideas sobre limites no desarrolladas, tendencia hacia
ella; introduccion en los r i en calidad de apoyo, de la conti-
nuidad, como si fuera intrinseca a la naturaleza de todas las cosas.

Sin embargo, el problema de la fundamentacién del anélisis infinitesi-
mal no pudo ser resuelto por Leibniz, como tampoco por Newton. Los
fundamentos de esta parte importante de las matematicas, en la cual se
sucedian uno tras otro los logros notables, quedaban sin aclaracion, en
misterio. En el dominio de la fund acion, el nuevo analisis, en el
transcurso del siglo XVII y gran parte del siglo XVIII, vivié un periodo
“mistico’’, seglin acertada expresion de C. Marx.

Un lugar extenso en las obras sobre historia de las matematicas de esta
época ocupan las discusiones entre los sucesores de 1. Newton y
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G. W. Leibniz sobre la prioridad en el descubrimiemo del célculo diferen-
cnal e integral. En su época asi fue, la d i6 adqumé un tenso,
sob 6 hasta las di i de rivalidad y rifia nacionales, atrajo una
enorme cantidad de cientificos e incluso de politicos. Pero no todas, inclu-
50 las més acaloradas discusiones, las teorias mas de moda, defendidas por
los mas fanaticos adeptos, subsisten largo tiempo en la historia y tienen un
sngmfwado imperecedero. Las leyes de la historia reflejan inflexiblemente
p el lado de do de la ciencia, su correspondencia con la
estructura 6mica de la sociedad h las relaci iales. Por
esto estamos en el derecho de dedicar a las discusiones mencionadas sobre
la prioridad sélo algunas frases.

Al parecer, Newton y Leibniz descubrieron sus formas del calculo inde-
pendientemente uno del otro. Ambos se apoyaron en la experiencia de los
numerosos predecesores, en los cuales se acumulé una suficiente cantidad
de premisas para sus descubrimientos. Ambos reflejaron, partiendo de
puntos diferentes, la exigencia general de la ciencia en el anélisis infinitesi-
mal. Newton, parece ser que alcanzo el éxito antes, Leibniz, algo después.
Sin embargo, la prioridad en la publicacién, la superioridad en la comodi-
dad de los algoritmos y simbolos, los méritos en la propaganda activa del
nuevo calculo pertenecen a Leibniz.

El surgimiento de la geometria analitica y el anlisis infinitesimal cre6 a
finales del siglo XVII una nueva situacion en las matematicas. Estas nuevas
ramas atrajeron el mayor interés y precisamente en ellas fueron alcanzados
rapidamente resultados muy importantes. El papel de estas ramas, en espe-
cial el anlisis infinitesimal, se hizo tan significativo que las matematicas de
este periodo pueden denominarse, las matematicas de las magnitudes va-
riables.

Sin embargo, siempre es preciso recordar que la consideracion de lo
principal, lo determinante, no agota todo el contenido de la ciencia; en ella
hay atn muchas facetas, muchas lineas de desarrollo, que no fueron en
aquella época las principales, pero que en lo sucesivo resultaron muy im-
portantes. Por esto es necesario hacer algunas observaciones sobre las ma-
teméticas del siglo XVII.

El 4lgebra en este siglo se liberaba cada vez mas de los elementos ge-
ométricos. ‘En ella se fortaleci6 el aparato simbélico literal. Se defini6 la
problematica cientifica fund I; la teoria general de las ecuaciones.
En esta rama puede advertirse:

a) Presemacnbn y cierto desarrollo del problema a la reductibilidad de

brai esto es, la rep i6n de funciones racionales
enteras con coeficientes racionales en forma de producto de dos o mas fun-
ciones analogas (ver, por ejemplo, 1. Newton. *“Aritmética Universal’).
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b) Introduccién por Leibniz en el afio 1693 de los elementos de la teoria
de los determi ylaregla, ida act como ‘‘regla de Cra-
mer”’. Advirtamos que el término ‘‘determinante’’ se observa solo desde el
afio 1815 (en las obras de Cauchy) y el simbolo de determinante, desde 1841
(en las obras de Cayley).

¢) Los ininterr idos ( se

infructuosos) inten-

tos de encontrar sol en los radicales de las de grado supe-
rior al cuarto.
d) Los esfuerzos por d ar el fund 1 del algebra
sobre el nimero de raices de una ecuam(m algebraica.
fa amplio su icion. En ella entro,

como se mostrd antes, la nueva geometria analitica, que la relacioné con el
algebra. Las apllcacmnes geométncas del ané.hsxs, gradualmente se forman
en una futura discipli la ia diferen-
cial. Finalmente, en el siglo XVII se echan las bases de la geometria proyec-
tiva. En el afo 1636 J. Desargues (1593—1662), ingeniero y arquitecto
francés, elaborando la teoria de las perspectivas, desarrollé un sistema
completo de ideas geométrico-proyectivas: objetos infinitamente alejados,
involuciones, etc. Las ideas proyectivas las introdujeron en la teoria de las
secciones conicas ademas de Desargues, B. Pascal (1640), F. La Hire
(1685).

La teoria de los nimeros se enriquecié con las famosas investigaciones
de Fermat, que determinaron su desarrollo posterior. En particular, a él
pertenecen dos teoremas formulados sin demostracién:

a) El gran teorema de Fermat; la ecuacion diofantica x” + y” = z",
n > 2 entero, no tiene solucion en los niimeros naturales. Hasta el momen-
10, esta demostrado solo para n no grande, una demostracién general atin
no existe.

b) El pequefio teorema de Fermat: si p es primo y @ es un entero, que no
se divide por p, entonces a”~! = 1 (mod p), o seaa?~' — 1 se divide por p.
El primero que dio la demostracion de este teorema, situado en la base de
la teoria de las congruencias, fue L. Euler.

En el afio 1665, B. Pascal por vez primera formulé el principio de in-
duccién matemdtica. El mismo y, ademéas, P. Fermat y G. W. Leibniz, a
qlllcllc\ se menciond antes, v.labormon en una serie de articulos los concep-

tos fund: ales de la comt ia.
La teoria de las probﬂblhdadcb en relacion con los problemas con los
que se t ban las investigaciones combi ias, a mediados del siglo

XVII entr6 en el estadio de formacion como ciencia. Las consideraciones
probabilisticas, en las cuales las ideas intuitivas sobre el grado de posibili-
dad logica se cc ba con los calculos de fr ia tedrica, comen-
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zaron a aparecer en el siglo XVI, pero solo en las obras de Pascal, Fermat y
Huygens comenzo a entrar en uso en relacion con el problema de la reparti-
cion de los sueldos, el concepto de esperanza matematica. Al parecer, en el
mismo final del siglo XVII Jo. Bernoulli descubri6 la forma més simple de
la ‘ley de los niimeros generales (publicado en el afio 1713), concluyendo la
primera etapa, segun la clasificacion de A. N. Kol érov, en la historia
de la teoria de las probabilidades.

Del material del presente capitulo puede hacerse la conclusién general
que las disciplinas matematicas, las cuales en nuestros dias forman la base
clasica de la instruccion superior, comenzaron a formarse precisamente en
los albores de los siglos XVII y XVIIIL.

Capitulo 6

DESARROLLO
DE LAS PARTES FUNDAMENTALES
DE LAS MATEMATICAS
EN EL SIGLO XVIII

6.1. Sobre las condiciones y particularidades del desarrollo
de las matematicas en el siglo XVIII

El proceso de desarrollo de las matematicas en el transcurso de su histo-
ria se hace cada vez méas y mas complejo. En el penodo cons1derado enel
presente capitulo, esta idad al 6 un alto gra-
do.

La elaboracién cientifica de los problemas matematicos casi enteramen-
te se concentrd en los paises de Europa. En el plano economico la historia
de Europa del siglo XVIII se caracteriza por la victoria decisiva del modo

lista de producci6 La da mitad del siglo XVIII, en los paises

de Europa, en lo fund: puede ser da ala época del capitalis-
mo industrial. El desarrollo de la vida econémica y social de los individuos,
lacionada con el blecimi de la nueva formacién capitalista, co-

menzb a conducir en esta época a la reestructuracion de las concepciones
sociales, cientificas, culturales y otras concepciones ideologicas.

El ritmo del desarrollo de la ciencia en esta época aumenta rapidamen-
te. La revolucién industrial, la formacién de un mercado mundial, las ne-
cesidades, relacionadas con esto, de la navegacion, la construccion de na-
ves, la técnica militar, la termotecnia, la hidroenergética, etc., las necesida-
des précticas de la sociedad presentan ante la ciencia problemas que réplda-
mente se Li Junto a los probl de la 4nica y astr
ante el lejo de ciencias fisic iticas se situaron los problemas
dela i6n del atico de investigacion de los fenémenos
electromagnéticos y térmicos.

La solucién de probl cientificos-técnicos e incluso si
cientificos se convierte en asunto de importancia estatal. Las tablas de las
posiciones de la Luna, el Sol, las estrellas, el problema de la invencion del
cronémetro de alta precision, cuyas indicaciones no dependieran del balan-
ceo del barco, la bisqueda de métodos de transformacion de la esfera en el
plano, como parte importantisima de la cartografia y otros adquieren ac-
tualidad y urgencia excepcional. Al mismo tiempo el dominio de los recur-
sos del nuevo analisis crea un ambiente de posibilidad de resolucion de se-
mejantes problemas, de su accesibilidad a los esfuerzos de los cientificos.

Para las mthlgacxones cientificas, en las ciudades mas grandes de
Europa, se crean insti iales, las Acads de Ciencia, subsi-
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diadas por el Estado. Gradualmente crece el papel de los centros superiores
de ensefianza, haciéndose particularmente notable hacia finales del siglo
XVIII, en la época de la Gran Revolucién Burguesa Francesa. En la so-
ciedad surge una notable capa de cientificos-profesionales, entre ellos los
profesionales-matematicos, cuyo principal asunto vital es la investigacion
cientifica y la ensefianza. En relacién con esto transcurre una democratiza-
cién notable de la composicion de los cientificos. En efecto, por ejemplo, el
més notable matematico del siglo XVIII, L. Euler era hijo de un pastor
campesino, J. L. Lagrange procedia de la familia dc un  ofi cml

P.S. Laplace y M. V.L 6 son de d
J. D’Alembert no tuvo familia de origen. El nimero de semejanus
plos puede e significati

A comienzos del siglo, los aticos en sus investigaci podian
partir de un material muy significativo y concreto. Su base y la parte mas
actual constituyé el analisis infinitesimal surgido en Inglaterra en forma
del calculo de las fluxiones de Newton y en el continente europeo en forma
del calculo de 1os dlfcrencmles de Leibniz. Su generalidad, y en muchas
partes bi ia, fueronyar idos. El j de los mé-
todos de lucién de los probl di de estos calculos, los que
componen actualmente la parte principal del calculo diferencial, estaba en
lo fundamental creado. El calculo diferencial ocupé el lugar de una de las
partes clésxcas del analisis matemético. Suxgleron los primeros textos que

ian sus métod

En el campo de los problemas inversos, es decir, del calculo integral, el
momento de la conformacién de resimenes atin no habia llegado, ya que
todavia no se habia hecho mucho. En el campo de la integracién indefinida
continuaba la elaboracién de métodos de integracion en términos de fun-
ciones elc::nentalcs Asi por e]emplo, la ldea de mlegrac:bn de las fun-
ciones ias sud en fi
simples estuvo expresada por Leibniz s6lo a comienzos del siglo XVIII
(1702—1703). Acerca de la reestructuracion del calculo integral sobre la
base del concepto de integral definida atn no podia ni hablarse.

En la medida que se los p dimi dei ion, se
intensificaba la necesidad en la investigacion de las funciones trascendentes
mas simples y el enriquecimiento de esta clase. Los métodos geométricos de
investigacion, basados en el estudio de las 4reas y abscisas dependientes
una de otra de forma determinada, resultaban msuﬁcxemes, inflexibles.

Ellos se compl ban con los métodos de r acion de fi
por series de ias y el perfecci i de la forma simbdlica de su
expresion.

Junto a la formaci6n de los fundamentos del anélisis matematico — el
célculo diferencial e integral — hacia comienzos del siglo surgieron resul-
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tados también en sus ramas superiores: la teoria de las ecuaciones diferen-
ciales, el calculo de variaciones. La integracion de las primeras ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden, a las cuales conducian los proble-
mas de las ciencias naturales con aplicacion matematica, se intent6 reali-
zarla con ayuda solo de funciones elementales y algebraicas trascendentes.
Se lograron resultados aislados. Sin embargo, enseguida los matematicos
se convencieron que por tal camino no era posible resolver cualquier
circulo amplio de ecuacmncs El problema fuc transformado, y la resolu-
cion de las 6a en cuadraturas.

El arsenal de procedimientos de integracion de ecuaciones diferenciales
era aiin pequefio. En él se incluian: separacion de variables, casos particu-
lares de buisqueda de factor integrante, resolucion de la ecuacién homogé-
nea de primer orden con la sustitucién y = xt. Johann Bernoulli, en el afio
1697, integro la ecuacion que lleva ahora su nombre,

dy + P(x)ydx = Q(x)y"dx,

transformandola en la ecuacién diferencial lineal de primer orden con ayu-
1

da de la sustitucién y = v '~*. Este método fue, a propésito, conocido

ademas por Leibniz y Jacobo Bernoulli. En el comienzo del siglo Johann

Bernoulli pudo dar solucién a la ecuacion diferencial lineal homogénea de

n-simo orden.

d"y 2dy =
Qx"Ex7+..4+Bx +Axdx+y—0
lismi do su orden medi un factor integrante de la forma x?. Atun
no habia ni elaboracién si atica de la teoria de ecuaciones dife-

renciales, pero este problema se situaba como inmediato.

En el campo del calculo variacional, los mateméucos logramn acumu-
lar ciertas reservas de probl de un tipo
sus particularidades, encontrar las soluciones de una serie de problemas
elementales. El problema de la creacién de un método general se presenta-
ba en el primer plano también en esta parte del analisis matematico.

A través de un trabajo enérgico en diferentes ramas de las ciencias exac-
tas creci6 rapidamente el nimero de problemas resolubles por el método,
entonces todavia nuevo, del analisis infinitesimal. Se reafirmé la convic-
cién que las ecuaciones diferenciales reflejan, si no todas, al menos las mas
importantes leyes de la naturaleza. La resolucion de ecuaciones diferen-
ciales se consideraba por muchos cientificos como un método universal del
conocimiento. Sin embargo, este potente arsenal de métodos llevaba, en

sus fund una contradiccién no resuelta entre los crecientes éxitos

préacticos y la incc ia logica, la no fund. ion de los procedi-

mientos y operaciones con las magnitudes infinitesimales y particularmente
209
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en la no fund: i6n de su eliminacién. Esta diccidn estaba pre-
destinada a revelarse en un futuro proximo y ademas de forma ostensible.

El 4lgebra sobre la cual se apoyaba el nuevo analisis hacia finales del
siglo XVII obtuvo suficiente perfeccion en el aparato simbolico literal. Sus
posibilidades practicas, ademéas de la resolucion en radicales de las
ecuaciones de los primeros cuatro grados y menos métodos aproxunados,
se amplié ial debido al estableci de h dos de
la teoria general de las ecuaciones algebraicas y los elementos de la teoria
de determinantes. El problema central del algebra se convirti6 en el proble-
ma de la bisqueda de un método general de resolucion de ecuaciones al-

de cualquier grado. El de solucién de tales
engranmedldaaunse inculaba con el probl delar ion de
las raices de las una u otra binacion de radical

Los métodos de calculo aritmético en esta época se enriquecieron con la
utilizacién de los logaritmos y las tablas corr di Co-
menzaron a aparecer los mstrumentos auxiliares de calculo, entre los cuales
los més perfi dos eran los ari os de Schickard, Pascal, Leib-
niz y otros y las escalas logaritmicas. El abigarramiento y diversidad, la no
uniformidad del desarrollo, siempre presentes en la ciencia en cualquier
época, en la aritmética se revelaron en el retardo del conceplo de nimero
negativo e incluso de la situacion desigual de las fracci ! les com-
parativamente con las ordinarias.

En la composicién de la geometria, junto a las partes elementales y la
trigolometria los cientificos del siglo XVII podian utilizar la geometria

litica, ain no muy acabada, creada en los afios 30 del siglo XVII por
Descartes y Fermat. A ella se afladi una coleccion de aplicaciones ge-
ométricas del calculo diferencial, posteriormente constituida en una forma

ial de ia, la ia dife ial

Hacia comienzos del siglo XVIII se habia acumulado una considerable
reserva de ideas de caracter teﬁnco-probabllisnoo ain comparativamente

1 les. Las ideraciones iniciales de una serie de cientificos, por

ejemplo, de Cardano y Tartaglia, sobre el nimero de formas de obtencion.

de la cantidad de tantos deseados en el juego de dados, y de Lucas Pacioli
relativo a los problemas de la division de las tarifas, permitieron prever la
posibilidad del estudio matematico de los fenémenos aleatorios. En lo su-
cesivo Pascal, Fermat, Ja. Bernoulli y otros encontraron en el caos de los
sucesos aleatorios una cantidad determinada de regularidades, de las cuales
la mas importante fue la forma mas simple de la ley de los grandes niime-
ros. La obligatoria estrechez del material concreto (juegos de azar, tablas

isladas con resultados de observaci y lo el | de los métod:
(aritméti bi ios) se ideraban un obstaculo temporal y supe-
rable.
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El vol de los que debia poseer un ma-
tematico calificado de finales del siglo XVII — principios del siglo XVIII
era, de esta manera, bastante grande. Al parecer, en virtud precisamente de
esta ci iaa panir dela da mitad del siglo XVII comenzaron a
aparecer obras de varios tomos, que tenian por ob]euvo abarcar todas las

ica las en su lidad, si: 1

Por ej en
el afio 1661 en Wﬂrzburg se publico en un tomo el ‘‘Curso de mateméticas
o Encnclopedla completa de todas las dlscnphnas malem!mcas (““Cursus
icus sive absol icarum disciplinarum Ency-
clopaedia’’) de C. Schotte. Trece afios después, en 1674, el ““‘Curso o Mun-
do de las matematicas”” (‘‘Cursus seu mundus mathematicus’’) del lyonés
Dechales exigia ya tres tomos. 20 afios después, en 1693, el ‘‘Curso de Ma-
tematicas” (““Cours des mathématiques’’, Paris) de Ozanam aparecio en

cinco tomos.
La tendencia a crear un sistema Gnico de las matematicas no se

debilitaria en los siglos sucesivos, constituyendo un acc insepa-
rable del postenor desarrollo de las matematicas. En nuestros dias un expo-
nente de ias es, por ejemplo, la obra en hos tomos
(atn no terminada) ‘‘El s de las aticas”’, cuyo colectivo de

autores (un grupo de
bajo el seudénimo comin de Nlcolés Bourbaki. En el lranscurso del siglo
XVIII vari6 esencialmente la estructura de las matematicas, su composi-
cion.,

Los mayores, més radicales, cambios ocurrieron en el analisis matema-
tico. Aumentd en muchas veces la cantidad de hechos incluidos en €. Por
su contenido, el analisis se transformé. De un método, ideado para la reso-
lucidn de una clase determinada de problemas, se transformé en el analisis
de funelones, adquirid una estructura, proxima a la actual. En el transcur-
50 del slglo XVII del andlisis clasico se desprendieron gradualmente una
werle de diseiplinas, que obtuvieron desarrollo independiente. En primer
término ndquirld Independencia la teoria de las ecuaciones diferenciales, la
mis intensamente elaborada, en virtud de su valor practico. La teoria de
las ecunciones diferenciales ordinarias obtuvo un desarrollo sistematico,
comenzando con los trabajos de Jo. Bernoulli y especialmente J. Ricatti.
Al mismo tiempo, una serie de problemas préacticos promovid el problema
de la resolucion de ecuaciones en derivadas parciales. Los primeros éxitos
fueron al dos en la resolucion de probl sobre las vibraciones de la
cuerda, membrana, columna de aire en un tubo, etc. Por eso los primeros
£xitos teoricos son los relativos al método de integracion de ecuaciones de
tipo hiperbélico.

Sobre la base de la ampliacién del concepto de funcién al campo
complejo, de la amplia aplicacion del desarrollo de funciones en serie co-
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menzo a crearse la teoria de funci de variable leja. En ella fueron
descubiertos una serie de hechos entre ellos la formula de Moivre y Euler.
El descubrimiento y aplicacién de la transformacién conforme hizo avan-
zar esencialmente esta rama del anélisis y aun més subray6 su particulari-
dad.

Las aplicaciones geométricas del analisis también se separaron en una
disciplina independiente, la geometria diferencial. Los més eminentes
cientificos de la época, Euler, Clairaut, Monge, Ménier y otros, trabajaron
en esta rama, esforzandose en crear una teoria geométrico-diferencial gene-
ral, capaz de investigar los objetos espaciales: curvas y superficies en el es-

pacio.

Del conjunto de métodos de resolucién de la clase de los problemas va-
riacionales se formé un calculo ial, el variaci il lo
componian s6lo los asi 11 d étodos directos, dos por Euler. En

la segunda mitad del siglo fue descubierto el calculo, basado en la introduc-
cién de un nuevo concepto, la variacion.

Ademés de estas grandes direcciones en el analisis recibieron un serio
impulso: la teoria de series, el calculo de las diferencias finitas, la teoria de
las funciones especiales y otras.

La estructura de la atica, evid no se ba en
aquella época por el anélisis infinitesimal con todas sus ramificaciones. Los
perseverantes esfuerzos de investigacion de la teoria general de las
ecuaciones algebraicas condujeron a la elaboracion de la teoria de los de-
terminantes, la teoria de la divisibilidad de polinomios, el 4lgebra lineal y
otros. Al final del siglo, en el afio 1799, apareci6 el notable libro de Ruffini
““Teoria general de las ecuaciones, en la cual se demuestra la imposibilidad
de la resolucion algebraica de las ecuaciones generales de grado superior al
cuarto’’. La demostraciébn no era completamente rigurosa, pero en ella
habia nuevas ideas, las cuales conllevaban al algebra contemporéanea a no-
sotros. Ruffini introdujo, en particular, el concepto de grupo de opera-
ciones'y realmenle vinculd cxenas propledades de los grupos con el proble-
ma de la | de enr

Muy sub iall se el conjunto de las disciplinas ge-
ométricas. En ella ya estaba incluida la geometria analitica, la cual habia
tomado a mediados de siglo aspecto muy proximo al actual, tanto por la
simbologia como por el volumen. Junto al estudio de la perspectiva, se for-
maba, a finales de siglo, la geometria descriptiva, convertida inmediata-
mente en parte importantisima de la formacion superior técnica y matema-
tica. Atrajeron el interés de una serie de cientificos las ideas geométrico-
proyectivas de Desargues, lo que preparo6 el terreno para las investigaciones
de Poncelet, el cual a comienzos del siglo XIX cred el armonioso edificio de
la geometria proyectiva. Investigaci se realiza-
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ron en el campo de la trigonometria y de la geometria elemental, o mejor
dicho, de la geometria sintética.

En la presente enumeracién de las partes componentes del complejo de
las ciencias matematicas del siglo XVIII es imposible evadir con el silencio
la teoria de los nimeros. Cierta posicion aislada de esta disciplina no
impedia que constantemente estuviera en el centro de atencion de los mas
eminentes cientificos, los cuales dedicaron enormes esfuerzos para la reso-
lucién de sus problemas, dificiles, pero formulados sencillamente. Como
mostraremos mas adelante, el siglo XVIII aporté mucho a la teoria de los
nameros: se encontrd la solucién general de las ecuaciones indeterminadas
de segundo grado, se formul6 la ley de dependencia para los residuos
cuadraticos, se demostro la irracionalidad de 7 y e, etc. Finalmente, en el
siglo XVIII fue iniciada la elaboracion cientifica de los problemas teérico-
probabilisticos, estrechamente ligados con los problemas del analisis com-
binatorio elemental.

De los estados europeos la mayor actividad en las matematicas la obser-
vamos en Francia, donde trnba]an D’Alembert, Lagrange. Laplace, Mon-
ge, Legendre y otros aticos. También nos remiti-
remos frecuentemente a los trabajos de los matematicos ingleses: Taylor,
MuLlaurln Stirling, los alemanes: Lambert, Gauss y otros. Un lugar
pr en las aticas del siglo XVIII octipo también Rusia
gracias a la actividad de Euler, D. Bernoulli y otros académicos peterbur-
pueses,

Para Rusia el comienzo del siglo XVIII fue una época de superacion
enérgica del multisecular atraso condi {0 histor Las refor-
mas de Pedro | estaban dirigidas a la reorganizacion del ejército y la flota,
I crencion de la industria, la renovacion del aparato estatal y la instaura-
elon del slstemn de preparacion de los especialistas necesarios. Estas refor-
min s Introdujeron rdpida y enérgicamente en la vida social. Asi, por
ejemplo, en el afo 1701, se inaugurd la escuela de navegacion, en los afios
17011712, 1n escueln de artilleria, Desde el aio 1714 en muchas ciudades

importantes de Rusia fueron organizadas las 1 das las de
cifras'’, las cuales tentan como objetivo inculear a los alumnos la instruc-
cion el | Atica, En el ano sigui 1715, c 0 a trabajar

la Academia Naval,

La primera institucion cientifica de Rusia, la Academia de Ciencias de
Petersburgo, fue fundada en el afo 1725, Como parte integrante de la Aca-
demia existian el gimnasio y la universidad, los cuales preparaban los
cuadros muy necesarios para el pais. Para llevar a cabo el trabajo cientifico
y la preparacion de los especialistas del pais fueron invitados de otros
paises jovenes y talentosos profesores. A Petersburgo llegaron también
matematicos: los hijos de Jo. Bernoulli, Daniel y Nicolas, (este Gltimo
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L. Euler (1707—1783)

falleci6 muy pronto, en el afio 1726), el alumno de Ja. Bernoulli, J. Her-
mann que habia sido antes profesor en Padua y después en Frankfurt del
Oder. Algtn tiempo después llegd el joven L. Euler, originario de Suiza, el
cual encontrd en Rusia su segunda patria.

La joven Academia rapid: adquirio imi interna-
cional. En el primer nimero de la revista cientifica *‘Comentarios de la
Academia de Ciencias de Petersburgo®’ (del afio 1726; fue publicado en el
afio 1728), contenia importantes articulos sobre integracion de ecuaciones
diferenciales. Desde el do tomo, 6 Euler a publicar en los
““Comentarios”’ sus trabajos. En el tercer tomo fue publicada una impor-
tante memoria de D. Bernoulli sobre la vibracion de la cuerda, en la cual la
solucion fue dada en forma de serie trigonométrica. En los 15 tomos de es-
ta revista cientifica de la Academia de Ciencias, publicados en el periodo de
1728—1802 y en otras de sus ediciones de esta época fueron publicados mas
de 700 articulos cientificos y libros sobre cuestiones tedricas y aplicadas de
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la matematica. Muchos de estos trabajos ejercieron gran influencia en el
desarrollo de la ciencia. “‘No puedo explicar suficientemente a Ud., con
qué avidez preguntan en todas partes por las memorias de Petersburgo’’,
escribié a Euler en el afio 1734 D. Bernoulli, el cual en aquella época ya
habia regresado a su patria.

Sin embargo, la arbitrariedad de los favoritos y de los zares, las intrigas
y enemistad entre los cortesanos influy6 negativamente en la Academia.
Dentro de ella se llevé a cabo una lucha dura y desigual por la educacién de
cuadros cientificos nacionales conducida por M. V. Lomonésov
(1711—1765). Fueron cerrados el gimnasio y la Universidad adjuntos a la
Academia. Grandes dificultades sufri6 también la Universidad de Mosci,
fundada en el afio 1755 por iniciativa de Lomon6sov.

La gloria y orgullo de la ciencia rusa en el campo de las matematicas de
aquella época es L. Euler. El publicd una cantidad enorme de libros y
articulos, educ6 un gran niimero de alumnos, los cuales posteriormente lle-
garon a ser académicos. Su importancia en la historia de las matematicas es
excepcionalmente grande.

Leonard Euler (1707—1783) es originario de la cuidad de Basilea
(Suiza). Su padre, Paul Euler, fue un pastor pobre. En su juventud se apa-
siond por las matematicas y las estudio bajo la guia de Ja. Bernoulli. A su
hijo también quiso destinarlo a la carrera eclesiastica. Sin embargo, en la
Universidad de Basilea Leonard se iono por las aticas, siguio las
conferencias de Jo. Bernoulli y regularmente trabajé con él. Termind
brillantemente la Universidad, obtuvo el grado cientifico de maestro, pero
no pudo encontrar trabajo.

Sus amigos, los hijos de Jo. Bernoulli, Daniel y Nicolas, emigraron en
ol afo 1725 a Petersburgo. Por recomendacion de ellos recibi6 invitacién
pura trabajar en la Academia de Ciencias de Petersburgo también
1. Muler, La vacante, es cierto, era en la catedra de fisiologia, pero esto no

| 16 al Joven clentifico. |A pesar de todo era un trabajo!. En mayo
del afho 1727 viajo a Rusia y vivié aqui 14 anos (hasta 1741).

Euler no llegd a ocuparse de la fisiologia, y le propusieron la posibili-
dad de realizar investigaciones en el campo de las ciencias fisico-
matematicas. Se dedicd con ahinco al trabajo cientifico y pedagogico. Du-
rante este tiempo publicd mas de 50 y prepard para publicar 80 trabajos
cientificos sobre andlisis, teorfa de nmeros, ecuaciones diferenciales,
astronomia. Entre ellos aparecieron en el aflo 1736 la *‘Mecénica’ en dos
tomos, incluyendo la mecénica de un punto. Euler cumplié numerosas ta-
reas estatales. En el afio 1738, en época de un intenso trabajo sobre la reali-
zacion de un mapa geografico de Rusia, perdio parcialmente la vista. Pero
su actividad cientifica crecia. Le aparecieron alumnos talentosos: Kotielni-
kov, Rumovski, Fuss, Golovin, Safrénov y otros. La autoridad de Euler
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creci ra bién la autoridad de la Academia de Pe-
tersburgo.

Sin embargo, en Petersburgo trabajar era intranquilo. El ambiente
politico alarmante que mencionamos antes, asust6 a Euler. En el afio 1741
acept6 la proposicion de trasladarse a Berlin a la recién organizada Acade-
mia de Ciencias. En Berlin trabajé hasta el afio 1766 en el cargo de Vicepre-
sidente y director de la seccnén de mateméticas. Durante este tiempo escri-
bié alrededor de 300 trab: ifi libros y articulos. Aproximada-
mente la mitad de ellos los mandé a publicar a Petersburgo, donde, como
antes, se consideraba académico honorario y de donde recibia dinero. A
Euler lo atraia de nuevo Petersburgo. Mantuvo una animada correspon-
dencia con Rusia, apoyé a Lomonosov, recibia en su casa y enseii6 a jove-
nes cientificos que llegaban de Petersburgo, compraba instrumentos
cientificos, daba dictamenes.

Junto a la enorme cantidad de articulos L. Euler, en el periodo berlinés
de su vida escribi6 una serie de monografias, en las cuales en forma siste-
mética expuso el estado actual de las ciencias matematicas. En el afio 1744
escribi6 un tratado sobre célculo variacional, la nueva rama de la matemé-
tica descubierta por él. En el afio 1748 sali6 a la luz la ‘‘Introduccion al
Anélisis infinitesimal” y en el afio 1755 el *‘Clculo diferencial”. Asi fue
iniciado el enorme trabajo de Euler para constituir en un sistema el analisis
matematico que crecia en forma ional. Como una prol ion de la
‘“Mecénica’ escrita en Petersburgo en el afio 1765 se public6 la ‘“Mecéni-
ca” dedicada al movimiento del cuerpo solido.

Finalmente, Euler superd la resistencia del rey prusiano, supero la resis-
tencia de Chumajer, el todopoderoso en aquella época secretario de la Aca-
demia de Petersburgo, y el grupo situado tras él, y en el aflo 1766 con toda
su familia se trasladé a Petersburgo. Aqui fue rodeado de honores y pudo,
seglin parecia, vivir tranquilamente y trabajar en calma. Ademés, la edad
avanzada y la casi completa pérdida de la vista obligaban, al notable mate-
matico, al reposo.

Pero la excepcional actividad cientifica de Euler continué. En su segun-
do periodo peterburgués present6 en la Academia 416 libros y articulos
mas, dictandolos a sus al A la Academia no le daba tiempo a publi-
car los trabajos de Euler. Ellos se imprimieron en las ediciones de la Acade-
mia en el transcurso de 80 afios después de su muerte (hasta el afio 1862).
Entre los trabajos de este periodo son particularmente numerosas las
monografias, en las cuales se tratan como un sistema las diferentes ramas
de las aticas y las discipli i En el curso de los afios
1768—1770 salieron a la luz tres tomos del ‘“Calculo Integral”’, el cual
incluia ademéas de los métodos de integracién de funciones la teoria de
ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales y ademas el cal-
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culo variacional. En esos mismos afios surgieron: un tratado en dos tomos
sobre 4lgebra, una obra en tres tomos con caré filoséfico-naturali
escrito en forma de *‘Cartas sobre diferentes materias fisicas, y filosoficas,
escritas a cierta princesa alemana’’. El segundo periodo peterburgués de la
vida de Euler dio a la ciencia también otras grandes obras: la dioptrica en
tres tomos, la nueva teoria del calculo de la 6rbita de la luna (1772), la
teoria de la construccion naval y navegaciéon (1778) y otras.

La herencia cientifica de Euler es enorme. Por él fueron escritas mas de
850 obras entre las cuales mas de 40 son grandes monografias, frecuente-
mente en varios tomos. En la patria de Euler, en Suiza, se decidio en el afio
1909 editar la coleccién completa de sus obras. Fue calculado que ello
debia abarcar 72 enormes tomos de formato grande. Sin embargo, en el
curso de 50 afios salieron 42 tomos, y el material destinado a la publicacién
disminuy6 apenas a la mitad. Ademés, en Leningrado, Berlin y en otras
ciudades se conservan mas de tres mil cartas de la correspondencia
cientifica de Euler; muchas cartas son, en esencia, trabajos cientificos. Ha
sido publicado sélo una pequefia parte de esta correspondencia.

Los trabajos cientificos de Euler abarcan practicamente todas las mate-
méticas contemporaneas a él. En todas las ramas de las matematicas hizo
descubrimientos notables, que lo situaron en el primer lugar en el mundo.
Euler fue capaz de comprender las matematicas como un todo tinico, aun-
que enorme, en el cual llevd a un sistema las ramas mas importantes y ante
todo el Anlisis con todas sus ramificaciones. Laplace indic6 que Euler fue
el maestro comin de todos los matematicos de la segunda mitad del siglo
XVIIIL.

La actividad cientifica de Euler, en lo fundamental tuvo una orienta-
cion algoritmica. A la construccion de la teoria general llegaba partiendo
de problemas concretos, los cuales tenian importancia practica. En su he-
rencia clentifica la practica tiene un peso especifico excepcionalmente gran-
de, Aproximadamente el 40% de sus trabajos estan dedicados ala matema-
tica aplicada, la fisica, la mecdnica, entre ella la mecanica celeste, la hidro-
mecénica, la teoria de la elasticidad, la balistica, la construccién naval, la
teoria de maquinas, la optica y otras. Los rasgos algoritmicos son propios
ain de sus trabajos de apariencia puramente tedrica. Particularmente esto
se advierte en los trabajos sobre andlisis infinitesimal, el cual en esencia se
construye como el aparato matemético de la mecénica clasica y la fisica.

No hay posibilidad de enumerar, aunque sea los descubrimientos prin-
cipales y los logros cientificos de Euler. Ellos son demasiados. Caracteri-
zarlos significaria précticamente caracterizar toda la matematica del siglo
XVIIL En los trabajos de Euler estan contenidas una serie de ideas profun-
das, las cuales obtuvieron desarmllo ultenor solo despues de a.lgunas dece-

nas de afios. Por ej p se adelant6 a las investigaci de
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K. F. Gauss sobre la zeometria interior de las superficies. En el afio 1758
del:mstrb ?l .tcorema sobre la caracteristica topolégica (euleriana) de los
p _‘ , iniciando la lacion de hechos de topologia. A él pertenece
la primera utilizacion de los métodos del analisis en la resolucion de proble-
mas tedrico-numéricos y la creacion de la teoria analitica de los niimeros.
Los teoremas y férmulas, los métodos y simbolos, que llevan el nombre de
Euler frecuentemente se encuentran en la matematica también en nuestros
dias, ocupando en ella un lugar importante.

Muchos descubrimientos de Euler se redescubrieron después de su
m}lene por otros cientificos. Especialmente numerosos son los redescubri-
n.uentos que se encuentran en la teoria de las ecuaciones diferenciales. Por
ejemplo, el problema sobre las vibraciones de una membrana circular Euler
lo redujo, ya en el afio 1766, a una ecuacién diferencial lineal de segundo
orden con coeficientes variables. Ahora esta ecuacion lleva el nombre de
Be§sel. matematico y astronomo alemén del siglo XIX. A propésito, la so-
l\.mén dada por Euler a esta ecuacion es una serie infinita que expresa fun-
ciones cilindricas de primer género y cualquier orden (las funciones
cilindricas de orden cero aparecieron en las memorias de D. Bernoulli
sobre las vibraciones de un hilo flexible fijo en un extremo). Ejemplos de
tal tipo de redescubrimientos pueden citarse muchos.

Los méritos cientificos de Euler y sus discipulos promovieron a la Aca-
deny'a de Ciencias de Petersburgo a uno de los primeros lugares del mundo.
Rusia se convirti6 en uno de los centros de las investigaciones matematicas.
La actividad pedagogica de Euler, de sus discipulos, la preparacién de
nuevos cuadros en las universidades: la Académica de Petersburgo (existio
hasta el afio 1783) y en especial en la de Moscii (organizada en el afio 1755)
crearon condiciones para una amplia ramificacién de la red de los centros
superiores de ensefianza en Rusia y el imi de cuadros atica-
mente preparados en el siglo siguiente, XIX.

Pasemos a las caracteristicas del desarrollo de las ciencias matematicas
por separado.

6.2. Transformacion de los del anilisis infinitesimal

Aun en vida de I. Newton y G. W. Leibniz result6 evidente que los re-
cién descubiertos calculos de las fluxiones y diferenciales eran sélo el
umbral de una nueva rama de las icas, su parte el l. El con-
tenido del analisis infinitesimal (como se 6 allamar esta rama de las
matematicas) se completé de nuevos hechos de forma fantasticamente rapi-
da. Las operaciones de diferenciacion e integracion resultaron aplicables a
una clase cada vez mas amplia de funci Correspondi se
ampliaron las posibilidades de aplicacion del anélisis infinitesimal. A su
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vez las exi ias practicas oblig a der las operaciones del analisis
a una clase rapid; i de fi En esencia la dificultad
més importante en el desarrollo del analisis infinitesimal era la necesidad
de una idea de dependencias funcionales la cual permitiera aplicar a ellas
las operaciones del nuevo calculo. Por ello resultaba cada vez mas necesa-
rio investigar el significado del concepto de funci6n, dar la clasificacion de
todas las funciones conocidas y encontrar los medios de operar con ellas.
El problema de la creacion de la teoria de las funciones se convirtié en el
primer problema o problema preliminar del anélisis infinitesimal. Euler
escribié que todo el analisis infinitesimal gira alrededor de las magnitudes
variables y sus funciones.

Las monografias del siglo XVIII, dedi ala
del andlisis reflejaron brillantemente esta particularidad de su desarrollo.
En ellas, como regla, al calculo diferencial e integral le antecedian intro-
ducciones especiales o incluso libros que contenian el andlisis de funciones.
El modelo tipico y més acabado que siguieron los matematicos del siglo
XVIII es la serie de libros de L. Euler.

La vieja idea de la exposicion sistematica de todas las matematicas con-
temporaneas, que permitiera su asimilacién como ciencia finica, encontrd
en L. Euler su sucesor. Este comprendi6 que el crecimiento gigantesco de
las mateméticas ya no permitia realizar esta idea en una obra. Por esto
L. Euler escribi6 una serie de monografias las cuales reflejaban el estado
actual de las diversas partes de las ati Al anlisis infinitesimal le
dedico los siguientes libros: a) ‘‘Int i6n al analisis infinitesimal’’, 2
tomos, editados en 1748; b) “Calculo diferencial”’, 2 tomos, editados en
1755; ¢) ““Calculo integral”” 3 tomos, editados en 1767—1770 (un cuarto to-
mo publicado en 1794 después de la muerte de L. Euler fue compuesto de
una serie de sus trabajos).

Estas obras clasi sin ni sokb 1 i6n, reflejan el estado del
andlisis en el siglo XVIII y sirvieron de modelo para trabajos sucesivos ana-
logos durante al| d i acti hasta i del siglo si-
guiente XIX. El primer tomo de la “Introduccion al analisis ...”" Euler lo
dedico al estudio de las funci a su clasificacion, propiedad étod
de desarrollo de funci en series y prod infinitos, en fracciones
continuas y en suma de fracciones simples.

Andlisis funcional, El concepto de funcion tiene dos aspectos: la fun-
cibn como correspondencia y como expresion analitica. La apreciacion in-
tuitiva de dependencia funcional como revelacion de la relacion causal de
los fenémenos en diferentes modificaciones fue apropiada por la humani-
dad desde épocas remotas. Una gran historia tienen también los intentos
por expresar estas dependencias con los recursos de las matematicas. Uno
de los primeros intentos fue el estudio por los antiguos matematicos de los
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lugares geométricos y la conformacxén de numerosas tablas. En lo sucesivo

el conjunto de medios de exp atica de las funci se fue enri-
qucmndo En él se mcluyb el aparato simbolico del analisis diofantino, las

y tri étricas, los logaritmos, y otros datos
concretos sobre unas u otras funci o clases de funci

a 1

La idea general de funcién como corr ia de una re-
lativamente amplia fue recalcada por Descartes. Sm embargo la posibili-
dad de operar con funci se i L con sus expre-
siones concretas: con los medios de la iaolas
simbélicas. 1. Newton a esto afiadio el tratamiento mecanico de la funcién
en su teoria de las fluxiones. La parte operativa de esta teoria se basada,
como se conoce, en los desarrollos de las funciones en series de potencias.
A su vez, Leibniz expreso la idea general de dependencia funcional, intro-
duciendo el término *“funcién” y el simbolo correspondiente para todos los
segmentos relacionados con la curva y talu que su longitud depende de la
posicion del punto sobre la curva (ord de sub-
tangentes, normales, subnormales).

Los éxitos practicos del analisis mﬁmtmmal impulsaron a los
cientificos a poner mas ion a este del de fun-
cién, el cual permitia la operabilidad con funciones concretas. Esta tenden-
cia la expres6 muy claramente en el afio 1718 Jo. Bernoulli proponiendo
considerar que una funcién es sencillamente una expresién analitica. En es-
ta misma posicion, predominante en aquella época, se situ6 también Euler,
dando la siguiente definicién de funcion: ““Una funcion de una cantidad
variable es una expresién analitica, compuesta de alguna manera por esta
cantidad variable y ni o

Para dar a esta definicién la mayor posibilidad de generahdad Euler
admitia tanto valores reales como lmagmanos del argumemo Una funcién

conceptuada si COMO una exp ica, se forma, segin
Euler, mediante una clase de operaciones admisibles en la cual entran las
operaciones aritmétis ias, raices y soluci de i al-
gebraicas. A ellas Euler adjunté las funci tr 1 \!

Frny Final

e%, Inz y las funci tri icas. F
ciones admisibles fue incluida la integracién.
La clasificacion de las funciones se realiza en correspondencia con la
definicion de este concepto en lo fundamental por la forma de sus expre-
siones simbolicas (ver fig. 45). Euler oomplementb este principio de clasifi-
cacién de las funciones segtin sus propied Asi introdujo las funci

en la clase de opera-

V1. Sfinep. Boeserie B anamy Geckoneano Manbix, T. 1. M., ®usmatrus, 1961,
ctp. 5. (L. Euler. al andlisis i
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univocas y multiformes, pares e impares y mostré cuéles eran los criterios
simbolicos de la presencia o ausencia de una u otra propiedad, formulé el
criterio de determinacion de cuéles de las propiedades de las funciones se
conservan durante la realizacién de una y otra operacién y cuéles no se

ASCENUENLES

[ rasionates <) [ Rucionates )

Trigomg= 5gmrl o X
[ métricas: | | ritmicas

| N
Fig. 45

conservan. La clasification de las funciones dc Euler significo una nueva
etapa en la asimilacion de este iéndose por su generali-
dad comparativamente grande. Sin embargo, el relegar a un segundo Pli_mo
el concepto general de funcién como correspondencia, apoyandose tinica-
mente en la practica analitico-operativa determinaron la limitacion en la
compresion del concepto de funcion incluso por Euler. 2
Todas las funci las idera como rep! das por una serie de

potencias:

f@) ~ ay+ a,z + a,z?

(donde z, en términos generales, es lejo). C la repre-
sentacion sobre todas las funciones estaba en esencia limitada a la clase de
las funciones analiticas. Tal equivoco es totalmente explicable. Mucho mas
tarde se aclard que por cuanto al argumento se aphcan s6lo operaciones de
la clase indicada antes, como T bién se obtendran so-
lamente funciones analiticas en todas partes, excepto, pudiera ser, en pun-
tos singulares aislados, ademas el caracter analitico se conserva lamhién_ en
¢l entorno tan pequefio como se quiera de estos puntos donde la funcién
admite un desarrollo en serie de potencias generalizadas. El comportamien-
to de una funcién en una pequeia region determina, segun Euler, su com-
portamiento global, lo cual evidencia la existencia en él, en aquel entonces,
de la idea de prolongacion analitica.

De esta misma definicion de funcién como expresion analitica, surgi.b
una definicion especial de continuidad. Una funcién se consideraba conti-
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nua si se daba en todo su dominio de existencia por una tnica expresion
5 % { 1
analitica. Asi, resultaban continuas las funciones y = —, y = tgx, etc. La

propiedad de continuidad de una funci6n en el sentido usual para nosotros
se denominaba conexidad de la funcion.

Por junto a la ion del de funcion descrito
como expresion analitica, en los trabajos de L. Euler, D’ Alembert y otros
matematicos del sxglo XVIII se pueden encontrar también otras defini-
ciones. Son bién otros tr s de este , los
cuales reflejan la idea de que la correspondencia es su criterio fundamental.
Sin embargo, la idea de funcién como expresion analitica era dominante.

El recurso fundamental que permitia reducir las funciones a una forma
coémoda para operar con ellas era su desarrollo en serie de potencias. La ex-
periencia sefialo a los matematicos que todas las funciones conocidas por
ellos eran desarrollables en serie de potencias. La excepcion de esta regla
general surgi6 en lo fundamental mas tarde; en aquella época eran dema-
siado poco numerosas para cambiar la idea formada y esencialmente
influir en la estructura de la teoria de las funciones. Por eso, después de la
clasificacion de funciones y la introduccién de los conceptos fundamenta-
les en la teoria de las funciones del siglo XVIII, inmediatamente siguen los
apartados de carécter operativo, donde se incluyen los métodos de de-
sarrollo de funciones en series y las propiedades de las tiltimas.

En su “Introducci6n al analisis” Euler elabor6 un aparato multifacéti-
co de estudio de las funciones con ayuda de las series de potencias. Ahi, él
estudi6 sucesivamente las clases de funciones: racionales, racionales frac-
cionales, macnonalcs, donde es particularmente interesante el sistema de
sustituciones i que eliminan la irracionalidad. A continuacién si-
guen los métodos de desarrollo en serie de las funciones exponenciales y
logaritmicas. Aqui se introduce por vez primera y se aclara totalmente la de-
finicion de logaritmo de un niimero positivo como el exponente al cual hay
que elevar la potencia cuya base es la elegida para que dé el niimero prefija-
do: si@* = N, entonces x = log,N. A continuacion se deduce la formula:

i
ei= (1+£),
1

la cual en un simbolismo posterior se escribe

n
e*= lim (l + L& )
e n
(aqui, segtn Euler, i es un nimero infini grande. El si

letra inicial de la palabra infinite).
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Las funci tri étricas se introducen analiticamente.
Sus definici ya no se relaci tan est con la forma ge-
ométrica del circulo. Como resultado de la investigacion de sus propieda-
des se deduce la formula de Euler

e*Y = cosv + isenv,

donde i es la unidad imaginaria. La formula estd deducida en forma
caracteristica para aquella época: inicialmente se propone la férmula de
Moivre:

(cosz + isenz)" = cosnz =% isennz,

y a continuacion
(cosz + isenz)" + (cosz — isenz)"
,

cosnz =
2
iy (cosz + isenz)" + (cosz — xsenz)"
2
Ta do z como infinitesimal, 7 como infini grande, adema

las relaciones entre z y n son tales que su producto es finito: nz — v y ade-

mas, que
v
cosz — 1,senz~z=;

Euler encuentra
el 4 e~
LB Sy
v _ g=iv
senv = ey

De donde se deduce la formula buscada:
el = cosv + isenv.

Ademas, del desarrollo de funciones en serie, Euler elaboré el método
de representacioén de funciones en productos infinitos como, por ejemplo:

22 22 z2
senz = z(l - ;T)' (l = 4«1{2)- (l - A~2)
47 4z? 4z2
cosz=2z(1—- F) (I - ‘”T)' (l = 551{—1)

Estos desarrollos fueron utilizados para la simplificacion de los calculos
de los logaritmos de las funciones trigonométricas.
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Para las neccsndades del calculo integral en la teoria de funciones
fueron col étodos de rep ion de funci en forma
de suma de fr 1 les. Final para el estudio de las pro-
piedades de las funciones Euler aphcb el aparato de las fracciones conti-
nuas. Fueron descubiertos también muchos hechos utiles para la futura
teoria de funci; de variable leja. Por eji , D’Alembert y Euler
en trabajos sobre hidrodindmica mostraron que atas funciones tienen la
formaw = u + iv'y que las partes real e imaginaria de tales funciones satis-
facen las condiciones

Qu_ dv,  du_ v

ax dy oy ax’

D’Alembert en el afio 1752 y Euler en 1755 mostraron que estas condi-
ciones son suficientes para el caracter analitico de la funcién w. NEl_ls.ta:de
(en el afio 1777) Euler demostrod bién la idad de estas s
actualmente en algunos libros errd llevan el bre de condi-

ciones de Cauchy—Riemann.
En el transcurso de los afios 30—40 del siglo XVIII, en lo fundamental
gtamas a Euler, fue elaborada y sistematizada la teoria de las funciones ele-

Ella i di arrastro consigo un flujo de des-
cubnmxenlos acompaﬂados de grandes y apasionadas discusiones. Espe-
numerosas i provocd el tratamiento de las funciones

de argumento complejo.

Gran significado tuvo en este plan la discusion sobre la naturaleza de
los logaritmos de los nimeros complejos, comenzada ya con Leibniz y
Jo. Bernoulli. El primero afirmaba que estos niimeros son imaginarios,
mientras que Jo. Bernoulli mantenia la afirmacion que estos niimeros eran
reales. En el afio 1749 Euler resolvio correctamente esta cuestion. Euler ad-
virtié que los valores de y = Inx se determinan de la igualdad

x=el= (l+’{). i=o00;

1 1
x7=1+—l¥; y=iG’ =1,

De aqui

A

a:

lo que en i aneas cor

1
y=Inx= lim nix" = 1)
ey
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Ya quex”, esto es, ‘‘una raiz con indice infini grande i,
Euler, tiene infinitos valores diferentes, en general imaginarios, entonces el
logaritmo tiene un infinito nimero de valores, en general imaginarios. Sin
embargo, las discusiones no se aplacaron, ya que no es(aba claro su funda-
mento: la esencia del de niimero 1 aesta
cuestion otra vez con la exposicion de la historia de la 1eona de funciones
de variable compleja.

La incertidumbre existia también en la cuestién sobre la correlacion del
volumen de las clases de funciones analiticas y expresables analiticamente.
Euler, como se dijo antes, las ideraba eq ; cada expresié
analitica es representable por una serie. Esta conviccion la compartian la

1 mayoria de aticos del siglo XVIII. Incluso en el afio 1797
Lagrange intent6 construir la teoria de las funciones analiticas, apoyando-
se en la afirmacion de que cada funcién para todos los valores del argu-
mento, excepto quizas para valores aislados del argumento, puede repre-
sentarse por una serie de Taylor.

la reserva acoplada de 1deas sobre las formas de expresion de las de-

fi 6 a entrar, sin embargo, en contradiccién
con esta ion. Euler se vio obligad, ién clases de
funciones mas generales, como se indicé anles Asi, a él pertenece la idea
de id funci expresadas é di lineas dibu-

jadas por un movimiento libre de la mano. Entonces result6 inevitable el
problema sobre la correlacion del volumen de la clase dada y la clase de las
funciones continuas (en el sentido de Euler). Euler consideraba que la tilti-
ma clase aparentemente era mas pobre, ya que la existencia de una formula
analitica determinaria una prol ion analitica univoca. Las funci
formadas por un movimiento libre de la mano no tienen esta condicién li-
mitadora.

Como il Iso para la i6n de los probl It sir-
vieron los probl de la fisi atica, en especial el problema sobre
la vibracion de la cuerda. A este problema, en principio importante, presta-
ron gran atencion aun en el siglo XVII muchos cientificos: Galilei, Mersen-
ne, Descartes, Huygens y otros.

En el afio 1715 Taylor dedujo las ecuaciones de la oscilacién de una
cuerda a partir de la condicion de que la aceleracion de un punto de la cuer-

o s

a £ i 2
da, o sea, Fril es inversamente proporcional al radio de curvatura.

[+G)T

p.=

15-765
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Para pequeiias oscilaciones esto da

Yy _ 29Y
ar? x?

Taylor impuso al problema una condmén més de que todos los puntos

de la cuerda vit regresan si al eje de las abscisas. Esto le
2

dio la posibilidad de afirmar que p = 9},— Entonces

a
2y = b 22= ).
at
Tomando, ademas, el eje de abscisas como posicién inicial de la cuerda, los
extremos de la cual estan fijos, Taylor 6 la solucion de la
en la forma

y = Asenbx-senabt.

En el afio 1747 D’Alember encontré la integral general de esta ecuacion.
Sea dada la ecuacion:
0 _ 20%

ar " ax?

Después de sustituir at = 7 toma la forma

oy _aYy
ar? ax?
o
a
LB+ ®
es decir,

ay ay
bl & dx = di
e dr + > dx = du

es una diferencial total.

Denotemos
e
R P, x q.
Entonces
du = gdr + pdx,
dy = pdr + qdx,
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de donde
dy +u)= (@ + q)d( + x),
dy —u)=(p - q)d@ — x).
Y, por consiguiente,
y+u= 2t +x),
y = u= 2 - x),
y = elat + x) + yYlat + — x).

Aqui ¢ y ¥ son funci arbitrarias deter s6lo por las condi-
ciones iniciales.
4 _De la condicion de fijacion de los extremos ¥l oo = 0D’Alembert de-
ujo: x=1
y=eplat+x) - ¢lat - x);

ez+2)=¢@).

Aid

Con ello, ider6 como que la funcion era continua
en el sentido del siglo XVIII, esto es, analitica y, por lo tanto, diferen-
ciable.

Un afo después del trabajo de D*Alembert (publicado en el afio 1750),
Euler introdujo la idea de que la posicion de una cuerda vibrante finita en
cualquier instante de tiempo 7, esta determinada si se da su posicién inicial

1,y = /(x) yla distribucion inicial de velocidades ‘;i:l = g(x). Enton-
t=0

ces la funcion ¢ (x) introducida en la resolucién dada por D‘Alembert, se
expresa a través de las funciones f(x) y g(x). Precisamente

e(x) = p(=x) = f(x),
plx) + p(—x) = Sg(x)dx

(para obtener esta expresion, en la condicion

%’: = ap (at + x) — ap'(at — x) = g(x)
ponemos ¢ = 0 e integramos ambas partes de la igualdad).

Pero como advierte Euler, las f uncnoncs Sx)yg(x)en general no son
continuas, sino de enlace. Esto esta di do por las exi; de con-
tinuidad de la cuerda. Por consiguiente, la funcion arbitraria y = ¢(x)
introducida por D’Alembert no es, en general, continua.

Alrededor del probl de la determinacion de la naturaleza de la fun-
cibn ¢ (x) se di las di i que se di Irededor de 50
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afios. Estas atrajeron a muchos grandes cientificos del siglo XVIII. La dis-
cusioén, como ocurre frecuentemente, sobrepasé sus propias fronteras. Se
convirti6 en discusion sobre la naturaleza de las funciones que entran en la

posicion de las i les de las en derivadas parciales y a
continuacion, en general, sobre la correlacion entre las propiedades inter-
nas de las i y el cara del ap analitico que las expresa.

Entre el conjunto de problemas surgidos en relacion con éste, permanecié
durante largo tiempo no resuelto un viejo problema: son o no las lineas de
enlace, trazadas por un movimiento libre de la mano, continuas, mas exac-
bles analiti

Resolver este problema resulté posible, solo enriqueciendo los medios
de expresion analitica de las funciones. Estos caminos ya se advertian en el
siglo XVIII como ltado de la introduccion en las icas del apa-
rato de las series trigonométricas. En uno de sus 15 articulos dedicados al
problema de la vibracién de la curva, Euler le dio solucién a uno de los ca-
sos particulares en la forma de serie trigonométrica. Cinco afios después,
en 1753 D. Bernoulli propuso la solucién general en forma analoga, par-
tiendo de las consideraciones fisicas, que el sonido producido por una cuer-
da vibrante es la suma de un tono fundamental y un conjunto infinito de
otros tonos. Més precisamente:

Y= ¢xscn1r’ir + ﬁsenz;£+ 7y sen 3%‘4-
(¢ es la longitud de la cuerda, a = a(t), 8 = B(t), ¥ = v(©), -..).
Sin embargo, Euler se expreso contra tal tr de la solucion ge-

neral, ya que segtin su criterio, la funcién propuesta por D. Bernoulli no
era lo suficientemente general. En realidad, es continua, impar, periddica.
Por eso, segtn Euler, ella podia sélo expresar una solucion particular, y en

caso extremo, una clase de sol particul La discusion surgida
dujo al pi aclarar el ido de la clase de las funciones repre-
bl di series tri étricas.

El ulterior desarrollo del concepto de funcion, la composicién de la
teoria de funciones y su lugar en el sistema del analisis matematico sale de
los marcos del siglo XVIIL. Sin embargo, para no regresar a esto més ade-
lante, en rasgos fi les su historia posterior.

En el afio 1807 (publicado en 1822) Fourier en los trabajos sobre teoria
analitica del calor demostr6 que las lineas de enlace dadas en segmentos fi-
nitos por ecuaciones diferentes son representadas en cualquiera de estos
segmentos por una serie

fx)~2 Z (a,cosnx + b,sennx),
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donde los coeficientes son expresiones que obtuvieron posteriormente la
denominacién de coeficientes de Fourier:

a, =1—’r Sf(x)cosnxdx,
e
b,= = Sf(x)sennxdx.

Todas las curvas eulerianas de enlace trazadas por un movimiento libre
de la mano, resultaron abarcables por el aparato analitico de las series tri-
gonomémcas La disparidad de las ideas generales sobre dependencia fun-
cional y los limitados recursos analiticos de su ion resultd i
Se crearon las dici para el tr i de las funci como
correspondencia de tipo muy general. Enseguida tales tratamientos se con-
virtieron en predominantes. Asi, en el afio 1810, Lacroix escribi6: “Cada
cantidad, el valor de la cual depende de una o varias cantidades, se denomi-
na funcién de estas ultimas ind de que 0 no por
qué opf)racmnes es necesario atravesar para pasar de estas tltimas a la pri-
mera”" V),

Una definicién anéloga esta dada en ‘‘La teoria analitica del calor’” de
Fourier: “‘La funcién fx designa una funcién completamente arbitraria, es
decir, una sucesion de valores dados subordinados o no a una ley general y
correspondientemente a todos los valores de x, comprendidos entre cero y
cualquier magnitud x* . Lobachevski en el afio 1834 afirmé: “El concepto
general exige llamar funcién de x a un niimero, el cual se da para cadax y
paulatinamente varia junto con x. El valor de la funcién puede estar dado o
por una expresion analitica, o por una condici6n, la cual ofrece el medio de
expresar todos los nimeros y elegir a uno de ellos o, por ltimo, la depen-
dencia puede existir y quedarse desconocida... Una mirada amplia a la
teoria advierte la existencia de dependencia s6lo en el sentido de que los nii-
meros relacionados unos con otros sean comprendidos como dados con-
junt »3), Un tr i al del pto de funcion dieron en
1837 Dlnchlet y otros cientificos, convirtiéndose en el aceptado por todos.

'S, F. Lacroix. Traite du calcul differentielle et du calcul integral, t. I. Paris, 1810,
p. L

? J. B. Fourier. Theorie analytique de chaleur. Paris, 1835, p. 5.

"H.N. NoGauesckut. 06 MCHEIHOBCHHI TPHIOHOMETPHYCCKHX CTPOK. Cobp. cou.
M.—J1. Foctexusnat, 1951, crp. 43. (N.1. Lobachevski. Sobre la desaparicion de lineas tri-
gonométricas.)
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Sin embargo, enseguida se advirtié que tampoco las series de Fourier
son el aparato universal de representacién de funciones. En todos los casos
la convergencia de las series de Fourier, relativas a las funciones continuas,
ademas de la continuidad, exigia el cumplimiento de condiciones comple-
mentarias: finitud de la derivada, acotacion de la variacién de la funcion,
ia a trozos, ia de cierta integral, cumplimiento de una de-
sigualdad, etc. P. Du Bois-Reymond en 1876 mostré que era imposible li-
berarse de las dici ! ios y limitarse sélo a la prioridad
de continuidad de la funcién. Asi construyé un ejemplo de funcién conti-
nua, cuya serie de Fourier diverge en algunos puntos.

En la construccion de este ejemplo Du Bois-Rey d utiliz6 el métod
de lacion de las singul; des en la construccién de la funcién, mé-
i6n si atica de este métod;

todo ido desde Bol La apli
mostr6 que podia construirse una funcién continua & (x), periédica en el
segmento [0, 2], con lacion de las singularidades en cualquier pun-
to. Correspondientemente la serie de Fourier divergera en cualquier punto
del indicado. N se form6 una ruptura entre el arsenal
de los recursos de expresion litica de las funci yeltr i ge-
neral del concepto de funcién V. Hablando en términos les, de nuevo
resultaron mas curvas que férmulas.

La cuestion se complicé atin mas hacia finales del siglo XIX cuando el
concepto de curva adquirié mas abstraccién y generalidad que antes. En
los afios 70 del siglo XIX, G. Cantor construyé el concepto general de cur-
va con los recursos de la teoria de conjuntos 2, Una curva plana fue defini-
da por Cantor como un conjunto de puntos del plano, conexo, o sea, sin
puntos aislados, enteramente, es decir, cerrado (conteniendo todos sus
puntos limites), y por todas partes denso en si (cualquiera de sus puntos es
limite). Sin embargo, esto era un conjunto nunca denso en el plano (no
tiene puntos interiores). La construccion de Cantor, naturalmente, fue
criti ibida por al aticos, ya que desviaba hacia un
lado la posibilidad de utilizar el aparato analitico en formacién.

! La teoria de las series de Fourier y en general de las series trigonométricas a su vez reci-
bi6 potentes de d los cuales la ji asu estado actual. Se incluyeron
los criterios generales de convergencia (comenzando desde los trabajos de Dirichlet, 1837), los
conceptos de caricter tebrico-conjuntista (G. Cantor desde 1872), de medida e integral
(Riemann y en especial Lebesgue, 1902—1906). En el primer cuarto del siglo XX se incluyeron
los grandiosos resultados de Danjoi, Luzin, Menshov, Bari y otros. La historia de esta dis-
ciplina matemética es muy rica en hechos, pero contiene todavia muchos problemas no resuel-
tos.

2 A la construccién de la teoria de Cantor llegd i i delas

igaci relativas a la ion de i en series i

230

6.2. F del andlisis

Esta insuficiencia parecia e con la definicibn de curva de
C. Jordan, dada en el afio 1882: una curva plana es el conjunto de puntos
del plano, cuyas coordenadas est4n dadas por las ecuaciones x = x(t), y =
= ¥(t), la parte derecha de las cuales son funciones continuas del para-
metro # en cierto segmento [#o, T']. Las curvas de Jordan resultaron muy he-

é fi muy jas. La aplicacion de los algorit-
mos de célculo a las curvas de esta clase se dificult6 atin mas cuando en el
afio 1890 Peano descubrié que existen curvas de Jordan, las cuales pueden
llenar totalmente todos los puntos interiores de cierto cuadrado. Sélo cla-
ses particulares de estas curvas tienen una estructura comparativamente
simple. Por ejemplo, cuando existen las derivadas continuasx () yy * (1),
entonces, la curva es una linea que tiene longitud

b
= j\/x"(l) +y At)de.

No obstante la posibilidad para operar algoritmicamente con las fun-
ciones, incluso de naturaleza tan general, como resultd, se conservaban.
Solo ahora ellas se apoyaban en la idea general de aproximacion de las fun-
ciones de su reproduccién aproximada. Los métodos de aproximacion, co-
mo es ido, son disimiles. El papel determi en el establecimi
de esta idea lo jugaron los resultados de Weierstrass. Este demostré en el
afio 1855 que cualquier funcién f(x), continua en [a, b], es expresable
analiticamente en él como la suma de una serie uniformemente convergente

de polinomios algebraicos enteros: ): P,(x).

n=1
El anlisis matematico del siglo XVIII, en particular aquella parte que
i andlisis de funci sirvi6 de fuente a muchas ideas de la
actual teoria de funciones. En ella fueron creadas las premisas para la
teoria de funciones de variable compleja. Como veremos més adelante, la
clase de los probl variacionall dujo a la creacién del calculo de
variaciones y el surgimiento de una serie de elementos del an4lisis funcional
poréneo. La acl ion del amplio sentido del concepto de funcién
como correspondencia causal de naturaleza general se desarrollé en lo
sucesivo en la concepcion tedrico-conjuntista de este concepto. El andlisis
de todas las posibles clases de funciones y sus propiedades resulté una con-
dicion necesaria para el surgimiento de la actual teoria constructiva de fun-

ciones.

La historia antes expuesta del desarrollo del concepto de funcién en el
siglo XVIII y posteriormente, estaria incompleta si no sefialaramos que en
este periodo, junto al enriquecimiento del analisis de funciones, cambi6 su
papel utilitario. De introduccion al analisis, se transformé en una de sus ra-
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mas superiores, la teoria de fi Las propiedad: de las f
elementales entraron a formar parte en los cél  dif ial
e integral. El lugar introductorio en el analisis lo ocupé la teona del nime-
ro real y la teoria de limites.

P de la fi ion del analisis infinitesi Los trabaj
sobre las cuestiones de la fundamentacion del analisis, surgidos en el trans-
curso del siglo XVIII son tan numerosos que constituyen una gran rama in-
dependiente de la literatura matematica en general.

Uno de los rasgos mas caracteristicos del analisis infinitesimal en el
siglo XVIII era la poca claridad de sus conceptos primarios, la imposibili-

dad de explicar racionalmente la validez de las operaciones introducidas.

Las ideas de los creadores del analisis en esta materia no se distinguian ni
por su ia ni por su determinacion. Tanto Newton como Leibniz
llevaron a cabo un conjunto de intentos de explicar sus célculos, sin lograr
€xito. Sus mas cercanos idores solo on la confusion. Los éxi-
tos practicos del analisis infinitesimal la contradiccion con los
poco claros e i bles fund El analisi 1 sobrevivio,
seglin definicion de K. Marx, un periodo mistico de su desarrollo.

La vulnerabilidad de tal situacion enseguida se dio a conocer. Al anali-
sis infinitesimal le surgieron enemigos, los cuales pusieron en duda o nega-
ron sus métodos, resultados y en especial el tratamiento de sus conceptos
fundamentales. Los partidarios podian contraponer a estas objeciones sélo
la acumulacién de importantes resultados practicos. K. Marx al respecto,
escribio: “‘Asi, ellos mismos creian en el caracter misterioso del calculo re-
cién descubierto, el cual daba resultados correctos (y, ademas, sorprenden-
tes en su aplicacion geométrica) y matematicamente positivos por una via
incorrecta. De este modo, ellos mismos se mistificaban y cuanto mas valo-
raban el nuevo descubrimiento, tanto més enfurecian la multitud de viejos

aticos ortods y pr por parte de ellos gritos enemisto-
sos, obteniendo repercusion incluso en el mundo de los no especialistas, lo
que era necesario para el trazado del camino hacia lo nuevo’ !\.

Un papel notable en las intervenciones enemistosas contra el analisis in-

finitesimal perteneci6 al obispo irlandés, emmente filésofo-idealista -

G. Berkeley, el cual se pr por el for de las posi-
ciones de la religion, quebrantada bajo la influencia de los éxitos gran-
diosos de las ciencias naturales. Junto a otras obras de caracter filosofico,
donde d dia las posici del ideali subjetivo, Berkeley edit6 en el
aiio 1734 el tratado *‘El analista o el razonamiento dirigido a un matemati-
co no creyente en el cual se esforzaba en demostrar que el analisis (como

! K. Mapxc. Matemariueckie pykomicn. M., «Hayka», 1968, crp. 169, (K. Marx.
Manuscritos matematicos.)
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todas las ramas de la ciencia) tiene una fundamentacion no mayor que los
dogmas de la teologia.
Los argumentos criticos de Berkeley fueron caracteristicos para el |de-

alista subjetivo. Ellos b de afir sobre la i
sensonahmumva, la i ibilidad del de fluxi y los
dos de su itucid iva y, ademas, sobre las contradicciones

I6gicas en las proposiciones de Newton relativas a los fundamentos del ana-
lisis.

Surgi6 una viva polémica capaz de, en iltima instancia, aclarar las
cuestiones en discusion. Esta no entraba en los calculos de Berkeley y ense-
guida se separd de este tema especifico, sin cambiar sus concepciones gene-
rales. Sin embargo, la reconsideracion critica del problema de la funda-

i6n del analisis infinitesimal continu6 en el ambito de los matemati-
cOs con gran i idad. Era algo d necesario.

La primera reaccion de los matematicos ingleses (Jurin, Robins, Pim-
berton, Maclaurin y otros) fue la defensa de la teoria de las fluxiones y la
autoridad de Newton. Ellos oonmentaron sus trabajos e introdujeron per-
feccil parciales. Ad , fueron exp! no pocas ideas ti-
les. Asi, por ejemplo, se dedico i6n a un tr correcto del con-
cepto de limite de una magnitud variable. Sin embargo, este camino resul-
t6, como era de esparar, histéricamente infructuoso.

Los mas bl ati que se p a mediados del siglo
XVIII del problema de la fundamentacion del analisis infinitesimal, veian
su objetivo, por ahora, séloen lar lizacion de sus fund enla
eliminacién de las lagunas, la falta de claridad, los matices misticos. Entre
los numerosos esfuerzos de este periodo, el cual K. Marx denominé ra-
cional, se destacan especialmente las teorias de Euler y D’Alembert.

Para Euler y sus continuadores (Torelli y otros) el calculo diferencial de
Lelbmz no debia tratarse como célculo de diferenciales, acompaiiado de la

i6n de los infini les. Segun Euler el calculo diferencial es un

método de determinacién de la razon de incrementos esfumantes que son
btenidos por las funci cuando a sus ar se les da un incre-
mento esfi El fund: al aqui no es el diferencial, sino

la derivada. En lo que se refiere a los infinitesimales o diferenciales, ellos
son simplemente ceros exactos. Las derivadas, por consiguiente, tienen la

forma g ; se requiere soélo elegir aquel valor al cual tiende (se aproxima)

la razon entre las diferencias finitas Ay = y, — y y Ax = x; — x, al ir dis-
minuyéndolas cada una hasta cero.

La teoria de los ceros de Euler no pudo ser reconocida como satisfacto-
ria. Ella s6lo enmascaraba los pasos reales al limite, los cuales practica-
mente se llevaban a cabo en la diferenciacion de funciones. Ademas de es-
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to, los diferenciales declarados como nulos aparecieron enseguida en el
mlsmo Euler en forma de pans lineales principales del incremento de las
funci Sin ellos ible continuar.

La teoria de D’ Alembert tamblén surgi6 en el terreno de la reconsidera-
cién critica de la herencia de Newton y Leibniz para la revelacién de su
esencia racional. Esta reconsideracion obligd a D’ Alembert a dar preferen-
cia al método de las primeras y tltimas relaciones de Newton. Este método
D’Alembert lo desarroll6 dandole la forma de método de los limites. Este
considerd que una magnitud es el limite de otra magnitud, si la segunda
puede estar mas proxima a la primera que cualquier magnitud dada, por
pequefia que sea esta (ltima, ademas, la magnitud aproximante no puede
nunca superar a la magnitud que se aproxima.

De aqui se ve que las variables, segtin D’Alembert, son monétonas y el
limite unilateral. Ademas, para evitar las operaciones con ceros, D’ Alem-
bert introdujo la exigencia de que los limites no coincidan con ningtn valor
de la variable.

El calculo de derivadas, segin D’Alembert, consta de las siguientes
operaciones: al argumento variable x se le da un incremento finito Ax; la
funcién y = f(x) recibe como consecuencia de esto un incremento finito

Ay; se realiza la relacién % y se simplifica; finalmente se pone Ax = 0. Se-

se fi de hecho en la suposicion de que el de-
sarrollo y + Ay = f(x + Ax) en serie seglin potencias de Ax es ya conoci-
do, lo que en esencia es equivalente a la afirmacién que se ha encontrado la
propia derivada y a ella s6lo resta liberarla de lo circundante, segin expre-
sion de K. Marx.

La teoria de los limites tuvo muchos continuadores. En el afio 1786 el
suizo L’Huilier vencié en un concurso convocado por la Academia de
Ciencias de Berlin (el presidente de la cual era Lagrange) sobre el tema refe-
rente a la claridad y exactitud de la teoria de las magnitudes matematicas
infini grandes e inf Su obra ‘‘Exposicion ele-
mental de los principios de los célculos supenores” estaba construlda sobre

la base de la teoria de los limites. En ella la derivada gx_ se introducia como
un simbolo de la expresion Li{m Af( ) . Apasionados partidarios y propa-

gandistas del método de los limnes fue el académico peterburgués
S. E. Guriev y sus i a yel démico V. I. Visko-
Vvatov.

Sin embargo, la teoria de los limites del siglo XVIII no obtuvo el reco-
nocimento de la mayoria de sus contemporaneos. La causa principal de es-
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to fue el carédcter no algoritmico inherente organicamente al concepto de
limite. “Al método de los limites — escribia en el afio 1797
L. Camot &5 propla una seria dlﬁcultad que no tiene lugar en el anali-
sis infini enélesi ible, como en este ultimo, se-
parar las canudades infinitesimales unas de otras y como las cantidades en
€l siempre estan relacnonadas unas con otras, entonces no es posible ni utili-
zar en los los las p dades per i a cada una de ellas por se-
parado ni someter las ecuaciones en las cuales ellas se encuentran a trans-
formaciones capaces de excluirlas’ V). La definici6n de limite como el limite
unilateral no al ble de una i6 6 era insuficiente, no de-
sarrollada. Ella aun debia desarrollarse en el concepto de limite de una fun-
cion, liberandose de j i Final la teoria de los
limites aun no incluia el concepto de convergencia de sucesiones y lo que
alin es més importante, el criterio de esta convergencia, introducido sélo en
la primera mitad del siglo XIX por Cauchy y Bolzano. En resumidas cuen-
tas, esta teoria, para convertirse en generalmente reconocida y utilizada
debia aparte del rigor para aclarar el sentido de los conceptos fundamenta-
les del anlisis, adquirir un aparato algoritmico.

Por eso no es b que hacia la mitad del siglo XVI]]
apareciera otra i6n mas para fund. el analisis, d
por K. Marx algebraica. Su esencia consistia en situar en la base del analisis
el concepto de derivada, cuya definicion incluiria un método efectivo para
su biisqueda, el cual no se apoyaria en los conceptos nebulosos de infinite-
simales, limites, etc. La operacion de diferenciacion, segiin esta concep-
cion, se deberia sustituir por el método algebraico o cualquier otro algorit-
mo especial.

Por lo visto, los primeros trabajos en el campo del célculo diferencial
algebraico surgieron en Inglaterra. En el afio 1748 se publicé el ‘“‘Estudio
sobre las ultimas relaciones’’ de John Kirkby, sin éxito e inmediatamente
olvidado. Al cabo de varios afios John Landen desarroll6 en dos trabajos
(1758—1764) el “‘anélisis residual’’. En el Gltimo se consideran las expre-

Jex) - J&x)
P et 7

siones de la forma . El valor de tal expresién cuando x, = x

Landen lo d iné “‘valor especial” o “‘relaci6 idual”’ e introdujo
para éste el simbolo [x/y]. La busqueda del ‘‘valor especial’’ para las
funci algebraicas el ales en el ‘‘anélisis residual’’ se apoyaba en el

") J1. Kapho. Pasmbiunenns o dusnke Geckoneuno mansix. M., T'T TH, 1933, cTp. 199.
(L. Carnot. Reflexiones acerca de la fisica de las infinitesimales.)
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teorema
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Cuando v = x se obtiene el valor de la derivada paray = x" :
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Los razonamientos de Landen, asi como de otros partidarios de la fun-
damentacion algebraica del anlisis, en esencia se apoyaban en la evidencia
del desarrollo de funciones en serie. Sus métodos algebraicos eran ade-
cuados realmente s6lo para las funci les. La ion de es-
tos métodos, incluso a la clase de fi esta vinculada con
dificultades, que sus autores no pudieron superar (extension a las series in-
finitas de las propiedades de las sumas finitas, representacion de funciones
mediante series de potencias, etc.).

El trabajo mas serio, que revel6 la posibilidad total del calculo diferen-
cial algebraico y que determiné su destino, fue el gran trabajo de Lagrange
““Teoria de las funciones analmcas, que conuene los pnncxplos del calculo
diferencial, liberados de il ideracion de infini o
limites que desaparecen y de fluxiones, reducidos al analisis algebraico de
las cantidades infinitas’’ (1797). Su punto de partida y central fue el esfuer-
zo por demostrar el teorema de que cada funcién y = f(x + h) casi en to-
das partes (posibl. con ion de valores aislados del ar;
es desarrollable en serie de potencias

S+ h)=f(x)+ ph+ qh*+ rh® +

Lagrange construyo la demostracion de tal forma que exceptu6 todos
los casos singulares (posibilidad de aparicién de términos del desarrollo
con potencias negativas o fraccionarias de k, etc.). Asi mismo, eligi6 para
la investigacion la clase de las funci analiticas, dejando las
funciones como excepciones. Esto fue advertido més tarde por Weiers-
trass, segun iniciativa del cual para las funciones representables por series
de potencias se conservo la denominacion de analiticas. Las series de po-
tencias Lagrange las utiliz6 para la aproximacion de funciones por polino-
mios, apoyandose en que para todos 4 suficientemente pequefios cada tér-
mino del desarrollo sera mayor que la suma de los que le siguen. Ademas
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J. L. Lagrange (1736—1813)

dedujo, para funciones concretas, la formula del resto e hizo uso del teore-
ma del valor medio.

Las derivadas sucesivas fueron definidas por Lagrange como los coefi-
cientes de las potenc:as sucesivas de h con exactitud hasta de coeficientes
nNumMéricos corr ion iva del calculo diferencial
fue realizada por Lagrange en esta misma obra.

De esta forma, el calculo diferencial, segin idea de Lagrange, deberia
ser una parte del algebra, diferenciada s6lo por los algoritmos especificos.
“El algebra no es otra cosa que la teoria de funciones. En el algebra las
cantidades b das deben ser f de cantidades dadas, es decir,
expresiones rep das por dif operaci , las cuales es necesa-
rio realizar con estas cantidades para obtener los valores buscados. En el
algebra, en el sentido propio de la palabra, se consideran solo funciones ele-
mentales, procedentes de las operaciones algebraicas usuales; esla_ es la pri-
mera rama de la teoria de fi Enla da rama se deran las
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derivadas de las funciones y esta es la rama que llamamos simplemente
““Teoria de las funciones analiticas” y la cual contiene todo lo relativo al
nuevo calculo’ Y, asi aclaraba su idea Lagrange.

Sin embargo, enseguida se aclar6 (y Cauchy jugé en esto el papel princi-
pal) que la teoria de Lagrange no era correcta. El teorema fundamental
sobre el desarrollo de funciones en serie, en esencia, se apoyaba en la pro-
posicién implicita que cada funcion es desarrollable en serie de Taylor. Es-
te circulo vncnoso resultd inevitable. Ademas, Lagrange no pudo evitar la

lacid lici alos infi: 1 yal paso al limite. Las operaciones
con series i sin fi i0 ya que ellas se realiza-
ban sin la investigacion de la convergencia de la serie.

En un ambiente de lucha encarnizada se advertia la inconsistencia de,
uno tras otro, casi todos los métodos de fundamentacion del analisis mate-
matico. Sélo con relacién al concepto de limite la critica condujo no a la
negacion de las concepciones en que se basaba, sino a su precision. Pero es-
te concepto durante mucho uempo y en forma dificil era parte del analisis,
ya que cada vez ap d con la cuesubn de la
existencia del limite y de los métodos de su
dificultades existieron durante mucho tiempo hasta fines del siglo XIX,
cuando fue creado el “‘aparato ¢, 6’ de la teoria de limites.

Ideas de K. Marx sobre las vias de desarrollo del anlisis matemético.
En la exposicion del problema de los fundamentos del analisis infinitesimal
en el siglo XVIII maltiples de veces nos hemos referido a una serie de ideas
de K. Marx, idas en sus itos aticos. En el parrafo an-
terior partimos enteramente de estas ideds; las investigaciones de Marx
tienen para nuestra ciencia caréacter fundamental. Daremos aqui un corto

resumen de ellas, en ningin modo pr diendo un analisis del
contenido de todos los manuscmos matematicos de Marx.
Las icas Marx 6a iarlas a finales de los afios 50

del siglo pasado en relacion con el trabajo sobre el ‘“Capital’’ y no cesé es-
tos estudios hasta los tltimos dias de su vida. Trabajando de forma autodi-

dacta, paralel con la aplicacion de las atica: a las investiga-
ciones de probl omi pasd a i i del
analisis maleméllco Aqui se propuso el problema de quitar el velo del mis-
terio que rodeaba los ptos y fund les del célculo dife-

rencial desde la época de Newton y Leibniz. La dificilisima tarea de la fun-
damentaci6n del @nélisis infinitesi convirtié para Marx en piedra de
prueba de la aplicacién del método de la dialéctica materialista a las mate-

) J. L. Lagrange. Théorie des fonctions analytiques... Oeuvres de Lagrange, t. IX, Pa-
ris, 1881, p. 16.
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maticas. Para la resolucion de este problema Marx realiz6 un gran trabajo
previo. Estudi6 y compar6 criticamente los numerosos textos de analisis
matematico para las escuelas superiores de Inglaterra y Francia y estudio al-
gunas obras clasicas de Newton, Euler, Maclaurin y otros.

En el curso de este trabajo K. Marx se i6 de lo insati io
de casi todos los esfuerzos de fundamentacion del analisis, excepto la teoria
de los limites, cuyo representante mas importante fue Cauchy. A finales de
los afios 70 Marx emprendio el estudio de la teoria de los limites y de la ela-
boracién y exposicion sistematica de su punto de vista propio que ya se for-
maba. La muerte (14 de marzo de 1883) interrumpio la tarea. Las investiga-
ciones quedaron inconcl Los ito: aticos de K. Marx,
en aquella parte que estén relacionados con el analisis matemético, reflejan
este gran trabajo.

Para K. Marx el analisis infinitesimal no es una rama aislada, separada
de las matematicas. Para él esta es una nueva etapa, surgida necesariamen-
te en el desarrollo historico de las matematicas. Por eso el problema de la
aclaracién de la estructura l6gica del analisis en su mayor parte se reduce al
anlisis de su historia. Esta historia i con la lacion de las
formas no desarrolladas, prototipos de los conceptos y operaciones del
anlisis, los cuales llevan del 4lgebra de lo finito al algebra de lo infinito,
incluyendo las series infinitas y los métodos integrales y diferenciales. El
surgimiento propiamente del calculo diferencial e integral esté relacionado
ya con la creacién de algoritmos especificos.

Trabajando en la aclaracion del paso dialéctico del algebra al analisis
infinitesimal, K. Marx prest6 atencion a que los creadores del calculo dife-
rencial e integral, asi como los cientificos de épocas posteriores, actuaron
desde el comienzo en el terreno del clculo y no buscaron sus fuentes al-
gebraicas.

Newton “‘estuvo demasiado absorto en la elaboracion de las operacio-
nes diferenciales mismas, las cuales Taylor y Maclaurin suponian existentes

[V idas. Ademas, como evi ian sus pnmeras férmulas elementales
de calculo Newton llegd explici a ellas pri partiendo de
puntos inicial icos y no per i al analisis puro. Por otra
parte, en lo que se refiere a Taylor y Maclaurin, desde el mismo comienzo
de su trabajo operan en el terreno del propio calculo diferencial y por esto
nada los incitaba a buscar los posibl mas sencillos puntos de partida
algebraicos de este calculo, sobre todo porque las discusiones entre los con-
tinuadores de Newton y Leibniz giraban alrededor de formas definidas, ya
preparadas del calculo, las que desde el momento de su descubrimiento
conformaban una discipli atica ial de la cual
el algebra usual estaba tan distante como hasta una estrella celeste... Las
interrelaciones verdaderas y, en virtud de ello, mas sencillas de lo nuevo
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con lo viejo se descubren siempre s6lo cuando lo nuevo mismo adquiere ya
una forma acabada’’ ).

En la historia de la fundamentaci6n del calculo diferencial en el siglo
XVIII, K. Marx distinguia los siguientes periodos:

1. Cdlculo diferencial mistico. En virtud de que los fundadores del ana-
lisis infinitesimal, en primer término Newton y Leibniz, desde el comienzo
identificaron el incremento con la diferencial, ellos pudieron obtener resul-
tados correctos, sélo d do los infini les de orden superior.
Esto inevitablemente condujo a que a las d se les adjudi
algo particular, propiedades misteriosas, que los infinitesimales se conside-
raran como ciertas magnitudes misticas: nulas y no nulas al mismo tiempo.
K. Marx no vio en esto categbéricamente ninguna dialéctica y considerod
semejante tratamiento incorrecto. Al mismo tiempo, valoré altamente el
descubrimiento del calculo diferencial e integral y subray6 la circunstancia
de que la lucha de ideas desarrollada alrededor de este descubrimiento era
necesaria para abrir el camino hacia lo nuevo.

2. El cdlculo diferencial racional rectifica los métodos de Newton y
Leibniz. Sus més notables representantes fueron Euler y D’ Alembert. Co-
mo aclaramos antes, la definicion de derivada, segiin D’ Alembert, se reali-
za mas rigurosamente, pero no se pone de manifiesto el método real (efec-

tivo) de hallazgo de la derivada. Mas atin, la formacién de la relacion % y

las operaciones subsiguientes se basan en la proposicion que el desarrollo
de f(x + Ax) en series en potencias de Ax ya ha sido encontrado, lo cual es
equivalente al hallazgo de la derivada buscada, a la cual sélo resta “‘libe-
rarla de lo circundante™.
3. Calculo dife ial algebraico. 1 el principal rep

de esta corriente, parte ya de forma explicita del desarrollo de la funcién
f(x + h) en serie de potencias de / y define la derivada como el coeficiente
de aquel término de la serie que contiene al incremento A a la primera
potencia. La cuestién sobre un algoritmo de busqueda de la derivada para
una u otra clase de funciones queda, de esta manera, abierta. Ademas,
Lagrange asi no llega hasta el calculo diferencial propio. Los simbolos dife-
renciales para él son solo ‘‘cuestion de nomenclatura, lo cual es lo nico
que queda del calculo diferencial propio’’?). K. Marx ademas sefialé que en
las aplicaciones de su teoria analitica de las funciones Lagrange mismo
constantemente utiliza una u otra de las ideas “‘metafisicas” rechazadas
por él: las fluxi los infini les de Leibniz, los valores

) K. Mapke. Maremarnueckne pykomucu, crp. 199. (K. Marx. Manuscritos matemti-
€0s.)

K. Mapxe. Marematimeckue pykomscn, cTp. 177, (K. Marx. Manuscritos matemti-

cos.)
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limites de las relaciones entre las magnitudes que desaparecen, de D’ Alem-
bert, y, ademas, el simbolismo especifico para el calculo diferencial.

Detengdmonos aun en algunas otras ideas de K. Marx en el campo de
los fund: del analisis atico. El problema que él se planted
consistia, para empezar, en la aclaracion de la esencia del célculo diferen-
cial como tal, esto es, como un calculo matemético especifico, el cual opera
con simbolos caracteristicos para él. En concordancia con esto, K. Marx
ante todo mostré la esencia real del proceso de diferenciacion. Segiin
K. Marx, la derivada f“(x) de la funcién y = f(x) se obtiene del modo
siguiente: se forma (si esto es posible) una derivada ‘‘previa’’, esto es la
funcién

b1, =LV I

1~ X

El valor de esta funcion para x, = x (si existe) es la derivada de la fun-
cién dada. K Marx busco algommos que permitieran (en casos sencillos)
seglin la i6n de la funcion, su derivada. Asi

en el caso de la funcién potencial y = x”

p—
®(x,x,) L AL b xS A+
X —-x

oo+ X" 4 x" 1,
que cuando x; = x da
J7e) = mxn=l

A tal género de métodos de biisqueda directa de la derivada K. Marx lo
llamé diferenciacion algebraica. El término “‘algebraico™ lo utilizé en el
mismo sentido que muchos matematicos del snglo XIX: como que no exige
el uso del de magnitud infi

La diferenciacion algebraica de K. Marx admite la transformacion sim-
bélica a la forma cominmente aceptada en aquel tiempo.

Designando

X —x=4, y —y=A4y,
ademas Ax # 0, K. Marx obtenia para la derivada previa la expresion sim-
bolica %. Correspondi a

para la derivada f " (x) sera

d ol

ia con la termi

Z—‘:. Este simbolo, el cual K. Marx (en cor

utilizada entonces) lo denominé *‘coeficiente diferencial simbolico’ tiene
sentido directo solo en general. Sin embargo, en virtud del método de for-
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macién de la derivada se puede considerar la expresion:
S (x)dx = dy.
Esta formula es cierta bién para la dif ion de la funcién

compuesta. En tal caso se utiliza como formula operativa, que permi{e
(con icil ufici lias) reducir la busqueda de la deri-

vada de una funcién

F(t)=fle)]
a la biisqueda de las derivadas f (x) y ¢" (x). Para esto es suficiente en la
férmula para la diferencial colocar
x=¢(t), dx=¢ ()dtl.

Pero, de esta manera, transcurre la inversion del método_. No panin?os
del proceso matematico real de formacion de la derivada hacia su expresion
simbolica, sino al revés, apoyandose en la forma simboli ent_:onlra}'nos la
expresion para la derivada. El primer ejemplo no trivial d? tal inversion del
método es la diferenciacion del producto y = uz. Recurriendo a la deduc-
cién de la formula

dew) _, de &

dx dx dx

K. Marx indico que “‘el coeficiente diferencial simbolico se convierte, de
esta manera, en punto de partida i

!/ fiente, cuyo equi real debe
ser hallado... Pero asi mismo el clculo diferencial actia como cierto célcu-
lo especifico, el cual opera ya independientemente, en terreno propio, ya

que los puntos de partida de su %x'i' % son en esencia s6lo magnitudes ma-

tematicas que le pertenecen y lo caracterizan. Esta inversion del método se
obtuvo aqui como resultado de la diferenciacion algebraica de uz. El méto-
do algebraico, de esta manera, se transforma asi mismo en el opuesto al
método diferencial... Pero asi mismo los coeficientes diferenciales

simbolicos ‘E, E se transforman en simbolos operativos, en simbolos de

los procesos, los cuales deben ser lidos. Surgido pri como
expresion simbolica de la ““derivada”, esto es, ya realizadas las operaciones
de diferenciacion, el coeficiente diferencial simbélico ahora juega el papel
de simbolo de aquellas operaciones de diferenciacion, las cuales aun resta
por realizar” V. K. Marx no se limit6 al concepto de diferencial como

1) K, Marx. Manuscritos matemticos.
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simbolo operativo. En la aplicacion a la cuestion de la expresién aproxima-
da del incremento de la funcién utilizé el concepto de diferencial como par-
te principal lineal del i El pto de dif ial como simbol
operativo, por vez primera descubierto por K. Marx, y la diferencia de am-
bos conceptos de diferencial adquieren, como fue demostrado por el mate-
matico soviético V. I. Glivenko, un significado especialmente importante
en las lizaci a del de diferencial al ana-
lisis funcional.

En el curso de sus trabajos sobre K. Marx se interesé por
un amplio circulo de problemas. Entre ellos: la aplicacion de la matematica
alas i igaci 6mil los métod icos de rep!
cién del movimiento y otros muchos. A pesar de su incompletitud los
manuscritos matematicos de K. Marx tienen gran significado cientifico.

6.3. Desarrollo del aparato del analisis matemético

La restructuracion de los fundamentos del anélisis matematico trans-
curri6 en un ambiente, cuando este Gltimo se desarrollaba répida y exitosa-
mente. Muchos investigadores de épocas posteriores, refiriéndose a los ma-
teméticos del siglo XVIII, les reprochaban que por la i6n de resul-
tados practicos permanecian como si fueran indiferentes hacia sus funda-
mentos. En el capitulo anterior mostramos que esto no fue, por supuesto,
asl.

En la parte operativa al analisis también fue transformado de la manera
mis radical. Fue elaborado un aparato comodo, operativo, desarrollado de
calculo. A comienzos del siglo XVIII el analisis se dividia s6lo en dos par-
tes: calculo diferencial e integral. El primero incluia, en particular, toda la
teoria de las series. En la segunda estaban concentrados los métodos de so-
lucién de los d inados probl i del anlisis infinitesimal. De
esta manera, en el calculo integral, junto a los métodos de integracion de
funciones se incluia toda la teoria de las ecuaciones diferenciales, tanto las
ordinarias como en derivadas parciales y, ademas, el célculo variacional.

Un ejemplo brillante de indivisibilidad de la estructura del analisis ma-
tematico es la serie de monografias de Euler antes consideradas. La riqueza
real del anélisis, acumulada en el transcuro del siglo XVIII, es inmensa. Es
cnormemente grande para dar un resumen sistematico en el marco del pre-
sente texto. Ademas, no hay necesidad de eso. Indiquemos sélo ciertas par-
ticularidades, las mas caracteristicas, del desarrollo del calculo diferencial e
integral y la teoria de las ecuaciones diferenciales.

Cilculo diferencial. Enseguida después del surgimiento de los primeros
(rabajos de G. W. Leibniz se aclaré que su clculo de diferenciales y el sim-
bolismo tenian mayores ventajas respecto al célculo de fluxiones y el co-
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di sistema de simbolos. Ellos mejor la esencia de las
operacnones del analisis y este tltimo, naturalmente, tomo la forma, en lo
fundamental, predicha por Leibniz. Sin embargo, en calidad de concepto
fund: 1 de las icas del siglo XVIII, a diferencia de Leibniz,
tomaron no la diferencial, sino la derivada como menos vulnerable logica-
mente. La formulacién del problema del caleulo diferencial cambi6. Tras
Euler, comenzd a tratarse por la mayoria de los mateméucos como un mé-
todo de determinacion de la relacion de i
por las funciones cuando a la cantidad variable, de la cual ellas son fun-
cién, se da un incremento esfumante.

En el transcurso de un largo tiempo el clculo diferencial conservo una
estrecha relacion con el calculo en diferencias finitas. Esta relacion era, en
la época considerada por nosotros, tan estrecha, que ambos céalculos real-
mente se unian en un calculo para funciones tanto continuas como de argu-
mento discreto. Ademas de las consideraciones usuales, en las cuales se
tiene en cuenta “‘la juventud”’ e inseparabilidad del anélisis, tal situacion se
explicaba, naturalmente, por el gran significado practico del calculo en
diferencias finitas para los métodos de interpolacion, la dlf iacion e
integracién numérica y la i6n aproximada de dif i
les. Con ello no jugaron un ulnmn papel las consideraciones vinculadas
con las demostraci por La ideracion conjunta de ambos
calculos creaba mayores posibilidades para semejantes analogias.

Los mateméticos de los siglos XVII y XVIII prestaron mucha atencién
al desarrollo del calculo en diferencias finitas. En los trabajos de P. Fer-
mat, J. Barrow, J. Wallis, I. Newton y otros se formé um rama de las
matematicas. Los creadores del anélisis infini 1 intr
sas analogias entre las diferencias finitas y las dxferencxales, utilizandolas
para el desarrollo ulterior del calculo diferencial. He aqui uno de los ejem-
plos.

En el afio 1711, Newton introdujo la formula de interpolacion !

n(n

S+ nsx) = f@) + nar@ + "=V @) +

n(n— 1)(n— 2)

733 A¥(a) + ... + A"f(a),

+

donde 7 es un nimero entero positivo,

Af(a), A% (@), A (@), ...

1)1, Newton. Diferencias finitas. En el libro: W. Hytoton. MaTematimeckie paGoTsi.
M., OHTH, 1937, crp. 210—217, (L. Newton. Trabajos matematicos).
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las diferencias finitas sucesivas de la funcioén f(x) cuando x = a:
Af(x) = f(x + Ax) - f(x),
A% (x) = Af(x + Ax) — Af(x),
AY(x) = A¥(x + Ax) — A% (x),

y Esta formula de Newton, Taylor la extendi6 al caso de un niimero infi-
nito de términos, donde Ax tiende a cero, pero, de manera tal que 7+ Ax =
= h sea finito. Entonces

h(h - &x) A% (a)

f(a+h)=f(a)+hAM+

1-2 Ax?
4 = Ax)(h = 28%) A (@) |
1-2-3 AT

se convertia en
df(x) LAY | P dYKx)
2 "  3ax

Semejante utilizacion de la analogia y desarrollo paralelo del célculo di-
ferencial y el calculo en diferencias finitas fue caracteristico para el analisis
del siglo XVIIL. Una propagacibn singular de este rasgo fue obtenida a me-
diados de siglo, lo que d ra brill por ejemplo, Euler en su
“Célculo dlfcrcncnal" (1755). Euler dedico, en particular, los dos primeros

a la exposicion de la teoria de diferencias fini-
tas, en un volumen que supera su posterior aplicacion, en la presente obra,
a la interpolacion de series, la transformacion de ellas para mejorar la con-
vergencia y cuestiones semejantes.

El aparato fundamental del calculo diferencial era el desarrollo de fun-
ciones en series de p ias. El arsenal, p rico, de recur-
50S lad por los pred es, a del siglo, se enriquecid
con el teorema de Taylor. Este lo encontrd, como mostramos antes, utili-
zando la analogia con el calculo en diferencias finitas, extrapolando al cal-
culo de diferenciales la formula de interpolacion de Newton. En el afio
1712, Taylor ya habia comunicado su teorema en una carta. Publicandola
en “Methodus incrementorum directa et inversa’’ (1715), Taylor comple-
mentd su deducciébn para el caso particular, denominado serie de
Maclaurin. Este tltimo dio una nueva deduccion de este teorema en 1742.

La aplicacion regular de la serie de Taylor y Marclaurin se convirtio en
particularidad caracteristica del calculo diferencial. Su significado resulté
tan grande que cuando en el afio 1784, Condorcet adjudico a estas series el
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nombre de sus descubridores, esto se tom6 como un hecho que se
sobrentendia por si solo. El problema de desarrollar en serie, por vias ele-

les, todas las funci id: ¥ asi mismo asegurar la efectividad
de las i del célculo di | se convirti6 no solo en un proble-
ma actual, sino que parecia realizable. En esta direccién fueron logrados
grandes éxitos. Todas las fi idas por los aticos del
siglo XVIII (y al parecer todas las posibles) tenian la propiedad de ser de-
sarrollables, en serie de potencias, productos infinitos, etc. y con ellas re-
sultaba posible operar. El enorme aumento de los hechos del calculo dife-

rencial, que parecia i ifi junto a la idad de un estudio mas
profundo de las propiedades de las series crearon precendentes para una
valoracion incorrecta de la creatividad de los aticos del siglo XVIII

en el campo del anélisis matemético. Con diverso grado de determinacion
diferentes autores escriben sobre el formali y despr ion en estas
cuestiones.

Sim embargo, esto no concuerda con la realidad. Las primeras dificul-
tades promovieron el problema de la convergencia de series. Ya en el afio
1715 P. Varignon resp al desarrollo bi ial formulo una serie de exi-
gencias, cuya esencia se reducia a que los términos del desarrollo disminu-
yeran indefinidamente igual que el resto de la serie. Los esfuerzos dirigidos
a sustituir los confusos razonamientos metafisicos por una definicién exac-
ta de convergencm continudron a lo largo de todo el siglo. En esto el mérito

1 de los aticos del siglo XVIII puede formularse asi: de-
duccién e investigacion de las diferentes formas del término residual de una
serie; transformacion de series con el objetivo de obtener una serie conver-
gente a ciencia cierta; la asimilacion creadora de la operabilidad con series
divergentes.

En el afio 1754 D’Alembert durante la deduccion de la serie de Taylor
expreso la idea que se reducia a la rep) ion del término residual por
una integral mutiple. Euler se esforzé por encontra.r otros criterios de con-
vergencia, id: do los médulos de las d ias de las sumas de los
términos de la serie tomadas en niimero finito. En los afios 60, la idea de la
diferenciacion de las series convergentes y divergentes penetré en los tex-
tos, por ejemplo, en los textos de Kestner (1760 y 1761). En el afio 1768
D’ Alembert pudo demostrar rigurosamente una serie de teoremas relati-
vos a la convergencia del desarrollo del namero = en forma de fraccion
continua. A finales de siglo, en 1797, Lagrange represent el resto de la se-
rie de Taylor, inicialmente en forma integral y a continuacion en la forma
en que hoy se conoce bajo su nombre. Los esfuerzos de los mateméticos del
siglo XVIII por comprender correctamente el problema de la convergencia
(asi como sus errores) crearon a comienzos del siglo XIX las condiciones
para un riguroso acercamiento a su solucién. Una nueva etapa en la teoria

246

6.3. Desarrollo, del aparato del anélisis matematico

de las series, caracterizada por estimaciones regulares y rigurosas de los tér-
minos residuales y el caracter de la convergencia comienza en los primeros
decenios del siglo XIX y esta relacionada en primer término con los traba-
jos de Cauchy.

Los trabajos sobre el mejoramiento de la convergencia de las series evi-
dencian la gran atencion puesta en problema de la convergencia. Muchas
transformaciones de las series para obtener series convergentes pertenecen
a Euler. Por ejemplo: dada la serie

S=ax—bx*+ ox?—dx'+

se realiza el cambio de variables

wumdin iy, a0
L=
S=ay+y*+.)—-(+r2+.)%+
c+yi+..) -

S=ay+@—-by*+@—2b+cy*+ .=
=ay+Aa-y*+ A%-yi+ ...

A continuacién el nuevo cambio de variables y =

2 3
gLty gigo o% + A% (X + e
1+x 1+ 1+ x

Si la serie S converge, entonces la serie S converge a la misma suma.
Sin embargo, existen valores de x tales que la serie S converge y la serie S
diverge.

Las operaciones con series fuera del campo de convergencia conducian
a resultados paradéjicos. Sin embargo, Euler encontré los medios para
obtener importantes resultados del analisis, precisamente, con ayuda de las
series divergentes. En general Euler operé frecuentemente con series diver-
gentes, viendo el fundamento para esto en la extension inductiva a las series
infinitas de las operaciones aplicadas a las fi i iales. La jus-
tificacion de la validez para operar con series dlvergcntes para Euler era la
obtencion de resultados correctos. Para evitar absurdos, es necesario, dice
€l, definir correctamente el concepto de suma de una serie divergente. Para
esto es necesario renunciar a las ideas habituales relativas a la palabra
“suma’’ considerar que la suma de la serie es una expresion finita, del
desarrollo de la cual esta serie surge. Por ejemplo, la suma de la serie

T+x+x2+x3+ ...

x
conduce a
x
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5 1

sera ¥

L=
expresion. Tal definicion resulta mas general y se anticipa a muchas ideas
importantes de épocas posteriores, por ej lo, la idea de prol i0
analitica, no hablando de la posibilidad de utilizar el importante aparato de
las series divergentes.

Junto a las series de potencias en el analisis matematico se incluyeron
nuevos tipos de desarrollo de funciones. D. I. Stirling (1730) y Euler (1732)
aplicaron, por ejemplo, desarrollos en series asintoticas. En el afio 1748,
Euler introdujo las series tri étricas para la resolucion de probl;
de la fisica-matematica. Este recurso obtuvo aplicacion no sélo en los tra-
bajos de Euler, sino también en las obras de otros matematicos: D. Ber-
noulli (1753) en i de la fisica. atica (por ejemplo, la resolu-
cién de la ecuacion de oscilacion de una cuerda), D’ Alembert (1754) y a la
vez Clairaut en mecanica celeste. Hacia finales del siglo XVIII, Laplace (en
el afio 1782, publicado en 1785) y Legendre (1783, publicado en 1786) re-
solvieron el problema sobre la atraccion de un cuerpo elipsoidal, introdu-
ciendo los desarrollos en series segin funciones esféricas.

El andlisis matematico en el siglo XVIII se enriqueci6 con el potente y
variado aparato del desarrollo de funciones en series de diferentes tipos.
Este aparato fue creado bajo la influencia directa de los problemas de la
fisica-matematica. En el curso de su elaboracion gradualmente fueron pre-
sentados los problemas del estudio de las propiedades generales de las se-
ries, principalmente su convergencia. Sin esto la utilizacion sistematica del
aparato creado hubiera sido dificil. La construccién de una teoria de series
lo suficientemente general y rigurosa se convirtié hacia finales de siglo en
un problema de primera linea, de cuya solucion dependian los éxitos practi-
cos del andlisis matematico. Las reglas de diferenciacién en su gran
mayoria fueron elaboradas ya en los trabajos de Leibniz y los hermanos
Bernoulli. La ampliacion de estas reglas en relacion con la ampliacién de la

porque la serie dada se obtiene del desarrollo de la Gltima

clase de funci das no pr ba difi importantes.
Asi, tras la expresion analitica de las funci tri; ricas, exp -
ciales y otras clases de funci fueron i di i las

expresiones analiticas de sus derivadas.

La acumulacién de resultados del calculo diferencial transcurrié rapi-
damente. En el ““Calculo diferencial’’ (1755) de Euler, este célculo se pre-
senta ya en forma muy 1 1

Por ej el sobre la inde-
pendencia de los valores de las derivadas parciales del orden de diferen-
ciacion era conocido ya a comienzos de siglo. Euler le dio su demostracién,
extendiéndola a las derivadas parciales de orden superior. En la teoria de
la diferencial total, Euler demostr6 que en

df(x,y) = Pdx + Qdy
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" las derivadas parciales deben satisfacer la condicion

9P _ 30
y  oax
Los simbolos —:—. %, no fueron introducidos més tarde,
x’ dy 3
alrededor del ano 1786 por L dre.La idad y, después, la suficien-

cia de la condicion dada para que la expresion Pdx + Qd:v sea una diferen-
cial total fue demostrada por Euler. El también, considerando las fun-
ciones de tres variables f(x, y, z) y sus diferenciales totales de la forma
Pdx + Qdy + Rdz introdujo las condiciones

9P _3Q. 9P _9R 9Q _0R

% ox 0z ox' 3z 9y
Con el nombre de Euler se denominan ademas las formulas de la dife-
iacion de funci el sobre las funci homo-
géneas y otros muchos resultados. !

Las reglas para la determinacion de los extremos de las funciones de
una variable y = f(x) fueron dados por Maclaurin. Euler elaboré esta cues-
tién para las funciones de dos variables. Lagrange mostr.é (1789) cbn_m dis-
tinguir la forma de un extremo condicionado para fqnqunes de varias va-
riables y a continuacion (1797) aplicé para su investigacion e! método de
los iplicadores indeterminados que lleva su nombre. Mencionemos, fi-
nalmente, la cuestion sobre la investigacion de las indeterminaciones de la

forma 2 , 0co, 0 — oo las cuales realizé Euler.
-]

El calculo diferencial en el transcurso del siglo XVIII acumulo casi to-
dos los resultados que caracterizan su estructura actual. Fue elaborado el

potente aparato de repr ion de f por series. Este aparato ad-
quiri6 una forma analitica suficientemente desarrollada. Aden:_nés)de los
problemas generales del tr i 1 de sus f

tales relacionados con la insuficiente claridad del concepto de cantidad in-

finitesimal y los dos en el capitulo anterior, ante ellos
se ban nuevos probl de la fund; ion. Estos pr

se ;elacionaban con la sumacién de series, el desarrollo de funciones en se-
ries de di tipos, las dici de exi ia de i les de dife-

renciales totales dados, etc. P .

Cileulo integral. Los creadores del andlisis infinitesimal introdujeron el
caleulo diferencial, considerando los problemas inversos de sus célculos.
En la teoria de las fluxiones de Newton la mutua inversibilidad de los
problemas del célculo de fluxiones y fluentes se evidenciaba _cl?ltameme.
Para Leibniz el problema era méas complejo: la integral surgia inicialmente
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como definida, como suma de un nimero infinito de diferenciales mﬁmte—
simales. No ob lai ion se reducia précti alat

de funciones primitivas. La idea de la integracion indefinida fue inicial-
mente la dominante.

Los problemas inversos fueron propuestos en forma mas general. El
célculo integral incluia ademaés de la integracion de funciones, los proble-
mas y la teoria de dif iales, el calculo variacional, la teoria
de las funciones especiales, etc. Estas ramas del analisis matematico s6lo
gradualmente se separaron del célculo integral en el transcurso del siglo
XVIIL. El célculo integral en tal formulacién general creci6 inusualmente
rapido. Euler necesit6 en los afios 1768—1770 tres grandes tomos para dar
una exposicion sistematica de él. El primer tomo de este trabajo colosal
incluia en su primera parte propi; lai i6n de funci las

i diferenciales ordinarias ban la da parte del primer y
todo el segundo tomo; el tercer tomo estaba dedicado a las ecuaciones dife-
renciales en derivadas parciales y el calculo variacional. No obstante, todo
este material se consideraba, asi y todo, como un unico calculo integral.

Segun Euler, el cual expresaba el punto de vista cominmente aceptado,
el calculo integral constituia un método de buisqueda, dada la relacion entre
los diferenciales o la relaclén entre las propxas cantldades La operacion

con lo que esto se obtenia se d El prima-
rio de tal calculo, por supuesto, era la mtegral indefinida. El propio célculo
tenia el objetivo de elat det da de las funci: primiti-

vas para funciones de una clase lo méas amplia posible.

El problema de la construccién del calculo en lo fundamental fue re-
suelto en el transcurso de la primera mitad del siglo XVIII. Los logros prin-
cipales en esta direccion inicialmente pertenecieron a J. Bernoulli, quien
escribid el primer curso sistematico de calculo integral (1742), después, a
Euler. El aporte de este ultimo en el calculo integral fue inusitadamente
grande. Segtin la justa observacion de N. N. Lusin sobre Euler, la integra-
cion llevada por él hasta sus tltimas consecuencias y las cuadraturas por €l

das, todavia ituyen actual el marco de todos los cursos
y tratados modernos sobre calculo integral; las matematicas durante 150
afios después de la muerte de Euler no pudieron abrir una brecha en el
anillo de la integracion que fue forjado por Euler y de esta forma lograr
nuevas cuadraturas. En relacién al célculo integral los textos actuales son
solo modificaciones del tratado de Euler. s6lo renovaciones de este trabajo
en lo relativo al | je. Una val n j la dio el académi
A. N. Krylov.

A pesar de la aparente categoricidad desmesurada de estos juicios, ellos
se confirman con la revision concreta del famoso ‘‘Calculo integral’ de
Euler y su comparacion con los textos actuales. Los métodos de integracion
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on i el nivel actual en la segunda mitad del
siglo XVIII.

La formacion del de métodos de bisqueda de funci pri-
mitivas se acompaiiaba de la elaboracxén de los conceptos generales del cal-
culo y del corr di do. Euler, partiendo del con-

cepto de integral indefinida como basico, introdujo un sistema completo de
definiciones. La integral, junto con una constante de integracion adivita
arbitraria, la denominé total. La fijacion de una constante arbitraria
conducia a una integral parcial. El valor de esta ultima, para cierto valor
determinado del ar daba el equi a la integral definida.

Esta sucesion ar i resulté i ible de en las cues-
tiones aplicadas (en el caso cuando la primitiva no es una funcion elemen-
tal) y en los respectivos calculos aproximados la integracion definida se
introdujo como adicion en un sentido analogo al actual. El necesario cam-
bio del simbolo de Leibniz

[ fx)dx
para el caso de la integracion definida no fue tampoco encontrado inme-
diatamente. El simbolo de Euler
‘abx = a
Sf(X)dx_ adx = b]

(donde en lugar de f(x) estaba p) obtuvo desde el afio 1779, segiin proposi-
cion de Laplace, el correspondiente término “‘integral definida’. El
simbolo al que estamos acostumbrados (y que parece tan natural)

b
[f(x)dx

fue introducido por Fourier solo en los afios 1819—1822.

Paralelamente al desarrollo del calculo integral surgieron las generaliza-
ciones de la operacion de integracion. En el afio 1743, Clairaut introdujo la
integral curvilinea

| Pdx + Qdy

tomada a lo largo de una curva, en el libro ‘“Teoria de la figura de la tierra,
basada en los elementos de la hidroestética’ (salid una traduccién en ruso
en el afio 1947). En el afio 1770, Euler en relacion con problemas practicos,
elabor6 e introdujo la integracién doble. Dos afios después (en 1772),
Lagrange, considerando el problema de la atraccion del elipsoide de revo-
lucién (publicada en 1775), introdujo en las matematicas las integrales
triples.

251



Cap. 6. Desarrollo de las matemiticas en el siglo XVI11

En el curso del desarrollo del calculo integral surgieron una serie de
problemas de caracter especial. Los esfuerzos en su resolucién condujeron
a la elaboracién de nuevas ramas del analisis matematico. Estas tltimas
tarde o temprano se separaron de su fuente inicial, el c4lculo integral del
siglo XVIIL

Ante todo es preciso i la teoria de i diferenciales y el
célculo variacional. Los i emos mas adel pecial de
acuerdo al significado que estas partes tuvieron para el desarrollo de las
matematicas.

El célculo de i les de tipos iales ya a i de siglo con-
llevo al descubrimiento de una serie de resultados de la teoria de las fun-
ciones especiales. Uno de los primeros fue el descubrimiento de las integra-
les eulerianas de primero y segundo género, o sea, respectivamente, la fun-
cion beta

1
B(a,b) = [x*~!(1 = x)?~'dx
0
(1730—1731) y la funcién gamma
T(a) = ]e"‘x"‘dx
o

(1729—1730).
Lai por partes a la funcion gamma, da
I'(@+ 1)=al'(@), a>0.
Si a es natural, entonces
I@+1)=al'@= ... =all'(l) =a!
Esto dio a Euler base para la definicién generalizada de factorial

nl = [ex"—ldx.
o
En el caso de la funcién beta, para a y b naturales
1
B(a,b) = ———
Aol bCiTp

permiten (como el pto de fac-
torial) el concepto de coeficiente binomial al caso de argumentos de varia-
cion continua. La demostracion de la convergencia absoluta para @ > 0,
b > 0, naturalmente, atn no podia darse, asi como la consideracién de
estas funciones para valores complejos del argumento.

252

6.3. Desarrollo del aparato del analisis matemético

Entre las muchas integrales especiales se puede sefialar el ‘‘logaritmo
integral””

t

)

x ax Inx i
< ol v
li(x) = S e S
o -
la cual adquiri6 junto con la funcién {(x) un gran sign_)iﬁcado en la teoria
analitica de los nimeros, por ejemplo, en la investigacién del problema de
la distribucién de los nimeros primos en la sucesién na!ux:al.
Euler desarroll6 la integral del logaritmo li (e ~*) en serie:

x2 x3
lie™®) =c+ Inx— . i

i
1-11 22! 33! g

donde ¢ es la constante de Euler;

¢ =10,5T1215...,
cuya naturaleza aritmética no ha sido aclarada aun en nuestro tiempg. La
clase de funci peciales o d incluia ademas las fu;mpnes
elipticas, surgidas cuando se invierten las integrales elipticas, es decir, inte-
grales de la forma

[ ROx, VB, () dx

(donde R es el simbolo de fraccion racional, n = 36n = 4yel ?oﬁnopio
P,(x) no tiene raices multiples). Estas i \! su
ci6n debido a que a través de una de ellas

.
S\/l — k2sen2ada
o

(integral de segundo género en la forma normal de Legendre) se expresa la
longitud del arco de la elipse:
u=asena, v=bcosae (a<b)

I du \? N o
“S (z)*(z)“-
o

. .
= 5 Va2cos2a + b2senZada = a S VI — k2sen2ada.
o 0

Las integrales de este tipo fueron aplicadas por mucl}os
del siglo XVIII para el calculo de la longitud de arcos de diferentes curvas.

253



Cap. 6. Desarrollo de las mateméticas en el siglo XVIII

En el afio 1761, Euler descubri6 el dela posicion de i 1
elipticas, y la idea de su inversion fue por vez primera expresada a finales
del siglo XVIII por Gauss. La teoria de las funciones elipticas, en lo funda-
mental, fue construida en el siglo XIX en los trabajos de Abel, Jacobi,
Liouville y otros matematicos.

Como ya fue expresado, las funci indicadas son uno de los tipos de
funci iales, es decir t d Ellas tienen una fuente comtin,
las integrales que no se expresan medi funci 1 les. Otra cla-
se fund. 1 de funci i surge, como se sabe, en la resolu-

cion de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes
variables (funciones de Bessel, Lame, cilindricas, etc.).

En el calculo de una serie de integrales dificiles fue aplicado también el
método de las sustituciones complejas, las cuales como consecuencia rela-
cionaron el célculo integral con la teoria de las funciones de variable
compleja. Por ejemplo, ya D’Alembert y Euler afirmaron que si

ex +iy) =M+ iN

yala vez
elx — iy) =M — iN.
Entonces
P+iQ= [ (M+iN) (dx+ idy),
P—iQ=[(M~iN) (dx- idy),
de donde

P= | Mdx—Ndy, Q= | Ndx+ Mdy.

De que las expresiones bajo las integrales sean diferenciales totales de
las funciones P y Q, se obtienen las conocidas condiciones de
D’Alembert — Euler

M_ N oN_om

ay ax' ay ox’

Por ejemplo para la funcién gamma

I'(n) = ]e""x""dx
o
Euler (1781, publicado en 1794) realiza el cambio x = ky.
Entonces
I'(n) =k ]e""y""dy.
0
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Poniendo a continuacion
k=p+ig=r(cosa + isena),

encuentra
T T'(n)cos na
S e-Pyn=lcosqydy = L(r)cosna )r"
0
y o
I'(n)senno
S e~Pyn=lsenqydy = l_%,

0

1
de donde en calidad de resultado particular (para n = 3 p=0,g=1)

obtuvo las integrales, conocidas ahora como integrales de Frenel

T cose e Lo sene , =\ﬁ
SW””'\E’ g«; LN
0

0

r(%) =VA).

(Euler tuvo en cuenta que

Otro resultado particular obtuvo Euler, p do en la d 6
n — oo, de donde
e Psengxdx _ ot arcxgg
x r

0

y a continuacién (p = 0, g = 1)

}senxdx:
0

(1)

X

El objetivo de semejantes sustituciones es el esfuerzo por oblcn_er mt;
grales de funciones de una variable. Con ello, a veces en calidad de }ntegr
inicial se toma tal integral cuyo valor ya es conocido para obt'ener m.tefra-
les nuevas mas complicadas. Asi, Euler en uno de sus trabajos aplicé un
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método semejante a la integral
it arcsen
Vi—zz 4

y obtuvo dos nuevas integrales

s cos (6 + w)dv, _ [ sen(@®+ w)adv
P S Vs 3 Q-S Vs »

donde
0 = const;
visen20
1 — v2cos2§’

= VI + 2v2cos2v + v¥; 0 = const.

Laplace considero las integrales con limites imaginarios.
Esta rama del calculo integral jugé un papel importante en la creacién

tg2w =

de la teoria de funci de variable como una de sus fuentes.
Asi,enel t{anscurso del siglo XVIII se formé en el calculo integral un con-
junto de pro. asu actual y nivel. Este célculo, ade-

maés, dio comienzo a nuevas ramas del analisis matematico, como, por
ejemplo, la teoria de las funclones especnalcs De él se separaron y transfor-
maron en campos dif la teoria de i dife-

y el célculo vari: 1. El célculo integral sirvi6, finalmente, co-
mo una de las fuentes de la teoria de funciones analiticas.

Ecuamones diferenciales. Ante los creadores del anilisis, el problema
delai de i dife i en su inicio, se presentaba co-
mo partc de un problema mas general: el problema inverso del analisis infi-

Natural la i6n, al inicio, se ba en las dife-
rentes ecuaciones de primer orden. Su solucién se buscaba en forma de
funciones algebraicas o trascendentes elementales, con ayuda de métodos
n:lés 0 menos exitosamente elegidos. Para reducir este problema a la opera-
c1_6n de biisqueda de funciones primitivas los creadores del anélisis y sus
discipulos tendian en cada ecuacién diferencial a separar las variables. Este
método con el que actual los textos si aticos de los
cursos de la teoria de ecuaciones diferenciales, resultd, al parecer, hist6ri-
camente el primero.

Alrededor del afio 1692, Jo. Bernoulli-encontr otro método, utilizado
en una serie de problemas, la multiplicacién por un factor integrante. Este
mismo método lo aplicé exitosamente en el afio 1720 Bernoulli. Gradual-
ment_e se aclar6 que el método del factor integrante, al parecer, se puede
considerar como un método general de integracién de ecuaciones de la for-
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ma
M(x,y)dx = N(x,y)dy = 0,
es dificil, no obstante, reahzarlo debido a la eleccnén de este factor. El arse-
nal de los dos de resol de iales, incluia tam-
bién el de cambio de variables. Leibniz (1693) y después Jo. Bernoulli con
ayuda de la sustitucién y = xt resolvieron las ecuaciones homogéneas de
primer orden. La ecuacién de J. Bernoulli
ady = ypdx + by"qdx

(@ = const, b = const, p = p(x), g = q(x)) fue transformada mediante la
sustitucién =" = v (por Leibniz en el afio 1693, por Jo. Bernoulli en el
afio 1697) en una ecuacion diferencial lineal de primer orden. En la resolu-
ci6n de esta ecuacién Jo. Bernoulli anticipd el método de variacion de las
constantes introducido en el afio 1775 por Lagrange. Finalmente hacia el
afio 1700 Jo. Bernoulli logré resolver la ecuacion diferencial lineal de or-
den n

1

k.

kwn

introduciendo un factor integrante de la forma x” y disminuyendo con su
ayuda sucesivamente el orden de la ecuacion.
Sin embargo, este y algunos otros métodos eran incompletos y la canti-

dad de probl que conduci dife iales creci6 colosal-
mente y seguia creciendo. En escnma, todos los problemas aplicados del
andlisis cc id exigian la resolucion de numerosas y diversas

ecuaciones diferenciales. Cada una de estas ecuaciones fue dictada por un
problema concreto de las ciencias exactas y su solucién prometia el des-
cubrimiento de importantes secretos de la naturaleza o perfeccionamientos
técnicos.

Las cuestiones de la teoria general de las ecuaciones diferenciales a co-
mienzos del siglo XVIII, naturalmente, no podian ser propuestas. Era su-
mamente débil el aparato ad do para la resolucion de i dife-
renciales, no se habian separado clases particulares de ecuaciones, no esta-
ban estudiadas sus particularidades. Quedaba una via tinica, la de un tra-
bajo per y 6dico en la lucién de clases de ecuaciones lo
méas amplias posible. En este camino se situaron todos los grandes matema-
ticos de aquella época. Demasiado importante y urgente era la tarea. La
cantidad de obras y Itados concretos obtenidos por ellos es enorme.
Podemos aqui sélo sefalar algunas tendencias del desarrollo e indicar los
resultados mas importantes.
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Resultados notables de este trabajo ya comenzaron a advertirse en los
afos 20 del siglo XVIII. En el afio 1724 el matematico italiano J. Ricatti
publicé una investigacion multilateral de la ecuacion, denominada por pro-
posicion de D'Alembert (1769), ecuacién de Ricatti. Se trata de la integra-
bilidad en funcii les de una ion diferencial no lineal

dy 2
4+ = bx«
ay X

(a, a, b son cc ). Ricatti ider6 inicial esta ion en
forma mas compleja
wnda_dy y2
dx dx q’
donde y y g son fi 1 adex. No ¢ se vio obligado a

simplificar el problema poniendo ¢ = x".

La investigacion de la ecuacién de Ricatti fue ocupacién de muchos
matematicos: G. Leibniz, Ch. Goldbach, Jo. Bernoulli, N. Bernoulii,
D. Bernoulli y otros. D. Bernoulli estableci6 (1724) que esta ecuacién se
integra mediante funciones elementales si

ik
2% -1’
(k es un niimero entero). En el afio 1738, Euler aplico a la resolucién de es-

ta ecuacion la teoria de las series. Al mismo tiempo él comienza a conside-
rar la ecuacion general de Ricatti

a==-2 6 a=

dy 2
o =P(x)y*+ Q(x)y + R(x)

(P(x), Q(X), R(x) son funciones continuas), formas particulares de la
cual son no sélo la ecuacidn especial de Ricatti, sino también la ecuacion de
Bernoulli (cuando R(x) = 0) y la ecuacion diferencial lineal (cuando
P(x) = 0). Euler en los afios 60 del siglo XVIII descubri6 que cuando exis-
ten dos soluciones particulares de la integracion de la ecuacion de Ricatti se
reduce a cuadraturas. Si se conoce una integral particular v, entonces ella
puede ser transformada en una ecuacion diferencial lineal por la sustitu-
cién

y=v+l.
Z

Ya a finales de los afios 30 del siglo XVIII, Euler elabor6 un algoritmo de
resolucion de ecuaciones diferenciales lineales, con coeficientes constantes,

258,

6.3. Desarrollo del aparato del anélisis matemético

basado en la reduccién del orden de ciertas ecuaciones homogéneas con
ayuda de la funcién exponencial. En el afio 1743 en uno de los trabajos de
Euler fue publicado el método de resolucién de una i6n diferencial li-
neal homogénea de cualquier orden con coeficientes constantes con ayuda
de la sustitucion

y=ek,

y en el caso de raices reales multiples de la ecuacion caracteristica, con ayu-
da de la sustitucion
¥ = uekx.
En el caso de la existencia de un par de raices complejas o =+ (i, la susti-
tucion de la misma forma
¥ = ue™

reduce el problema a la ecuacién

d%y =
2 + B2u
la forma tri; étrica de cuya solucioén era ida por Euler desde el
afo 1740.
Después de algunos afios (en 1753) para reducir el orden de una
ecuacion dy a
Ay + Z=X.
y + B dx+ (o] P

Euler aplicé el factor e”*. A continuacién supuso que la solucion de la
nueva ecuacion tiene la forma

”“(A,y +B, gﬁ) = SXe"“dx.

donde A, y B, son coeficientes indeterminados. Estos coeficientes y tam-
bién m los cncontré mediante la diferenciacion de ambos miembros de esta
ecuacién y la comparacion término a término.

D’Alembert (en el afio 1766) encontré que la solucién general de una
ecuacion no homogénea lineal es igual a la suma de cnerta solucnbn particu-
lar y la solucion general de la cor

Muchos cientificos (en especial Clairaut y Euler) intensivamente elabo-
raron el método del factor integrante. Junto a la busqueda de tipos espe-
ciales de factores integrantes para clases aisladas de ecuaciones fueron pro-
puestos problemas mas generales. Asi, en los afios 1768—1769, Euler in-
vestigd las clases de ecuaciones diferenciales de primer orden que. tienen
factor integrante del tipo dado e intento de der estas i a
ecuaciones de orden superior.
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Por iniciativa de Euler en los afios 30, se formé y fortalecié el convenci-
miento que para la integracion de ecuaciones diferenciales, incluso de las
clases, al parecer, sencillas, los de funcis 1 les, inclu-
yendo las trascendentes mas sencillas, son insuficientes.

Con este objetivo dentro de la teoria de ecuaciones diferenciales era ne-
cesario limi aexp las soluci en cuadraturas; los métodos pro-
piamente de célculo de integrales, que aqui se obtenian, estaban incluidos
en el célculo integral propio.

Junto a las ecuaciones diferenciales ordinarias fueron encontradas las
soluciones de ciertas ecuaciones en derivadas parciales. Ya alrededor del
afio 1735 Euler, iando diferentes pr sobre trayectorias, llegd a
las ecuaciones ‘“modulares’ o ‘‘paramétricas’.

a—‘ =S,
como también

2 F(x,»,2),
ax
denominada asi porque se trata de una familia de curvas en cuyas
ecuaciones entra a formar parte un parametro variable o, segin la
terminologia de la época, un médulo. La aplicacion del factor i
a la segunda ecuacién dio a Euler condicion de integrabilidad en la forma
dR _ 4R o aF
x %z az

de donde Euler encontré la expresion para el factor integrante
InR = SBF dx.
az

Algy i dife iales en derivadas parciales las resolvid
D’Alembert, entre ellas la ecuacién de la cuerda oscilante de la que se hablé
antes.

De esta manera en el dominio de la lucién de i diferen-
ciales en la pnmera mntad del siglo XVIII el trabajo consistia en la soluciéon
de par ifi En este periodo fueron elaboradas

las premisas para la creacion de las primeras formas de la teoria general,
entre ellas una serie de conceptos fundamentales.

En el afio 1743 surgieron los conceptos de integrales particular y gene-
ral, encontradas por Euler ya en el afio 1739. Ellos fueron publicados en la
memoria donde se trata de un {inico algoritmo de resolucién de ecuaciones
diferenciales lineales de orden n con coeficiente constantes. En los trabajos
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de estos afios Euler iderod ién las sol singulares de una serie
de ecuaciones diferenciales, las cuales ya eran conocidas del ‘‘Methodus

incrementorum etc.”” de Taylor (1715).

Taylor advirtié una solucién singular ids do la i6
2
4 —ax2=(+ z!)l(‘i") : a
az,

Mediante la sustitucion

X 3 v=1+2z2

¥y

transformo (1) en la ecuacién

-2y +upi=1. )
Diferenciado

7w )=
y a continuacién igualando a cero

—zy=0
y sustituyendo en la ecuacién (2)
yi=Z,
v

Taylor obtuvo la expresién
yr=v, x=1,
la cual denominé *‘cierta solucién singular del problema”.
La no claridad de este tipo de solucién, no ida en la ge-
neral, y que motivo a Taylor a denominarla *‘singular”, se conservo en las
obras de Clairaut, el cual consideré (en el afio 1736) la solucién singular de

la ecuacion ( N\

CIpYy

(x+1}d—;

Fuler, no obstante, ya en el afio 1736 advirt6 que si se encuentra un factor
integrante u(x, y) de la ecuacion diferencial, cmonces;l‘ = 0 puede dar una
solucion singular. Por ejemplo,

xdx + ydy = Vx? + y2 — ridy

tiene como factor integrante
1

"= +y2-r2
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y la solucion singular sera
x2+y2=r2=0

Sélo en los afios 1774—1776, Lagrange logrd aclarar detalladamen
como obtener las soluci ingul. 0 bien dir dela i6
diferencial, o bien de la general difer do a partir de la cons-
tante. El dio asi mismo la interpretacion geométrica de la solucion singular
como la familia envolvente de las curvas integrales. Una exposicion siste-
matica y unificada de todos los resultados sobre las soluci singulares
de las i diferenciales la dio 1 en el afio 1801 en las ““Lec-
ciones sobre el célculo de funciones”.

Podemos sefalar que los éxitos précticos alcanzados por los mas gran-
des cientificos del siglo XVIII en la lucién de i difi ial
resultaron en los afios 60 tan significativos que se cre6 la posibilidad objeti-
va para la construccion de la teoria general de las ecuaciones diferenciales.

Esta teoria general fue por vez primera expuesta por Euler en su famosa
obra ‘““Célculo integral’’. Ella, como ya indicamos, consta de tres tomos
que vieron la luz sucesivamente en los afios 1768, 1769 y 1770, y culmina la

serie de libros de Euler dedicados a la o atica del analisis

4neo a él, y sus apli La teoria de las ecuaciones diferen-
ciales, ordinarias y en derivadas parciales, i el ido funda-
mental de este trabajo. S6lo es p dida por la i i6n de funci la

cual ocupa la primera mitad del primer tomo. Tras ella sigue s6lo el calculo
diferencial que constituye un apéndice al tercer tomo.

Las ecuaciones diferenciales se encontraban en estos afios en un estadio
de la més enérgica elab y bu da de métodos de solucién de
nuevos y nuevos tipos de ecuaciones. Euler por primera vez en el ““Calculo
integral”’ dio una clasificacion rigurosa y precisa de todas las ecuaciones
conocidas y expuso si: ati los métodos de su lucién hasta
los resultados mas actuales, ‘“no hace mucho encontrados’, segiin su
expresion. Una enorme cantidad de estos altimos resultados fueron halla-
dos por el propio Euler. De esta manera, la teoria se construia como un
conjunto de métodos de resoluciéon de y estas ultimas se consi-
deraban en rel; a los probl fisicos que las generaban. Ante tal si-
tuacion, la teoria de las ecuaciones diferenciales atin no tenia necesidad de
proponer el problema sobre los teoremas de existencia y unicidad, tan
caracteristicos para el periodo posterior.

Al parecer, es inoportuno describir el contenido de este enorme trabajo
de Euler, saturado por un j de métodos y resultados concretos.
Ademas, esta obra fue editada totalmente en una traduccién al ruso. Por
ello pasemos a la caracterizacion de las direcciones fundamentales en la
teoria de ecuaciones diferenciales que se formaba en la segunda mitad del
siglo XVIIL.
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Mas evi estas direcci fund: les surgieron en el

campo de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Estas direcciones, se for-
i B

maban, i como resultado de las en la r 6n de

de éstos se aban

problemas aplicados o grupos de ellos. A
la mayor cantidad de trabajos.

La primera direccién consistia en el desarrollo de la tc:)ria de las
e i diferenciales lineales, principal las de orden, y
sus sistemas tanto con coeficientes constantes como variables. A la_l género
de i ducian los probl: sobre las f 1 dy
los puntos materiales y sus sistemas con un m’xme‘ro finito de grados de li-
bertad. Ejemplo de tales pr son los rel dos con la construc-
cion de relojes de péndulos y la aplicacién de aparalqs con péndul&?s para
las investigaciones gravimétricas. A esta clase se vinculan la_mblén_ los
problemas sobre los movimientos oscilatorios resqrtes de’reloj, surgidos
después de que quedo clara la limitacién de los relojes de Pendu.lo. El paso
de las oscilaciones de un punto a las oscilaciones de un s'lslema_de p_umos
trajo consigo la ampliacion del problema al caso de un numero infinito de
grados de libertad: oscilaciones de una columna de aire, una membrana,
crc.Los probl de la di litica de un pur}to y un sistema de
puntos promovié, en calidad de otra direccion principal de la _leoria de
ecuaciones diferenciales, el desarrollo de los métodos de re.soluClbn de las
ecuaciones no lineales de primero y segundo orden y sus ﬂsten_las.

El movimiento de un cuerpo rigido alrededor de un punto fijo se expre-
sa mediante un sistema no lineal de tres ecuaciones de segundo orden res-
pecto de ¢ (1), ¥(t), 0(t), los llamados angulos de Euler, expresados como
funciones del tiempo. El movimiento del centro de gravedad del plar_u%ta en
el sistema solar se expresa mediante la solucion de un sistema cuasilineal

ﬂxl.,. Rz——f‘~—= 0 (i=1,2,3;k=const).

dr? (L2

Las i de Euler 1 en el caso general, cuasilineales,
surgidas en el calculo variacional durante la resolucion del problema sobre
el extremo del funcional N

[ Fx, y, ) dx.

a

La ecuacién no lineal de segundo orden se obtiene, en parlicular_, enel
problema sobre la biisqueda de las geodésicas sobre las s!.x‘pcrﬁues. A
ecuaciones del mismo tipo duce la resolucion de la del movi-
miento de un punto en un medio resistente.
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vLa lejidad del probl de lucion de las i y laimpo-
sibilidad de integrarla en forma finita sirvi6 de causa fundamental para el
surgimiento de una tercera gran direccién. Se trata de la elaboracién de

étodos aproximados de solucién de i difi iales. El métod
clasico de quebrad: 1 )it utilizado en los teoremas
de exi: ia y unicidad de la solucién de la i0

@~y

con las condiciones iniciales x = x;, y = y, fue hallado y publicado en el
afio 1768 por Euler. Los problemas de la mecénica celeste en cuya formula-
cién se tienen en cuenta las fuerzas de perturbacién constituy6 el primer
objeto de aplicacion de los dos de i ion aproximada. Conside-
rando la iva de las excentricidades de las rbitas de los
planetas y las fuerzas de perturbacion, la solucién queda, en primera apro-
ximacion, en la forma de una orbita circular, la cual posteriormente se

corrige.
Las aplicaciones geométricas de la teoria de ecuaciones diferenciales or-
dinarias, constituida en una rama especial de las i la ia

diferencial dej6 huellas también en la teoria de las propias ecuaciones. La
teoria de las soluci ingul. i una direccion notable en la
teoria general de las ecuaciones diferenciales. El estudio de las familias de
curvas i les y la solucion de los probl sobre la bu da de las
trayectorias 1 ei les, la i6n de los Itados a las fa-
milias de superficies, tal es la via de investigacion en esta cuarta direccion.
Su significado crecié cuando el problema de la existencia y unicidad de la
1 de las i dif iales pasé a un primer plano.

Las investigaciones en la rama de la creacion de la teoria de las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, a pesar de su multiplicidad,
no daba aun la posibilidad de separar claramente las direcciones funda-
mentales. El problema era todavia demasiado complicado. Y aunque un
gran namero de probl de fisica, de anica y de la teoria de superfi-
cies era reducido a ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, la reso-
lucién de ellas progresaba lentamente.

El frabajo sistematico en esta direccion comenz6 a desarrollarse sélo en
los afos 60. A Euler le pertenece la primera monografia, donde se hace un
intento de construccion de la teoria de las ecuaciones diferenciales en deri-
vadas parciales. Se trata del tercer tomo del ‘*Calculo integral”’, publicado
en el afio 1770. Junto a Euler trabajaron en la teoria de las ecuaciones en
derivadas iales. D’Alembert, L , Laplace, Monge y otros
muchos cientificos.
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Una de las ideas principales, relati con b rapidez reafir-
mada, en la teoria de las ecuaciones de primer orden, fue la idea de la re-
duccién de su integracion a la integracién de ecuaciones ordinarias o sus
sistemas. Esto fue utilizado por D’Alembert (1768) en la resolucién de
ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes.

Meétodos anélogos fueron desarrollados por Euler. El método de reduc-
cién de la ecuacion diferencial lineal general

a la integracion del sistema P+ Qr=R
o _dy
Pg R

elaborado en el afio 1776 por Laplace y Lagrange est4 incluido en los textos
actuales. Cuando un poco més tarde (en los afios 1781, 1787) Lagrange ex-
tendié este método a las ecuaciones lineales con un nimero arbitrario de
variables, expres6 abier quela lucion de las i en deri-
vadas parciales depende del arte de su reduccién a las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias.

En la resolucién de ecuaciones no lineales de primer orden Euler (1770)
mostré que una ecuacion diferencial con tres incognitas siempre puede re-
ducirse a una ecuacion lineal con cuatro incognitas. Este resultado fue de-
sarrollado en los trabajos de Lagrange (1774), Monge (1787), Sharpi
(1784). Este ultimo llevé hasta el final la resolucién de la ecuacion no lineal
de primer orden con dos variables independientes. La idea del método
consistia en que junto a la ecuacion

F(x,5,2,p,4)=0

se elige otra ecuaci6n,
u,»,z,p,q) = a,

de modo que este sistema de dos ecuaciones sea totalmente integrable. Las
funciones, determinadas a partir del sistema de ecuaciones,
P=pXyza), q=qxyza)
conducen, como ahora sabemos a la ecuacion de Pfaff
dz = p(x,y,z,a)dx + q(x,,z,a)dy.
La integral de esta ecuacion
®(x,y,2,a,b) =0,
donde @ y b son constantes arbitrarias, sera la integral total de la ecuacién
F(x,»,2,p,q) = 0.
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Sin embargo, este método se conocié s6lo en el afio 1814, y fue dado a
conocer por el académico francés Lacroix, ya que Sharpi, inmediatamente
después de la presentacion de su memoria en la Academia de Paris, falle-
ci6. Sharpi no pudo extender su método a las ecuaciones con un nimero
grande de variables. Esta dificultad fue superada en el siglo XIX en los tra-
bajos de K. Jacobi y Pfaff.

En el curso de la elat i6n de los métodos de lucién de
ecuaciones diferenciales de primer orden se aclararon las formas de sus so-
luciones, la interrelacién entre ellas y fue introducida la terminologia que
se conserva actualmente. Lagrange realizo un resumen de este proceso en
trabajos de los afios 1774 y 1776. Asn Ia soluuén dependiente de dos cons-

tantes arbitrarias recibi6 la di de 1 Si en la sol
completa
z=¢(x,y,a,b)
se pone
b =y(a),
donde y/ (@) es una funcién arbitraria y de las ecuaciones
dz
= —=0
z=elya @) vy

se elimina @, entonces se obtiene la solucién denominada general. Fmal-
mente, la eliminacion de @ y b de las ecuaciones

az 0z
z=p(x,),a,b), r 0 25 0

daba la solucién que recibio la denommacnbn dc especial y posteriormente
singular. Ya que la lucién de i iales no siempre se re-
duce a cuad as, L introdujo di términos: solucion de la
ecuacion y su integral.

Junto a los métod liti putacionales de lucion de
ecuaciones se desarrollaba ién la teoria étrica de sus
En general, la teoria de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
resultd estrech lada a los pr y de la

geometria (teoria de superficies y curvas en el espacio). Esta direccion fue
desarrollada en una serie de admirables trabajos de G. Monge. Este grupo
de cuestiones lo veremos mas adel: en el capitulo dedicado al desarrollo
de la geometria en el siglo XVIII.

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de segundo orden
surgieron preferentemente en el curso de resolucion de problemas fisicos.
De ellos, ante todo, debe indicarse el problema sobre la oscilacién de la
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cuerda que conduce a la ecuacion

%y _ .35} aly'
o ax?
sobre la que se hablé en el capitulo antenor. Alrededor del afio 1760,
Euler. L; en probl de hidrodi dujo la ion de
i6n volumétrica de los liquid

u _ %  u  du
a?  ax? gy ozt

Para esta ecuacion Euler encontrd una solucién particular y en un caso
(cuando el movimiento se realiza en direccién a un centro fijo y las veloci-
dades en las superficies de las esferas cor di son idénticas), la in-
tegral general. El problema de la oscilacién de una membrana Euler lo re-
dujo, en los afios 60 del siglo XVIII, a la ecuacién

%z _ 9%z |
ar axr o ayr’

Su soluci6n la hallé en la forma de serie para una funcion trascendente,
la cual ahora denominamos cilindrica o (lo que no esta en absoluto funda-
mentado) de Bessel, por el apellido del astronomo aleman F. V. Bessel.

Los problemas sobre la oscnlaclbn de un £as en un tubo con diferentes

i la teoria del p 1y otros di a i de
segundo orden. Las ecuamones diferenciales en derivadas parciales
constituian una clase singular y numerosa de ecuaciones del siglo XVIII.

En lo que se refiere a ecuaciones de orden mayor, se investigaron sélo
en forma episddica.

Las investigaci sobre las i de orden fueron nu-
merosas, pero la creacion de la teoria general se tropezaba con dificultades
insuperables en aquella época. Los primeros éxltos se advierten hacia el
afio 1770, cuando Euler aplicé las de i diferen-
ciales lineales de segundo orden a la forma canénica. Por ejemplo, la
ecuacion

4

% _ 0%
By ax?
mediante las sustituciones
t=x+ay, u=x-—ay
se reduce a la forma
%z

T
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La integral general de esta ecuacion tiene la forma
z2=f() + o) = f(x + ay) + o(x — ay).

Por tal via se comenz6 la formacién de los tipos canonicos de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de segundo orden.
La ecuacion diferencial lineal general en derivadas parciales

%z %z 3%z dz

— + izl 25 1oat

ax? & axdy Bt Tyt Y ax & ay , T T= o
donde los coeficientes y el término independi son ciertas funci dex

e y, fue examinada por Laplace (1777), creando para su resolucién un mé-
todo tinico, que recibi6 la denominacién de ‘““método de las cascadas’’.
La esencia de este método, asi como el elaborado para la ecuacién dife-

rencial lineal general en derivadas parciales de primer orden

az

T3 + W(X:}') = + v(x,»,2) =
el cual resolvié Laplace, consiste en un cambio de variables. Introduciendo
dos nuevas variables s y 5, Laplace llega a la ecuacion que actualmente lle-
va su nombre

%u u u
£ 5 3920 SR L 13
ass, +m % "as +u+T=0

6, brevemente, D(u) = 0.
Si ¢(s) y ¥(s) son dos funciones arbitrarias y si hacemos
0)(8) = [ e(s)ds, 0x8) = [ ey(9)ds, ..
Yils) = [ ¥is)dsy, Vals) = | %i(s)ds, ...y
entonces la solucién puede escribirse en la forma de la serie
u= Agp,(5) + Apy(5) + Ayps(s) + oo +
+ Byl (s5)) + Byu(s) + Bys(s)) + -
La situacion de esta expresion en la ecuacion D(«) = 0da para la deter-
minacién de los coeficientes Ay, A, ..., By, By, ... ecuaciones diferenciales

94 3B,
E"+mAa=o; s —20+nB,=0;

%21 4 nB, + D(B) = 0;

a4, w B,
3t DAY=

A aB
3;: +mA, +D(A)=0; 2+ nB,+ D(B) =0
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Si la serie para  se interrumpe, o sea, si para cierto k tuviera lugar
A, = 0, B, = 0, entonces la integral general se expresa en forma finita.
Cuando mto no tiene lugar, Laplace representa la solucién no mediante
una serie, sino con ayuda de integrales definidas. Asi él mostr6 que en este
caso

u= [pe@dz + | Py @0z,
0 o

donde p y p, son integrales parciales, D(u) =

p= [T-De@dz b= |*6- MW@z
0 0

y en estas integrales

=3 k+1
I's—-2)= EA, 1 ¢ Z)l),,

o k+1
s -2)= ZBk ' ¢ Z);

Laplace mostr6 que su método resulta mas general que todos los de-
mas. En el caso, por ejemplo, cuando /, m, n son constantes en la ecuacion
D) =0

S ST L vl

T=0, m= n= A=
3 s+s s+ s+ 5

ion de i dife iales or-

i

se obtiene un caso particular de i
dinarias de segundo orden. Los perfecci i ulteriores int
en el método, de las cascadas por Lagrange y Laplace elevaron este método
a su forma actual.

R El to del anlisis ico en el transcurso del
siglo XVIII se desarrollé con rapidez extraordinaria tomando una forma y
un volumen préxlmo al actual. La diferenciacion y también la integracion

fi les fueron, en lo fundamental, concluidas.
Las ecuaciones diferenciales tanto las ordinarias como en derivadas par-
ciales, poco a poco se convirtieron en una parte importantisima del analisis

en su tr i algoritmico-operativo. Junto a la elabora-
cion de los dos de lucion de clases indi di de se
formaron los elementos de la teoria general.
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En el campo de las ecuaciones diferenciales ordinarias fueron declara-
dos sus tipos fund: les que tenian solucién en cuadraturas, fueron
hallados los procedimi desu lucién aproximada. Se formularon e
hicieron 1 idos los de solucién general y sin-
gular. En una parte de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales se
llevé a cabo una clasificacion parcial y se d on los tipos Onicos y
ademas se laron un conj de procedimi particul de reso-
lucién.

Sin embargo, la teoria de las ecuaciones diferenciales no podia de-
sarrollarse durante mucho tiempo como una coleccién de: procedimientos
particul d dos para la lucién de clases poco numerosas de
i lacién de estos procedi es necesaria, pero no
suficiente, para la construccion de una teoria general. Ante los matemati-
cos cada vez mas agudamente se presentaba el problema de la existencia de
la solucién y la determinacién de su caracter. Las soluci formaron una
clase de funciones incomparablemente méas amplia que la clase de las primi-
tivas de las funciones elementales. Los éxitos practicos de la teoria de las
ecuaciones diferenciales y sus variadas relaciones con la teoria de las fun-
ciones de variable leja, las funci iales, el calculo variacional
y i con los probl de la fisi atica, hicieron el
problema de la creacioén de una teoria general especialmente urgente. Co-
mo conclusién mostremos un esquema del calculo integral en el siglo XVIII
(fig. 46) para simplificar la comprensién de su estructura compleja y del
proceso de desprendimiento de él de las diferentes disciplinas.

La clasificacién de las i diferenciales en derivadas iales se
cita en concordancia con la estructura del tercer tomo del ““‘Calculo in-
tegral”’ de Euler. En el esquema se incluye como parte del calculo integral

bién el calculo variacional. A la historia de este célculo esta dedicado el
siguiente parrafo del presente capitulo.

aies:

o

g

o

PR

4

i

diferenciaies én.
s pare

Fig. 46

EEUEY
ST

6.4. Creacion del célculo de variaciones

El calculo de variaciones es una de las partes mas importantes del anali-
sis matematico moderno. Formando parte del analisis funcional, esta
estrechamente relacionado con muchas cienci i Los métod
del calculo de variaciones penetran en las diferentes ramas de las matemati-
cas, la mecanica, la fisica y la técnica, creando en cada momento las posibi-
J lidades de aplicaciones inmediatas.

El calculo de variaciones surgi6 en el siglo XVIII y recibié en los traba-
jos de Euler y Lagrange la forma de una teoria matematica rigurosa. Esta
(iltima mostré inmediatamente su utilidad, ya que con los métodos de esta
teoria resultd posible resolver un gran nimero de problemas de caracter
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préctico. El surgimiento del calculo de variaciones y su separacién como

d di la cual elabora los métodos general
de determinacién de los de las fi les, estuvo dicionad
por la idad de soluci una clase ial de probl extremales

geométricos, mecanicos y fisicos de
problemas variacionales.

Problemas de variaciones. En la historia de las matematicas los proble-
mas de este tipo fueron propuestos e investigados hace mucho. Como
ejemplo pueden citarse la teoria antigua de los isoperimétricos y numerosos
problemas extremales en la fisica (mecéanica y 6ptica). No obstante, no los
consideraremos aqui, ya que los procedimi de resolucion de estos
problemas extremales eran atn individuales y en esencia no podian consti-
tuir un calculo especial. Hacia finales del siglo XVIII se acumularon y
fueron aislados en una clase particular los problemas extremales de un gé-
nero singular, los cuales no admitian solucién con los medios del reciente-
mente aparecido analisis infinitesimal.

Este fue, en primer lugar, el problema de Newton propuesto y resuelto
por él en los ‘‘Elementos matematicos de la filosofia natural’’ (1687). En él
se requeria hallar una curva que pasara por dos puntos dados y tal que al
girar en torno a un eje dado generara un cuerpo de revolucion, el cual expe-
ri la menor resi ia en el movimi a lo largo del eje. Otros
problemas de variaciones fueron el problema de la braquistcrona (1696);
el problema isoperimétrico (1697); el problema de las lineas geodésicas
sobre las superficies (1697). En esencia ya en tiempos tan tempranos fueron

trabajados todos los tipos fund les de probl de vari

Las luci de los probl indicados fueron halladas a finales
del siglo XVII, principios del XVIII. Newton dio para su problema el
equivalente de una ion dife ial en forma de proporci6 étri-

i
ca. El problema de la braquistocrona fue resuelto por Jo. Bernoulli, y a
continuaciéon por Newton, Leibniz y Ja. Bernoulli. El problema isoperi-
métrico y el problema de las lineas désicas fueron r 1 bién si-
multaneamente por varios cientificos. Los métodos de resolucion eran in-

i 1 peci pero en ellos cada vez méas claramen-
te se revelaban rasgos generales. Se creaban las posibilidades para la elabo-
racion de un método general.

El primer método general de resolucioén de probl: de vari
fue elaborado en una serie de trabajos de Euler en los afios 1726—1744.
icial. Euler, id do los métodos de lucién del problema

de la braquistocrona, propuso (1726) este mismo problema en condiciones
de resistencia ejercida por el medio. A continuacién (1728) dedujo la
ecuacion diferencial de la linea geodésica sobre una superficie. La poca ge-
neralidad e insuficiencia de los procedimi licados en la lucié
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de problemas de la clase ya reconocidos por su particularidad no satisfacia
a Euler. Asi comenzo a buscar un método general y hacia el afio 1732 lo en-
contré. En el articulo de Euler “Solucién general del problema isc_)pen-
métrico presentado en un sentido mas amplio”’, encontramos.la primera
formulacion general de un problema de variaciones unidimensional. m

Este trabajo de Euler es interesante especialmente porque marca el ini-
cio del viraje dialéctico, caracteristico para el desarrollo de los calculos ma-
tematicos, cuando las luci de probl ind di comien-
zana iderarse como aplicaci de un método general. Este ltimo, el
método, se convierte en objeto del calculo.

Euler clasifica los problemas donde se buscan, segin su expresion, cur-
vas que gozan de una propiedad extremal. En estos, en calidad de extremal,
se elige la propiedad de las integrales de tipo particular, tomadas a lq largo
de la curva, de tomar valores maximales o minimales. La clasificacion de
Euler es la siguiente: a) de todas las curvas en general determinar aquella
que tiene la propiedad extremal A; b) de una familia de curvas con una
propiedad comiin A, elegir la extremal respecto a la pmpledad_ B; c) del
conjunto de curvas que satisfacen las dos propiedades A y B, elegir la extre-
mal respecto a la propiedad C, etc.

Las propiedades, 0 como deci ahora, las funcionales para Euler
eran integrales. Casi todas ellas tienen la forma
[ S, 2, dx.

El método se basa en: a) la idea de la conservacion del valor extremal de la
propiedad cuando el elemento de la extremal se sustituye por el glemento de
otra curva préxima, b) principio de Leibniz — Ja. Bernoulli de que la
extremal conserva sus propiedades extremales en cualquiera de sus partes.
El método consiste en variar una, dos, etc. (en dependencia del tipo de
problemas) ordenadas y en igualar los valores de las propiedadFs _del ele-
mento correspondiente de la extremal antes y después de la vanacx‘(.\n.

Cuatro afios después (en 1736, publicado en 1741) Euler generalizo este
método en los integrales de la forma

b
foey,x,y"y ) dx,

donde

x

s= [VT¥y7ax.

Finalmente, hacia el afio 1744, el método de Euler adquirio una genera-
lidad tan grande que se convirtio en un calculo especial, expuesto sistemati-
camente por Euler en el libro “Método de bisqueda de lineas curvas con
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propiedades de méximo o minimo, o la resolucién del problema isoperi-
métrico tomado en su sentido méas amplio”, el primer libro en la historia,
sobre calculo de variaciones.

En lugar de la resolucion de un problema de variaciones, atn dificil, o
una clase entera de ellos, Euler presenté un método general, el cual se
puede aplicar a la resolucion de diferentes tipos de tales problemas. El ob-
jetivo de este método, denominado por Euler “método de los maximos y
minimos aplicados a lineas curvas”” es el més general: la biisqueda de lineas
curvas para las cuales cierta magnitud prefijable alcanza su valor méaximo o
minimo. Consideremos este método en su esencia.

El problema recién formulado esta p do todavia i
te preciso. Euler introduce las siguientes condiciones de determinacién:
a) el problema se plantea y resuelve para un mismo segmento del eje de
abscisas; b) se introducen dos tipos de extremos absolutos y relativos; c) se
define la forma de la funcional como una *‘magnitud integral indefinida”’.

W= [Z(xy,y,y",..)dx.

x
Las ideas sobre las que basaba Euler su método absoluto de los maxi-
mos y i son comparati sencillas. Sup que entre to-

das las posibles curvas en el intervalo [x,, x] es necesario elegir una f(x, )
= 0 tal que la integral

x
W= [zadx
X0
alcance un valor extremal. Cada curva y = y(x), definida en cierto domi-
nio de valores X, < x < x,, Euler la sustituye por un poligono, las abscisas
de cuyos vértices se eligen en el eje Ox a distancias iguales entre si. Esto, se-
gun la idea de Euler da la posibilidad de aproximar la curva con cualquier
grado de exactitud.
La férmula integral del maximo y el minimo
x
I= [Z(,p,y",y",..)dx

*0
la sustituye por una suma de la forma
n=1
S,= Y ZGyysy7,0dx,
i=0
donde
dx=x—:"ﬁ, X; = X;_, + dx,
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y ¥, es la ordenada en los puntos fijos x;. Ademas, sustituyendo las deriva-
das por las relaciones en diferencias finitas

yl'=p’_=¥mdx_z; ¥ =g=

T

Euler trata de conseguir la posibilidad de considerar el valor de la formula
del maximo o el minimo para una curva dada como funcién de la ordena-

4; I=F(yp, ¥, Y30 eor V)

Después resuelve un problema extremal usual: varia cierta ordenada ar-
bitraria y,; la diferencia de los valores de / correspondientes a la curva ori-
ginal y variada, los iguala a cero. De esta manera se obtiene la ecuacion di-
ferencial de la extremal.

Asi, Euler reduce la resolucion del problema variacional a la resolucién
de otro, del extremo de una funcioén de varias variables (ordenadas). Este
método se convirtié en universal para cualquier tipo de problemas de va-
riaciones y resulta fundamental para el calculo de variaciones en la forma
inicial creada por Euler.

Sea para simplificar z = z(x, y, ¥ ). Entonces

[ ZGx,y,y7)ax
se sustituye por

n-1

Z Z ()q,y,,&ﬂd%"l) dx.

=0
v

%

Ty ~Tyq Ly Tpeg o 7

Fig. 47

La ordenada y, recibe un incremento de n, (fig. 47). Entonces en la su-
ma indicada cambian solo los términos que contienen y,. Estos son

Z(x,_,,y,,.,%) dx y Z(X,.y.,&*-;x:—y-”) dx.
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Para calcular su incremento, Euler diferenciaba Z segin x, y, p y sustituia
las diferenciales dx;, dy;, dp; por los i de las itudes corres-
pondientes x;, y;, p;- §

dZ(x,_\,¥,_»P,_) =Mdx,_, + Ndy,_,+ Pdp,_,,
dZ(x,,y,,p,) = M'dx, + N'dy, + P'dp,.
Ya que el incremento lo recibe sélo y,, entonces
dx, \=dx,=dy, =0, dy =+nr,

nv nv
d, =+—— dp,=———.
Pr-1 dx o dx
Por igui la itud del i

Z(x,_ 1, Y, s P,_)dx + Z(x,,3,,p,) dx
serd
Pny + N'nvdx — P'nv.
Pero P° — P = dP, y en lugar de N puede escribirse N. Entonces
Pny + Nnvdx — P'nv = 0

—dP + Ndx =0,
esto es

dapP
N-——=
dx o

lo que en el simbolismo habitual a nosotros significa

= By
dy dx\dy’
o sea, la ecuacion diferencial de Euler.
Al extender este método al caso en el cual la expresion subintegral de-

pende de las derivadas de orden superior, Euler llega a la ecuacién de la
forma

OB BOTARIT

dx  dx? dx? "

.Y €l no se'detiene ante la posibilidad de que esta serie se prolongue inde-
fimda_meme. Solo advierte que la ecuacion diferencial de la curva siempre
tendré un orden dos veces superior a la férmula del méximo o del minimo.

De esta observacién natural surge la condicién que iza la de-
terminaci6n del problema: entre todas las curvas que pasan a través de 2n
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puntos dados, definir aquella para la cual S Z dx, donde
Z=Zx,y" 5 ¥ ™),

sea maxima o minima (fig. 48).

La exposicion del método, dado por Euler, es evidente que no satisface
las exigencias del actual rigor cientifico. En ella no se fundamentan, en par-
ticular, las cuestiones de la validez del paso al limite y el intercambio de los
pasos al limite.

Z
VW
-‘7 m/l”l
MNTP 4
Fig. 48

No se demuestra tampoco, si el limite de los extremos de las funciones
aproximantes da el extremo del funcional. Sin embargo, es necesario recor-
dar que Euler no pudo siquiera plantear las exigencias de rigor cientifico en
¢l sentido que se le da en el siglo XX. Ademas, la investigacion de las cues-
liones sefaladas llevar4 no solo a la bisqueda de la ecuacion diferencial de
la extremal sino bién a la aproximacion de la soluci6n de esta 16
mediante la solucién de un sistema de ecuaciones ordinarias, lo cual se salia
de los limites del problema propuesto por Euler.

El método de Euler de lucién de probl sobre relati-
vos tiene como objetivo la bisqueda de la extremal no entre todas las cur-
vas definidas en un segmento dado del eje de abscisas, sino entre cierta fa-
milia de ellas, cada una de cuyas curvas tiene una o varias propiedades. Si
la condicion complementaria consiste en la conservacion de un valor cons-
{ante de otra (o varias) funcional — integral, entonces se tiene el problema
isoperimétrico generalizado. Euler la reduce al problema del célculo de la
integral absoluta de la forma sigui

Para satisfacer simull dos cc (si se trata de curvas
que tienen una propiedad comin), la invariabilidad del valor de la pro-
piedad comin By la férmula del maximo o minimo A4, es necesario dar la
variacion no de una, sino de dos ordenadas vecinas. ‘‘Los valores diferen-
ciales” de ambas propiedades tendran, en virtud de la variacion de las dos
ordenadas y, ey, , | (ver fig. 47) ennvy ow respectivamente la siguiente for-
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ma:
dA,-nv +dA, | ow;
dB,:nv + dB, - 0w.
De las dici dadas (extr lidad de A y ia de B) se de-
duce que estas dos expresi deben ser igual a cero:
dA,nv+dA,, 0w =0;
dB, nv + dB,

v+

cow = 0.

Después c.Ie la eliminacién, en este sistema de dos ecuaciones, de nv y ow,
Euler obtiene la ecuacion de la curva buscada

adA + BdB =0

(a = const, 8 = const). Esta misma ecuacién se obtiene si se busca la curva
para la c'ual la expresién a4 + (B alcanza su extremo absoluto.

. El método indicado Euler lo di6 bién a casos atin mas comple-
jos: a) la funcién subi; al Z en la expresion de la funcional, es ella mis-
ma una funcional; b) esta funcién subintegral estid dada mediante una
ecuacién diferencial, el método de cuya solucién es desconocido. Asi, por
ej.emplp. se presenta por Euler el problema de la braquistécrona en un me-
dio resistente. Como advirti6 Euler, aqui se trata de la busqueda del méxi-
mo de la expresion

1
j‘ a1+ p?
Vv
0
dada la condicién
dv = gdx — hv"dT + p2.

) Ademas €l resolvi6 correctamente la cuestion sobre los limites de aplica-
cién del denominado principio de Leibniz — Bernoulli sobre la presencia
de la propiedad extremal en cada punto de una extremal.

En el libro de Euler se citan un gran nimero de ejemplos (més de 60),
los cuales ilustran las posibilidades del nuevo método. En ellos queda de-
mostrado el valor practico del célculo y se establece su estrecha relacién

con la_ anica y la fisica. Ademas, de llas insuficiencias, las cuales
en el 'SIglo XVIII era ain imposible advertir, el método de Euler tenia
todavia otra: la inosidad. En el t so de al, aflos poste-

riores Euler trabajé con ahinco en la biasqueda de un algoritmo cémodo.

Paso de los métodos directos al calculo de variaciones. La situacién co-
menz06 a cambiar desde el afio 1755 cuando el atin joven profesor de mate-
maticas de la escuela de artilleria en la ciudad de Turin, Lagrange comuni-
c6 a Euler sobre el método general analitico, creado por él, de calculo de la
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variacion de la integral mediante la integracion por partes. Este método se
basaba en la introduccién de la variacién de una funcién y en la extension a
las variaciones de las reglas del calculo diferencial. Aclaremos esta idea
méas detalladamente.

Para comparar el valor de la integral 7(C) a lo largo de la curva C con
sus valores a lo largo de curvas vecinas, Lagrange sustituia las funciones

y=yx), z=2z(x),

que definen la curva C, do a ellas las itudes 8y (x), 8z(x), o
sea, sus variaciones. Si las variaciones en los puntos extremos del segmento
[x,, X,], sobre el que se idera el probl se anulan, se for-

man dos curvas de comparacién Cy C + §C con extremos comunes. La tl-
tima de estas curvas est4 dada por las funciones

y(x) + 8y(x),  z(x) + dz(x).

De todas las curvas de comparacion posibles, ahora se requiere elegir
tal curva que para cualesquiera variaciones 6y (x), 6z(x)

AI=I(C+8C) - I(C) 2 0.

Entre las variaciones 6y (x), 6z (x) y el incremento del funcional en el calcu-
lo de variaciones por una parte y el dift ial de la variable independi
dx y el diferencial de la funcién y = f(x) en el clculo diferencial por otra
parte, existe analogia. Esta analogia fue advertida por Lagrange. Ella le
permitié aplicar en el calculo de variaciones algoritmos anélogos a los del
céleulo diferencial y demostrar la permutabilidad de los simbolos d y &y
también [ y 8. Euler, el cual estaba literalmente en el umbral de semejante
descubrimiento, con entusi; recibid la ion del joven mate-
matico. Comparti6 con él sus ideas y, para dar a Lagrange la posibilidad de
publicar el primero sus resultados (lo que ocurri6 en el afio 1762), detuvo la
impresion de sus articulos sobre este tema. Después de 1762, Euler dio en
una serie de trabajos una icion detallada, perfeccionada, y provista
de ejemplos del calculo de variaciones. El mismo ide6 la denominacion del
nuevo calculo: de variaciones. En uno de los trabajos (1771) Euler dio un
nuevo tratamiento al calculo de variaciones. Ahora éste podia ser compren-
dido como un método de eleccién, de una familia de curvas dependientes
de un parametro, una curva que realice cierta propiedad extremal. Este tra-
tami aproxima ial el calculo variacional con el calculo dife-
rencial. No obstante, atin no se habia hecho lo suficientemente general, ya
que no se ideraban los casos lados por D. Bernoulli, donde las va-
riaciones infinitesimales del punto a lo largo de la curva estan
acompaiiadas de giros finitos de las tangentes (*‘variaciones fuertes”’).

El final del siglo XVIII se caracterizo por una serie de trabajos de
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Euler, Lagrange y otros cientificos. El calculo de variaciones adquirié con
relativa rapidez, una forma perfeccionada en su parte mas elemental que se
refiere a la teoria de la primera variacion. Se consideraba todavia s6lo el
extremo débil y, en correspondencia con esto, sélo curvas relativamente
suaves.

El problema fundamental del calculo variacional ahora resultaba como
si era el problema de la bisqueda de extremos de funcionales de la clase
mas amplia posible. Una larga serie de trabajos fue dedicada en el siglo
XIX precisamente a este tema. Sin embargo, al mismo tiempo que este
circulo de problemas, quedaba todavia un problema por resolver: cémo di-
ferenciar el tipo del extremo encontrado. Respecto a este problema ya
Lagrange, apoyand enla ia con el calculo diferen-
cial indicado antes, sehalé la posibilidad de aplicacién de la segunda va-
riacion para la resolucion de este problema.

En efecto que, por ej lo, esta dada la funcional

x
= [Flx,y,y)dx.
0
Si
SI=0, 8#0,

entonces el signo de A7 coincide con el de 62/ (para variaciones suficiente-
mente pequefias de las funciones y sus derivadas). En el afio 1786, Le-
gendre (publicado en 1788) pudo reducir la segunda variacién a una forma

2F
ay 2
a la denominada condicién de Legendre: para que sobre la extremal se re-
alice un méaximo (respectivamente minimo) es necesario que a lo largo
2,

°F
de ell; a7 b1 0).

Esta dicion resulté bié fici para el extremo débil, lo cual
fue demostrado por K. Jacobi en el afio 1837, bajo la condicién de que la
extremal puede ser incluida en un campo de extremales, esto es, en una fa-
milia de curvas P étricas, que no se i ptan entre si y llenan
cierto dominio simplemente conexo.

El concepto de campo de extremales introducido por K. Jacobi resultd
necesario para la blisqueda del extremo fuerte de una funcional. Esto se re-
afirmé en los trabajos de Weierstrass, el cual en el afio 1879 elabord méto-
dos de resolucién de este problema. La idea de Weierstrass (teniendo en
cuenta los perfeccionamientos posteriores de D. Hilbert) consistia en lo si-
guiente: sea dado un campo de extremales y = y(x, «). En él esta incluida
la extremal buscada. Introduzcamos una funcién que exprese la dependen-
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cia entre el coeficiente angular de la tangente a la extremal Yy las. coo_rdena-
das del punto de tangencia u(x, ), la cual denominaremos inclinacion del
campo. La variacion de la funcional tiene la forma

ar= S [F(x.y,yv - Py, -0 (- u)] dx.
»

La funcion subi al es li ida en la actualidad como
funcién de Weierstrass y tiene una notacion especial E(x, y, u, y *). El signo
de esta funcién indica cual es el tipo del extremo: E > 0 en el caso de un
minimo y E < Oen el caso de un i Si esta condicion se idera en
relacién con un extremo débil, entonces es suficiente que la condicién indi-
cada se mantenga en los puntos del campo proximo a la extremal y para
una diferencia |y ” — u! lo suficientemente pequeda. En el caso de extremo
fuerte, la condicion de Weierstrass debe satisfacer, evidentemente, para to-
do y’ y no solo para y " que disten lo suficientemente poco de u.

De este modo, en el transcurso del siglo XIX fueron encontradas las
condiciones de validez de las operaciones del calculo de variaciones. Estas

dici fueron didas a una clase de funcionales amplia y provis-
tas de demostraciones rigurosas. El hallazgo de condiciones suficientes pa-
ra ambos tipos de extremos basados en la teoria de las extremales, l6gica-
mente concluyé una etapa completa de desarrollo del célculo de va-
riaciones. El método directo de Euler parecia definitivamente olvidado.

Sobre el desarrollo ulterior del célculo de variaciones. Sin embargo, en
el limite entre los siglos XIX y XX renacieron los métodos directos en el
calculo de variaciones. Ya M. V. Ostrogradski en el afio 1834 demostré
que el problema del calculo de variaciones sobre el extremo de integrales
miltiples es equivalente al problema de la resolucion de cierta ecuacién di-
ferencial de la fisica-matemética. En efecto si

= [{F(x,»,2,p, q)dxdy,
G

donde

_az = —
z=2z(x,»), /TN T

entonces

Al = § S[F(x,y.z + 82,p + 0p,q + 8q) — F(x,»,2,p,q)ldxdy =

G

= OF & +af5p+_5q+k)dxdy.
az ap
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La condici6n necesaria de extremo es

51=H ’;Faz+"—‘°ap+faq dedy = 0!

Transformando mediante la formula de Ostrogradsky la integral doble
en curvilinea, puede obtenerse

I 2 - 3o

de donde, suponiendo la continuidad de la funci6n subintegral sigue que

aF _a al-‘) O (OB s
oz ax\ap) ay\ag)

El problema variacional sobre el extremo de la integral doble resulté, de
esta manera, equivalente a un problema de contorno para una ecuacion di-
ferencial en derivadas parciales de segundo orden.

Por ejemplo, la funcién arménica que es la solucion del problema del
potencial (problema de Dirichlet)

0% ik

22yl
ax?  ay? =0

da, a la vez, el extremo de la integral doble

G- @]

A esta ci i6n Gauss (1840), Thompson (1847) y
finalmente Dirichlet. Las posnhxhdadcs que se abrian en relacién con el
hall: de la equi dicada anteriormente fueron altameme valo-
radas. El sngmfwado fisico de este fend en el caso Ise bl
facilmente: si u es el potencial de las velocndades de una corriente esta-
cionaria de un liquido h: éneo e i X la correspon-
diente ecuacion sera

u 3 3
=—F—+_—=0
ax?  ay? s az? Y

La_ solucién buscada u, (entre todas las funciones que en la frontera de
la regién toman valores dados) convierte en minimo
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BTG + (' ()t

lo que corresponde al minimo de la energia cinética.

Riemann, el cual conocia este hecho por las conferencias de Dirichlet,
lo denominé principio de Dirichlet. Las deducciones las extendio a las lla-
madas superficies de Riemann, introducidas por él. Para Riemann resulta
evidente (al parecer partiendo de consideraciones fisicas) que para cual-
quier funcién armonica es suficiente dar su valor en la frontera del domi-
nio, para tener una definicién univoca dentro de este dominio.

Consideremos el caso més sencillo del problema de contorno de Di-
richlet para el circulo de una sola capa. Supongamos dada la funcién de
distribucion de los valores fronteras u () que es una funcién continua del
angulo. El problema se reduce al establecimiento del teorema de existencia:
en el interior del circulo existe una y sélo una funcién continua u, la cual se
aproxima continuamente a los valores de frontera dados y satisface la
ccuacion Au = 0.

Introduzcamos

u\* | fou
G+ @)=
definida sobre el area del circulo y teniendo sentido en lquiera de sus
puntos. Todos los valores de esta integral son finitos y evidentemente no
negativos. Entonces existe un extremo inferior no negativo de sus valores
para todas las posibles u. Este extremo se alcanza para cierto u, esto es

NG+ G)Jeer=e

Entonces la ecuacién

% | 0%u
Au=_—+-——=5=0
ax2 = ay?
es una condicién necesaria y suficiente para la anulacion de la primera va-
riacion.
Este razonamiento, el cual condujo a la formacién en los trabajos de

Riemann de la teoria geométrica de funci de variable leja, resultd
vulnerable en su punto de partida. Resulté que era |mpos1ble llegar ala
conclusion sobre la exi: ia de funci ar dose en proble-

mas de variaciones, ya que existen ejemplos de estos problemas, que no ad-
miten ninguna solucién. Weierstrass demostré aun en vida de Riemann,
que de la existencia del extremo inferior de la integral indicada anterior-
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mente no se deduce que este extremo se alcanza en la clase de las funciones
dmisibles. Ei famoso ejemplo de Weierstrass de que la quebrada, que une
los puntos del plano, es menor que cualquier curva que pasa a través de es-
tos puntos (fig. 49), aunque no pertenece a la familia de estas curvas, fue
publicado solo en el afio 1869, pero era conocido por Riemann. Este no pu-
do dar una demostracion i de sus resultados, basados en la apli-
cacién del principio de Dirichlet. Esto lo lograron realizar su discipulo
N (1884) y el discipulo de Weierstrass, Schwarz, los cuales en sus
demostraciones no recurrieron a los métodos de variaciones.

g

Fig. 49

De este manera se aclard la diferencia entre el problema extremal en un
espacio puntual de dimension finita y en el espacio funcional. En el prime-
ro, una sucesion de puntos siempre tiene puntos limites. En el segundo, de
una sucesion de funciones no siempre puede extraerse una subsucesion que
converja en una cierta funcién limite. Para superar tales dificultades en el
;:élculo de variaciones se requeria elaborar nuevamente los métodos direc-
0s.

La idea directriz de los métodos directos del calculo de variaciones mo-
derno procede de Euler. Consiste en que el problema de variaciones se con-
sidera como limite para el problema correspondiente de extremo de una
funcién con niimero finito de variables. Este tiltimo se busca con los méto-
dos usuales y después el paso al limite da la solucién al problema de va-
riaciones. Directamente a Euler se remonta el método de las diferencias fi-
nitas, el cual se distingue de otros métodos directos en que, por ejemplo, la

funcional &

v=[F(x,y,y)dx
a
se considera no sobre curvas arbitrarias (de entre las admisibles para el
problema dado), sino sobre quebradas formadas por un niimero dado # de
segmentos con las abscisas de los vértices dados: @, @ + Ax, a + 2Ax, ...,
.oy @ + (n — 1)Ax, b donde
b—a

Ax = 2
n

Los primeros éxitos en el renacimiento de los métodos directos fueron
alcanzados por Hilbert, el cual en el afio 1904, regresando a la cuestion

284

6.4. Creacion del clculo variacional

sobre el principio de Dirichlet, di 6 la exi: ia de la solucién en la

demostraciéon de Riemann, construyendo una sucesion de funciones, la

cual efectivamente alcanza a la funcién b d jatamente desp

Riesz (1908) elabord aiin otro método ampliamente conocido en la actuali-

dad.

Laidea de Riesz consiste en que la funcional ¥ se estudia sobre las com-

n

binaciones lineales Z a,u; con coeficientes constantes. Mientras tanto la
i=1

funcional se transforma en funcién de los coeficientes

v=flay, 0, .. a,).

Resolviendo el sistema de ecuaciones
Yo (=1,23..m,
Aoy

obtenemos puntos de extremos de esta funcion y después, pasando al limite
cuando n — o, la solucién del problema de variaciones. Naturalmente, en
esto es necesario que se satisfagan las condiciones relativas a las propieda-
des de la funcional y la completitud del sistema de funciones u;, 45, ..., 4,.

En la elaboracion general de los métodos directos junto a los trabajos
de H. Weyl, Lebesgue y Courant tuvieron gran significacion las investiga-
ciones de los cientificos soviéticos. L. A. Liusternik, U. G. Petrovski,
M. A. Lavrentiev, N. N. Bogolitibov, N. M. Krilov y otros que enri-
quecieron el calculo de variaci con métodos di 1 efecti-
vos. Enorme es el aporte de los matematicos soviéticos en el estudio de los
métodos cualitativos del calculo de variaciones, los cuales obtuvieron en
los Gltimos 30 ... 40 afios un singular desarrollo, lo que es complemente
natural, ya que las ecuaciones diferenciales a las que se reducen los proble-
mas del calculo variacional en forma finita, en la mayoria de los casos no se

lven. Los métod: ivos permiten resolver cuestiones sobre la
existencia de soluciones, sobre su niimero, dar la caracteristica de las fami-
lias de extremales, etc.

El calculo de variaciones se convirtié en el siglo XX en parte integran-
te del analisis funcional, aquella parte en que se estudian los extremos de
las funcionales. Ademas, los métodos y principios de variaci constitu-
yen una parte importantisima de la mecanica tedrica. Se aplican con éxito
en numerosos problemas de indole aplicada.

Mias de dos siglos de historia del calculo de variaciones da un rico mate-
rial para la investigacion de las leyes generales del desarrollo de los célculos
matematicos: su formacion relacionada con la inversién del método, trans-
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formacion del contenido, que refleja el carécter dialéctico del desarrollo,
inclusion en una parte més general de las matematicas, interrelaciones con
la practica, etc.

6.5. Desarrollo de la geometria

Los descubrimientos que tienen un significado de principio, hechos en
la geometria en el curso del siglo XVII, predeterminaron para esta ciencia
en el siguiente siglo XVIII un carécter cualnauvamente nuevo de su de-
sarrollo. En la geometria fueron incluidas nuevas discij Pra
te todas las ramas clasicas de la geometria, excluyendo sélo las geometrias
no euclideanas, se formaron en este siglo. Se trata de las geometrias
analitica, diferencial, descriptiva y proyectiva, y también de los trabajos
sobre los fundamentos de la geometria. Sus rasgos generales son: de-
sarrollo en los marcos y sobre la base del sistema de la geometria de Eucli-
des, la influencia directa de los problemas précticos sobre estas ramas de
las matematicas. Entre los diferentes problemas y métodos de la geometria,
tuvieron un gran significado las aplicaciones geométricas del calculo infini-
tesimal. De ellas surgi6 y se desarroll6 la geometria diferencial, la ciencia
que ocupd en el siglo XVIII el lugar central en el sistema de las disciplinas
geomeétricas.

Geometria analitica. Bajo esta di inacién es corriente ids
aquella parte de la geometria donde se estudian las figuras y transforma-
ciones geométricas dadas por ecuaciones algebraicas. Para la geometria
analitica es caracteristica la utilizacion de los métodos del 4lgebra y el mé-
todo de coordenadas.

Las obras de Descartes y Fermat abrieron las posibilidades para el de-
sarrollo de la geometria analitica ya en los afios 30 del siglo XVII. Sin em-
bargo, para la puesta en préctica de las ventajas evidentes (para nosotros)
de la geometria analitica, incluso en el caso de problemas planos, se re-
quirié mucho tiempo. Pasaron cerca de cien afios antes de que con los re-
cursos de la geometria analitica se lograran obtener resultados que supera-
ran los logros de los antiguos, en particular de Apolonio. En el siglo XVIII
la geometria analitica aun sufria el proceso de establecimiento, acumula-
cién e investigacion de nuevos hechos.

La geometria analitica de Descartes y Fermat incluia solo problemas
planos. La investigacion de curvas de orden superior al segundo era un ca-
s0 comparativamente raro. Pero incluso, este volumen modesto era dificil
para los contemparaneos. En el curso del siglo XVII surgieron muchas
obras en las cuales se comentaban los nuevos métodos. Sin embargo, un
paso verdaderamente nuevo en el desarrollo de la geometria analitica fue
realizado s6lo a comienzos del siglo XVIII como resultado de la publica-
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ci6n en el afio 1704 de la obra de 1. Newton ‘‘Enumeracion de las curvas de
tercer orden”.

Newton rechazo la clasificacion de las curvas segiin sus géneros hechas
por Descartes. Observo, que la clasificacion segin el grado de la ecuacion
de la curva se adapta mejor a las necesidades del aparato geométrico de la
nueva geometria. El orden de las curvas en la nueva clasificacion recibio un
tratamiento geométrico en la forma del nimero posible de puntos de inter-
seccion con una recta. Después Newton trasladé a las curvas de tercer or-
den una serie de conceptos y teoremas demostrados para las secciones coni-
cas, transformandolos adecuadamente. Asi, introdujo el diametro de las
curvas como el lugar geométrico de los puntos de una serie de rectas parale-
las, cuya suma algebraica de las distancias desde los puntos de interseccion
de las rectas con la curva es igual a cero. En el caso de perpendicularidad de
los diametros a las cuerdas conjugadas se introduce el eje de la curva. Si
todos los diametros se interceptan en un punto, entonces este punto recibe
el nombre de centro comin. Correspondientemente se extienden muchos
otros conceptos y teoremas.

Las formas de las curvas fueron determinadas por Newton, ideran-
do las ramas finitas de las curvas, la presencia o ausencia de diametros, la
presencia y las propiedades de las ramas infinitas. En total resultaron 72 ti-
pos de curvas, a cada una de las cuales Newton dio una denominacion. Es-
tos tipos de curvas se representan por ecuaciones de cuatro tipos. Si desig-
namos

aP+bx®+ex+d=A,
entonces las ecuaciones indicadas seran:
x?+ey=A, xy=A4, ¥y =A, y=A.

La clasificacién compleja y voluminosa oblig6 a Newton a concentrarse
en las particularidades de las curvas: lazos, puntos cuspidales, etc. Para fa-
cilitar este problema Newton utilizé la tercera de las ecuaciones indicadas
antes, la ecuacion de la parabola semictibica

P2=axd+ bx*+cx+d,
y mostré que cada curva de tercer orden se obtiene de ella mediante una
proyeccion central adecuada. Tal clasificacién proyectiva o, segin expre-
sion de Newton, ‘‘descripcion organica”, revela todas las curvas de tercer
orden, proyectivamente distintas, partiendo de las propiedades de las raices
de la ecuacion:

ax?+ bx2+ex+d=0.

Precisamente si las tres raices son reales y distintas, entonces la curva
consta de dos ramas diferentes; la igualdad de las tres raices evidencia la
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presencia de puntos de retroceso. La igualdad de dos raices indica que exis-
te un punto doble o aislado. Las curvas que tienen sélo una rama corres-
ponden a la presencia de dos raices imaginarias.

No nos detendremos mas en el contenido de esta obra. Ella es dema-
siado especifica. Los principios de clasificacion de las curvas de tercer or-
den no resultaron ni sencillos ni universales, los resultados, insuficiente-
mente complejos y desprovistos de demostraciones. El significado de la
presente obra de Newton no radlca en esto. Newton descubri6 nuevas posn-
bilidades del método de d Y, ademas, lo perfecciond -
tivamente. El introdujo los ejes de coordenadas con iguales derechos, defi-
ni6 los signos de las funciones en los cuatro cuadrantes, creé las bases de la
investigacion de las propiedades de las curvas por las propiedades de las
ecuaciones que las expresan. Estas posibilidades fueron respaldadas y de-
sarrolladas por Stirling en el libro ‘“Curvas newtonianas de tercer orden”’
(1717).

Stirling provey6 a los teoremas de Newton de demostraciones y ademas
dedujo una serie de teoremas de caracter general. Le pertenece, en particu-
lar, la deduccion de las formas canénicas de las ecuaciones de las curvas de
tercer orden por medio de la eleccion de un eje coordenado paralelo a la
asintota. Las propiedades generales de las curvas algebraicas fueron estu-
diadas con éxito por Maclaurin (1720), el cual desarroll6 el procedimiento
organico de Newton de formacién de las curvas. Memorias especiales sobre
este tema fueron editadas por F. Nicolle (1731), Maupertuis (1731),
Braikenridge (1733) y otros. Mas tarde a las curvas de tercer orden le
fueron dedicados trabajos de Steiner, Salmon, Silvestre, Shall, Clebsch y
otros.

Como se indicé antes, la geométrica analitica de Descartes y Fermat no
incluia en si los métodos de resolucién de problemas en el espacio. Ambos
autores solo pudieron dar indicaciones generales sobre la necesidad de la
proyeccion de curvas espaciales en los planos de coordenadas. En el curso
de casi un siglo esta idea, que 1 parece evidente, se realizaba so-
lo episodi por motivos parti y no tenia carécter general.

La utilizacion sistemética en la geometria analitica de las coordenadas
en el espacio fue comenzada en el afio 1731 en el libro de Clairaut ‘‘Investi-
gaciones sobre curvas de doble curvatura’’. Asi se denominaron las curvas
en el espacio. Cada punto de éstas Clairaut lo proyectaba ortogonalmente
en dos planos coordenados mut perpendicul De esta manera
una curva en el espacio resultaba dada como el lugar geométrico de la inter-
seccion de dos superficies cilindricas y en forma analitica se expresaba por
un sistema de dos ecuaciones. En el caso que esté dada una ecuacion tnica,
Clairaut la interpretaba corr como la de una superficie,
citando muchos ejemplos, principalmente superficies de revolucién:
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x2+y2+2z2=a%, VyZ+z2 =L:x,
yr+22=ax,
x4 = a¥(y? + 22,
etc.

Los trabajos de Clairaut crearon la posibilidad de una construccion sis-
tematica de la geometria analitica en forma mas o menos usual para no-
sotros. Esto lo realizo Euler hacia el afio 1748.

La geometna analitica en la pnmera mitad del siglo XVIII se formé en
estrecha vinculacion con las apli geométricas del analisis matema-
tico. Ya ella jugaba el papel de base de una gran rama de los conocimientos
matematicos, a pesar de lo inconclusa, tanto en la forma como en el conte-
nido. Por eso Euler, realizando el intento de construccion sistematica del
andlisis matematico llevado a cabo por él en una serie de monografias,
apart6 para la geometria analitica un tomo especial (‘‘Introduccion al ana-
lisis...” t. 2). El significado de esta obra en la historia de la geometria es
extraordinariamente grande. Cdractericemos el contenido de este tomo
mas detalladamente.

En su parte fundamental, constituida por veintidos capitulos se expone
el sistema de la geometria analitica en el plano. En el primer capitulo se
introducen las coordenadas rectilineas, tanto rectangulares como oblicuas
y, ademas, se aclara la forma de escritura de las ecuaciones de las curvas, se
da el concepto de continuidad de las curvas como la propiedad de una cur-
va de ser expresada por una expresion analitica tinica en correspondencia
con el concepto de continuidad de una funcxén introducido en el primer
tomo de la ‘‘Introduccién al analisis infini I”. El do capitulo es-
ta dedicado a las transformaci de los si! de coordenadas: giro de
los ejes y traslacion del origen y también al analisis de la ecuacion de la rec-
ta en la forma

ax + By =0.

Los siguientes dos capitulos se relacionan con la clasificacion de las cur-
vas segun el grado de sus ecuaciones y se revelan las propiedades generales
de las curvas. Dos capitulos mas se dedican a la investigacion especial de las
curvas de segundo orden. Mientras tanto, en el capitulo V se tratan
aquellas propiedades de las secciones cOnicas, que se obtienen de la
ecuacion general de segundo grado y, en el capitulo VI, se investigan las
formas candnicas de las ecuaciones de las curvas de segundo orden. Las ra-
mas infinitas y las asintotas de las secciones cOnicas se tratan en los
capitulos VII y VIII.

Sigue la clasificacion de las curvas de tercer orden (capitulos IX y X).
Teniendo en cuenta el caracter de las ramas infinitas estas curvas se dividen
en 16 tipos. Ademas, Euler comparo su clasificacion con la dada por New-
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ton y mostré la no completitud de esta ltima. La clasificacion correspon-
diente de las curvas de cuarto orden, que se realiza en el capitulo XI, ya dio
146 tipos. No prolongando este trabajo sin perspectivas, Euler pas6 nueva-
mente a la elaboracion de métodos generales de investigacion de las curvas
;(elglun sus ecuaciones, dando breves indicaciones sobre esto en el capitulo
Las tangentes, que son el objeto del capitulo deci Cero, se idi
ran en relacién tanto a los puntos simples de las curvas como a los ml-
tiples. En el interesante capitulo XIV sobre la curvatura de las curvas, ini-
cialmente se define la parabola que aproxima la curva en el entorno de un
punto dado y a continuacién se busca para esta parébola el circulo de cur-
vatura. La longitud del radio de curvatura de una curva

0= At + Bu + Ct*> + Dtu + Eu® + Ft> + Gt®u + Htu® + ...
en el origen de denadas se busca medi la féormula

(4% + BYWAZ + B?

2(A%E - 2B + BC)

Ademas, Euler encontré aqui mismo los puntos de inflexién de primer
orden y 6rdenes superiores, los puntos cuspidales. Para lograr mayor gene-
ralidad sustituyé la parabola aproximante por curvas més generales, por
ejemplo ar™ = s".,

El capitulo XV se introduce para la investigacion de las propiedades de
los diametros de las curvas y la simetria de estas tiltimas y los dos siguientes
(XVI'y XVII) estan dedicados a la investigacién de las curvas de acuerdo a
sus propiedades. Se trata de tales problemas como, por ejemplo, investigar

la curva 2= P(x)y + Q(x) = 0,

si se sabe que para un argumento dado x la curva tiene dos ordenadas y, y
¥,, relacionadas entre si por la condicion

yi+ys=an

Otra condici6n es, por ejemplo, que la curva tiene con un rayo dado
¥ = ax un nimero dado de puntos de interseccion. Es interesante que para
esto Euler introdujo las coordenadas polares:

X=7rcosep, y=rsene.
* En el capitulo XVIII, Euler colecciond y si: 4tiz6 los conocimientos
sobre semejanza y las propiedades afines de las curvas. Las curvas, segiin

Euler, se denominan afines si sus coordenadas estan ligadas por las rela-
ciones

4

X
x="— y=-
m n
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Este se ha ido en las aticas hasta nuestros dias.

Por tltimo, en los cuatro capitulos finales se tratan: la interseccion de
curvas (capitulo XIX), posicion de las de curvas complejas
(capitulo XX), curvas trascendentes (capitulo XXI) y la resolucién ge-
ométrica de ecuaciones trigonométricas. Los dos tltimos capitulos sur-
gieron, naturalmente, en calidad de tratamiento geométrico de las fun-
ciones introducidas en el primer tomo de la *‘Introduccién al analisis”. En
ellos se tratan las curvas de las funciones trigonométricas, la curva
logaritmica, las cicloides de los tres tipos, la linea x” = y*y diversas espira-
les. Para la investigacion de estas curvas se utilizan tanto las coordenadas
cartesi; como las coordenadas polares.

El contenido de este libro, cuyo breve resumen hemos dado aqui,
muestra que la geometria analitica en un plano se convirtid, gracias a los
trabajos de Euler, en una ciencia independiente, cuyo objeto y métodos es-
taban ya determinados en el sentido y volumen préximo al actual. Sin em-
bargo, Euler no se limit6 a problemas bidimensionales. El realiz6 un traba-
jo semejante también para la geometria analitica en el espacio en el “Apén-
dice sobre superficies”, especial para este mismo libro.

Ante todo, Euler (con referencia a Clairaut) introdujo las coordenadas
cartesianas rectangulares en el espacio, considerando el conjunto de apli-
cantes al plano coordenado xOy. Después de la introduccién de los signos
delas denadas y de las observaci sobre la posibilidad de cambio de
los ejes, considerd una serie de superficies y sus intersecciones por planos.
Euler mostré que la ecuacion respecto a dos variables corresponde a una
superficie cilindrica o prismatica y la ecuacién homogénea, a un cono o pi-
ramide. Tras esto introdujo una clase mas general de superficies: a) las
expresadas por la ecuacién

F(x,»,2(2)) = 0,
homogénea respecto a los argumentos indicados. Esta clase incluye conos,
cilindros y superficies de revolucién; b) las que tienen secciones triangula-
res perpendiculares a los ejes; c) las que tienen relaciones afines entre las
secciones paralelas y otras. A partir de estas clases, Euler introdujo el mé-
todo de las secciones de las superficies por planos arbitrarios. Todo este
material ocupd los primeros tres capitulos del apéndice.

En el capitulo IV estan deducidas las ecuaciones de la transformacion
de las coordenadas rectdngulares en el espacio en la forma

x = p(cos {cosf — sen {cosnsend) +
+ g(cos {sen® + sen {cosncosf) — rsen {seny + f;
y = —p(sen{cosf + cos{cosnsend) —
— g(sen {senf — cos {cosncosf) — rcos {senn + g;
z= —psennsend + gsenncosf + rcosy + h.
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Los angulos ¢, 7, f se d i bi I angulos de Euler
(fig. 50). Ellos determinan el giro de los ejes. El 4ngulo de precesion f es el
4ngulo de giro alrededor del eje Or bajo el cual el eje Op pasa a la recta On,
es decir, a la linea de los nodos que determina la interseccion de los planos
coordenados pOgq y xOy. El angulo de nutacion » es el angulo de giro alre-
dedor de la recta On bajo el cual el eje Or pasa al Oz. Finalmente el angulo
{ del correspondiente giro alrededor de Oz transforma On en Ox.

En este mismo capitulo, Euler introdujo el concepto de orden de una
superficie, demostré que el orden de una curva en una seccién plana no su-
pera el orden de la superficie y consider6 el caso de desintegracion de las
lineas de corte.

Lai igacion de la i6n general de do grado con resp a
tres denadas y su reduccién a la forma candnica, realizada por Euler
en el capitulo V, dio por vez primera las ecuaciones de todos los tipos de las
superficies no degeneradas de segundo grado:

Ap? + Bg® + Cr2 = q* (eiipsoide),

Ap? + Bg? — Cr? = a* (hiperboloide de una hoja),

Ap? — Bg> — Cr? = a* (hiperboloide de dos hojas),
Ap? + Bg* = ar (paraboloide eliptico),

Ap? — Bq® = ar (paraboloide hiperbélico).

) Al final del libro Euler considerd las curvas en el espacio como intersec-
cién de dos superficies y elaboro el aparato analitico para su investigacion.
La segunda mitad del siglo XVIII trajo a la geometria analitica s6lo
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mejorias parciales, aunque de cuando en cuando muy importantes. En lo
fundamental la geometria analitica ya estaba formada. Mencionemos solo
algunos de los aportes mas importantes. En relacién con las investigaciones
geométrico-diferenciales sobre el desarrollo de superficies G. Monge en el
afo 1771 (publicado en 1785) resolvié una serie de problemas de la
geometria analitica. Asi, encontré la condicién de perpendicularidad del
plano que pasa a través de un punto (x,, ¥, z;)
A(x-—x,)+B(y—y,)+C(z—z,)=0
y de una recta TR R E a0
ax+by+cz+d =0

A continuacién, Monge determing la longitud de la perpendicular, tra-
zada desde un punto dado del espacio hasta una recta dada. Finalmente,
logré determinar el plano normal en cualquier punto de una curva de doble
curvatura: y = ¢(x), z = ¥(x).

Lagrange en un articulo del afio 1773 (publicado en 1775) investigd, no
remitiéndose a dibujos, con los recursos de la geometria analitica, proble-
mas relativos a una piramide triangular. La cuestion sobre la transforma-
ci6n de las coordenadas en el espacio fue totalmente culminada por Menier
(1785), quien dedujo las formulas

z = 2z=1cosw+ usenw,
x" —x = [vcosw — fsenw]senw + uUcos =,
y —y=[vcosw — Isenw]cosT — usenm,

donde u, v, t son las coordenadas viejas, x*, y, 2" las nuevas y x, ¥, z las
nuevas coordenadas del viejo origen de coordenadas. El angulo del plano
de coordenadas viejo xOy con la nueva se designa aqui por = y el angulo de
la linea de interseccién de ambos planos con el nuevo eje y es w.

En la segunda mitad del siglo X VIII, la geometria analitica comenz6 a
introducirse en los programas de los centros de ensefianza superior. Entre
los textos surgidos, el mas sistematico y cercano a los actuales por su estilo
fue el texto de Lacroix (1798—1799), que fue reeditado muchas veces: la
edicién 25, por ejemplo, vio la luz con un complemento de Hermite en el
afio 1897. En estos textos de Lacroix aparecié también la denominacién de
esta ciencia, geometria analitica.

Naturalmente, también en lo sucesivo la geometria analitica cambié su
aspecto. Esto estuvo relacionado ante todo con la generalizacion del méto-
do de coordenadas. Las denadas baricéntricas creadas por Mobius
(1827) permitieron introducir los el infini lejados. De la

.

A &

geometria proyectiva fueron las co y des-
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pués las proyectivas como binacion lineal de las coordenadas h é
neas mas simples. Darboux i dujo las denad iclicas y a con-
tinuacion las pentaciclicas. A finales del siglo XIX, comienzos del XX pe-
netraron de la mecanica en la geometria analitica los vectores, lo que per-
feccioné significativamente su aparato.

Asi, en el siglo XVIII fue culminada la formacién de la geometria
analitica como ciencia y su formacién como material docente, que fue par-
te de la base clasica de la instruccion matematica y técnica superior.

G ria dif ial. Esta discipli atica, como se conoce, es-
tudia los objetos geométricos, o sea, las curvas, superficies, etc. Su singula-
ridad consiste en que partiendo de los resultados de la geometria analitica,
utiliza ampliamente los métodos del anélisis matematico, en particular el
calculo diferencial. La geometria diferencial surgi6 en el siglo XVIII de las
ramas de las aplicaciones geométricas del analisis infinitesimal. En cierto
sentido la geometria diferencial puede considerarse incluso como precurso-
ra del analisis, si en su historia se incluyen los probl infinitesimales de
carécter geométrico. Estos (iltimos constituyen una parte importante de las
premisas del surgimiento del célculo diferencial e integral.

Hacia comienzos del siglo XVIII, con los recursos del analisis infinitesi-
mal fueron descubiertos e investigados muchos hechos de la teoria de las
curvas planas. Sin embargo, esto ain no condujo a la separacién como
ciencia particular. Todos los resultados entraban en el sistema del analisis
matematico constituyendo el conjunto de las aplicaciones geométricas con

la utilizacién, principal de las fi de una variable. Esta tltima
circunstancia, a propésito, explica por qué precisamente las curvas planas
y no las iales fueron inicial objeto de investigacion.

La etapa siguiente de desarrollo de la geometria diferencial esta rela-
da con la int i6n de los métodos de estudio de las curvas espa-
ciales y las superficies. Una premisa necesaria para esto es, evidentemente,
la extension de los recursos de la geometria analitica a los problemas tridi-
mensionales. Como se indic6 anteriormente, esto se llevé a efecto por vez
primera en el afio 1731 en el libro de Clairaut ““Investigacion sobre las cur-
vas de doble curvatura”. En lo fundamental, este libro, como expresamos,
estd dedicado a la fa analitica tridi ional, pero una serie de
cuestiones estan resueltas en él con ayuda del clculo diferencial e integral.
Asi, Clairaut considerd las tangentes y normales a las curvas espaciales y,
ademis, las subtangentes y subnormales, introdujo el plano tangente a una
superficie que contiene una curva dada. La normal, segiin Clairaut, es la
normal al plano tangente. Fueron tratados ién los lugares étricos
de los puntos de interseccion de las tangentes y normales con los planos de
coordenadas.
Una curva espacial se define como la interseccién de dos superficies
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cilindricas caracterizadas por las proyecciones sobre dos planos de coorde-
nadas. Clairaut desarroll6 la curva sobre estas superficies cilindricas, }-csol-
vi6 una serie de p sobre la rectificacion de curvas, determin6 el
area de porciones de superficies cilindricas, limitadas por curvas, encontré
ciertas curvaturas. Este circulo de cuestiones exigia de él, naturalmente, la
aplicacién de los métodos del calculo integral. Vibguy. X

El traspaso de los métodos de la geometria diferencial bldlmensxm:la{ al
caso tridimensional, realizado por Clairaut en el transcurso de casi cin-
cuenta afios no fue superado por nadie. Sin embargo, bajo la inﬂuc.nma de
las exigencias de la geodesia y cartografia y también de la’ mecénica sur-
gieron una serie de trabajos en los cuales se {esolvxarf Problemas
geométrico-diferenciales. El mismo Clairaut también adv:.mo nuevos
hechos geométrico-diferenciales. Estando junto con Maup?rtms en una ex-
pedicién geodésica en Laponia, en el afio 1733, demqslro que a lo largo
de una linea geodésica sobre una superficie de revoluclén., el produclo. del
radio de un paralelo (o sea, el circulo perpendicular al eje de revolucién)
por el seno de su 4ngulo con el meridiano es constante:

psena = const.

Sin embargo, también en esta rama, como en muchas otras en aquel
tiempo, dominaban los trabajos de Euler. > 1.6 4

Euler comenzod (1728—1732) una serie de investigaciones al respecto,
seghn el ej lo de hos de sus es, con el estudio de las lineas
geodésicas sobre las superficies. El dedujo la ecuaciéx_x diferencial de la
linea geodésica sobre una superficie, dada por la ecuaciéon

Pdx = Qdy + Rdt,

b Qd?x + Pd%y _ dxd’x + dyd’y

Qdx + Pdy  di* + dx? + dy?

y consider6 una serie de casos particulares relacionados con las lineas ge-
odésicas sobre las superficies de revoluciéon. En el ?no 1736, Euler de-
mostré que un punto que se mueve sobre una superficie, estando a_usente la
accion de las fuerzas, se desplaza segin una geodésica. En ese mismo afio
en el articulo sobre la tractriz introdujo la ecuacion natul:al de una curva
plana y la relacion6 con la i6n en coord “. car l.’oster.lor-
mente, después de una serie de resultados paruc'ulares, estas investiga-
ciones condujeron a Euler, por una parte, ala creacién (comenzando desd}a
¢l afio 1744) del calculo de variaciones (ya que el _probl?ma‘sobre la geodés'p
ca pertenece a los de variaciones) ¥, por otra, a investigaciones en la teoria
general de las curvas y superficies. )

La base clasica de la teoria actual general de superficies, no obstante,
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a crearse i i

tarde. Los primeros resultados fun-
‘;:neme.ntales en esta rama, asi como en toda la geometria diferencial tn!:;—
Emnsu‘a?al rm.:ltb POSIblC obtenerlos no antes del afio 1760 en el articulo dé
176H lnvesugacxép sobre la curvatura de las superficies”’ (publicado en
b m7)ﬂ;lle2:1a es;lae traba:_o se ‘deduc: el conocido teorema de Euler de la siguien-

: la superficie investigada z = z(x, ) se cort:
S e G s Y) a por un plano ar-
; 7. En la seccion se obtiene una curva pl;

radio de curvatura se expresa excesivamente complejo: yeitin ol

[e?+ B2+ 2aq + 28p + (ap + Bg)* + p* + q?

[(a—q)’(‘;—’;) + @pp(3) + 20 - 06 + p>(j—‘y’)]m

donde
_ 9z F) 2
e (@)=——“, gy .05,
y dx ax? dy ay2’

(@) = 9%

dy) ~ axay’

can:: c?‘:tinuaci(?g a través de la normal a la superficie se traza el plano se-
ante. La expresion para el radio de curvatura de esta secci6: g

bitraria se obtiene todavia de forma méas compleja como con’;c:z:r:l;l 1:-

que ahora los 0s « y 3 ya son ind; di Ellos se o

lu-av(f:s del parémetro.detenninado por la seccién, esto es, a través del éngua-
o ell;(crel la traz.a horizontal del plano normal y el eje de abscisas

ket :s seccAmnch normales se eligen dos: la principal, perpenéicular al

e : xOy y la per i a la principal. Para estas sec-

sl :ne;(:lresmn de Ila curvatura se simplifica. A continuacién se intro-

0 ¢ entre los planos normal y la seccién princi 3
se deduce la expresion general para el radio de curva:zxrla'cl s

—(p?
(P2 + g3 + p? + gH)¥sec?y

dp\. dq d 5
(dx P-atg euf+ (‘7},) (g+p tg puy +2(£) (p—qigeu)g+p tg ¢u)

Esta voluminosa expresi i
presion fue escrita por Euler para cas i
Lk os os particula-
;ezs._el cxllzndro zz— Va2 —.yz. elconoz = Vn2x2 — y2 yel elipsgide zzl:
mx* — ny*y a continuacioén la transformé a la forma

1
L + Mcos2¢ + Nsen2p
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donde
L=L

9z 0z 9%z 2z %z )
ax’ 9y’ axz' axdy & 2
asi como My N.

De aqui la igualdad de las curvaturas en un dominio local de la superfi-
cie se define por la igualdad de las magnitudes L, My N. Cuando

N
18e= "¢

entonces el radio de curvatura correspondiente alcanza un extremo. Las
secciones que dan para el radio de curvatura el maximo fy el minimo g, son
perpendiculares entre si.

Euler hace una iltima simplificacion: supongamos que para el alcance
del maximo de f sea ¢ = 0. Entonces N = 0y el radio de curvatura sera

1
L + Mcos2e '

El minimo g del radio de curvatura se alcanza en este caso cuando ¢ =
. Expresando Ly M a través de £y g, Euler finalmente obtiene

22
freg—cos2e(f—g)

La formula que se utiliza actualmente, para la curvatura de la seccién
normal fue obtenida de la expresion dada por Dupin cincuenta afios des-
pués.

Del ejemplo citado se observa que en el curso de la creacion de la teoria
de superficies el aparato se complicé desmesuradamente. Superar las difi-
Itad i en relacion con esto, lo 1 ban solo alg y las po-
sibilidades de aplicaciones disminuian. Pero el trabajo se continuaba bajo
la presion directa de la practica, ante todo de la cartografia y geodesia.

En los afios 70, el desarrollo de superficies se convirtié en uno de los
problemas fundamentales de esta rama. El concepto de superficie de-
sarrollable lo introdujo Euler. En el articulo del afio 1771 sobre los cuerpos
cuyas superficies se pueden superponer en un plano, Euler parte de la
correspondencia entre las co das (x, ¥, z), de un punto de la superfi-
cie desarrollable y (t, ), un punto del plano con el que coincide el punto in-
dicado de la superficie después del desarrollo. Sobre el plano se toma un

tridngulo rectangulo elemental con vértices

(tu), (t+dtu), (tu+ du).
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A este le corresponde un triangulo elemental sobre la superficie con vér-
tices
x,5,2), (x+ldt,y+ mdt, z+ ndt),

(x + Ndu, y + pdu,z + vdu),

congruente con él (/, m, n, \, p, v son las derivadas parciales correspon-
¢ ax Bx
dientes: — =/,
at
mentos correspondlentes condujeron a Euler a las siguientes condiciones de
desarrollo:

= ), etc.). La congruencia e igualdad de los seg-

dx? + dy* + dz? = dt* + du?,
Ptm4n2=1, N+p2+r2=1 IN+mp+m=0.
n

La resolucion de Euler contenia la idea general de curvatura de las super-
ficies y entrafiaba una serie de resultados notables. Asi, Euler demostrd
que la tangente a una curva arbitraria espacial genera una superficie de-
sarrollable. Tinseau (1780) introdujo los puntos de inflexion y los clasifico.
Los puntos de inflexién plana para él correspondian al caso en que la tor-
sién era cero. Estas podian buscarse a través de los puntos de inflexién de
la curva plana segiin la cual la superficie desarrollada, correspondiente a la
curva en el espacio, intercepta el plano de coordenadas xOy. Otro tipo son
los puntos de inflexién lineal, los cuales corresponden al caso cuando la
curvatura es cero. Estos puntos son de inflexién para todas las proyec-
ciones de la curva en el espacio. En ellos el plano osculador es perpendicu-
lar al plano de proyeccién. Monge (afio 1771, publicado en 1775) introdujo
una clasificacién analoga de los puntos de inflexion. Este también investigd
las superficies desarrollables.

Los esfuerzos por la construccién de una teoria general de las superfi-
cies y curvas en el espacio con los métodos tomados de la geometria
analitica y el calculo diferencial continuaron también en los afios 80 del
siglo XVIII. Nuevas ideas fueron introducidas por Euler (afio 1782—1786),
quien iderd las denad: iales x, y, z de la curva como funcién
de la longitud de arco s y los coeficientes directores de los ejes del triedro
mévil auxiliandose de la transformacién esférica.

Una serie de cientificos, Monge, Lagrange, Lambert, Menier y en parti-
cular Euler, obtuvieron en la geometria diferencial una cantidad conside-
rable de resultados concretos. Estos tuvieron aplicacion en geodesia y
cartograﬁa No obstame, el niimero de individuos que se ocupaban de este

rapid El aparato cada vez mas pesado, que no
correspondia a las posibilidades descubiertas, alarmaba a los eminentes
mateméticos y los inducia a valorar de manera pesimista las perspectivas de
desarrollo de la teoria general de las superficies y curvas en el espacio.
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G. Monge (1746—1818)

Mientras tanto, las vias de desarrollo ulterior de la geometria diferen-
cial ya se advertian: a) mayor atraccion por las consideraciones geométri-
cas temporal relegadas a un plano debido a los esfuerzos en
la creacién de un aparato analitico; b) la ampliacion de éste (iltimo median-
te la atraccion de la teoria de las ecuaciones diferenciales; c) traduccion de
los hechos étricos al | je de las diferenciales e in-
lerpretacién geométrica de estas ecuaciones. Los mayores éxitos en estas
ramas fueron logrados en la Francia revolucionaria de finales del siglo
XVI1I mediante las investigaciones de Monge y sus discipulos.

Gaspard Monge (1746—1818) originario de una familia campesina bur-

guesa fue, como hos otros aticos, un partici activo de la
Gran Revolucién Burguesa Francesa. Milltiples veces ocupé altos puestos
estatales (Ministro de Marina, or dor de la Industria Militar en Fran-

cia, etc.) liendo sus obligaci con honor. C do su activi-
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dad cientifico-pedagdgica en calidad de profesor de la escuela de ingenieros
militares, Monge logr6 grandes éxitos en las matematicas, la fisica, la
quimica y la técnica y en el afio 1780 fue elegido miembro de la Academia
de Ciencia de Paris. Fue ademas uno de los fundadores y profesor de la Es-
cuela Politécnica en Paris (1794).

En i los trabajos fund: de Monge estan relaciona-
dos con la rama de la geometria. Caractericemos aqui sus logros en
geometria diferencial. En el transcurso de los afios 70, Monge publico dos
obras: ‘‘Memoria sobre los desarrollos, radios de curvatura y diferentes ti-
pos de inflexiones de las curvas con doble curvatura’ (1771, publicado en
el afio 1785) y “‘Sobre las propiedades de muchos tipos de superficies cur-
vas’’ (1775, publicado en el afio 1780). En ellas se realiza una investigacion
amplia y completa de las propiedades de las curvas en el espacio y de las su-
perficies, se introduce el desarrollo de las superficies, se investigan las evo-
lutas, envolventes, etc.

En particular, en el primero de los trabajos mencionados, donde Mon-
ge estudia las curvas en el espacio, se demuestra que estas curvas pueden te-
ner un nimero ilimitado de evolutas, que todas ellas yacen sobre la superfi-
cie desarrollable (se tiene en cuenta el desarrollo de las normales) y que son
lineas geodésicas de esta superficie. Monge introdujo también la superficie
rectificable desarrollable y mostr6 que la curva inicial es su geodésica. En
este mismo trabajo se introducen los dos tipos de puntos de inflexion men-
cionados anteriormente y muchos términos que se conservan ain en la ac-
tualidad: arista de retroceso, superficie desarrollable, lugar geométrico de
los centros de curvatura, y otros.

El segundo trabajo, en lo fundamental, est4 dedicado al desarrollo de la
teoria de las superficies desarrollables. En él se aclara, en particular, las di-
ferencias entre superficies regladas y desarrol se la conoci-
da relacion diferencial:

rti—s*=0.

Se establece, ademas, que las superficie desarrollables pueden tratarse co-
mo el lugar geométrico de las tangentes a curvas en el espacio y, ademas,
que en esencia son las envolventes de cierta familia de planos biparamétri-
cos, etc.

Sin embargo, la clasxﬁcacnbn de las curvas y superfu:ues segiin la forma
y los grados de las yel aparato rela-
cionado con esto no satisfizo a Monge. Una nueva clasificacion de las su-
perficies fue dada por Monge en las conferencias para la Escuela Politécni-
ca, las cuales se editaron en folletos separados y en el afio 1801 en forma de
libro independiente. En ella Monge parte de las exigencias de las aplica-
ciones practicas y las correspondientes necesidades de la formacién técnica.
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Las propiedades y estructura de las superficies se revelan mas claramente si
ademas de las ecuaciones se da el método de su construccién, de su forma-
cién por medio del desplazamiento en el espacio de una linea dada. Enton-
ces, en calidad de objeto de estudio intervienen no ecuaciones algebraicas,
sino ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

Resulté que una gran familia de superficies corresponde a las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de primer orden. En ellas
estdn incluidas las superficies cilindricas, conicas, de revolucion y canales.
Estas Gltimas se constituyen mediante el movimiento de una circunferencia
de diametro constante, el plano de cuyo circulo es perpendicular a una cur-
va dada y el centro se mueve por ella. Ademas, a esta clase pertenecen las
superficies de las vertientes de los terraplenes, es decir, aquellas cuyas
lineas de mayor descenso son rectas de di y bién las
superficies helicoidales.

Consu:lerando las superﬁcncs desde distintos puntos de vista, Monge ob-
tuvo si la ial de la superficie y la ecuacion
finita como su integral. Por ejemplo, considerando las superficies
cilindricas como aquellas cuyo plano tangente es paralelo a la generatriz,

x=az, y=bz,

obtuvo su ecuacién

Pero al mismo tiempo, de la condicién de que la generatriz de la super-
ficie cilindrica es paralela a la recta, se obtiene la ecuacion finita de esta su-
perficie

—bz= —px - az),
donde ¢ es una funcién arbitraria. Esta ultima ecuacion da la soluci6n de la

ecuacion diferencial de la superficie cilindrica. Los resultados respectivos
para las superficies conicas son

- Z -ty E—zoc y y_b=w(:_"),
ax ay

T—@ -

y para las superficies de las vertientes de los terraplenes son

9z ZY\ _ o, AT T R as
(ax) + (5) =a* y z22=a(x—ap + (y — ¢(@)].

Fn esta parte del trabajo se introducen la interpretacion geométrica de las
caracteristicas como lineas de interseccion de dos superficies infinitamente
proximas y se deduce su ecuacion diferencial.
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Las i diferenciales de do orden determinan la familia de
las superficies desarrollables y ademas aquellas superficies regladas, que se
describen por una recta, que se mueve entre dos curvas en el espacio y para-
lelamente a un plano dado. yla clase de supcrﬁcte cuyas curvaturas satisfa-
cen ciertas di (tr d \! Las superficies
regladas generales se determinan por ecuaciones diferenciales de tercer or-
den, asi como superficies mas complejas del tipo de la superficie que en-
vuelven una esfera de radio variable y cuyo centro se mueve segiin una cur-
va dada.

La traduccién de los hechos de la teoria de las superficies al lenguaje de
las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales se acompafaba en las
obras de Monge con la elaboracién de la teoria geométrica de estas
ecuaciones. En particular dio un tratamiento geométrico a la teoria general
de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de primer orden. La
integral total de tales ecuaciones f(x, y, z, a, b) = 0 se interpreta geométri-
camente como una familia de superficies biparamétricas. Si se sustituye
b = ¢(z), donde ¢ es el simbolo de una funcién arbitraria, entonces la
ecuacion

f(x,9,2,a,¢(a)) =0

corresponde a una familia de superficies monoparametricas (Monge las de-
nominé envolventes). La ecuacién de su superficie envolvente se obtiene
con la eliminacién del pardmetro @ de las ecuaciones
of
=0 Y =,
i S
De aqui que para valores fijos de @ se obtienen las ecuaciones de las
caracteristicas (generadas por las superficies envolventes que son imagen
geométrica de la integral general). Todas las caracteristicas se envuelven
por una curva, a la que Monge denomin6 arista de retroceso. Considera-
ciones semejantes, expresadas con relacion a la ecuacién

f3,2,0,9)=0
y su diferencial total

Xdx + Ydy + Zdz + Pdp + Qdgq = 0,
condujo a Monge al sistema de ecuaciones

By D ad
P Q Pp+0Qq X+pZ Y+gqZ

de las caracteristicas.

Integrandolas obtuvo las
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Los métod étricos introduj demés claridad en el trata-
miento de la ecuacl(m denominada posteriormente de Pfaff:

Pdx + Qdy + Rdz = 0.

Si se len las dici de i ilidad, su solucién se
representa geométricamente por medio de una familia de superficies
Sflx,»,2) = C,
sobre la cual cualquier curva es ortogonal a las curvas
ax _dy_ ds
PO R
Si esta condicién no se it como d 6 Monge, dando

la dependencia complementaria ¢(x, ¥, z) = 0 la ecuacion de Pfaff deter-
mina sobre la superficie ¢ (x, y, z) = 0 una familia de curvas monopara-
métricas, ortogonales a aquellas mismas curvas

w_dy_ &
Pios. O 5 (R,
La teoria de las caracteristicas de Monge, la reduccién del problema de
la resolucion de i dif iales en derivadas parciales a un siste-

ma de ecuaciones diferenciales ordinarias, la interpretacién geométrica de
las soluciones, la estrecha interrelacién e interaccion entre los métodos ge-
ométricos y mecanicos, todo el conjunto de los logros de Monge conduje-
ron la geometria deiferencial a una nueva etapa. Esta se caracteriza por la
introduccién en la geometria del aparato de las ecuaciones diferenciales y la
ulterior ampliacion de sus posibilidades tedricas y practicas.

R

Fig. 51

A finales del siglo XVIII, la i igacion de un p dei ieria
dio a la geometria diferencial las bases de la teoria de las congruencias line-
ales, la cual se mantuvo durante cierto tiempo aislada. Se trata del proble-
ma considerado por Monge en el afio 1871 en la ‘“Memoria sobre la teoria
de las excavaciones y terraplenes’’, publicada en el afio 1784 (ver fig. 51).
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La presentacion del problema es la siguiente: se dan dos voliimenes
iguales de tierra limitadas por superficies cerradas diferentes. Los elemen-
tos de uno de los voliimenes es necesario trasladarlos al otro, observando el
principio del menor trabajo y consecuentemente menor costo. La trayecto-
ria de las particulas trasladadas forman una familia de rectas biparamétri-
cas, la cual satisface las condiciones: a) a través de cada punto D pasa una
y s6lo una recta de la familia; b) sobre cada recta de la familia hay elemen-
tos de volumen R (punto, segmento); c) la superficie reglada formada por

las rectas de la familia limita en D y R volimenes iguales; d) Hj rdv =

®)
= min (dVes un elemento de volumen D, r la distancia entre los puntos
corresp de los volu Dy R). En el caso plano, la familia de

rectas y = ax + b es monoparamétrica. Monge formo la ecuacion diferen-
cial, igualando las areas el les en las figuras Dy R. La existencia de
una tangente comun a D y R permite determinar el valor de la constante
aditiva de la ecuacion.

Las congruencias rectilineas surgen en el caso tridimensional. Monge
demostré que entre todas las superficies regladas que asi se generan existen
sélo dos familias de superficies desarrollables. Si las superficies son norma-
les entre si, entonces la congruencia es ortogonal a la superficie. Sobre esta
ultima se forma una red ortogonal de lineas de curvaturas. Las normales a
la superficie generan a lo largo de estas lineas una superficie desarrollable.
La longitud del segmento de normal desde la superficie hasta la intersec-
cién con una de las dos normales infini proximas ide con la
longitud del radio de curvatura de la seccién plana de la superficie segin la
linea de curvatura.

Finalmente, Monge afirmada que la condicion de minimalidad del tra-
bajo en tales probl son satisfechas preci por las congruencias
normales. La demostracién de este hecho, no obstante, apareci6 solo des-
pués de cien afios (1886; Saint-Germain y Appel).

En la primera mitad del siguiente siglo, el XIX, tuvo lugar un enriqueci-
miento de la composicién clésica de la geometria diferencial. Los
discipulos y colegas franceses de Monge (Carnot, Fourier, Ampére, Pois-
son y otros), en esencia condujeron esta ciencia en su parte clasica a su esta-
do actual. Sefialemos la indicatriz y ciclida de Dupin (en trabajos de los
afios 1813 y 1822), la introduccién de la binormal por Saint Venant (1845),
los conos directores por Frenet (1847) y Serret (1851).

Una nueva etapa de la geometria diferencial se pone de manifiesto con
las investigaciones de Gauss (1828) sobre la geometria intrinseca de las su-
perficies, es decir, sobre propiedades tales que son invariantes con relaciéon
al doblamiento. Las ideas de Gauss y ademas los trabajos sobre las pro-
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piedades de las superficies con curvatura i (Minding en
el afio 1839, Liouville en 1850) crearon la region de contacto de la
geometria diferencial con la no euclideana’. Sobre esto se tratara més ade-
lante.

G i iptiva y proyectiva. Los métodos de la geometria
descriptiva se formaron en el dominio de las aplicaci écnicas de la ma-
tematica. Los hechos del estudio sobre la perspectiva eran conocidos desde
épocas remotas; en especial fueron desarrollados por artistas y arquitectos

de la época del R Estos Itados consituyeron la base nece-
saria para la creacion de aquella pane de la geometria teorica, en la cual los
modelos iales se di unc lejo de transformaciones

en el plano. El método de coordenadas para la construccion de la perspecti-
va y el correspondiente origen de proyeccion axionométrica por vez prime-
ra lo aplicé Desargues en el afio 1636.

La formacion de la geometria descriptiva en una ciencia matematica es-
pecial se culminé en los trabajos de Monge. Desde el afio 1795 Monge dic-
taba, en la Escuela Politécnica, conferencias sobre proyeccion ortogonal
sobre el plano. En los afios 1798—1799 publicé su ya elaborado curso de
geometria descriptiva (“‘Géométrie descriptive”), en el cual efectud siste-
maticamente la transformacién de figuras en el espacio con ayuda de dos
proyeccnones ortogonales sobre dos planos coordenados, mutuamente per-
I lares. Este pr dimi lo letd con el desarrollo de los pla-
nos de proyeccién alrededor del eje, de las proyecciones en un plano y la re-
duccién de las construcciones espaciales y las trasl a transforma-
ciones respectivas de las proyecciones.

El texto de geometria descriptiva de Monge consta de cinco capitulos.
En el primer capitulo se aclara el objeto y método de la geometria descripti-
va y ademéas problemas elementales relativos a rectas y planos. A
continuacion siguen las construcciones de planos tangentes y normales a
superficies curvas. La interseccién de superficies curvas se trata en el tercer
capitulo, y los correspondi probl se trasladan al capitulo cuarto.
El quinto capitulo est4 dedicado a la i igacién, con métodos de la
geometria descriptiva, de la curvatura de las lineas y superficies.

La exposicién de Monge no es elemental. El trat6 una serie de proble-
mas nuevos y dificiles. Asi, investigo las superficies con arista de retroceso,
las superficies geodésicas y las lineas de mayor pendiente sobre ellas, las su-
perficies de pendiente idénticas, etc., inspiradas en sus investigaciones
geométrico-diferenciales.

" Sobre las i i dif de Gauss ver A.P. Norden. Traba-
Jos geométricos de Gauss. En: «Kapn ®puapux Iaycen. M., Msn-so AH CCCP, 1956, cTp.
113—114. (“Karl Friedrich Gauss”. Ed. de la AC de la URSS).
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La influencia de los trabajos de Monge y los textos de Lacroix, préoxi-
mos por su contenido, fue prolongada. Sus obras se reeditaron muchas ve-
ces en el transcurso de la primera mitad del siglo XIX. El perfeccionamien-
to de carécter particular y la elaboracion de diferentes métodos de proyec-
cién constituyeron el contenido fundamental de los trabajos sobre
geometria proyectiva en lo sucesivo. Esta rama de la geometria, desde la
época de Monge, penetr6 solidamente en el circulo de las disciplinas mate-
maticas incluidas en el sistema de instruccion técnica.

El aspecto tedrico de la perspectiva técnica y la concepcion més general
de esta ultima como una de las formas de transformaciones proyectivas
habia sido elaborado ya por Desargues. La idea del estudio de las propieda-
des proyectivas de los objetos geométricos surgié como un nuevo enfoque
para la dificil y antigua teoria de las secciones conicas con el objetivo de
simplificarla y generalizarla. La obra de Desargues ‘‘Bosquejo del camino
hacia los fenémenos que ocurren durante el encuentro de un cono con un
plano’’ (1639) y la de B. Pascal ‘‘Experiencia sobre las secciones conicas’
(1640) contienen una resolucion magnifica de este problema y sirve de base
a una nueva ciencia geométrica, la geometria proyectiva.

En ella la proyeccion central se enriquecio con elementos infinitamente
alejados, reuniendo en un haz las rectas convergentes y paralelas. asi como
los planos. Muy productivo resulté bién el dei Las
propiedades proyectivas e involutivas de las secciones conicas constituyeron
una leona en!cra entre cuyos numerosos teoremas se destacan los teore-
mas d dos con los bres de sus autores, Desargues y Pascal.
Ademés, Desargues descubrié muchos teoremas sobre los polos y polares
de las secciones conicas.

Inicialmente s6lo pocos cientificos asimilaron las ideas de Desargues y
Pascal. Sus obras se perdieron. S6lo en el afio 1845 Shalle encontré una co-
pia de la obra de Desargues. De los trabajos de Pascal sobre geometria pro-
yectiva se conservaron slo bosquejos En el transcurso de més de un siglo
s6lo pueden sefalarse episod de las i pro-
yectivas. Esta rama ain no se habia separado para formar una disciplina
independiente. Por esto la construccién rigurosa y sistematica de la
geometria descriptiva realizada por Monge hacia finales del siglo X VIII ju-
g6 el papel de premisa necesaria para la construccién de la geometria pro-

yectiva.
Las obras de L. Carnot ‘‘Sobre la correlacion de las figuras en
geometria” (1801) y ‘‘Geometria de posicion”” (1803) L

te la atencién de los cientificos hacia la semiolvidada ciencia de la época de
Desargues y Pascal. La construccion tedrica y la formalizacion (1822) de la
nueva rama de las matematicas fue culminada por el oficial del ejército na-
polednico Poncelet, el cual tenia para ello suficiente tiempo libre durante
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su cautiverio ruso en Saratov. Separando las clases de las transformaciones
proyectivas de las figuras Poncelet centrd su atencién en la interrelacion
entre las propiedades proyectivas y métricas de las ﬁguras.

El desarrollo posterior de la ia pr ye Ti6 bajo el
signo de t da de la lucion de este pr En el siglo XIX, se

! corr di dos corrientes. Los partidarios de una de
estas corrientes (en especial Staudt) se esforzaban por liberar a la geometria
proyectiva de toda métrica. Los otros (por ejemplo, M&bius), por todos los
medios desarrollaban los métodos analiticos.

Esta contradiccion se atenué como resultado de las relaci bl
das de la geometria proyectiva con la no con la teoria de fun-
ciones de variable compleja, cuando se descubrieron las posibilidades de la
geometria proyectiva y su verdadero lugar en el sistema de las ciencias ma-
tematicas. La lidad de las propiedades proyectivas fue usada por
Cayley y Klein en el tratamiento de los dlferentes sistemas geométncos des-
de un punto de vista tnico. La étrica de Staudt y
otros sirvio de base a la construccién axiomatica de la geometria proyectiva
a comienzos del siglo XX. -

Fund: de la ia. Con esta rama de la geometria se rela-
cionan llas i igaci y resultados en los cuales se estudia la fun-
primarios, se da un analisis del

1 ion de la eleccion de los
sistema de axlomas situados en la base de las teorias geométricas y ademas
las interpr estan idas en las ultimas ideas mate-

maticas re Ademas se d tanto las relaci dela ia
dentro de las aticas, como sus relaci mas lias con otras cien-
cias.

Los fundamentos de la geometria en el siglo XVIIl son concretamente
los fundamentos de la geometria euclid El fund: I de
las investigaciones cientificas era el analisis critico de los “F_lememos” de
Euclides. El pesado sistema de los “‘El ’’ no a h
matematicos. Por eso, entre la gran cantidad de obras se datacaba un gru-
po en el cual se criticaba el sistema de axi de en especial el

postulado sobre las paralelas.

En el plano de la revisién cientifica de los fundamentos de la geometria

lid no hay idad de las numerosas discusiones que
ocupan un gran lugar en las obras dedicadas a esta cuestion. El asunto es
que la critica era he!erogénea, contradictoria y en la mayoria de los casos
insufici fund da. Segiin una justa observacion de D’ Alem-
bert, no es posible indicar un autor de obras sobre fundamentos de la
geometria, el cual no juzgara a sus antecesores y contemporaneos en térmi-
nos mas 0 menos enérgicos y no ensalzara su propio sistema.

El analisis riguroso de los fund de los ““El " de i
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y en particular los axiomas sobre las paralelas y SUS NUMerosas “‘demons-
traciones’’, dujo a los aticos al co de lo insati

torio de todas las “‘demostraciones’” de este axioma. Algunos de los mate-
méticos, partiendo del esf\lerzo por demostrar el axioma sobre las paralelas

por reduccién al ieron una serie de dela ia
no euclids Asi, el atico italiano monje G. Saccheri consider6 el
probl de las lelas de la sigui manera: de los extremos del seg-

mento AB trazamos las perpendiculares AA, y BB, de igual longitud
(fig. 52). Los puntos A4, y B, y a continuacién los puntos medios C'y C, de
las bases del rectédngulo se unen con rectas. Determinemos la magnitud de

los anigulos del rectangulo: 24 = +BE g por construccion. Doblemos
la figura por CC,:
CC, L AB;ademas CC, L A\By A, = ¢B,.

Las proposiciones siguientes sobre la magnitud de estos angulos iguales
reciben en las obras de Saccheri la d i6n de hipotesis: de angull
agudo, recto y obtuso. La hipétesis de 4ngulo obtuso rapidamente condujo

4 4 4

Fig. 52

a una contradiccion. Segiin la idea de Saccheri asi debia ser también el re-
sultado de la hip6tesis del angulo agudo, lo que daria la demostracién del
axioma sobre las paralelas. Sin embargo, sucedié lo inesperado. La hipo-
tesis del angulo agudo en su desarrollo logico daba resultados extrafios pe-
ro no d a diccion. Las ded de Saccheri, como se
aclar6 con posterioridad, en esencia, coincidian con los primeros teoremas
de la geometria de Lobachevski: la suma de los 4ngulos de un triangulo re-
sultaba menor que 24, el 4rea del triangulo no podia aumentarse ilimitada-
mente con el aumento de sus lados; surgi6 la necesidad de la existencia de
cierta unidad absoluta de longitud, etc.

Aproximadamente después de treinta afios Kliigel (1763) hizo un resu-
men de los intentos mas importantes de demostracion del teorema sobre las
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lineas lelas y lleg6 a la lusién de que Euclides coloco cor
le esta pr icion entre los axi
Uno de los tltimos trabajos sobre los fi de la geometria en el

siglo XVIII es el articulo del académico berlinés Lambert, suizo de origen.
Alrededor del afio 1766 escribi6 la ‘‘Teoria de las lineas paralelas’’ inspira-
da en los trabajos de Saccheri y Kliigel. Lambert modificé el cuadrilatero
de Saccheri, méas precisamente, construy6 las perpendiculares A4, L AB,
BB, L AB, A|B, 1 AA,y redujo el problema a la determmacxbn de la
magmtud del éngulo B,. La hipétesis del angulo recto dio la geometria
euclideana, la hipotesis del angulo obtuso condujo a un absurdo. Pero la
hipotesis del angulo agudo de nuevo dio extrafios teoremas, pero no
ducs . Ficcid

Los fundamentos de la geometria en la segunda mitad del siglo XVIII
adquirieron junto a su significado cientifico, un gran significado social. La
cuestion sobre la iencia de los ‘‘El ** en calidad de texto es-
colar de geometria fue puesta en duda y fue objeto de grandes discusiones.
En Inglaterra y parcialmente en Alemania, estas discusiones condujeron al
predominio de ediciones que conservaban el espiritu y estructura de los
““Elementos’’ de Euclides y que s6lo mas o menos simplificaban la exposi-
cién. En Francia, al contrario, las orientaciones iniciales en la formacién
del curso escolar y en definitiva de todo el sistema de la geometria elemen-
tal la determinaban las ideas de los enciclopedi franceses y en
especial de D’ Alembert. Como resultado surgieron una serie de textos para
la escuela primaria y media de autores franceses: D’Alembert, Bezout, Le-
gendre, Lacroix. Con mayor o menor resolucion, los autores de estos tex-
tos separaban la ensefianza de la geometria del esquema euclideano.

La influencia de estos libros fue grande. En ellos, en esencia, fue creado
el tipo de texto escolar de geometria contemporéaneo. Para esto fue realiza-
do un enorme trabajo. Lo que hoy parece evidente en la construccion de las
bases de un texto escolar de geometria fue logrado a fines del siglo XVIII
por los esfuerzos de los matematicos franceses.

;Qué fue hecho concretamente? En primer lugar, en los fundamentos
dela geomctria fueron introducidos la métrica y el movimiento, los cuales

tan cuidad evadi6 Euclides. En do lugar, fue realizada una
amplia ammenumbn entre ella la aritmetizacion de la teoria de las rela-
ciones y prop como Itado de la cual parecié la idad
del quinto libro de los “‘Els **, La introduccién del simboli al-

gebraico y de los elementos del algebra eliminé la necesidad del segundo
libro de los “‘Elementos’’. La utilizaci6n de los radicales suprimi6 en el cur-
50 de geometria la leja clasificacion de las irracionalidades, de-
sarrollada en el décimo libro de los *‘Els ’’. Asi, los ?? de
Fuclides fueron reelaborados en el curso de geometria elemental, cuya ex-
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posicion viva lo puso al alcance de amplios circulos de la juventud estu-
diantil y para la resolucién de problemas practicos. La creacién de nuevos
principios en la ensefianza de la geometria y la profundizacién del anélisis
del sistema euclideano de axiomas crearon, en esencia, las premisas para la
reconstruccion de todo el sistema de las ciencias geométricas. Esta recons-
truccién ocurrié en el siglo XIX. Su inicio fue realizado por la introduccién
de la geometria de Lobachevsky.

6.6. Creaci6n de las premisas del 4lgebra moderna
y de Ia teoria de los niimeros

Descartes, enlazando en una ciencia tinica, en la geometria analitica, los
métodos del dlgebra y la geometria, consideré que habia creado una ciencia
tnica, que unia y parecia como si absorbiera estas dos disciplinas. Sin em-
bargo, la utilizacion del aparato algebraico en la geometria analitica no
condujo a la supresion del algebra. El algebra se desarrollé posteriormente
por su camino original, teniendo su propia problemética cientifica. Esta
problemética resultd prefe la teoria de las ecuaciones al-
gebraicas. Esta teoria incluia tanto la formacién de la teoria general de las

como también la lacién de procedimi; de su resolu-
cibn numérica y grafica. La elab i6n cientifica de probl
condujo simultaneamente a la reestructuracién de los fundamentos del 4l-
gebra, vinculad; liacié de namero y con el perfec-

conla del
cionamiento del aparato algebraico simbolico-literal. El desarrollo de estos
dos aspectos del algebra, los cuales en esencia determinan su contenido y
objeto, alcanzd, a fines del siglo considerado aqui, tal estado que se hizo
necesario y posible el paso a problemas cualitativamente nuevos de esta
ciencia, relacionados con el surgimi de la teoria de Galois y la teoria de
grupos.

Adjunto al algebra, no estando aln claramente separada de ella, se en-
contraban los procedimientos de calculo aritmético, entre ellos los métodos
dela bi ia el | y ademas los probl tedricos de la aritmé-
tica, es decir, la teoria de los niimeros. Todos ellos se unian en la conciencia
de los cientificos del siglo XVIII hasta cierto punto, en una ciencia tinica,
para la cual existia incluso una denominaci6n especial, aritmética universal
o general. Al analisis del desarrollo de las partes de esta ciencia est4 dedica-
do el presente capitulo.

La independencia de los caminos de desarrollo del 4lgebra se determind
ya a comienzos del siglo XVIII, cuando en el afio 1707 vio la luz la *““Arit-
mética Universal’’ de I. Newton. En ella el algebra se exponia en estrecha
vinculacién con el desarrollo de los métodos de calculo como una fase su-
perior de la aritmética; las cuestiones geométricas fueron relegadas al do-

310

6.6. Creacion del 4lgebra moderna y de la teoria de los niimeros

minio de las aplicaci Desde el Newton introduce las opera-
ciones tanto con expresiones simbolico-literales como con niimeros (ente-

ros y fraccionarios). Introduciendo al lector en la técnica de las transfor-

&

maciones algebraicas idé Newton a conti lo pone en
con los métodos de lucion de i En un gran numero de
ejemplos, tomados de la geometria, la y otras ciencias, d a

la reduccién del problema a la formacion de una ecuacion algebraica cuya
raiz es la solucién del problema. Culmina el libro con los resultados de la
teoria general de ecuaciones y ademas la resolucion grafica de éstas me-
diante la construccién geométrica de las raices.

La “‘Aritmética Universal” constituye una escritura breve de las confe-
rencias sobre 4lgebra, las cuales Newton dicté en la Universidad de
Cambridge en los afios 1673—1683. En ella no aparecen demostraciones.
No constituye una coleccion de todos los logros algebraicos de Newton. En
otros de sus trabajos estan idos no pocos descubrimi en el
campo del dlgebra. Entre ellos: la generalizacion de la formula de la poten-
cia del binomio para el caso de exponentes racionales fraccionarios, comu-
nicada en una carta de Newton a Oldenburg en el afio 1676; el procedimien-
{0 de resolucion numérica de las ecuaciones, conocido bajo el nombre de
paralelogramo de Newton, esto es, el método de desarrollo de y en serie de
potencias fraccionarias de x y otras, dada la ecuacion P,(x, y) = 0 (donde
P, esun polinomio).

La temética algebraica de la *‘Aritmética Universal’’ estuvo en el centro
de ion de h i icos del siglo XVIII. Los proce-
dimientos de resolucién numérica de ecuaciones (tanto exacta, como apro-
ximada) fueron elaborados por Halley, Lagrange, Mouraille, Fourier y
otros. Los numerosos esfuerzos por dar una demostracion rigurosa a la
formula del binomio en su forma mas general se suprimieron s6lo cuando
Gauss en el trabajo sobre la serie hipergeométrica (1811) resolvio este
problema. El paralelogramo de Newton recibié en los trabajos de Stirling,
de Gua, Cramer y otros deversidad de aplicaciones: en la teoria de las cur-
vas algebraicas, las funciones analiticas y otras".

Después de la *“Aritmética Universal”’ de Newton surgieron una serie
de monografias que contenian una construccion sistematica del algebra. El
“Tratado sobre algebra’ de Maclaurin (1748) fue todavia preferentemente
un io al libro de P en el cual no se citaban demostraciones.
En las obras siguientes, en particular en la famosa *“Aritmética Universal’’

" Ver, p. ¢j., H.T. YeGorapes. Mroroyro/bink HbioTOHa i €0 posik B PasBuTHH
maremaruxi. B ki.: H.TI". YeGorapes. Cobp. cou. 7. [11, M.—J1., M3n-so AH CCCP, 1950,
cvp. 48—80. (Chebotarev. Poligono de Newton y su papel en el desarrollo de las matemdticas.
En: N.G. Chebotarev, obras completas, t. ).
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de Euler, el algebra, como ciencia independiente, se destacaba aiin mas pre-
cisamente.

Dictada por Euler, ya ciego, alrededor del afio 1767, la “‘Aritmética
Universal”” apareci6 en los afios 1768—1769 en ruso. Ademas de sus reedi-
ciones, fue traducida al latin, inglés, francés y holandés. Su influencia en la
determinacién de la probl ica cientifica del algebra y en la estructura
del curso de algebra en las universidades fue muy grande. El caricter mo-
nografico de este libro y los objetivos que planteaba ante semejantes obras
su autor, permiten por su contenido juzgar sobre el estado del algebra en la
segunda mitad del siglo XVIII.

La ““Aritmética Universal’’ consta de dos partes. En los tres paragrafos
de la primera parte Euler dirigi6 una atencion fundamental a la generaliza-
cion de las reglas de resolucion de problemas aritméticos y al desarrollo del
aparato simbolico-literal del algebra. Asi, en el primer parégrafo se aclaran
las operaciones sobre niimeros y monomios, sobre radicales y nimeros
complejos. Aqui se introducen los logaritmos.

La segunda secci6n esta dedicada a las operaci con p
Ademas se dan las reglas de extracclbn de raices de los numeros y las expre-
siones algeb ). Fi se introducen las series co-
mo medio de expresxén de las f\mcmnes racionales fracaonanas y bino-
mios con exp fr i0s y negativos de una p

El tercer paragrafo es, por su contenido, el de carécter mas variado. En
€&l se introduce el nimero real (mediante el algoritmo de sustraccién alter-
nado), los nimeros poligonales, las proporciones y progresiones (tanto
aritméticas como geométricas), las fracciones decimales periodicas y los
problemas sobre por ciento.

A los métodos de resolucion de algebraicas y a su teoria ge-
neral esta dedicado el primer paragrafo de la segunda parte. Aqui estéan co-
los dos de resolucion de i algebralcas de los pri-

meros cuatro grados y bién los si de lineales. Ade-

mas, se tratan los de calculo de las raices de las
ecuaciones algebraicas.

El tltimo paréagrafo (segundo paragrafo de la “‘Aritmética Universal’”)

incluye prefer los métodos de bii da de las soluci enteras
de las ecuaciones mdetermmadas de primer grado y grados superiores. A
ellas se la ién de otros probl de a tedrico-

numérico. Asi, aqui se trata el gran teorema de Fermat y se da su demostra-
cién paran = 3y n = 4. Se introducen las susticiones de Euler que trans-
forman un trinomio cuadrado en un cuadrado exacto.

De este modo, fue determinado el objeto del 4lgebra en el siglo XVIII.
Ella se convirti6 en la ciencia sobre las ecuaciones algebraicas. En ella, ade-
mas se incluia la elaboracion del aparato simbélico-literal necesario para la
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resolucion de ecuaciones. El algebra interaccionaba estreck con la
aritmética, conservando en su composicién los métodos numéricos. Por
otra parte, tenia lugar una interpenetracion también muy estrecha de los
métodos y problemas del algebra y la teoria de los nitmeros, principalmente
en el dominio relativo al analisis diofantico. El algebra elemental actual en
gran medida ha conservado en su estructura esta particularidad.

La comparacion de la “‘Aritmética General’’ de Newton y la ““Aritméti-
ca Universal’’ de Euler nos permite advertir el comienzo y (en grado consi-
derable) el resultado de la formacion del 4lgebra en el siglo XVIII. Ahora
consideraremos brevemente la evolucién del contenido cientifico de esta
parte amplia e importante de las matemdticas y el proceso de creacion de
las premisas para una nueva etapa, la actual de su historia.

En la base de las i i} icas esta el de canti-
dad, magnitud, nimero. La generalidad y el campo de aplicaciones de los
métodos algebraico-literales se determinan por la generalidad del concepto
de niimero. En el curso del siglo XVIII, este concepto sufné un perlodo de
desarrollo lento. Se enriqueci6 gradual ser
no obstante, de la practica de calculo y de las apllcacxones del analisis mate-
mético.

El concepto de numero real incluia los nimeros naturales, las frac-
ciones positivas y las irracionalidades. Estas tltimas tenian una definiciéon
general, llegada hasta nosotros desde la antigiiedad, a través de una rela-
cién con la participacion de ideraciones geométricas: un nimero es
aquello que se relaciona con la unidad como un segmento de una recta a
otro, tomado como unidad. Sin embargo, la concepcién general de nimero
irracional adquirié el derecho de ciudadania sélo en la da mitad del
siglo XVIII.

Grandes discusiones ardian todavia en torno al concepto de nimero ne-
gativo. En el coro discordante de los juicios, predimonaron las contraposi-
ciones de los niimeros negativos a los positivos. Se encontraban incluso
cientificos (Maseres, 1758; Frend, 1796) que no reconocian los niimeros ne-
gativos asi como tampoco los imaginarios. Las reglas de las operaciones
con nimeros negativos no tenian demostracién convincente. S6lo en el si-
guiente siglo, el XIX, se logré presentar los nameros neganvos mCluldOS en

un sistema numérico Gnico y dar a esta p i6n una d ri-
gurosa y de reconocimiento general.
Los nimeros i inarios en el algebra ap ieron en forma de raices

de ecuaciones. Su estudio, no obstante, avanz6é no en los tratados al-
gebraicos, sino bajo la presion de las necesidades imperiosas del anélisis
matematico. Precisamente, en los marcos del anélisis gradualmente se bus-
caban e introducian las reglas de las operaciones formales con los niimeros
imaginarios y complejos. En los afios 40, D’ Alembert y Euler demostraron
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que cada expresién, que contiene magnitudes imaginarias, se reduce a la
forma a + i (donde & y 8 son niimeros reales). La evidente utilidad de los
nameros jos provoco el refor i de la i6n sobre la cues-
tién de su naturaleza. Sin embargo, este problema quedaba sin resolucién.

El primero que elaboré (al parecer, en mterés dela précuca geodésica y
cartografica) un pr i de interp étrica de los niime-
ros complejos como puntos en el plano fue el agrimensor danés K. Wessel
(afio 1797, publicado en 1799). Sin embargo, su trabajo resultd inadverti-
do, asi como una interpretacioén analoga de J. Argand (1806). Sélo cuando
en los afios 20 del siglo XIX Gauss y Cauchy introdujeron y fundamenta-
ron las operaciones con los nimeros de la forma « + @i, introdujeron el
término ‘‘nimero complejo’’, encontraron el ““médulo’’ (Cauchy, 1821) o
la ““norma’’ (Gauss 1828) de un niimero complejo, definieron el concepto
de caracter con;ugado de los nimeros comple;os la situacion de estos ulti-
mos en las icas se lidé Los ni
complejos entraron en el 4lgebra.

A propdsito, mencionemos ademés una dificultad aritmético-
algebraica, superada sélo a finales del siglo XVIII. Se trata de la introduc-
cion del ap. de las fracci d les. Todavia en el afio 1585 el in-
geniero y matematico holandés Stevin los introdujo y mostré su utilidad.
Pero en el transcurso de més de doscientos afios posteriores, las fracciones
decimales se utilizaban sélo en la practica del célculo astronémico. Se re-
quirieron los esfuerzos de muchos de los mas eminentes matematicos
(Lagrange, Laplace, Monge y otros), los cuales en el periodo de los afios
1790—1799 elaboraron un sistema métrico decimal inico (introducido en
Francia el 24 de abril de 1799), para que el aparato de las fracciones deci-
males adquiriera su actualidad universal. En el siglo XIX, en la medida del
paso al sistema decimal de los nuevos Estados, este aparato se convirti6 en
parte de la preparacion icce 1 de los est

La parte del algebra, relacionada con la lucién de
constituia su contenido principal. A este problema fueron dedicados una
enorme cantidad de trabajos. En el ilimitado mar de libros y articulos, evi-
dencias impresas de los esfuerzos colosales de los mateméticos, dirigidos a
su resolucion, se puede, por otra parte, destacar algunas direcciones. La
primera de ellas se formé de los intentos de biisqueda de un algoritmo regu-
lar algebraico-elemental (a la manera del método de Tartaglia-Cardano pa-
ra la ecuacion cibica y del método de Ferrari para la ecuacién de cuarto
grado), ads do para la resolucién de i de grado superior al
cuarto. Los autores de estos esfuerzos se guiaban s6lo por la seguridad in-
tuitiva de la posibilidad de busqueda de tal algoritmo, por lo menos para
raices reales. Del gran niimero de trabajos de esta direccién consideremos
sélo los trabajos de Tschirnhaus y Euler.
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El método de Tschirnhaus, publicado en el afio 1683, consistia en lo si-
guiente. Supongamos que esta dada la ecuacion

x"+a x4+ .. +a,_x+a,=0.
Introduzcamos la ecuacién auxiliar
y=bx" 2+ bx""*+ ..+ b,

con coeficientes, por ahora, indeterminados. Si de ambas ecuaciones se
logra eliminar x (y esto es posible), entonces obtenemos

Y F YT L+ =0,

Los coeficientes ¢;, ¢, ..., ¢, son funciones de los coeficientes b,, b,.
Y@y, @y, oeny @y Ahora eluamos by, b,, ..., b, demodo quec, = ¢,
=¢,_, =0. Entonces V=Xl obtenemos la posibilidad de sustituir
la ecuacnbn dada por otra de grado n — 2. Tschirnhaus logré llevar a cabo
este método sélo para n = 3y lo public6 sin comprobaciones posteriores.

Més tarde Euler reahzb todos los calculos paran = 4. Paran > 5 esto, na-
t ba imposible. Los i de eleccion de by, b,, ..., b,

conducian a ecuaciones cuyo grado era mayor que cinco.

Euler més de una vez intentd, utilizando los métodos de Tartaglia, se-
leccionar para las raices de las formas co: i de irra-
cionalidades. En el caso x? = ax + b la correspondiente expresion es cono-
cida. Esta es x = Va + Vp. Para la ecuaciéon x* = ax? + bx + c, Euler ob-
tuvo una resolvente ciibica con las sustituciones

=Va+VB+Vy, 6 x=Vo+Ve+{o.

Sin embargo extrapolar este procedimiento, como esperaba Euler, en gene-
ral a las ecuaciones de la forma

=ax" ¥ ax" Y+ +a,, n>4
con la sustituciéon P
x= ¥y Yy,

no se logré. Alrededor del afio 1764, Euler generalizo esta sustitucion

a=1
x=aq+ ¥ Bla.
k=1
Esta misma forma de sustitucion la descubri6 simultaneamente E. Wa-
ring. No obstante, tampoco esta sustitucion tan general, mas tarde utiliza-
da por Abel paralad ion dela i ibilidad de lucion en radi-
cales de la ecuacion general de quinto grado no daba el resultado necesario.
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El niimero de intentos de b da de la soluci6n a las i con
grado n > 5 por medios algebraicos elementales era muy grande. En esen-
cia este era el inico camino para resolver el problema que tenian al alcance
los matematicos en aquella época. El era equivalente al establecimiento de
la posterior teoria algebraica de la resolvente. A propésito, en el curso de
estos intentos se formoé el término ‘‘resolvente’’ del latin aequatio resol-
vens, lo que significa ion que Ive. En las atica P
raneas, este término se utiliza en diferentes sentidos. Tenemos en cuenta el
aspecto algebraico: la resolvente de una ecuacion algebraica P,(x) = 0es
en esencia bién una i6n alget 2(x) = 0, tal que: a) sus coefi-
cientes son funciones racionales de los coeficientes de la ecuacion P, (x) =
0; b) el conocimiento de sus raices permite encontrar las raices de la
ecuacién P,(x) = 0 en la resolucién de ecuaciones de grado menor que 7.
Al parecer el primero que introdujo el término ‘‘resolvente’” fue Euler
(alrededor del afio 1732).

Los fracasos en la biisqueda de algoritmos algebraicos mencionados an-
teriormente, fueron, al parecer, una de las causas del surgimiento de un
gran nimero de trabajos dedicados al hall aproximado de las raices de
las i tanto graf como por métodos numéricos. Los mé-
todos graficos de los algebristas fueron tomados de la geometria analitica.
La eleccion de la curvas para la resolucién geométrica de las ecuaciones se
determinaba o por consideraciones de la facilidad de su construccién o por
el menor grado de las ecuaciones algebraicas correspondientes a estas cur-
vas. Por ejemplo, muchos cientificos (L’Hospital, Stirling, Bernoulli, New-
ton, Cramer y otros) llegaron a la idea de construir las raices de la
ecuacion,

QX"+ ax"'+ .. +a,_x+a =0
como los puntos de intersecciéon de la curva
Y=ax" +ax" ' + ... +a,_x
ylarectay = —a,. Construcciones posteriores se basaban en la suma gra-
fica de las curvas:

y=ax", y=ax""',..,y=a, x+a,

para lo cual fue incluso ideado un instrumento especial.

Entre los métodos numéricos apr mencionemos el método de
Newton, el cual fue mostrado en el ejemplo y* — 2y — 5 = 0. Denotemos
la parte entera de la raiz, con la cual comienza Newton, con la letra ¢, para
hacerla comin. Suponiendo y = & + p, sustituyéndola en la ecuacién y
despreciando, en virtud de la pequefiez de p, todas sus potencias excepto la
primera, encontramos la aproximacion p, en el primer lugar decimal. Des-
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pués poniendo p = p; + g repetimos toda la operacion desde el comienzo y
asi sucesivamente. Asi se obtienen las sucesivas aproximaciones de la raiz:
X =8&PPy -

La precision de este método, el cual pertenece a Halley, consiste en to-
mar la primera aproximaci6n ¢ de la raiz de la ecuacion P, (x) = 0. A conti-
nuacién la magnitud & + p se coloca en la ecuacion, cuyos miembros se de-
sarrollan en potencias de p:

Pe+p)=Pe)+ Ap+Bp*+ ..=0
A continuacién p se determina de la ecuacién cuadrética
Bp? + Ap + P,(e) = 0.

Newton aplicé un método analogo a la resolucion de ecuaciones litera-
les con dos incognitas f(x, y) = 06, lo que es lo mismo, al calculo aproxi-
mado del valor de las funci implici Relacionada con esto, la resolu-
cién de la ecuacién respecto a una de sus incognitas, es decir, la representa-
cién de f(x, y) = Oenla formay = f,(x) esuna serie de potencias, en gene-
ral infinita, Newton la realizaba con ayuda de un procedimiento especial
que recibié el nombre de paralelogramo de Newton. Las distintas varieda-
des de este método son conocidas bajo los nombres de rectangulo, tridngu-
lo, poligono, diagrama, pero invariabl estan relacionadas con el
nombre de su creador?.

Los métodos numéricos exigen, en calidad de datos previos de la resolu-
cién, una serie de cuestiones : sobre la determinacion del nimero
de raices positivas, negativas e imaginarias, sobre la separacion de las
raices y sobre la determinacién de las fronteras entre las cuales se en-
cuentran las raices. En el siglo XVII fue estudiado un gran nimero de tipos
particulares de ecuaciones. M. Rolle a finales de siglo estableci6 que entre
los raices de la ecuacion f”(x) = 0 puede encontrarse a lo sumo una raiz de
la ecuacién f(x) = 0. Una cota superior de las raices reales de la ecuacion

5% +a1x"-' +..+a,=0,

segln Rolle es igual a lg | + 1, donde a; es el mayor, en valor absoluto,
coeficiente negativo de la ecuacion.

No entrando en detalles, sefialemos que para el circulo de problemas
mencionados ya en los siglos XVII — XVIII fueron en lo fundamental en-
contrados aquellos teoremas que actualmente forman parte del contenido
de los respectivos capitulos de los cursos de algebra superior. Por eso

) Védse, p. ej., H.I'. YeBorapes. Muoroyrombiink Hbi0TOHa H €10 posib B PasBiTHit
maremarnki. B ki.: H.I'. YeGoTapes. Cobp. cou., . III, crp. 47—80. (N.G. Chebotarev.
Poligono de Newton y su papel en el desarrollo de las matematicas. En: N.G. Chebotarev.
Obras completas t. 111)
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sefialaremos sélo el método, rara vez utilizado, perteneciente a Lagrange.
Supongamos que se conoce la primera aproximacién pdelaraizxdela
ecuacién, tal que p < x < p + 1. Coloquemos en la ecuacién x = D+ Ll .
y

La nueva ecuacién tiene una raiz real y > 1ya que

1>y1 >0, s0)=q,
esto es 1
y=q+-—.
&

Repitiendo este procedimiento obtenemos

e L
q+
A

Sila fracclén en.cadena se interrumpe, entonces la raiz es racional, si ella es

ir las fr: en cadena permiten estimar con que
error se realiza cualquier aproxi
Los procedimientos practicos de resolucién de ecuaciones algebraicas,
Tand,
abrieron las ivas para el desarrollo de la parte te-

orica del algebra. El futuro de esta ciencia gradualmente se revelaba en di-
versas investigaciones te(mcas agrupadas alrededor de dos problemas: la
solubilidad de las icas en radicales y la d i6n del

teorema fundamental del algebra.
UYa_ indicamos que Girard (1629) y Descartes (1637) por vez primera es-
i6 ica puede tener tantas raices como

on que una
unidades tiene su potencia mayor. En el siglo X VIII el planteamiento de es-
te problema se transform6. Ahora se exigia demostrar que cada ecuacién
algebraica de grado # tiene precisamente n raices (reales y complejas). En
cnhdad de afirmacion equlvalente se proponia demostrar la posibilidad de

la parte izqui de la ecuacién en producto de factores line-
ales y cuadr&ncos con coeﬁmentes reales. Sobre la resolucién de este y
otros probl dos con él, trabaj D’Alembert, Euler,

Lagrange, Gauss y muchos otros matemancos
La primera demostracién fue dada por D’Alembert (1746). Esta
consistia en el establecimiento del hecho que

min | P,(x)| = 0.

No ot las “. -aciones de D’Alembert no eran rigurosas,
en forma expl 1 a los recursos del anélisis mate-
matico y no aliviaban las dlﬁcultades de los algebristas.
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La demostracién de Euler, obtenida casi simulta (publicad
en el afio 1751), se basaba en la consideracion de los graficos de las curvas

y=P,x)

respectivaemnte para n par e impar. R que la
P,(x) = 0para n impar tiene una raiz real o un nimero impar de ellas, para
n par existe un nimero par de raices reales o no existe ninguna; si el térmi-
no ind di de una de grado par es negativo, entonces la
ecuacion tiene en todo caso dos raices reales de signos diferentes. La difi-
cultad fue asi reducida a la demostracién del teorema para las ecuaciones
de grado par: n = 2m. Yaque 2"~! < 2m < 2", entonces multiplicando la
ecuacién hasta 27 — 2m por factores lineales de la forma x — « vemos que
es suficiente realizar la demostracién para las ecuaciones cuyo grado tiene
la forma 27, Respecto a las ecuaciones de este Gltimo tipo Euler enunci6 un
importante teorema: la parte izquierda de la ecuacion algebraica de grado
27 (n > 1, entero) se descompone en dos factores de grado 2"~ y esboz6 el
camino de su demostraciéon).

Junto con esto Euler encontré dos propiedades importantes de las
ecuaciones algebraicas: a) la funcién racional de las raices de la ecuacién,
la cual toma k valores diferentes para todas las posibles sustituciones de las
raices, satisface una ecuacion algebraica de grado k, cuyos coeficientes son
funciones racionales de los coeficientes de la ecuacién dada; b) la funcién
racional de las raices de la ecuacién, que es invariante respecto a las permu-
taciones de las raices, es una funcién racional de los coeficientes de la
ecuacion original.

Precisando la demostracion de Euler, Lagrange introdujo y elabor6 la
teoria de las funciones semejantes, o sea, de las funciones invariantes para
sustituciones de un mismo grupo y sélo para esas. Lagrange trata sobre la
semejanza de funciones simétricas de las raices de la ecuacion en el caso en
que todos los 2k valores que ellas pueden tomar, bajo todas las permuta-
ciones de las raices, se difi ian entre si. R a las funci seme-
jantes, Lagrange demostrd que éstas se expresan racionalmente unas a tra-
vés de las otras y a través de los coeficientes de la ecuacion dada.

El sentido de las demostraciones de Euler y Lagrange desde el punto de
vista actual es el sigui Sea dada la i6n P,(x) = 0. Sus coeficientes
son elementos del campo D de niimeros reales. K es el campo de Galois de
la ecuacion dada. El grado de K sobre D es: n = 27k (k es impar) Segin el

ot ;

! Véise W.TI'. Bammaxosa. O N0Ka3aTeTbeTBE OCHOBHON Teopemsl anreGpul. B ¢6.:
«Meropr ITHYECKHE sem. X.M., Tocrexuspmar, 1957, crp.
257304, (l G. Sobre la del teorema fundamental del dlgebra.
En la igaci histori i )

319




Cap. 6. Desarrollo de las matematicas en el siglo XVIIT

teorema de Silow, existe un subgurpo H de orden 2* del grupo de Galois G
de esta ecuacion. Formemos un campo de elementos g invariantes respecto
a las sustituciones de H:

DCgqgCk.

El grado de K sobre g es de 2, el grado de g sobre Des k i impar. El campo
q se genera por la adjuncién a D de la raiz v del polinomio P/(x) de grado k
irreducible en D. Pero k es impar; por consiguiente,!) g = D2,

Consideremos K sobre D. Su grado es 2. Si K = D(n) entonces 5 es raiz
de la ecuacidén P,(x) = 0 de grado 2’ con coeficientes reales como en las
ecuaciones consideradas por Euler. Se sabe que los grupos de orden p’,
donde p es primo, r es natural, son resolubles; sus divisores normales
tienen orden primo p. Aqui p = 2. Esto significa,

DCK,C..CK =K,

donde cada uno de los campos normales intermedios es cuadratico con res-
pecto al anterior. Las correspondientes ecuaciones cuadraticas, las cuales
es necesario resolver sobre el campo anterior para obtener el siguiente,
tienen raices o reales o complejas Sea K el pnmer campo que coincide con
el campo de los nu [ los bién coinci-
diran con este campo. En caso contrario lodos los campos coincidiran
con D.

Inversamente, si se parte de K = K, entonces para la biisqueda de la
raiz de la ecuacién Pz(x) 0 de grado 27 es necesario resolver en D una
ecuacion de grado 27~ 1. Sus raices generan el campo K, _,,y sobre él, una
ecuacién cuadratica. Es posible repetir este razona.mlemo para una poten-
cia en una unidad menor, etc.

Los elementos de estas ideas de la nueva 4lgebra se prevén claramente
en las demostraciones de Euler y Lagrange.

Otro grupo de los elementos de la teoria de Galois fue acumulado en
una serie de investigaciones del problema de la reductibilidad de
ecuaciones. Newton fue el primero que sali6 de los limites de la cuestién
sobre la reductibilidad de las ecuaciones sobre el campo de los niimeros ra-
cionales. Propuso un algoritmo para la resolucién de la cuestién sobre si
puede o no una i6n “‘ser di alghn divisor irracional o
lo que es lo mismo . posible o no d asi una ion en
dos partes iguales para que de cada una de ellas sc pueda extraer la raiz”’2),

! Ya que las tnicas ecuaciones irreducibles de grado impar sobre el campo de los niime-
ros reales son las ecuaciones lineales.

?) 1. Hytoron. BeeoGuuas apudmerika. M., Man-so AH CCCP, 1948, crp. 270 (1. New-
ton. Aritmética Universal.)
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Ademés del planteamiento de la cuestion sobre la posxblhdad de reducir

una ecuacién sobre diferentes inios, este r : cierta
idea de la teoria de Galois. En efecto, Newton plant.a, en mr_xfla‘, la cues-
tién de unir al campo de los niimeros racionales las ir del ti-

po VK y la reductibilidad de la ecuacién sobre este campo ampliado. En
otras palabras, se trata de la busqueda de subcampos cuadraticos del cam-

po de la d d del p ). ]

Los algoritmos de N , y después de €l bién de Waru_lg, para la
resolucién de la cuestion sobre si se d 0 1no una 6nen fac-
tores, si el dominio de los ni ionales se amplia mediante la adjun-
cién de una irracionalidad cuadratica, bicuadratica o cibica, son senullos,
pero vol y Waring rep ban cada vez el p

en Ia forma de un produc(o de factores con coeficientes mdnemnad?s,
que d den de las ir lidades del tipo investigado. Después seguian
los intentos de una eleccion tal de los coeficientes indeterminados, para que
la i6n b da se reali

Estos voluminosos métodos no descubrian perspectivas y conducian a
errores. No obstante fueron ttiles. En ellos en realidad se consideraban los
campos de niimeros algebraicos y se determinaba la forma general de los
elementos de estos campos.

La acumulacién de premisas de la nueva etapa de desarrollo del algebra
en el siglo XVIII alcanza su culminacién en las i i de Lagran-
ge, las cuales se encuentran reflejadas en sus ‘“‘Reflexiones sobre la resolu-
ci6n algebraica de las ecuaciones’”” (1771—1772). En esta obra, Lagrange
reconsideré criticamente todos los métodos acumulados hasta su época y
los i de lucién de algebraicas. A las ya descubiertas
resolventes agregé una més de carécter bastante general.

Consider6 la ecuacién algebraica

X"+ byx"l 4 byx" 2 +...=0

y en correspondencia con el método de Tschirnhaus, la ecuacion auxiliar
y= @14+ 24 gxn 4 L+ k)

con coeficientes indeterminados f, g, ..., k. Lagrange eliminé x de ambas
ecuaciones:

Y+ A+ B+ .+ Py+T=0

y eligi6 los coeficientes £, g, ... de modo que

A=B=..=P=0.
Entonces la resolucién de la ecuacién dada se reducia a la resolucién del
sistema de ecuaciones: y" = — Ty las n — 1 ecuaciones en las cuales se en-
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cuentran los coeficientes indeterminados f, g, ... Las raices de la primera
de las ecuaciones:
1=Y=T, ye,ya ...pa"},

donde «a, a.z, ..., @~ son las raices transformadas de las unidades (raices
de la ecuacion y” — 1 = 0). Colocando estos valores en la expresién para

o
xX=a,+ay+ay*+t .. ta,_,y},
obtuvo el sistema de n ecuaciones:
X =a+ay+ayi+..+a,_ il
X =8y + ayye + ayla? + o+ oa,_ yim e

% =8t oot + ayla? £ uk 4,V e

Como consecuencia de que
Lo+ +
1+a2+a*+...=0;

Obtuvo
nay = X, + X+ X3 + ...
nayy; =X+ a" 4 a2y
nay, = x, + a" %, + a2, ..,

A continuacién, Lagrange simplifico el sistema teniendo en cuenta que

,.
m
Y, % = —m, de donde a, = gl Poniendo
1=i

s - Y= c’
T=-y=-1 =%,
cn=1)
s

obtuvo
=X+ oxy + a¥X + ...
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una funcién lineal de las raices de la ecuacién, denominada posteriormente
resolvente de Lagrange. La funcién 6§ = " para todas las permutaciones

( Kt sair Koy )
Xiys Xiys ees Xy
de las raices de la ecuacién P,(x) = Otoma k < n! valores. Los coeficientes
de la ecuacion
k

0k + b6 '+ ... +b =] 6-6)=0

i=1

son en esencia funciones simétricas de 0, (i = 1,2,2 ... k). Estas tltimas a
su vez son funciones simétricas de las raices x, (i = 1, 2, ..., n). Por consi-
guiente las raices x; (i = 1, 2, ..., n) pueden ser determinadas a través de las
k < n! raices 6,.

Sin embargo, todos los métodos de biisqueda de las resolventes, conoci-
dos para las ecuaciones de grado n < 4, conducen paran > 5 auna resol-
vente de grado k > n. Esto obligé a Lagrange a dudar que los métodos por
¢l considerados pudieran resolver las ecuaciones de grado n > 5. No obs-
tante consideré que los grupos de sustituciones de las raices de las
ccuaciones tratadas por él son ““el camino para la solucién’’, ya que él ad-
virti6 en esto los caminos de solucién para la clase de las llamadas
ecuaciones ciclicas, o sea, ecuaciones con grupo ciclico de sustituciones.

Lagrange logré una generalidad bastante grande. Trat6 las ecuaciones
con coeficientes literales arbitrarios. Respecto a ellas investigé el campo de
las funciones racionales de las raices. Introdujo el grupo de las sustitu-
ciones de raices de la ecuacion (el grupo simétrico) y estudié la correspon-
dencia entre sus subgrupos y los sut de las funci racionales, in-
variantes respecto a las sustituciones de estos subgrupos. Finalmente,
Lagrange demostré también los primeros teoremas de la teoria de grupos,
por ejemplo, que el orden de un subgrupo es un divisor del orden del gru-
po

Tras Lagrange, las sustituciones de las raices de las ecuaciones fueron es-
tudiadas por Ruffini, que propuso en 1799 una demostracion de la insolu-
bilidad en radicales de la ecuacién de grado n > 5. Sin embargo, esta de-
mostracién no era general, ya que Ruffini acept6 sin demostracion que las
raices de las resolventes se expresan racionalmente a través de las raices de
la ecuacién original. En trabajos posteriores, aparecidos en los afios 1801,
1802, 1806 y 1813 se esforzé por demostrar esta proposicion, pero no pudo
lograr una fundamentacion completa. Sin embargo, llevo a cabo una inves-
tigacion si atica de las per: i finitas y demostré una serie de te-
oremas importantes. Ademas, por vez primera introdujo el término “‘gru-
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po’’. En el afio 1814, Ruffini descubrid y formulé la regla de calculo apro-
ximado de las raices de las ecuaciones, descubierta de nuevo en el afio 1819
por Horner.

El élgebra, de esta manera, se desarroll6 en el transcurso del siglo
XVIII como c:encna sobre la resolucién de ecuaciones algebraicas. En ella

b on la cul ida los probl relativos a los recursos
atico-el les de resolucion de i Fueron elaborad
las premisas fundamentales para la creacién de la teoria de Galois y la
teoria de grupos. El algebra en los albores del siglo XIX se encontraba en
visperas de una reconstruccién radical, realizada mediante la unién de una
serie de ciencias algebraicas, cuyo tema de estudio pasaron a ser objetos
de naturaleza mas abstracta y compleja: grupos, campos, anillos, etc.

El desarrollo del algebra en este periodo demuestra una vez mas la ley
general del desarrollo de las matematicas: los nuevos campos de las mate-
maticas se engendran en las entrafias de los viejos, sus conceptos y métodos
fundamentales de operabilidad pasan por un periodo de desarrollo
‘‘embrionario’’. Después ocurre el surgimiento de una nueva disciplina
matematica. Una particularidad caracteristica del proceso de surgimiento
lo constituye el viraje en el método. La separacion se acompafia con el sur-
gimiento de un nuevo aparato simbélico, que juega un doble papel: el de
reflejar los procesos matematicos reales y el operativo. Los nuevos campos
en el caso dado son la teoria de Galois y la teoria de grupos.

En el presente libro hemos sefialado mas de una vez hechos aislados en
la historia de la teoria de los nimeros. Esta rama de las matematicas, en la
cual se estudian las propiedades de los niimeros enteros, racionales y al-
gebraicos y ién las propiedades de cual iera otros ni surgi-
dos de su aproximacion por niimeros racionales, surgi6 de la aritmética. En
el siglo XVIII estaba atin estrechamente ligada al algebra. Sin embargo, las
particularidades de la problematica y métodos de la teoria de niimeros ya se
reconocia suficientemente definida. La reserva acumulada de resultados
tebrico-numéricos también permitia la scparaclbn de la teoria de niimeros
en un campo ial de las A i6n daremos un bos-
quejo de los momentos fundamentales de la historia de la teoria de los nii-
meros.

Ya en la Grecia Antigua, como mencionamos anteriormente, habian si-
do separados, segiin el principio de generalidad de las propiedades, los di-
ferentes subconjuntos de los niimeros enteros: primos, cuadrados, perfec-
tos, poligonales, constituyentes de un trio pitagérico y otros. Alli mismo
fue elaborada una armoniosa teoria de divisibilidad, demostrada la infini-
tud de los nliimeros primos en la serie natural, creado el algoritmo de Eucli-
des. Las obras de Diof? 1 muchos ej del desarrollo pri-
mario y superior del analisis indeterminado. La historia de las mateméticas
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en China y la India evidencia sobre la temprana aparicién de una serie de
teoremas de la teoria de las congruencias y otros resultados de la teoria de
los niimeros.

Sin embargo, el desarrollo de la teoria de los nimeros transcurrié muy
lentamente. Entre nuevos descubrimientos pasaban decenios y a veces
siglos. Los resultados teorico-numéricos eran logrados en su mayoria, por

los mas emi aticos y dab. islados. Las posibles causas
de esto eran: caracter especifico del objeto de la teoria de los niimeros, abs-
traccion creciente en el pl i de los pr de esta teoria, la

desusada dificultad de su resolucidn, que exigia un gran desarrollo de las
matematicas y cualidades personales poco comunes del cientifico. Debido a
estas causas un enriquecimiento esencial de la teoria de los niimeros y su
formacién y separacién tuvieron lugar s6lo en los siglos XVII—XVIIIL. En
este periodo sus probl los estudi 1 cientificos bles: Fer-
mat, Descartes, B. Pascal, Wallis, Leibniz,, Euler y otros.

En el curso del siglo XVII los mayores resultados los logré P. Fermat.
En su correspondencia y en los margenes de sus ejemplares de las obras de
Diofanto est4 contenido un gran niimero de resultados tedrico-numéricos.
En particular, Fermat inscribi6 alli su famoso ‘‘gran’” teorema: la ecuacién
X" 4 yn = z" para exponentes enteros con # > 2 no es resoluble en los nii-
meros enteros. La nota de Fermat decia que él poseia una demostracién
verdaderamente maravillosa, pero en los margenes el espacio era insufi-
ciente para escribirla. No obstante, una demostracion general de este teore-
ma no ha sido encontrada hasta el momento aunque de ella sc han ocupa-
do muchos de los mas grandes 0S y un j de
aficionados. El teorema adquirié popularidad a comienzos del siglo XX,
cuando por la resolucion de este problema cierto Wolfskell establecié un
premio en 100 mil marcos (el premio fue anulado a finales de la primera
guerra mundial).

El gran teorema, al parecer, debe su planteamiento a la tendencia de
Fermat de generalizar el teorema sobre la formacién de trios de nimeros
pitagoricos. Esta misma fuente, la matemética de la Antigua Grecia, se
puede, con gran seguridad, nombrar también para el pequefio teorema de
Fermat. En relacion con esto, Fermat investigé la divisibilidad de los nd-
meros y el problema de la biisqueda de todos los divisores de un nimero
dado. Con este mismo grupo de cuestiones se relacionan los trabajos de
Fermat sobre los niimeros perfectos y otros de estructura especial. Natural-
mente, en las investigaciones de Fermat ocup6 un importante lugar el anali-
sis indeterminado de Diofanto, o sea, las soluciones enteras de las
ccuaciones indeterminadas y sus sistemas. El dedic6 una especial atencién a
las ecuaciones del tipo ax2 + 1 = y2, donde @ no es un cuadrado perfecto.
Respecto a esta ecuacion (a la cual, posteriormente como consecuencia de
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un lapsus casual de Euler se le asigné el nombre de Pell) Fermat podia: a)
encontrar su menor solucién; b) obtener todas las restantes, conociendo la
menor.

Hacia el siglo XVIII se 1 en las ica hos hechos
tedrico-numéricos, en ocasiones muy importantes y que posteriormente re-
alizaron un servicio til en'la aparicion de nuevos ramas de las matemati-
cas. No obstante, estos hechos no estab: izados, las rel.
entre ellos no estaban descubiertas, las posibilidades de los métodos aapli-
car no estaban estudiadas. Ademas, después de los trabajos de Fermat,
Pascal y otros en la teoria de los numeros comenzé una calma de medio
siglo, hasta el momento cuando Euler se ocup6 de ella. Con su nombre est4
relacionado el establecimiento de la teoria de los nimeros como ciencia.
Los problemas de esta rama de las matematicas se encontraron en el campo
de los intereses de Euler, en el curso de toda su vida. A ellos le dedico, co-
mo se ha calculado, un niimero enorme de trabajos: alrededor de 150.

Al parecer, el primer estimulo para los estudios de Euler de la teoria de
los niimeros fue la correspondencia con Goldbach. Este tiltimo en carta del
1.° de diciembre de 1729 p ““Conoces ti la observacion de Fer-
mat acerca de que todos los niimeros de la forma 22" + 1, mas precisa-
mente 3, 5, 17, etc. son primos, ademas ¢l mismo, segiin reconoce, no pudo
demostrarlo y, por lo que yo sé, después de él nadie lo ha demostrado”’."
Enseguida (1732—1733) Euler demostr6 que el teorema de Fermat no se
cumple ya para x = 6, puesto que el nimero 2% 4+ 1 = 4294967297 se di-
vide por 641. Ademas, demostr6 una serie de teoremas relacionados con el
problema de la divisibilidad, emre ellos el pequeﬁo teorema de Fermat.

La bu da de d: o refutaci de los
teoremas de Fermat fue solo la primera etapa de las investigaciones teorico-
numéricas de Euler. En lo sucesivo él abarc6 y desarrollé todos los
capitulos fundamentales de la teoria de los numeros tamo la algebraica,
como también la analitica, determi su P y métodos para
muchos afios en adelante.

Los trabajos de Euler determinaron la problematica, la estructura y los

é de la teoria algebraica de los niimeros, o sea, aquella parte de ella
en la cual se utilizan preferentemente los métodos de la aritmética y el al-
gebra, y no se utiliza, dentro de lo posible, el aparato de la teoria de fun-
ciones y el analisis infinitesimal.

Aqui, ante todo, le pertenecen los trabajos sobre la teoria de la divisibi-
lidad la cual se convirti6 en nuestra época en la teoria de las congruencias.

") Correspondance mathematique et physique de quelques célebres géométres du XVIII
siécle, t. L. St. Pet. 1843, S. 10.
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Junto a la demostracion del pequefio teorema de Fermat, Euler introdujo
la funcién ¢ (m), cuyos valores son iguales a la cantidad de nimeros meno-
res que /m y que son primos con él. Respecto a esta funcion él demostr6 que
siaybson pnmos entre si entonces ¢ (ab) = ¢(a) ¢ (b) y que ¢(p*) =
=p*—pelsipes pnmo y a entero. Después, encontré la expresion de
¢(m) param arbltrano si se conoce la descomposicién de m en forma de
producto de niimeros primos y demostrd que a¢m — 1 se divide por m, si
a 'y m son primos entre si.

Euler introdujo el concepto de raiz pnmmva segtin el modulo m; el na-
mero g se llama raiz primitiva del médulo m, si g€ — 1 se divide por m siy
solosikes mulnplo de ¢ (m). El también introdujo el concepto de indice de
un nimero N segtin el modulo m y con base g, 0 sea, el exponente de la po-
tencia k del nimero g tal que la diferencia g€ — N se divide por m. En-
contré una serie de propiedades de los indices, demostr6 la existencia de la
raiz primitiva segiin cualquier primo p y el teorema de Wilson: (m — !+
+ 1 se divide por m, si m es un niimero primo.

Euler introdujo el concepto de residuos potenciales y cre su teoria. Al
niimero a lo denomind residuo de potencia n segin el médulo p si existe un
niimero entero x tal que x” — a se divide por p. Mostré que las propiedades
de los residuos potenciales son importantes no solo para la resolucién de
las conguencias binomiales

x" — a = 0(mod p),

sino también para otros problemas, por ejemplo, para el problema de la
representacién de niimeros mediante formas cuadraticas. Ocupéndose de
las propiedades de los residuos cuadréticos, descubri6 (1722) la también
ahora famosa ley de reciprocidad: estan dados dos nimeros primos p y ¢;
si por lo menos uno de ellos tiene la forma 4n + 1, entonces las congruen-
cias

x2 = p (mod g),

x? = g (modp)

son simultaneamente solubles. Si ambos p y g tienen la forma 4n + 3 en-
tonces de la solubilidad de una de las ecuaciones se deduce la no solubilidad
de la otra.

Después de Euler, la ley cuadratica de reciprocidad la demostr6 Le-
gendre (sin embargo, su demostracién fue incompleta). Gauss, hasta el afio
1801 dio ocho demostraciones de esta ley. Finalmente, Legendre, hacia
1808 encontré una forma comoda de escritura de la ley cuadratica de re-

ciprocidad: ( ) (p) & %
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introduciendo el simbolo

(l_’) £ {+ 1, si p es un residuo cuadrético de médulo g,
g, —1, si p no es un residuo cuadratico de modulo g.

No menor es el mérito de Euler en la elaboracién de los problemas del
anlisis diofantico lucién de i indeterminadas en na
enteros y para cuyas idades elaboré y rigur fun-
damentd la teoria de las fracciones continuas. Aqui, ante todo, merece
mencion la demostracion del gran teorema de Fermat paran = 3y n = 4.
Para esto, Euler utiliz6 y desarroll6 el método de descenso creado por Fer-
mat. Este método iste en lo siguil Si que existe una so-
luciép no trivial (xg» Yoy 2) de la ecuacién de Fermat, la cual satisface la

0 .‘ 6n X,y,2, # 0. E resulta posible encontrar otra solucién no
trivial (x;, ,, z,), cuyos elementos son también naturales y respectivamente
menores en magnitud que (x,, Yo» %)- Continuando llegaremos a una suce-
sion infinita de trios de nlimeros naturales decrecientes, es decir, a una
contradiccién. Euler demostr6 un conjunto de teoremas, semejantes al te-
orema de Fermat indicado, cuyas ion y tr i mas detalla-
do sélo tienen interés para los especialistas.

1 De los otros problemas del analisis diofantico, Euler prest6 gran aten-
cion al probls de la bu la de soluci enteras de las ecuaciones de
segundo grado con dos incognitas y con coeficientes enteros:

ax*+ bxy + oy +dx+ey + f=0.

La cuestion sobre la obtencién de un infinito de si
‘sje c:nl?ce una solucién (x,, ¥,) Euler la redujo a la solucién de la ecuacién
e Pe
x2—-Dy?=1
(D es un niimero natural, no cuadrado).

Enla mpha y ramificada teoria algebraica de los niimeros creada por
Euler se incluyen trabajos sobre la repr i6n de ni di;
formas cuadréticas ax? + by?. Ya Wallis (1685) afirmaba que cada niime-
1o puede descomponerse en factores de manera tinica. A él le pertenece el
teorema sobre el nimero de divisores primos del nimero m =

=phgtr ... (p,q,r, ... Son primos) que es igual a (A + 1) (u + 1) (v +
+ 1) ..., y su suma es igual a

P — 1 grtl —1 pré1 )
p—1 qg-1 r—1
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Para la busqueda de los divisores primos de nimeros grandes, Euler cons-
truy6 un método basado en la representacion de estos divisores como for-
mas cuadraticas. Estas tltimas deben tener la propiedad de que los niime-
ros primos se representan, si es posible, en forma tinica y los compuestos en
forma no tnica o en general no se representan. Resulté que semejante pro-
piedad depende del producto n = ab. Aquellos niimeros 7 que generan se-
mejantes formas, Euler los denomin6 comodos y encontrd el criterio de co-
modidad de un niimero: el niimero n es comodo si para cada entero x <
< V3n, mutualmente primo con 7, la suma n + x2 es primo, duplo de pri-
mo, cuadrado de primo o potencia del niimero dos. Euler encontré 65 nii-
meros comodos y el mayor de ellos, 1848. La suposicion de Euler de que
1848 es el 1ltimo nimero comodo por ahora no ha sido demostrado.

En los trabajos de Euler estan contenidas todas las premisas para la cre-
acién de un sistema de métodos algebraicos de la teoria de los niimeros.
Ellos sirvieron de fuente para investigaciones posteriores. Por ejemplo, las
investigaciones de Euler sobre la representacion de nimeros por los valores
de formas cuadraticas y sobre el tipo de divisores primos sirvieron de base a
los fundamentos de la teoria general de formas cuadréticas creada por
Gauss. El esfuerzo de Kummer (1847) de continuar el trabajo de Euler
sobre la resolucién del gran teorema de Fermat, junto a su demostracion
para n < 100, lo condujo al descubrimiento de la ausencia de unicidad en
el desarrollo en factores primos en los campos algebraicos y a la creacién
de la teoria de los ideales. Los trabajos sobre la teoria de congruencias y el
descubrimiento de la ley cuadratica de reciprocidad trajo consigo las gene-
ralizaciones de E. Kummer, D. Hilbert y otros, culminadas en la forma
mas general de esta ley encontrada y demostrada por I. R. Shafarevich.

Una etapa especialmente importante en el desarrollo de la teoria de nii-
meros la constituye la aplicacién a la resolucién de sus probl de los
métodos del analisis matematico. Esta parte de la teoria de los nimeros, la
analitica, tiene su origen también en el siglo XVIII en los trabajos de Euler.
Este elaboré los métodos analiticos para la resolucion del problema de la
distribucién de los niimeros primos en la serie de los niimeros naturales y
también para una serie de problemas aditivos. Estos métodos ponen al des-
cubierto las relaciones entre las propiedades de los niimeros enteros y las
propiedades de las funciones analiticas.

El primero de los problemas indicados obtuvo para su resoluciéon los

étodos basados en la aplicacion de la d i funcién zeta, introdu-

cida por Euler
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y la identidad de Euler

LoIn

1 -

1
>
(n es natural, p es primo).

Considerando los valores de ambas partes de esta identidad cons > 1y
suficientemente proximos a la unidad, Euler pudo dar una demostracion
analitica del hecho, conocido desde la época de Euclides, de la infinitud de
los nimeros primos en la serie natural. Ademas, enunci6 la afirmacioén (no
dando una demostracion rigurosa de ella):

1 1
E —~ =In E —.

P n
pnex nex

Las bu d de una expresion analitica de la ley de distri-
bucion de los niimeros primos, como se conoce, no han conducido a nin-
gun éxito hasta el Algunos enfoques sobre la lucion, por vez
primera después de Euclides, surgieron en las obras de Euler, el cual enun-
ci6 la p icion de que la progresién aritmética infinita, cuyos a, y d son
primos, contiene infinitos niimeros primos. Legendre, compartiendo con
Euler esta seguridad tampoco dio una demostracion. Sélo en el afio 1837
consigui6 Dirichlet demostrar la hipétesis de Euler.

Solamente en 1798, Legendre busc6 una férmula empirica para la fun-
cién 7 (x), cuyos valores son iguales a la cantidad de niimeros primos p <
<x

X
) i 1,08366

Més tarde Chebyshev (1848) establecié que «(x), cuando x crece, oscila
alrededor de segmentos de la serie que se aproxima asint6ticamente

tdx !
Inx’

Li(x) = S
2

y dio estimaciones proximas a las amplitudes de estas oscilaciones.
Riemann not6 para el plano complejo que el orden de la diferencia = (x) —
— Li(x) depende de la situacién de los llamados ceros no triviales de la
funcion {(s), cuyas partes estan entre cero y uno. Expreso, ademas, la hi-

potesis de que con ello todas las partes reales estan sobre la recta x = % 5

Una demostracion rigurosa, para la estimacion del valor de 7 (x) en el caso
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limite,
7(x) _
0 L)
apareci6 s6lo en 1896. Respecto a la hipotesis de Riemann los autores de la

verdadera demostracion, Hadamard y Vallée-Poussin, pudieron encontrar
solamente que sobre la recta

=1, s=x+1iy

1

no hay ceros de {(s).

Muy notable es el aporte de los matematicos del siglo XVIII (funda-
mentalmente Euler) en la teoria aditiva de los nameros, donde se estudia el
desarrollo de nu enteros des N en

N= ay;, + a, + .ot a4,

tomados de ciertas sucesiones numéricas {a;].

Los problemas de la teoria aditiva de los niimeros (o como entonces la
llamaban partitio numerorum) tiene su origen, al parecer, en los problemas
de Fibonacci sobre los pesos: como elegir los nimeros (pesos de las pesas),
a,, @, @, ..., para que cada nimero pueda ser representado como sus su-
mas. Leibniz (1674), en relacién con este problema, sefialé que el nimero 3
admite tres particiones, el 4, cinco particiones, ¢l 5, siete, el 6, once y el7,
quince particiones.

Euler estudi6 los problemas de partitio numerorum desde 1741. Partié
de dos productos infinitos

Na+ad y [ 0-a27"
1 1

Siguiendo a Euler, desarrollamos estos productos en serie de potencias
de z. El coeficiente de z" de la primera serie de potencias es la suma de to-
dos los productos tomados 7 a n de los niimeros , sin repeticién. En la se-
gunda serie estaran las mismas sumas, pero con repeticiones arbitrarias de
ag.
£ Para la resolucién del problema sobre el nimero de representaciones
del niimero entero N como sumas de k niimeros naturales, idénticos o dife-
rentes, Euler consideré los dos productos:

fi) = f[ (I +xkg)= ¥ Ak
1 o

fx) = ﬁ(l+x"z)"= Y Bk,
1 0
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donde
- -
4,0 =Y a,x%5 Bx) = Y bgxt:

k=1 k=1
Aqui a,, son los niimeros de representaciones del niimero & en la forma
de sumas de n dos positivos d y b, el nliimero de represen-
taciones de k en la forma de n sumandos positivos arbitrarios sin tener en
cuenta el orden de adicion.
A continuacién, Euler encontré las ecuaciones funcionales para f,(z) y
J3(z) y con su ayuda determiné las funciones 4,(x) y B, (x):

)
!
AW=—-2"_ . B %

T—0.0-x) " a-n..0-x

Desarrollando en serie de potencias la funcién

; s
T-n.0-x) E G
k=0

Euler redujo su problema al problema de la bisqueda del niimero de solu-
ciones de la ecuacién

T o
k=1

€n niimeros enteros no negativos x,, .. , los cuales son iguales a C, .
Construy() para esta tabla de niimeros los C N
A

i6 do a la deter a6

de los nimeros C, de

1
Lor=lite
0 k=1

0 lo que es lo mismo, a la determinacion del nimero de soluciones de la
ecuacién

"
Lk
k=1
en enteros no negativos x,, ..., X,, encontré empiricamente que
3n-n Int4n
H(l—x")-2+ E( l)"(x T 4x 2 )
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And, 1

en las entre los prod y series de potencias
Euler dcmosué muchas proposiciones sobre €l nimero de diferentes repre-
sentaciones de los niimeros enteros. Sefialemos aqui dos de ellas: En primer
lugar, la identidad para la suma de los divisores del nimero n (S es el signo
de suma)

S(n)= S("—1)+ S(n—Z)— 5(71—5)— 5(n—7)+

bopifndiad {(r=skobb)

en segundo lugar, el teorema de que cada nimero entero puede ser repre-
sentado de forma Gnica como la suma de potencias del numero 2 lo que se
deduce de

1:[ (l+x2’)= g X
0

El método de Euler era, en esencia, el método de las funciones generatrices.
Después de aproximadamente un siglo de mlerrupcnén desde finales del
siglo XIX, este método se 6 a aplicar tanto en la teoria
de nimeros como en otras discipli icas: analisis bi io
teoria de probabilidades y otras. En la teoria de los nimeros fue esencial-
mente perfeccionado por 1. M. Vinogradov y también por G. Hardy y
J. Littlewood.

Entre los problemas aditivos de la teoria de los niimeros, propuestos en
el siglo XVIII, se encuentra también el problema de Waring (1770): cual-
quier niimero natural > 2 es representable como la suma de n-ésimas po-
tencias de niimeros naturales, ademas el nimero r de términos de la suma
depende sélo de n. Waring no dio su demostracion. Como en la mayoria de
los problemas de la teoria de los niimeros, el éxito también en este caso se
logré dificilmente. Asi, Lagrange demostr6 que si n = 2, entonces r = 4.

Después fue establecido que paran = 3, r < 7y que r > n. Solo en el
afo 1909, Hilbert dio la primera demostracion general. Estableci6 que r es
finito para todo n pero no pudo dar para r una valoracion lo suficiente-
mente buena. En 1919, Hardy y Littlewood encontraron que r < n-27~!y
posteriormente que r < (n — 2)2”~! + 5. En el afio 1934 I. M. Vinogra-
dov, con ayuda del nuevo método de las sumas mgonomémcas creado por

€, hizo avanzar el probl de Waring dando un estimado
casi exhaustivo r < 3n(Inn + 11) para n grande. Con este mismo método
d 6 uno de los probl de Goldbach, de que cada niimero impar

suficientemente grande es la suma de tres numeros primos. Otros dos
problemas de Goldbach: de que cada niimero par es la suma de dos primos
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y cada nimero impar es la suma de un primo y dos cuadrados, han queda-
do sin resolver hasta el momento.

Como culminaci6n de nuestro resumen de Ios métodos analiticos en la
teoria de los niimeros en el siglo XVIII, las investi
sobre la naturaleza aritmética de los nimeros. En parte, en lo relativo a los
namero = y e, la aplicacion del aparato de las fracciones en cadena elabora-
do fundamentalmente por Euler, permiti6 a Lambert en 1767 demostrar la
irracionalidad del nimero «!), y también de e” para m racional. La tras-
cendencla de estos numeros fue establecida s6lo a finales del siglo XIX: la

ion de la tr d del niimero e fue dada en 1873 por

Ch. Hermite y de « en 1882 por F. Lindeman. Con los trabajos de Euler
esta relacionado el plan(eamxemo del problema sobre la naturaleza aritmé-
tica de los niimeros del tipo a'” = b. Euler en la ““Introducci6n al anélisis
infinitesimal” (1748; § 105) indic6 que el logaritmo de un niimero racional
con base racional si no es entero debe ser transcendente. En particular,
afirmé que en la expresion @7 = b (donde 7 no es un niimero cuadrado) @
y b no pueden ser simultaneamente racionales. En forma mas general este
problema lo formul6é D. Hilbert como el problema sobre la naturaleza arit-
mética de los nimeros a” para a y b algebraicos. En los afios 1929—1934
A. O. Guelfond resolvio 1 este probl demostrando que
los niimeros de la forma a® (donde a es algebraico diferente de cero y del
uno y b una irracionalidad algebraica) es trascendente.

La teoria de nimeros en el siglo XVIII, en esencia, se convirti6 en una

rama independi de las aticas. En ella se definieron practi
te todos los principal bl y direcci En las obras de Euler,
Lagrange, Legendre, Lambmyotros aticos fueron elaborados nu-

merosos métodos de la teoria de numeros tamo algebraico-elementales,
como bi liti Todas estas i i natur nece-
sitaban sistematizacion, reduccion a una estructura légica armoniosa desde
una posicion tnica. Este trabajo a fines del siglo XVIII fue comenzado por
Legendre, el cual publico en los afios 1797—1798 la “‘Experiencia de la
teoria de niimeros’’, teniendo como objetivo construir un sistema de resul-
tados sobre las propiedades de los niimeros enteros. En las reediciones su-
cesivas lo complet6 con los resultados de Gauss, Abel y otros matematicos
del siglo XIX. En los dos tomos de este libro est4 contenido el enorme ma-
terial acumulado en la teoria de niimeros, lo que le da junto al significado
historico, un significado practico como una guia muy util.

El caracter y la orientacion de las investigaciones en la teoria de los nii-

! Véase W.T. JlamGepr. [pensaputeibibie CBENCHHS A8 WILUIX KBAAPATYp M
cnpsamaenne kpyra. B ¢6.. «O xsanpatype xpyran. M.—J1., I'TTH, 1934, ctp. 105—166.
(Ver L.G. Lambert. Informaciones preliminares para aquellos que estudian la cuadratura y
rectificabilidad del circulo. En la coleccién: “Sobre la cuadratura del circulo”.)
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meros fueron en el curso de todo el siglo XIX determinados, en esencia,
por los trabajos de Gauss. Su obra fundamental en esta rama, ‘‘Investiga-
ciones aritméticas’’, Gauss la comenzo en el afio 1797 y fue publicada hacia
el ano 1801 cuando su autor tenia s6lo 24 afios. Los siguientes trabajos
tebrico-numéricos de Gauss aparecieron en 1811 y en el periodo de
1828—1832; esto evidencia el constante interés de Gauss por la teoria de los
nameros.

Los descubrimientos de Gauss en la teoria de los nimeros son enormes.
Felizmente nosotros podemos remitir al lector interesado al maravilloso
articulo de B. N. Deloné ‘‘Trabajos de Gauss sobre la teoria de los niime-
ros’’ 1), limitandonos aqui a cortas valoraciones previas.

Ya mencionamos que Gauss dedico6 muchos esfuerzos al estudio de la
ley cuadratica de reciprocidad, a la que le dio ocho demostraciones riguro-
sas. Estudiando las formas cuadraticas, él cred en esencia la aritmética de
las extensiones cuadraticas. Esta parte de sus investigaciones sirvio de pun-
to de partida y modelo para la elaboracién posterior de la aritmética de las
extensiones algebraicas, incluso hasta los trabajos de D. Hilbert sobre la
teoria de los campos de clases.

Gauss descubri6 y demostro la ley bicuadratica de reciprocidad y cons-
truy6 la aritmética de los nimeros complejos enteros. El aparato de la
teoria de las congruencias, tan utilizado en nuestros dias, debe su surgi-
miento a Gauss. Para la construccion en el siglo XIX de la teoria de los ni-
meros algebraicos, este grupo de descubrimientos de Gauss sirvio de punto
de partida y prototipo.

En sus investigaciones, Gauss introdujo y estudié una serie completa de
grupos: el grupo de las clases de formas de un discriminante, el grupo de
los géneros y otros. En ejemplos concretos fue el primero en estudiar la
estructura de los grupos abelianos. En particular, demostré que un grupo
abeliano es el producto directo de los grupos ciclicos, demostrando asi mis-
mo el teorema fundamental de la teoria de los grupos abelianos.

Se considera por todos reconocido, que desde la época de los trabajos
de Gauss, la teoria de los nimeros se desarrolla ya como una teoria
estricta?), cuyos problemas impulsaron el desarrollo de nuevos y precisos
métodos de andlisis (en particular de la teoria de funciones de variable
compleja), del algebra e incluso de la geometria. Se determinaron también
las direcciones fundamentales de la teoria de los nimeros: a) elaboracion
de métodos especiales de la teoria de los numeros los cuales a veces tienen
el nombre de el les; b) los métod licados preferente-

"' B ¢6.: «Kapn ®puapux Taycen. M., Uan-so AH CCCP, 1956, ctp. 11—12. (En la
coleccion: “Karl Friedrich Gauss”, Ed. de la AC de la URSS.)

2 Véase A.O. Ienvdonn u 10.B. Jlununk. Yucen reopus. BCI, 1. 47, crp. 386. (A.O.
Guelfond y Yu.V. Linnik. Teoria de los nimeros. B.S.E., 1. 47.)
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mente a los probl de distribucion; c) las i diofanticas y las
aproximaciones diofanticas.

Mas adelante tendremos la posibilidad de regresar a los problemas del
desarrollo de la teoria de los nu (por ej lo, en relacion con la con-
sideracion de las i i fund: les de P. L. Chebyshev). Sin
embargo, el carcter y las dimensiones de este libro no nos permiten dar un
resumen general, mas o menos detallado, de la teoria de los niimeros y sus
interrelaci con otras cienci: a

6.7. Desarrollo de Ia teoria
de las probabilidades y del analisis combinatorio

4 Una revision del desarrollo de las matematicas en el siglo XVIII seria
incompleta si omitiéramos los trabajos tedricos de las probabilidades y el
aparato utilizando en ellos. Al parecer, la teoria de las probabilidades en
aquella época no ocupaba atin un lugar notable entre las otras disciplinas.
Pero los éxitos futuros de las matematicas (como, en general, también de la
ciencia), recibiendo las premisas necesarias en sus ramas mas desarrolladas
se rec;ist'fxlizan, se separan generalmente en nuevas ramas que todavia son
cuantitat y con fr ia débil desarrolladas.

La teoria de las probabilidades en el siglo XVIII amplio la esfera de sus
aplicaciones. Sus métodos penetraron en la estadistica (en particular, en la
demografia), en los asuntos de seguros, en la teoria de errores en las obser-
vaciones, la teoria del tiro. Esta ampliacion transcurria en estrecha relacion
con el enri imi de los métodos y resultad aticos de la
teoria de las probabilidades.

El primero de los resultados tedricos en esta rama fue, al parecer, la de-
mostracion realizada por Moivre (1730) del teorema local del limite, el cual
estima asintéticamente la probabilidad

P,(t) = P[u < np + tNnp(1 — p)}

de que enn experiencias independientes, en cada una de las cuales p es la
p_robablhdad de ocurrencia del suceso buscado, el niimero de estas ocurren-
cias u no supera np + ~np(1 — p). Moivre demostré este teorema para

1 A :
p= i; dedujo también la férmula de Stirling, necesaria para esto,

s! = V2zs -s%e ~sel,
donde el residual 6, satisface la condicié
ks
125"

16,1 <
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Miés tarde, Laplace lizd este t para jerp; 0 < p <
< 1. La forma integral de este teorema, surgida aqui,

1 -2
P(t)=—— Sez dx

y el concepto, relacionado con esto, de distribucion de las probabilidades
jugaron en lo sucesivo un papel importante. En particular, mencionemos la
extensién del teorma de Moivre — Laplace, perteneciente a Poisson
(1837), al caso de la generalizacién de la ley de los grandes niimeros en la
férmula de Bernoulli para pruebas independientes en las cuales la probabi-
lidad de aparicién de cierto suceso depende del nimero de la prueba. Pois-
son obtuvo entonces un nuevo tipo de distribucién de probabilidades, co-
nocido actualmente como Ley de Poisson y la utilizé en los trabajos sobre
la teoria de dispersién del tiro.

El problema del calculo de las probabilidades de las hip6tesis sobre la
base de determinados Itados de ciertas observaci en dif as-
pectos fue tratado en los trabajos de D. Bernoulli, Euler, Simpson, Con-
dorcet y otros. El resultado més importante fue las féormulas de Bayes
publicadas en el afio 1764. Proximo a esto, la teoria de los errores en las ob-
servaciones recibi6 el método de los cuadrados minimos, elaborado por Le-
gendre, Laplace y Gauss.

Ademas de los dos grupos de resultados tedricos indicados se puede
sefialar un nimero suficientemente grande de problemas concretos de ca-
racter teérico-probabilista. Entre ellos: el problema del control de la pro-
duccioén, el llamado ‘‘juego peterburgués’’, el problema de Buffon sobre el
lanzamiento de una aguja y otros.

A fines del siglo XVIII y comienzos del XIX, los resultados tedrico-
probabilisticos fueron llevados a un sistema tnico, construido sobre con-
ceptos basicos precisamente definidos. La separacién de una nueva dis-
ciplina matematica, la teoria de las probabilidades, encontré expresion
brillante en una serie de trabajos de Laplace, especialmente en su clasica
““Teoria analitica de las probabilidades’” (1812, después 1814, 1820, 1866).

El aparato de la teoria de las probabilidades en la época en que su obje-
to fundamental eran los juegos de azar, estaba compuesta de procedimien-
tos aritméticos, extraidos en especial de la combinatoria. A medida que se
enriquecian los métodos de la teoria de las probabilidades, a cuenta de la
utilizacién de las consideraciones limites y otros recursos del andlisis mate-
mético, el peso especifico de los métodos combinatorios comenz6 a dismi-
nuir. Pero la combinatoria continué desarrollind ya que su idi
en esencia, no se agotaba con las aplicaciones a la teoria de las probabilida-
des. [
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Puede iderarse que la bi ia, como discipli cientifica,
tiene su inicio en los trabajos de Leibniz y Ja. Bernoulli. El primero de
ellos hacia el afio 1666 dio la primera construccion sistemética de esta parte
de las aticas en el “‘R i sobre el arte combinatorio”’. Mas
tarde (alrededor del afio 1700) Leibniz perfeccioné el simbolismo combina-
torio con ayuda del sistema desarrollado de indices. Ja. Bernoulli en la
ab_ra ‘‘Arte de la suposicién’’ (1713) construyé la combinatoria como el
principal aparato de aquella €época para resolver los problemas teérico-
probabilistas. En esta misma obra demostré un caso particular importante
de la ley de los grandes niimeros, conocido como teorema de Bernoulli. En
relacién con el estudio de las sumas de la forma Z k™ descubrié los ni-
meros denominados niimeros de Bernoulli, k

Sin embargo, la resolucién de muchos problemas concretos de la com-
binatoria durante largo tiempo no estaba da del perfecci
miento de la teoria general, incluso hasta fines de los afios 70 del siglo
XVIIL. En esta época se formaba en Alemania una numerosa escuela mate-
matica cuyo fundador y director fue K. F. Hindenburg.

Pasaron 40—50 afios y la escuela combinatoria, agotando las posibili-
dades de los pocos métodos operativos de célculo y no superando las

dicciones entre el cc ido de los probl y el volumi apara-
to simbélico-formal, se desintegro.

Los métodos combinatorios quedaron en el arsenal de los cientificos co-
mo medio de resolucion de problemas en diferentes ramas de las matemati-
cas. El andlisis combinatorio comenzé a obtener un nuevo desarrollo a me-
diados del siglo XX en relacion con las amplias posibilidades de aplicacién
que se vislumbraban,

Capitulo 7

COMIENZO ¥
DEL PERIODO DE LAS MATEMATICAS
MODERNAS

7.1. Sobre el caricter del desarrollo de las matematicas
en el siglo XIX

En la historia de las matematicas, el siglo XIX sefiala un nuevo periodo,
el cual ha recibido el nombre de periodo de las matematicas modernas. El
concepto de matematicas modernas, asi como la separacién del correspon-
diente periodo de su desarrollo, naturalmente es algo indeterminado. Ello,
al parecer, no puede ser de otra forma ya que el desarrollo de la ciencia
cambia la idea de idad de sus ideas tericas
fundamentales y logros précticos. Aqui convendremos en incluir en el
periodo de las matematicas modernas, el segmento de tiempo, cuyo inicio
esta marcado por tales transformaci en las ati las cuales sir-
vieron de causa fund: | para la reduccién de éstas a su estado actual.,
Desde nuestro punto de vista, la historia de las matematicas del siglo XIX y
comienzos del siglo XX debe ser separada en un periodo aparte, el cual
puede denominarse periodo de las matematicas de la nueva época en
corr dencia con la periodizacion de la historia general.

Las particularidades caracteristicas del nuevo periodo de desarrollo de
las matematicas, con mayor definicion comenzaron a revelarse en el mismo
comienzo del siglo XIX. Tenemos en cuenta los trabajos de Abel y Galois
sobre la resolucién de las ecuaciones algebraicas en radicales. Ellos promo-
vieron a un primer lugar en el 4lgebra, una serie de conceptos generales
muy abstractos, entre los cuales el primer lugar pertenece al concepto de
grupo. La creaci6n y desarrollo de la teoria de Galois y Ia teoria de £rupos
se convirtié en uno de los problemas principales de la nueva élgebra.

El descubrimiento en los afios 20—30 del siglo XIX por Lobachevski y
también por J. Bolyai y Gauss de los hechos fund les de la ia
hiperbélica no euclideana y en los afios 60—70 la bisqueda de sus interpre-
taciones provocaron en el sistema de ciencias geométricas transforma-
ciones de caracter verdaderamente revolucionario. Su significado consistio
no sélo en el cambio del aspecto de la geometria, sino que sali6 de los
limites de esta rama de las matematicas y después fuera de los limites de las
matematicas en general.

El sistema de disciplinas, que forman parte del anélisis matemético,
sufrié en sus fundamentos una reconstruccion profunda sobre la base de la
creada teoria de los limites y la teoria del nimero real. Hacia finales del
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siglo XIX, los recursos logicos del andlisis se complementaron con una va-
riedad especifica de juicios hipotéticc dicionales, la cual aplicaba el
aparato de las desigualdad iales (el asi 1l: do aparato ¢, §). Esto
dio a las deducciones y aplicaciones del analisis un nuevo nivel de rigor ma-
tematico aun mayor.

Junto al desarrollo del aparato del anélisis matematico clasico y sus
aplicaciones, de él se separaron disci i
Ante todo, se separé el i dominio de las i diferenciales y
también de la teoria de funciones de variable real y correspondientemente
de variable compleja.

Los fenémenos sefialados antes no agotan todo el cuadro del desarrollo
de las matematicas en el siglo XIX. Los elegimos en calidad de ejemplos,
los cuales determinan las lineas fundamentales de este desarrollo. Antes de
pasar a su consideracion mas detallada, sefialemos aun tres rasgos que
tienen carécter general para la mayoria de las ciencias matematicas.

Tenemos en cuenta, en primer lugar, la ampliacion del contenido del
objeto de las aticas. Este esta dicionado por el hecho de que en
todas las ciencias mateméticas transcurria un proceso de generalizacion de
los conceptos fundamentales, se sustituian unos conceptos por otros mas
generales. Este proceso ocurria como ia de las exi ias cre-
cientes de las ciencias afines, cuando investigar una enorme cantidad de
problemas resulté posible s6lo desde otros puntos de vista més generales,
Una gran cantidad de probl surgié bién dentro de las atica:
como resultado de las exigencias logicas internas del desarrollo de la teoria.

Entre las investigaciones, surgidas como resultado de las exigencias de
la teoria matematica hubo en aquella época muchas que especialmente

Atican thd q

reflejaron el refor i dela i6n hacia la fund ion de las
v aticas. Este es el do rasgo caracteristico de las matematicas del
siglo XIX. Los esfuerzos de fund. ion de las aticas en su con-

junto o en sus partes independientes son lo mismo numerosos como en el
siglo anterior, el XVIII. Pero ellos tomaron ahora otra direccion. En ellos
se produjo una revision critica de los primarios (definici y
afirmaciones (axiomas); se realizaron intentos de construccion de un siste-
ma riguroso de definiciones y demostraciones; se realizd una revision
critica de los métodos 16gicos de las demostraciones matematicas.

La atencion creciente a las cuestiones de los fundamentos las cuales
cambiaron el caracter de las correspondi investigaci el reforza-
miento de las exi ias de rigor ico, tienen causas completamente
reales y determinadas. Estas causas preferentemente radican en el enorme
volumen de hechos y en la gran cantidad de nuevas teorias matematicas.
Ademas de la complicacion de la estructura de las propias matematicas, la
relacién de ésta con la préactica se convirtieron en muy complejas, en
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mucho se mediatizaron. Los resultados particulares e incluso ramas enteras
de las nuevas aticas obtienen aplicaci concretas no inmediata-
mente, sino después de afios y d ios. Ante tal situacion no tiene objetivo
esperar sefiales sobre la validez o no validez de la teoria en forma de errores
advertidos. Por esto nuestra ciencia, sometiendo sus resultados a la practi-
ca como criterio de verdad de sus resultados, est4 obligada a tomar en con-
sideracién también la practica de los juicios 16gicos, interpretandolos en las
exigencias del rigor 16gico. El ) de rigor atico, o logico en el
curso de la historia, como se sabe, varia. Este refleja la experiencia acumu-
lada de trabajo del pensamiento humano en el campo de las matematicas,
experiencia que se suma en exij al rigor gradual formadas. Un
patron estable de rigor matematico 16gico se formé solo a fines del siglo
XIX. Se basaba en concepciones tedricas de conjuntos y en la aritmética de
los niimeros naturales. Sin embargo, enseguida la lucha de ideas alrededor
de este problema se agudizo en relacion con el descubrimiento de contra-
dicciones (antinomias) en la teoria de conjuntos de Cantor.

La tercera particularidad caracteristica del desarrollo de las matemati-
cas en el siglo XIX es la ampliacion considerable del campo de aplica-
ciones, en lo fund; 1, condicionado por el de las posibilida-
des del aparato del andlisis matematico. En las ciencias exactas, tras la me-
cénica y la Optica, se incluyeron los problemas de los fenémenos termodi-

amicos y electr éticos. Br crecieron las exigencias mate-
méticas de la técnica: la balistica, la construccién de maquinaria y otros.

El problema de la conformacién de las caracteristicas generales que es
tan dificil v se hace i dificil en la medida que nos
aproximamos a la actualidad. Por esto, no multiplicando en lo adelante las
consideraciones de carécter general, pasemos a la exposicion de la historia
del desarrollo de las disciplinas matematicas por separado, regresando a las
consideraciones generales cuando esto sea necesario. Por cuanto, ante todo
los cambios fundamentales se revelaron en el algebra, pasemos ahora a la
aclaracién de la historia de esta ciencia y ante todo a la historia de los
problemas algebraicos en la confluencia de los siglos XVIIT y XIX.

72, imi de los d I
del dlgebra moderna

Problemas de la teoria general de ecuaciones algebraicas. El dlgebra
moderna es un campo de las aticas di d amplio y ra-
mificado. Une un gran namero de disciplinas cientificas independi Su
objeto comiin son las operaciones algebraicas, las cuales representan abs-
tracciones lejanas de las operaciones del algebra elemental. Estas opera-
ciones se definen en variados conjuntos. Estos tiltimos se eligen para la in-
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K. F. Gauss (1777—1855)

i b

prefer de aciones sobre su aplicabilidad. En-
tonc&s’resulm necesario preocuparse por la conservaciénpde la lcd:x?oc?;a
cgrian‘la de las propi ’ des de las en ellas definidas y las pro-
pe d_e las op nes con los Asi se conftituyé la clase de
as formaciones algebraicas, entre las cuales el mayor significado fue ad-
quirido por los campos, anillos, grupos y estructuras. El 4lgebra interactia
;or; g;rg_s c.arlr'lpos clle las matematicas, participando en la formacién de
uevas disciplinas “limitrofes” i i
b ;:1 eyl s” (el dlgebra topologica, la teoria de grupos,
Ideas tan generales sobre la naturaleza y la composicion del algebra se
forma::on, en esencia, hace poco, s6lo en el siglo XX. Como fue mostrado
a.nles: incluso hasta el siglo XIX, el problema fundamental del algebra lo
co’nsmuia la resolucion de ecuaciones algebraicas, comprendida como la
biisqueda de las raices de la ecuacion con ayuda de operaciones racionales y
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la operacion de extraccion de la raiz. En las busquedas de una férmula ge-
neral, los matematicos probaron una enorme cantidad de métodos y a fines
del siglo XVIII se vieron obligad 1 a iderar los campos y
grupos, no iendo introducido estos P lici

En la confluencia de los siglos XVIII y XIX en el algebra fueron realiza-
dos descubrimientos de importancia extraordinaria. Ellos estuvieron acom-
paiiados de la introduccion en esta ciencia de una serie de nuevos conceptos
(en primer lugar el concepto de grupo) los cuales yacen en la base del al-
gebra moderna. Estos descubrimientos condujeron a la transformacion de
toda el algebra en el transcurso del siglo XIX. Tenemos en cuenta aqui, los
resultados de K.F. Gauss, N.H. Abel y E. Galois, relativos a la demostra-
ci6n del teorema fundamental del 4lgebra, la demostracion de la no resolu-
bilidad en radicales de las ecuaciones de grado n > 5y la creacion de la
teoria de Galois. Consideremos mas detallad estos resultados.

Karl Friedrich Gauss (1777—1855) hizo sus primeros descubrimientos
en 4lgebra, siendo aiin muy joven, en la época de sus estudios en la univer-
sidad de Gotinga (1795—1798). En marzo del afio 1796 ocupado en los
problemas de la busqueda de las raices de la ecuacion

x"—1=0,

advirtio la relacion entre estos problemas y la divisién de la circunferencia
en partes iguales, demostrando que el poligono regular de 17 lados se
puede inscribir en el circulo mediante regla y compés. El resultado al-
gebraico correspondiente, que la ecuacionx!? — 1 = 0 es resoluble en radi-
cales cuadraticos, Gauss lo generaliz6 enseguida, encontrando criterios de
la posibilidad de tal resolubilidad (la ecuacion es resoluble para n primo de
la forman = 2% + 1)y dando su interpretacion geométrica.

En la demostracién de este grupo de proposiciones, Gauss desarrollo
los métodos que sirvieron de uno de los puntos de partida para la creacion
de la teoria de Galois, segiin el propio reconocimiento de su autor. Asi, por
ejemplo, Gauss explicitamente expresé que el objetivo de sus investiga-
ciones del polinomio

5 i Tl IR 3 |

consiste en descomponer sucesivamente el polinomio en factores incluso
hasta factores lineales, descubriendo de esta manera la estructura de la
ecuacion.

Gauss estableci6 que la ecuacion X = 0 de gradom = n — 1, donde n
es primo, es irreducible en el campo de los niimeros racionales y normal
sobre éste, esto es, todas sus raices se expresan racionalmente a través de
una de ellas. Resultaba que estas raices tienen la forma a, o, (@), ..., es-
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to es, el grupo de los automorfismos de esta ecuacién es ciclico. Quedaba
nada més que un sélo paso para descubrir que cualquier subgrupo de un
grupo ciclico es su divisor normal. Este paso lo realizé Galois, consideran-

do bién la indicacién de L ge de que las per iones de las
raices de las ecuaciones indican el camino para la construccién de su teoria
general.

Al cabo de tres afios, en 1799, Gauss obtuvo en Helmstadt el grado de
doctor con una tesis dedicada a la demostracién del teorema fundamental
del 4lgebra. Muchos afios después regresé a este teorema y dio (en 1815,
1816 y 1849) tres nuevas demostraciones.

La primera formulacion de este teorema dada por Girard (1629) y Des-
cartes contenia, como ya mencionamos, la afirmacion de que la ecuacién
P, (x) = 0 puede tener tantas raices como unidades contiene su grado. En
relacién con la sucesiva introduccion de los niimeros complejos @ + bi esta
comprension de la posibilidad se convirti6 en la seguridad de que las raices
de la ecuacién P, (x) = 0 (donde 7 es el grado de la ecuacion) son precisa-
mente 7 reales o complejas. Tras la primera demostracién de D’ Alambert
(1746) surgieron otras. En todas ellas, se ia que cada poli
podia ser desarrollado en factores lineales

"
P,(x) = H = x).
i=1
Quedaba demostrar que todas las raices X;(i = 1,2, ...,n) tenian la forma
a + bi (a'y b son reales). El problema consistia ahora en el establecimiento
de la desarrollabilidad de cada ecuacién algebraica con coeficientes reales
en un producto de factores reales de gradon = 1on = 2.
No consideraremos aquellas demostraciones, en las cuales aparecen
pelaci licitas a los resultados del analisis mateméatico. Hablando
en general, negarse totalmente a la utilizacién de las propiedades de conti-
nuidad en la demostracion de este teorema es imposible. Sin embargo, la
cuestién sobre una demostracién puramente algebraica del teorema funda-
mental del algebra era en esta época muy actual. Tal demostracién al-
gebraica la buscaba también Gauss.

En la tesis doctoral mencionada antes, Gauss consideré criticamente to-
das las demostraciones y advirtié su insuficiencia coman: la suposicién a
priori de que las raices de la ecuacion existen. En realidad es necesario de-
mostrar la existencia de las raices para evitar un circulo vicioso. Gauss vin-
culaba su existencia con el campo de los niimeros complejos (@ + bi} ya
que ninguna otra forma mas general de magnitudes podia representarse.
No obstante, advirti6 que si fueran definidos otros campos numéricos, en-
tonces la cuestion sobre la existencia de raices seria necesario relacionarla a
éstos.
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La demostraci6n algebraica de Gauss parti6 de la suposicion que de an-
temano estd dado el campo K de los niimeros complejos. Esta demostra-
cién consistia en el establecimiento del hecho de que cada ecuacion con co-
eficientes reales tiene raiz en el dominio indicado. En otra for i6
equivalente, se exige demostrar la desarrollabilidad de cualquier polino-
mio, cuyos coeficientes sean niimeros reales en factores reales de primero o
segundo grados.

La i6n a la icion sobre la ia de raices de la ecuacion
postulada por Gauss, y ademas sobre la invocacion de los resultados del
analisis atico, dificulté fuer el problema. En esencia fue ne-
cesario construir los campos de desarrollo de los polinomios. La volumi-
nosa demostracién ocupéd una memoria especial (1815). Ella exigia una se-
rie de conceptos y lemas especiales ". Asi, Gauss se vio obligado a cons-
truir de nuevo la teoria de las funci simétricas y d ar su ind
dencia algebraica. Esto le daba la posibilidad de introducir un nuevo méto-
do de demostracion, el cual obtuvo posteriormente (en las obras de Kro-
necker, K&nig y otros) la denominacién de principio de Gauss. La relacién
entre funci simétricas el 1

By, Mgy Ay, o) = 0

puede ser s6lo una identidad. Sea, por ejemplo, dado un polinomio de-
sarrollable en factores lineales

n

P) =T[ &-x)

i=1

y entre sus coeficientes se establece alguna relaciéon

- To N 0 W I
En virtud del principio de Gauss, esta relacion sigue siendo cierta cuando se
sustituyen los coeficientes de cualquier otro polinomio Q, (») = 0. Asi, to-
das las relaciones entre los coeficientes de los polinomios d&sarroll_ables son
ciertas para los coeficientes de todos los polinomios. Tras esto se introduce
el concepto de discriminante

n
P=1] 5-x)
iJj=1
! Véase W.T. B o beTBe Teopembi anrebpst. B c6.:
«HMcropuKo-maTemaTiueckie nceneaosanua», suin. X.M., Focrexuinar, 1958, ctp.
257—304. (1.G. Sobre la d i6n del teorema fundamental del dlgebra.
H G oot o :

En la

pl
345



Cap. 7. Comienzo del periodo de las matematicas modernas

y se demuestra una serie de lemas, los cuales, en virtud de su carécter espe-
cial no citaremos aqui.
La demostracion siguiente se apoya en el lema: si

Qu,x) = H N+ pu+rx) (=1,2,..,n)
i

y w es una magnitud indeterminada, entonces

0 u+wﬁ x—wﬂ
ax’ au

se divide por 8(x, ). Aplicando este lema a los polinomios, Gauss obtuvo
la identidad conocida:
\
G(u +w g% X = wg) = 0(u,x)0,(u, x,w,a,, ...,a,),
donde 6, es una funcién entera racional respecto a sus argumentos.

Con ayuda de esta identidad, Gauss construy6 a continuacién el cam-
po en el cual el polinomio auxiliar 8(u, x) tiene factor lineal y el polinomio
dado, factor de segundo grado.

Pasados unos 50—60 afios, Kronecker logro utilizar el método de cons-
trucciéon de campos, dado por Gauss, y crear (1882) ! la construccion del
campo de descomposicion para cualquier polinomio. Resulté que si estd
dado P, (x), un polinomio con coeficientes del campo &, sobre el cual la
ecuacién P, (x) = 0 es irreducible, entonces se puede (no suponiendo la
existencia de K D k) construir un campo de descomposicion, esto es, un
campo minimal en el cual

P,x) =] & =x).
i=1

Entonces el teorema fundamental del algebra tomo la forma siguiente:
el campo de cualquier polinomio (con coeficientes reales o complejos) es un
subcampo del campo de los nimeros complejos o es isomorfo a este sub-
campo.

Otro de los notables descubrimientos algebraicos de comienzos del siglo
XIX es la demostracion de la insolubilidad en radicales de las i de
quinto grado. Como indicamos antes, las busquedas de una forma ade-
cuada de la irracionalidad para la resolucion de una u otra clase de
ecuaciones algebraicas fue sustituida por la seguridad de que, al parecer,
esto era imposible. El problema se transformo, resulté necesario investigar

Y L. Kronecker. Werke, Bd. III, SS. 341—360; Bd. 11, SS. 247—300.
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N. G. Abel (1802—1829)

expresiones mas generales, que contenian radicales para aclarar, si pueden
éstas ser expresiones de las raices de una ecuacion algebraica de quinto gra-
do.

Por este camino P. Ruffini llev6 sus investigaciones, en el mismo final
del siglo XVIII. En el afio 1799 él publico “Teoria general de las
ecuaciones, en la cual se demuestra la imposibilidad de resolucion al-
gebraica de las ecuaciones generales de grado superior al cuarto”.

Pero el primer éxito real lo tuvo en suerte el modesto joven matematico
noruego Niels Henrik Abel (1802—1829). Durante su corta vida logré re-
alizar tantos descubrimientos en matematicas que con derecho puede ser
considerado uno de los mas eminentes matematicos del siglo XIX. Comen-
zando con la demostracién de la imposibilidad de resoluciones en radicales
de la ecuacién de quinto grado, Abel realizo, tras esto, investigaciones fun-
damentales en el campo de la teoria de funciones analiticas. Ademas, inves-
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tigd una serie de clases de funciones especiales, en primer lugar las elipticas
e hiperelipticas.

Aun en la escuela (alrededor del afio 1820), Abel se interesd por el
problema de solubilidad de las ecuaciones en radicales. En una ocasion le
parecié que daba una demostracion de solubilidad en radicales de la
ecuacion de quinto grado. Pronto se aclar6 que esta demostracion tenia un
error. Pero la demostracion erronea realizé un buen servicio. Abel obtuvo
el estipendio estatal y la posibilidad de viajar a Europa para su perfecciona-
miento en las matematicas.

d i6n corregida ap 6en 1824 en la “Memoria sobre las

donde se d ralai ibilidad de resolucio

de la ecuacion general de quinto grado“. En ella Abel, al parecer, indepen-
dientemente de Ruffini anduvo por el mismo camino. Se esforzé por de-
mostrar que las expresiones mas generales, conteniendo radicales, no
pueden ser raices de la ecuacion algebraica de quinto grado. Es interesante
que esta demostracion de Abel sufria de la misma insuficiencia que la de
Ruffini. Esta se basaba en la suposicion de que las raices de la resolvente
deben expresarse racionalmente a través de las raices de la ecuacion dada.

Finalmente, en el afio 1826, en el trabajo de Abel “Demostracion de la

ibilidad de lucion de cuyo grado supera al cuarto” el
problema isecular obtuvo resolucion satisfactoria. Aqui, Abel consi-
dero la ecuacién de quinto grado con coeficientes variables. La solucion la
trataba como expresion de las raices a través de funciones algebraicas de
los coeficientes. Este tipo de funciones se forma de los argumentos median-
te un numero finito de las cuatro operaciones aritméticas y la operacion de
extraccion de la raiz, cuyo indice es un nimero primo.

La voluminosa demostracion de Abel ! comienza con la construccion
de las funciones algebraicas de tipo general:

X At
RS P ) Jhos SRS 2 BINY Reele]

donde 7 es un nimero primo, g; son funciones algebraicas del mismo orden
que v, pero de orden mayor que m — 1;p es una funcion algebraica en una
unidad menor que v construida de tal forma que no se expresa racional-
mente a través de gy, ..., g,_,. A continuacion, en el segundo parégrafo,
se ideran las propiedades de las funci algebraicas, las cuales satis-
facen una ion dada y se d ra que si la ion es algebraica-
mente resoluble, entonces su raiz siempre se puede dar de tal forma, que to-
das las funciones algebraicas, de las cuales ésta se compone, se expresan a
través de funciones racionales de las raices de la ecuacion dada.

! Véase H.T. YeGorapes. Teopus T'anya, 7. I. M.—J1., I'TTH, 1936. (N.G. Chebota-
riov. Teoria de Galois.)
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El paragrafo siguil esta dedi ala sobre las sustitu-
ciones y sobre el nimero de valores diferentes, que pueden tomar las fun-
ciones de varias variables. Aqui se demuestra el teorema, conocido como
teorema de Cauchy: si un nimero de valores diferentes v es menor que p, el
mayor nimero primo que no supera 7, entonces no supera 2. De aqui se
obtiene el resultado de que no existen funciones de cinco variables las
cuales tengan tres o cuatro valores diferentes. Finalmente, en el cuarto pa-
ragrafo se demuestra que ninguna expresion més general en radicales puede
ser expresion universal de las raices de la ecuacion de grado dado mayor
que el cuarto.

Las demoslractones de Abel—Ruffini no da la posibilidad de separar

las clases de resolubles en radicales. Ellas tampoco eliminan la
posibilidad de una tal lucion para las con coeficientes nu-
méricos medi la eleccion de irracionalidades co i en un caso

concreto. Era necesario ampliar las investigaciones. Ante Abel como tam-
bién en su época, ante Lagrange, se presentaba el problema general de reso-
lubilidad, el problema fundamental de la teoria clasica de Galois.

Lagrange encontr6 una clase particular de ecuaciones resolubles en ra-
dicales, las ecuaciones ciclicas.

Abel en la “Memoria sobre una clase singular de ecuaciones algebraica-
mente resolubles” (1829) de nuevo investigo las ecuaciones ciclicas, buscan-
do para ellas expresiones explicitas a las raices, a través de los coeficientes.
Ademas consider6 aln otra clase de ecuaciones resolubles las cuales, en
esencia, son ecuaciones normales con grupo de Galois conmutativo (abe-
liano).

Tanto en este, como en otro trabajo de Abel “Sobre Ia resolubilidad al-
gebraica de las ecuaciones” (que quedd no terminado y fue publicado s6lo
en el afio 1839) se demuestran una serie de teoremas relacionados con la
teoria de Galois. Por ejemplo, Abel demostro un teorema, equivalente al
teorema de Galois: para que una ecuacion irreductible sea resoluble en ra-
dicales es necesario y suficiente que todas las raices sean funciones raciona-
les de dos raices cc idas. En otros investigd la estructura de al-
gunas clases concretas de grupos resolubles. Realmente, Abel investigo la
estructura de los grupos conmutativos. Mostro que estos grupos son pro-
ducto de grupos ciclicos. Sin embargo, el concepto de grupo en él no se
habia destacado.

Surgimiento de I teoria de Galois. Abel no pudo dar un criterio general
de resolubilidad en radicales de las ecuaciones con coeficientes numéricos.
Pero la resolucion de este problema no se hizo esperar largamente. Pertene-
ce a Evaristo Galois (1811—1832), atico francés, fallecido como
Abel, en temprana edad. Su vida, corta, pero plena de activas luchas
politicas y un interés apasionado por los estudios mateméticos, representa
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E. Galois (1811—1832)

un vivo ejemplo de como, en la actividad de un hombre dotado, las premi-
sas acumuladas en la ciencia se tranforman en una etapa cualitativamente
nueva de su desarrollo.

Galois escribié pocos trabajos. En la edicioén rusa sus trabajos, ma-
nuscritos y borradores ocupaban s6lo 120 péginas en un libro de pequefio
formato . Pero el significado de estos trabajos es enorme. Por ello consi-
deremos sus ideas y resultados més detallad

Tomemos, siguiendo a Galois, la ecuaciéon

Pi(x) =x"+ apx" i@, s+ ey =0,

! Véase 3. Tanya. Cou. M.—J1., OHTH, 1936. (E. Galois. Obras.)
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Para ella definamos la region de racionalidad, esto es la totalidad de las
funciones racionales de los coeficientes de la ecuacion

Ra,,a,, ...,a,).
La region de racionalidad R es un campo, esto es, un conjunto de elemen-

tos cerrado con relaci6n a las cuatro operaciones. Si @, a,, ..., @, son ra-
cionales, entonces R es el campo de los niimeros racionales; si los coeficien-

tes fueran des arbitrarias, R seria el campo de elementos
P Ay, .. 1 B
de la forma (@,,83, .., @) , donde el dor y el son
@y, a3, .5 @,

polinomios. La regién de racionalidad se puede ampliar afiadiéndole ele-
mentos, por ejemplo las raices de la ecuacion. Si a esta region se le agregan
todas las raices de la ecuacion entonces la cuestion sobre la resolubilidad de
la ecuacion se hace trivial. El problema de resolubilidad de la ecuacién en
radicales se puede plantear s6lo en relacion a una region determinada de ra-
cionalidad.

Galois demostro que para cada ecuacién P, (x) = 0 se puede en la mis-
ma regién de raci d cierta Q(x) =0,d i
da normal. Las raices de la ecuacion dada P, (x) = 0y la correspondiente
ecuacion normal Q (x) = 0 se expresan una a través de la otra racionalmen-
te. La ecuacién normal es una ecuacion que goza de la propiedad de que to-
das sus raices se expresan racionalmente a través de una de ellas y los ele-
mentos del campo de coefici Un lo de i6n normal es la
ecuacion x” — 1 = 0. Sus raices son:

Xy =4 = £ wax, = 8" =0l

La ecuacién cuadrética, por ejemplo, también es normal.

Todas las sustituciones de raices de una ecuacion normal forman un
grupo G. Este es el grupo de Galois de la ecuacién Q(x) = 0, o lo que es lo
mismo de la ecuacién P, (x) = 0. Ella goza, como aclar6 Galois, de la no-
table propiedad: cualquier relacion racional entre las raices y los elementos
del campo R es invariante respecto a las sustituciones del grupo G. De esta
manera, Galois vincul6 con cada ecuacion, el grupo de sustituciones de sus
raices. El mismo introdujo (1830) el término “grupo” y le dio una defini-
ci6n adecuada a nuestras exigencias actuales aunque no tan formalizada.

La estructura del grupo de Galois resulto relacionada con el problema
de resolubilidad de las ecuaciones en radicales. Para que la resolubilidad
tenga lugar es necesario y suficiente que el grupo de Galois correspondien-
temente sea resoluble. Esto significa que en el grupo dado existe una cade-
na:

GO H,d>H,D +..2H, (=E)
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de divisores normales con indices primos p,, p,, ..., p;. Recordemos, a
proposito, que los divisores normales o lo que es lo mismo los subgrupos
invariantes H; son tales subgrupos del grupo G donde se cumple la ecuacién
gH; = H.g, donde g es un elemento cualquiera del grupo G.

Las i Igebrai les P, (x) = Oconn > 5, hablando en
general, no tienen tal cadena, ya que los grupos de sustituciones tienen s6lo
un divisor normal de indice 2, esto es, el subgrupo de todas las sustitu-
ciones pares. Por esto, tales ecuaciones en radicales, en general, no son re-
solubles.

El aparato, introducido por Galois, para el establecimiento de la resolu-
bilidad en radicales de las ecuaciones algebraicas tuvo una significacion
que salia de los marcos del problema indicado. Su idea del estudio de la
estructura de los campos algebraicos y la comparacion con ellos de la
estructura de los grupos de un nimero finito de sustituciones fue la base
fructifera del algebra moderna. Sin embargo, no obtuvo reconocimiento
inmediato.

Antes del fatal duelo que acabd con su vida, Galois, en el curso de una
noche, formul6 sus mas importantes descubrimientos y los envi6 a su ami-
go O. Chevallier para la publicacion en caso de un fin tragico. Esta carta
fue publicada enseguida después de la muerte de Galois, sin embargo, las
ideas en ella contenidas no encontraron repercusion. Sélo después de 14
afios, en 1846, Liouville descifr6 y publico todos los trabajos matematicos
de Galois. A mediados del siglo XIX en una monografia en dos tomos de
Serret y ademas en un trabajo de E. Betti (1852) por primera vez apare-
cieron exposiciones conexas de la teoria de Galois. Y s6lo desde los afios 70
del siglo pasado, las ideas de Galois comenzaron a obtener desarrollo pos-
terior en diferentes direcciones.

En el dominio de los fund: 1asicos los nuevos probl mas
proximos a las propias ideas de Galois, se agruparon alrededor del proble-
ma de la clasificacion de las irracionalidades algebraicas y el establecimien-
to de su naturaleza aritmética. A éstos, por ejemplo, se refiere el teorema
de Kronecker—Weber de que las raices de las ecuaciones abelianas (esto es,
ecuaciones con grupo conmutativo) con coeficientes racionales se expresan
racionalmente a través de las raices de la unidad. La generalizacion ulterior
de este teorema condujo a la teoria general de los campos de clases, donde
se trata de la clasificacion de todas las extensiones abelianas del campo de
ntmeros algebraicos dado. Este ultimo es una extensién algebraica finita
del campo de los niimeros racionales. La teoria actual de los nimeros al-
gebraicos se form6 como union de la teoria de estos niimeros con la teoria
de los ideales y la teoria de Galois.

El planteamiento de nuevos problemas, mas generales, favorecié la
complicacion rapida de la teoria de Galois, y el crecimiento de la generali-
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dad de sus resultados. Entre estos problemas mencionemos, por ejemplo,
el problema de la biisqueda de todas las ecuaciones, las cuales para una re-
gi6n dada de racionalidad tienen un grupo determinado, prefijado de ante-
mano. Los problemas de tal género condujeron al estudio de los campos de
funciones racionales generales (problema de Liirot—Steinitz). La generali-
zacion del problema sobre la resolubilidad de ecuacicnes en radicales con-
dujo al problema, de caracter general, sobre la posibilidad de reducir una
ecuacién a una cadena de ecuaciones auxiliares con un menor nimero de
parametros. Los primeros resultados generales aqui fueron obtenidos s6lo
por el matematico soviético N.G. Chebotariov en su teoria de las resolven-
tes. Otro matematico soviético I.R. Shafarievich en el afio 1954 resolvi6 el
denominado problema inverso de la teoria de Galois: para cualquier grupo
resoluble de cualquier orden, si el campo extendido k, de nimeros al-
gebraicos contiene una raiz n-ésima de la unidad siempre existen cuantas
extensiones K se quieran, las cuales tienen sobre k, cualquier grupo reso-
luble de antemano prefijado de orden 7.

La teoria actual de Galois se ha convertido en una disciplina matemati-
ca compleja y ramificada, la cual incluye un amplio material sobre las rela-
ciones entre las propiedades de las i los niimeros algebraicos y
los grupos .

Surgimiento de la teoria de grupos. El aparato, introducido por Galois,
se apoya en considerable grado, sobre el concepto de grupo. Galois mismo,
al parecer independientemente de Ruffini, introdujo el término correspon-
diente. Lo fructifero de este concepto y la necesidad de su introduccién
eran evidentes para muchos mateméticos. El grupo de las sustituciones re-
almente fue considerado ya por Lagrange. Desde el afio 1815, Cauchy llevo
a cabo una serie de investigaciones sobre la teoria de grupos finitos, de-
mostrando, en particular, el teorema de que cada grupo cuyo orden se divi-
de por un nimero primo p contiene al menos un subgrupo de orden p.

En la primera mitad del siglo XIX, los resultados de la teoria de grupos
aiin jugaron un papel auxiliar, especialmente en la teoria de las ecuaciones
algebraicas. La teoria de grupo que se formaba era aun, predominante-
mente la teoria de los grupos finitos, esto es, de los grupos de sustituciones.
Hacia mediados del siglo quedé claro que el concepto de grupo tiene una
aplicacion mas general. En relacion con esto en los aflos 50 en trabajos de
Cayley y otros a aparecer di abstractas mas genera-

! Véase H.T. Tpob! #t Teopun Ianya, B xkn.: 9. anya.
Cou., crp. 183—241; H.T". Yeborapes. Cobp. cou., T. I, ctp. 5—43; H.I". YeGoTapes.
Ocnosbt Teopun Fanya, 1. 1—2. M., Toctexusnar 1934—1937. (N.G. Chebotariov. Proble-
mas de la teorfa actual de Galois. En: E. Galois Obras; N.G. Chebotariov. Fundamentos de la
teoria de Galois.)
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les de grupo. Quedo¢ claro que las propiedades mas importantes del grupo
dependen no del carécter de los elementos de la sustitucion, sino de la ope-
racion del grupo. El proceso de paso a la teoria abstracta de grupos se ace-
ler6 desde el afio 1870, después de la aparicion del trabajo de C. Jordan
“Traité des sustitutions et des equations algébriques” (“Tratado sobre las
sustituciones y las ecuaciones algebraicas”), donde fue hecho un resumen
de los resultados de la teoria de los grupos finitos en su aplicacion a la
teorfa de nimeros, teoria de funciones y geometria algebraica.

Hacia fines del siglo XIX, se formo y alcanz6 un alto nivel la teoria de
los grupos finitos. Surgié una serie de tratados los cuales contenian su ela-
boracion sistematica. En esta misma época aparecieron las primeras aplica-
ciones de la teoria de grupos. En los afios 1890—1891, el cristalografo y ge-
Ometra ruso E.S. Fiédorov y el matematico aleman A. Schoenflies, inde-
pendientemente uno de otro, resolvieron con los métodos de la teoria de
grupos, el problema de la clasificacion de todas las redes cristalinas espa-
ciales. Establecieron la existencia de 230 grupos de simetria espacial, que
constaban de la totalidad de las estructuras cristalinas autocoincidentes.
Los puntos que se obtienen uno del otro por la transformacién de un grupo
dado se d i homol en relacién a este grupo y forman el llama-
do sistema regular. En la actualidad, la investigacion de la estructura de las
sustancias cristalinas incluye la definicion de sus grupos de Fiédorov.

Los grupos discretos finitos, a los que pertenecen los grupos de Fi6édo-
rov, obtuvieron extension en la teoria de los espacios multidimensionales
en relacion con la teoria de los poliedros regulares en éstos. En la base de
estos estudios esta el teorema de Jordan: el nimero de grupos finitos line-
ales de una dimension dada es en esencia, finito. Este mismo teorema obtu-
vo aplicacion en la confluencia de los siglos XIX y XX en la teoria de las in-
tegrales algebraicas de las ecuaciones diferenciales lineales, las superficies
de Riemann y otros. Por ejemplo, Jordan indicé la relacién entre las
ecuaciones diferenciales lineales que tienen integrales algebraicas y los gru-
pos finitos. Result6 que, la condicion necesaria y suficiente de existencia de
integrales algebraicas para una ecuacion diferencial lineal de tipo Fuks es la
condicién de finitud del grupo de las transformaciones lineales, sufridas
por sus integrales cuando la variable independiente circula cada uno de los
puntos criticos.

Hacia fines del siglo XIX, la teoria de los grupos finitos se desarroll6 en
tal grado que para ella adquiri6 actualidad el problema de la clasificacion.
Sin embargo, en forma general, este problema no ha sido resuelto hasta el
momento. Extraordinarias dificultades surgen también en la investigacion
de sus aspectos particulares. Por ejemplo, aiin no esta resuelta totalmente
la cuestion sobre la estructura y clasificacion de los grupos solubles finitos.
Resultd, ademas, que todos los grupos finitos simples no conmutativos co-
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nocidos tienen el orden par. El problema de Burnside: serd o no esta pro-
piedad general para todos los grupos de esta clase, esta por ahora sin resol-
ver.

Bajo tal estado de cosas en la teoria de grupos, cuando se destaco el
concepto abstracto general de grupo, era natural que surgiera la cuestion
sobre la investigacion de los grupos infinitos tanto continuos como discre-
tosy ién sobre la i6n de un ap de céalculo ad do a las ne-
cesidades de la teoria de grupos. Estos tres grupos de cuestiones fueron pre-
sentados y recibieron desarrollo a fines del siglo XIX — comienzos del XX.

Los logros fundamentales pertenecen a los discipulos de C. Jordan,
F. Klein y S. Lie, los cuales emprendieron el estudio sistematico de la teoria
de grupos y sus posibles generalizaciones y aplicaciones.

El matemético noruego Sophus Lie extendi6 los métodos de la teoria de
grupos al problema de la integracion de ecuaciones diferenciales. Introdujo
alrededor del afio 1873 un nuevo tipo de grupo, denominado por él “gru-
pos continuos de transformaciones”. Con cada ecuacion diferencial rela-
cioné tal grupo de trasformaciones que la deja invariante. Los grupos de
Lie cc ban de las transformaci del tipo

=0 @y, gy o)y

determinadas por los parametros. Por ejemplo, para la rotacion de un pla-
no, los parametros son los angulos de giro, en el espacio, los denominados
angulos de Euler. La multiplicacién de dos transformaciones que son ele-
mentos del grupo da una transformacion que es también un elemento del
grupo. Los parametros de este altimo estan lados con los parametros
de los cofactores de las funciones continuas

Fy= Fla @y, ooy @3 815 835005 B)-

Los grupos, definidos de esta manera, recibieron la denominacién de
grupos de Lie. La estructura de los grupos de Lie result6 relacionada con la
cuestion sobre la integrabilidad de ecuaciones diferenciales en cuadraturas.
Las propiedades estr! les correspondi de los grupos de Lie obtu-
vieron, por analogia con la teoria de Galois, la interpretacion de las pro-
piedades de resolubilidad. Lie clasifico todos los grupos posibles de trans-
formaciones en el plano y compuso una tabla de los tipos normales de
ecuaciones diferenciales con indicacion de si se r lven o no en cuadratu-
ras. La cuestion, surge o no de la continuidad de las funciones F}, la exis-
tencia de tales pardmetros en el grupo para los cuales las funciones F; sean
analiticas fue incluida por D. Hilbert en el nimero de sus problemas famo-
50s y en la actualidad ha sido resuelta positivamente 1.

" Véase JI.C. Tlowrparus. Henpeprisusie rpynmbt. M., FTTH, 1954. (L.S. Pontriaguin.
Grupos continuos.)
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Otra aplicacion importante de la teoria de los grupos continuos fue re-
alizada alrededor del afio 1872 por F. Klein. Mas adelante se hablaré sobre
la concepcién de Klein de que cual geometria lid afin, pro-
yectiva, etc.) tiene en su base cierto grupo continuo de tranformaciones yes
en esencia el estudio de los invariantes de este grupo.

El descubrimiento de tan variadas aplicaciones de la teoria de 8rupos
continuos fue la causa de la introduccién de una definiciéon abstracta, ain
més general de grupo continuo. En ella se incluye la exigencia de bajar la
transicion limite, de acuerdo con un grupo de operaciones. Enseguida se
logré demostrar (esto lo realizd Van Dantzig), que esta definicién es mas
general que la definicion de Lie y que existen grupos continuos que no son
grupos de Lie. Ya que en esta definicion se hace abstraccion de que los ele-
mentos del grupo son transformaciones, entonces se llega, en esencia, a un
grupo topoldgico y a un espacio topolégico. En relacién con esto, se cred
una imperiosa necesidad de unificar los hechos topoldgicos aislados en una
teoria tnica. Esto fue realizado por H. Poincaré en su famosa memoria
“Analysis situs” (“Analisis de Situacion”) (1895) y en cinco suplementos a
éste (1899—1911).

En la confluencia de los siglos XIX y XX la teoria de grupos se ramifico
desmesuradamente, formando el niicleo del 4lgebra actual. Ella se compo-
ne de una serie de teorias altamente desarrolladas: los grupos finitos, los
grupos discretos infinitos, los grupos continuos, entre ellos los grupos de
Lie. Los métodos teoricos de grupos penetraron en una serie de disciplinas

aticas y sus aplicaci Los descubrimientos de De Broglie, Schro-
dinger, Dirac y otros, en la mecénica cuantica y en la teoria de la estructura
de la materia mostraron que la fisica moderna debe apoyarse en la teoria de
los grupos continuos, en particular en la teoria de la representacion de gru-
pos por operadores lineales, la teoria de los caracteres y otras elaboradas
por Cartan, H. Weyl y otros cientificos.

Pas6 un medio siglo después de los trabajos de Gauss, Abel y Galois y
el centro de gravedad en las investigaciones algebraicas se trasladé a la
teoria de grupos, subgrupos, anillos, estructuras. En el algebra comenz6 el
periodo de las matematicas modernas.

Algunas otras vias de la formacion del 4lgebra moderna. De la rica y
variada historia del algebra del siglo XIX extrajimos una parte comparati-
vamente pequefia de la formacién de ciertos conceptos fundamentales. Es-
to se hizo porque en el aislamiento de algunos objetos algebraicos: los gru-
pos, campos y mas tarde anillos y estructuras, y en la creacion de las teorias
correspondientes se reflejan los cambios principales que ocurrieron en el 4l-
gebra en el transcurso del siglo XIX — comienzos del XX. Estos cambios
predeterminaron las direcciones fundamentales del desarrollo del algebra
en la primera mitad del siglo XX.
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Una investigacion mas detallada de la historia de la creacion del &lgebra

actual esta rel da con la lucion de al problemas historico-
matematicos.

En primer lugar, es necesario seguir el enriquecimiento de la teoria de
grupos y también de la teoria de otros ptos algebraicos fund

les, con hechos los cuales permiten descubrir completamente sus propieda-
des. Asi, junto con la historia de los grupos finitos e infinitos continuos,
gran interés, en virtud de su importancia para las aplicaciones, provocan
los grupos infinitos discretos.

En segundo lugar, ante los investigadores se pone la tarea de descubrir
las relaciones de la teoria de grupos (y también la teoria de campos, anillos
y estr ) con otras discipli aticas. Por ejemplo, la introduc-
ci6n de las consideraciones de la teoria de grupos en el dominio de las pro-
piedades topolégicas condujo a que ahora cada representacion topoldgica
se caracterice en cierta medida por su grupo fundamental, en caso general
infinito. Especialmente grande, al parecer, es el papel de la teoria de grupos
en la teoria de los nudos, caso particular de los cuales es la teoria de tren-
zas. Entre los numerosos problemas que aqui quedan por resolver, puede
citarse, por ejemplo, el problema de la aclaracion detallada de la circuns-
tancia que las representaciones topologicas de los grupos fundamentales
tienen, al parecer, funciones semejantes a las funciones de los grupos de
Galois en los campos algebraicos.

La historia del 4lgebra del siglo XIX quedaria incompleta, si el investi-
gador no atendiera, en tercer término, a la formacion del 4lgebra lineal,
surgida de la teoria de los sistemas de ecuaciones lineales y relacionada con
la teoria de determinantes y matrices. En la segunda mitad del siglo XIX se
llevaron a cabo investigaciones muy importantes de la teoria de los inva-
riantes de las ecuaciones, esto es, la evidencia de las funciones de los coefi-
cientes que conservan sus valores ante una u otra clase dada de transforma-
ciones. En este camino del desarrollo creci6 la teoria més general de las for-
mas, la cual encontr6 aplicacién no sélo en el 4lgebra, sino también en
otras ramas de las matematicas: la teoria de nimeros, la geometria diferen-
cial, la geometria algebraica, la mecénica y otras y, ademas, en sus aplica-
ciones. 5
No podemos, finalmente, dejar lugar para la aclaracién de la historia
de los sistemas numéricos hiper lejos de Hamil y Gr cre-
ados en los aflos 1830—1840 y para el rico conjunto de recursos de estudio
de los espacios vectoriales, los cuales juegan actualmente un papel tan im-
portante en investigaciones de diversas, al parecer, teorias matematicas
desde posiciones tinicas, muy generales.
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7.3. Reconstruccion de los fundamentos del analisis matematico

Reforzamiento del papel de la teoria de limites. El analisis matematico,
hacia el siglo XIX se convirtio en un sistema de disciplinas ramificado y si-
gui6 ocupando un lugar central en las icas. El flujo inagotable de
nuevos resultados tedricos y el campo de aplicaciones el cual se amplia con-
tinuamente condicionaron el que en la‘estructura general de la matematica

C un lugar especial, princip las d linas analiticas.
a cuenta

Las ciencias exactas enri ian su ido pri
del analisis, en primer término, de las ecuaciones diferenciales. Los méto-
dos del analisis penetraron mas profundamente en la fisica no sélo en me-
cénica y Optica, sino también en la teoria de los fenémenos eléctricos, mag-
néticos y calorificos. En la mecénica fueron sometidos a la elaboracion,
ademés de los puntos y sus sistemas, los medios continuos. Los diversos
campos de la técnica: las maquinas de vapor, la artilleria, la técnica de
construccién y otros recibieron nuevos métodos analiticos de investigacion
de los problemas més importantes. En relacion con esto, la estructura y el

ido del analisis » sufrieron una profunda reconstruccion.

El estandar de rigor logico, formado en el analisis matematico en la se-
gunda mitad del siglo XVIII se atras de las aplicaci El traba-
jo de investigacion de esta rama de las matematicas realizado por Euler,
D’Alembert, Lagrange y otros no condujo a la superacién del retraso. Las
investigaciones tedricas exigian métodos analiticos nuevos, mas exactos,
los cuales se apoyaban en puntos de partida claros y rigurosamente defini-
dos. El problema de la reconsideracion critica del sistema de definiciones y
procedimientos 16gicos de las demostraciones adquiri6 para el analisis ma-
tematico una actualidad aiin mas grande. De su resolucion dependia dema-
siado. Por ello, las investigaci sobre la fund; ion del analisis
matematico ocuparon en las matematicas del siglo XIX un lugar importan-
te.

En la estructura actual del anélisis matematico uno de los lugares
centrales pertenece al concepto de limite. Su significado es enorme. Sobre
¢l se apoya précticamente todo el aparato de las demostraciones infinitesi-
males, caracterizadas por juicios hipotético-deductivos y la aplicacion de
las desigualdades especificas (este aparato antes lo denominamos, conven-
cionalmente, aparato &, 6).

Antes fue mostrado ademas que el concepto de limite y el de paso al
limite realmente existen en las matematicas desde épocas remotas. La pri-
mera forma tedrica de razonamientos limites la tenian ya los griegos anti-
guos, en forma del método de exhaustion. No encontramos aiin en este mé-
todo ni el concepto de limite ni un simbolismo tnico, lo cual reflejara la
esencia de este concepto. No obstante la uniformidad de realizacién del
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método con el paso obligatorio al limite, aunque no realizado
explicitamente, nos dio la posibilidad de ver en &l una forma no desarrolla-
da de la posterior teoria de limites.

Hasta la aparicion de los trabajos de Newton en la historia de las mate-
maticas se pueden sefialar solo la existencia de pasos aislados al limite reali-
sados verdaderamente, el conjunto de los cuales se amplia lentamente. A
Newton le debemos el primer intento por desarrollar la teoria de limites co-
mo base logica del calculo diferencial e integral creado por ¢l en forma de
la teoria de fluxiones. El mismo introdujo el término especifico /imes
(limite), no dandole una definicién formal, al parecer como al intuitiva-
mente claro. La teoria de Newton fue publicada en sus famosos “Elemen-
{os matematicos de la filosofia natural”. Aqui tenia el nombre de “método
de las primeras y Giltimas relaciones”, y sobre este método se afirmaba que
con su ayuda se demostraba todo lo que sigue. Sin embargo, el método de
las primeras y Gltimas relaciones no daba una base operativa para la utiliza-
cibn préctica de los i itesimales. Newton p pudo superar las difi-
cultades relacionadas con la definicion de la relacion de magnitudes que de-
saparecen O aparecen.

Los matematicos del siglo XVIII probaron un conjunto de procedi-

mientos para ! el analisis infinitesimal. Lo insatisfactorio de
casi todos estos métodos rapid; se hizo evid Sélo con relacion a
los métodos basados en el ) de paso limite, la critica no advertia ni

lagunas logicas esenciales ni absurdos. Los partidarios del método de
limites, D’Alambert, L'Huilier, Guriev y otros lo defendieron con gran
perseverancia, aclarando el papel y sentido del concepto de limite. Asi,
D’ Alambert escribi6 al respecto, que Newton vio en el calculo diferencial
s6lo el método de definicion de los limites de las relaciones. Nunca diferen-
ciaba las magnitudes, sino solo las ecuaciones, ya que toda ecuacion inclu-
ye la relacion entre las variables y la resoluci6 de i diferenci
consiste solamente en la determinacion de los limites de las relaciones entre
las diferencias finitas contenidas en la ecuacion de las variables.

No obstante, D’Alambert no pudo contraponer a la eliminacion de
Leibniz de los infini les en la diferenciacion ningin método racional,
basado en consideraciones limites. El p imi porélr dad
puede escribir brevemente mediante la formula:

L_fx+h) - 1K)
Wi T

se

h=0

En este procedimiento se supone claramente la desarrollabilidad de la fun-
ci6n en serie; ademas en él, en esencia, atin no hay operaciones con limites.

j definici del de limite y de los conceptos con &l
relacionados pueden servir s6lo para la explicacion, interpretacion y final-
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Ttad "

mente justificacion de la validez de los del analisis infini
Asi eran apreciados. Pero para la introducci6n en el analisis de las conside-
raciones limites se exigia mas: que sirvieran de medio para la elaboraci6n
de los problemas presentados ante esta ciencia, que entraran en su practica
operativa. En este camino, tenian que superarse grandes dificultades relati-
vas a: la necesidad de determinar la existencia de los limites; la ausencia de
un algoritmo de célculo de limites; la ausencia de la expresién matematica
de los limites que permitiera operar con ellos y el simbolismo correspon-
diente.

La primera de las dificultades indicadas (no habl sobre las restan-
tes) de ningtin modo tenia un carécter teérico-abstracto como podria pare-
cer. En las icas se habia lado una gran cantidad de proble-
mas cuya resolucion se reducia a la resolucién de las cuestiones de existen-
cia. Tales, por ejemplo, como: la cuestion sobre la existencia de las raices
de las ecuaciones algebraicas; sobre la existencia de las sumas de series infi-
nitas de niimeros; sobre la existencia de las sumas de series infinitas de fun-
ciones; sobre la existencia de las integrales de las funciones, tanto de va-
riable real como compleja. Para la resolucién de todos estos problemas, el
conjunto de los pasos limite conocidos, definidos individualmente antes
era completamente insuficiente.

A finales del siglo XVIII — comienzos del XIX, las obras de un gran
namero de matematicos reflejaban ya, con diferente grado de resolucién y
consecuencia, la necesidad objetiva de construccién de la teoria de limites
como base del analisis matematico y una reconstruccion radical de este wlti-
mo. Los mayores méritos en la realizacion de esto pertenecen a A. Cauchy.

Actividad de A. Cauchy en el campo de los fundamentos del andlisis
matemético. El proceso de reconstruccion de los fundamentos del analisis
matemético sobre la base de la teoria de limites se revel6 claramente en los
afios 20 del siglo XIX ante todo en las famosas conferencias de A. Cauchy,
las cuales dict6 en la Escuela Politécnica en Paris.

Augustin-Louis Cauchy (1789—1857) terminé en el afio 1807 la Escuela
Politécnica en Paris. Este centro de ensefianza, abierto en 1794, en la época
de la Gran Revolucion Burguesa Francesa, para la preparacion de inge-
nieros militares, se convirtié posteriormente en la fuente principal de
completamiento del cuerpo de ingenieros del pais. En el transcurso de dos
afios los educandos de la Escuela Politécnica recibian preparacion bésica
en matematicas, mecanica y dibujo. A continuacion los enviaban, para la

dquisicion de cc imi de i ieria especiales durante dos afos, a
uno de los cuatro centros de enseflanza: al Instituto de vias de comunica-
cion, al Instituto de minas y a las academias militares superiores: la de
ingenieria y artilleria. Los mejores de los egresados tenian derecho a la elec-
cién. Como regla, ellos elegian el primero de los institutos mencionados, el
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O. Cauchy (1789—1857)

cual gozaba de una reputacion mas alta. La sucesiva distribucion por ipsti~
tutos también transcurria en correspondecia con los éxitos académicos.
Cauchy estudi6 en el Instituto de vias de comunicacién y después (hasta el
afo 1813) trabajé como ingeniero. ;

Desde el afio 1816, Cauchy fue nombrado miembro de la Academia y
profesor de la Escuela Politécnica donde trabajé junto con otros de los me-
jores matematicos de Francia. No obstante desde 1830 hasta 1838, Ca.uchy
se vio obligado a encontrarse en la emigracion debido a sus convicciones
monarquico-religiosas y la oposicion al régimen republicano. A su regreso
a Francia ensefi6 en un colegio jesuita y s6lo en el afio 1848 se hizo profesor
de la Sorbona, la universidad de Paris.

La productividad cientifica de Cauchy fue excepcional. Los bidgrafos
calculan 789 trabajos publicados por él. La mayoria de ellos se relacionan
con diferentes ramas del andlisis ico y sus aplicaci Mas ade-
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lante tendremos la posxblhdad de aclarar el aporte de Cauchy a la teoria de

funci de variable leja. En el p itulo para no violar la in-
tegridad de la icion, no nos detend poco en los méritos de
Cauchy en el campo de las i difi ial i del

problema de Cauchy, los teoremas fundamentales de cxlstencna de las solu-
ciones para el caso de variables reales y complejas, el método de las mayo-
rantes y el método de las franjas caracteristicas para la integracion de
ecuaciones en derivadas parciales de primer orden. Al parecer, en el presen-
te libro no podremos dar, en general, una caracterizacion de los trabajos de
Cauchy sobre geometria, teoria de niimeros, algebra, teoria de la elastici-
dad y optica y crear la atmosfera de creatividad intensa de Cauchy y su
enorme autoridad entre los cientificos matematicos. Aqui como en todo el
texto estamos obligados a sacrificar el aspecto personal de la cuestion y li-
mitarnos sélo a breves referencias biogréficas no pretendiendo realizar una
biografia cientifica.

En la escuela Politécnica, Cauchy dictd conferencias sobre analisis ma-
tematico. Todo el curso de conferencias fue publicado en tres libros: “Cur-
so de analisis” (1821), “Resumen de conferencias sobre célculo de infinite-
simales” (1823), “Conf ias sobre apli del analisis a la
geometria” (2 tomos, 1826, 1828). Estos libros tienen una importancia es-
pecial, porque en ellos, por primera vez, el analisis matematico se constru-
ye sucesivamente sobre la base de la teoria de limites. Sefialan el comienzo
de una reconstruccion radical de los fundamentos de esta ciencia, recons-
truccién que antecedi6 inmediatamente a su estado actual.

El “Curso de analisis” de Cauchy, denominado a veces “Andlisis al-
gebraico” (en correspondencia con el texto del subtitulo), esta dedicado al
estudio de las funciones elementales tanto de variable real como compleja,
incluyendo el estudio sobre las series infinitas. En este aspecto Cauchy si-
guid la tradicion establecida, gracias a Euler, en el siglo XVIII: anteponer
al calculo diferencial e integral propiamente dicho el estudio de las fun-
ciones. El significado de esta composicion en la estructura del analisis es
evidente. La clasificacién de las funciones, el desarrollo de éstas en series
de potencias, en productos infinitos, los procedimientos particulares de
transformacién de funciones son necesarios para la aplicacion exitosa a
ellas de las operaciones de diferenciacion e integracion. Estos dos ultimos
tipos de operaciones se consideraban especificos para el analisis infinitesi-

mal. Todas las transfor i de funci que les p lian, aunque
también, se llevaban a cabo tanto sobre un niimero finito como infinito de
objetos, recibieron por esto la d ion especifi mixta de

“Analisis algebraico”.
El analisis algebraico de Cauchy ya recuerda mucho la exposicion con-
temporanea de los fundamentos del analisis matematico. En él se introdu-
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ce, por primera vez, una magnitud infinitesimal como una variable cuyo
limite es igual a cero. La continuidad de una funcion se trata como la exis-
tencia de la correspondencia de un incremento infinitesimal de la funcion a
un incremento infinitesimal del argumento. Con gran meticulosidad se ex-
pone la cuestion de la convergencia de series infinitas, cuya existencia se
condiciona con la existencia del limite de las sumas de un nimero finito de
términos con una obligatoria apreciacion analitica rigurosa del resto.

Para extender el concepto de convergencia a clases de series lo mas
amplias posible, Cauchy relacion6 la convergencia de las series de términos
de signo variable con la convergencia de las series constituidas por los mé-
dulos de sus términos. Respecto a la convergencia absoluta, introducida de
esta manera, demostr6 un grupo de teoremas, por ejemplo el teorema de
que la suma de una serie que es producto de dos series absolutamente con-
vergentes es igual al producto de sus sumas.

Cauchy situ6 sobre una base lo sufici solida la i
de los criterios de convergencia de las series. Los precedieron sélo pocos
descubrimientos: el criterio integral (Maclaurin, 1742) y el criterio, formu-
lado con rigor insuficiente, de D’Alembert (1768). En las conferencias de
Cauchy se indica una serie de criterios suficientes de convergencia.

Estos resultados de Cauchy los siguié una larga sucesion de investiga-
ciones las cuales tienen por objetivo elaborar criterios, de convergencia de
las series, generales y efectivos. Abel dio una investigacién completa de las
condiciones de convergencia de una serie en el plano complejo en el afio
1826. Nuevos criterios sufici los cuales d és se incluyeron en los
cursos de ensefianza fueron encontrados por Raabe (1832), N. Lobachevski
(1834), E. Kummer (1835), Bonne (1842), Bertrand (1842), V.P. Ermakov
(1870) y otros. Un resumen preciso de todos los intentos particulares en la
basqueda de criterios de convergencia fue llevado a cabo por
N.V. Bugayev (1863 y 1888), el cual introdujo la teoria de las series conju-
gadas, la cual permite abarcar desde posiciones tinicas un conjunto de cri-
terios.

La teoria de las series se enriqueci6 en las conferencias de Cauchy con el
establecimiento de la region de convergencia de las series de potencias

e

ag+ az + a3t +

tanto para valores reales como complejos del argumento. Para estos tlti-
mos se defini6 (en el afio 1844) el circulo de convergencia y se dedujo el te-
orema, conocido actualmente como teorema de Cauchy—Hadamard: una
serie converge (respectivamente, diverge), si
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Qued6 claro que si A = 0, entonces la serie converge en todo el plano; si
A\ = oo, entonces la region de convergencia se reduce a un punto; finalmen-
te, la condicibn 0 < A < oo significa que la serie converge dentro del

circulo de radio Iz — z| < % y diverge fuera de él.

Lamentablemente Cauchy atn no tiene idea sobre la convergencia uni-
forme de una serie en el intervalo. Debido a esto, en el anélisis algebraico
apareci6 un teorema incorrecto: una serie convergente de funciones conti-
nuas en la regién de convergencia, representa ella misma una funcién con-
tinua. Enseguida (1826) este error, por cierto, 1o advirtié y corrigié Abel.
El concepto de convergencia uniforme fue introducido en 1848 por J. Sto-
kes y L. Seidel.

Esta misma tendencia de reconstruir todo el analisis sobre la base de la
teoria de limites se expresa en el segundo libro de Cauchy, “Resumen de las
conferencias sobre el calculo infinitesimal” (1823). En él se expone el calcu-
lo diferencial e integral de funciones de variable real. Sobre las particulari-
dades de la estructura de este libro, surgidas del objetivo propuesto, en el
libro se dice: “Mi objetivo principal ha sido conjugar el rigor, el cual me
impuse en la exposicion de mi curso de analisis (se tiene en cuenta el an4lisis
algebraico), con la sencillez surgida de la consideracién inmediata de las
cantidades infinitesimales. Por este motivo consideré un deber renunciar al
desarrollo de funciones en series infinitas en todos los casos cuando la serie
obtenida no converge y me vi obligado a relegar al céalculo integral la for-
mula de Taylor, ya que esta férmula se puede considerar como general s6lo
cuando la serie contenida en ella se reduce a un niimero finito de términos y
una integral definida complementaria (se trata de la forma integral del res-
to. — n. del autor).

Sé que el famoso autor de la Mecéanica Analitica (Lagrange. — n. del
autor) tom6 la férmula mencionada en calidad de base para su teoria de las
funciones derivadas. Pero, a pesar del respeto profesado a tan gran autori-
dad, la mayor parte de los geometras (asi se denominaba en aquella época a
todos los matematicos. — n. del autor) reconocen ahora la falsedad de los
resultados a los cuales puede llegar utilizando las series divergentes; agre-
guemos que en muchos casos el teorema de Taylor parece dar el desarrollo
de una funcién en una serie convergente, aunque la suma de esta serie se di-
ferencia esencialmente de la funcién propuesta. Ademas, espero que el lec-
tor de mi obra se convenza de que los principios del calculo diferencial y
sus importantisimas aplicaciones pueden ser facilmente expuestas sin la
ayuda de las series” V.

1 0.-L. Cauchy. Résumé des lecons donnés sur le calcul infinitesimal. Ocuvres, ser. 2,
vol. 1V. Paris, 1829, p. 263.
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A continuacion siguen las conferencias sobre el calculo diferencial, muy
parecidas ya a la exposicion habitual a nosotros. La sensacion de semejan-
za se refuerza cuando encontramos el criterio de convergencia de las suce-
siones (criterio de Bolzano—Cauchy): los términos de una sucesion conver-
gente con indices lo suficientemente grandes deben diferenciarse uno de
otro tan poco como se quiera. Aqui no aparece ain el aparato g, & (para to-
doe > Oexiste N tal que la, — a,,| < & paratodon,m > N) pero la esen-
cia de la cuestion ya esté expresada. Para el calculo diferencial de Cauchy
es istica también la aplicacion si atica del del valor me-

dio:

Mﬂ:/'(x+oh),ogog1,

cuyas i pisodicas eran c antes y el cual por primera vez
aplico Lagrange (1804) para la deduccion de una serie con expresion apro-
ximada del resto. No expond aqui mas detallad esta parte del

curso de conferencias de Cauchy.

En el campo del calculo integral, el curso de conferencias de Cauchy se
diferenciaba radicalmente del curso de Euler y otros predecesores. Su parti-
cularidad, ante todo se laba en la eleccion del fund: 1
Este era el concepto de integral definida.

Nueva fue también la aparicién, al comienzo de las conferencias, de
una demostracién analitica de existencia de la integral definida de una fun-
cién continua. Esta demostracion posee todos los rasgos posteriores de las
demostraciones de los teoremas de existencia. El curso de las ideas aqui era
el siguiente: se da una funcion f(x) continua en el intervalo [x,, X]. Este
intervalo se divide en n partes mediante los puntos X, , X,, ..., X,_ . Se for-
ma la suma

n=1
5= Y f)xi — %)
i=0
y respecto a ella se demuestra que S — A cuandon — o y Ax; — 0.La
magnitud de la integral A se considera como funciodn de los valores extre-
mos del intervalo de integracion y de la funcion f(x).

Una parte notable de las conferencias sobre céalculo integral ocupaban
los desarrollos de funciones en serie de Taylor y Maclaurin. A la estimacion
precisa del resto y a la deduccién de sus diferentes formas analiticas,
Cauchy les dedicé mucho lugar también en otras de sus invesligacifmes. En
las conferencias de Cauchy se cita el €] 1 i c do tam-
bién ahora de la funciéon

f&)=e ¥ x#0;f(x) =0,x =0,
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cuya serie correspondiente en el punto.x = 0 converge pero no a la funcién
dada. Asi mismo, él delimité la clara diferencia entre las cuestiones de la
convergencia de las series de Taylor en general y la convergencia hacia la
funcion dada.

Las conferencias de Cauchy sefialadas (cuya tercera parte esta dedicada
a las aplicaciones geométricas del analisis matematico) tuvieron muy im-
pprtantes consecuencias. La teoria de limites comenz6 a conquistar la posi-
cion de base de todo el analisis. Esta idea gradualmente obtuvo difusién.

Perfecci i de B. Bol de los fund de la teoria de
funciones. Una investigacion mas profunda de los fundamentos del analisis
matematico exige, como ahora se sabe, la utilizacién de los métodos y re-
sultados de la teoria de conjuntos y la teoria de funciones de variable real.

Las base§ de tales investigaci fueron echad en la primera mi-
tad del siglo XIX. Los méritos principales en esta rama (lo que fue conoci-
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do posteriormente) pertenece a Bernard Bolzano (1781—1848) eminente
matematico checo. Desde el afio 1805 hasta 1820 ensefi6 disciplinas teologi-
cas en la universidad de Praga. Por sus intervenciones en favor a la inde-
pendencia nacional del pueblo checo y contra la dominacién de la
monarquia austriaca, fue separado de la ensefianza. Le fue prohibido
ingresar en el servicio estatal, intervenir verbalmente o por escrito. Sin me-
dios de subsistencia, Bolzano vivio el resto de su vida en el campo, con sus
amigos, continuando el estudio preferido desde los afios jovenes, de las
matematicas y la filosofia.

Las investigaciones filosoficas y matematicas de Bolzano estuvieron
siempre estrechamente vinculadas. El veia en la elaboracion del pensamien-
to matemético la premisa necesaria para razonamientos filosoficos, como
regla, mas complejos. En el trabajo “Hacia una exposicion mas fundamen-
tada de las matematicas” formulé asi el objetivo de sus investigaciones ma-
tematicas “En el curso de aproximadamente quince afios, esta ciencia
siempre fue una de mis ocupaciones favoritas; no obstante, preferentemen-
te sblo en su parte especulativa, como rama de la filosofia y como recurso

de ej del i correcto. | iatamente d és del en-
cuentro con ella, lo que ocurri6 a través del maravﬂloso lexto de Kistner,
adverti una o dos insuficiencias en cuya elimi ¢ a trabajar en

mis horas libres, no por vanidad, sino por el interés interior, el cual en-
contré en tales especulaciones. Después de muy prolongada meditacion, el
ntmero de insuficiencias las cuales me ha parecido advertir, aumenté atn
mas” V.

Una caracteristica mas o menos compleja del trabajo creador de Bolza-
no sale de los limites de los objetivos propuestos ante el presente capitulo.
Prestemos atencion solo al analisis 16gico del contenido de los conceptos y
métodos fundamcntales de demostracu’)n. los cuales hicieron avanzar la
formalizacion de los r y permitieron a Bolzano realizar en el
dominio del analisis una serie de importantes descubrimientos, adelantan-
dose a la ciencia contemporanea a él. Las condici excep
desfavorables en las cuales vivi6 y trabajo Bolzano fueron la causa de que
casi todos sus trabajos vieran la luz s6lo después de su muerte. Sus resulta-
dos fund les fueron idos solo en los aiios 70 y obtuvieron reco-
nocimiento desde los afios 80. El manuscrito de su obra mas importante
«“Estudio sobre las funciones” fue encontrado sélo en el afio 1920 y publi-
cado con notas de K. Rychlik s6lo en 1930, esto es exactamente después de
cien afios desde la época de su escritura. Esta circunstancia puede solo la-
mentarse. En el dominio de la fund i6n del analisis Bol trabajd

D Véase 3. Konsman. bepuapn Bonsumano. M., Msa-so AH CCCP, 1955, ctp. 35. (E.
Kolman. Bernardo Bolzano.)
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mucho antes que Cauchy y més antes atin que Weierstrass. De haber sido
publicados sus trabajos, el curso de los acontecimientos en este campo hu-
biera sido evidentemente acelerado.

En efecto, ya en el afio 1817, Bolzano formulé y demostré el teorema
de que si el conjunto de los niimeros reales esta acotado superiormente (res-
pectivamente, inferiormente), entonces €l tiene extremo superior (corres-
pondientemente inferior). Asi mismo se adelanté a Weierstrass que formu-
16 este teorema después de 1860. En aquel entonces, unos cuantos afios an-
tes de Cauchy, Bolzano dedujo el criterio de convergencia de sucesiones y
dio una definicién rigurosa de continuidad de funciones. Estudié profun-
d las prc des de las funci continuas y d en relaci6
con éstas, una serie de teoremas notables y en particular el siguiente: una
funcién continua toma todos los valores intermedios que estan entre sus
dos valores diferentes. A él pertenece asi mismo la introduccién de conti-
nuidad lateral.

Bolzano refut6 la opinion general formulada en el afio 1806 por Ampé-
re que las funciones continuas pueden, a lo sumo tener singularidades aisla-
das. En sentido geométrico esto significa que cada curva continua debe te-
ner tangentes en todas partes con excepcion posiblemente de puntos aisla-
dos. Bolzano amplio la clase de curvas continuas, aplicando el método de

lacion de las singularidades y obtuvo por esta via muchas funciones
originales, entre ellas, la funcién que no tiene derivada (respectivamente,
tangente) en ningin punto y conocida actualmente como funcién de Bolza-
no.

En su aplicacion a la construccion de la funcién de Bolzano B(x), el

étodo de lacion de las singularidade: iste en lo sigui Se
construye B,(x), un segmento de recta entre dos puntos, por ejemplo
A(0, 0)y B(a, h) (fig. 53). A continuacién se construye B, (x), la quebrada

ACDEB,dondeCg o iy L 53_"ﬁ
7' "2 )25:0) 73 )

B,(x) se obtiene por la repeticion de la operacion anterior en cada uno de

los cuatro i 6n n veces de esta operacion de
la quebrada B, (x). La funcién de Bolzano B(x) en los puntos de la forma
_ ka
I

(0 < k < 4" kentero,n = 0, 1, 2, 3, ...) se define como coincidente con

B, (x). En el conjunto [x] de los x diferentes de 1 = % 3

B(x) = lim B(1).
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La funcién de Bolzano es continua, pero no tiene derivada finita en nin-
giin punto. En efecto, la oscilacion de B, (x) en los segmentos

ka (k + l)e)
(F‘ &

serd ka (k+ Da\ _ h
S\T T F ) 2
. . a
Sin embargo, la oscilacién de B, (x) para cualquier segmento de longitud oTE
a h .
Ty — *)
@ (x,x + 4") = "

ya que en el interior de este segmento caera por lo menos un iplervalo, de
los que se obtienen en la division de éste (0, @) en 4! partes iguales. Por

Fig. 53

ello siempre se puede elegir Ax > 0 para que simultineamente

h
Ax<2'—z; y 1B(&x+ AX) = B! > 5o

En efecto, queen el , X+ i" los valores mayo-
res y menores de B(x) sean M y m. En correspondencia con (*)
h
M-m> 7
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Por esto tendré lugar por lo menos una de las desigualdades

1 h
M- B >— —
@) >= o
100,R
Bx)-m>_ - —.
x)—m 2 oF
Supongamos, por ejemplo
1 h
ML BGYS 2 H
©>3 %

X a
Entonces en el intervalo [x, X+ F] se encuentra un x * tal que

B(x) =M,

y por esto

B(x") — B(x) > L b

2. 28
y simultaneamente
Ax=x"—x< % .
En este caso
B+ Ax) = B@) Jh

Ax ~a

y B(x) en el segmento [0, @] no tiene derivada finita V.
La curva de Bolzano fue encontrada en todo caso antes del afio 1830.
Sin embargo, durante un largo tiempo se consider6 que el primer ejemplo

de una funcién continua no diferenciable lo habia dado en el afio 1875
Weierstrass:

Fie):= i a* cos (b¥rx)
k=0

(0 < a < 1, b es entero impar; ab > 1 + %r) y Darboux:
s = Y dsen e + vt

k=0

") Véase B.®. Bpxeuxa. O dpynkunn Bonsuano. «Yen. matem. nayk», 1949, . 4, Ne 2
(30), crp. 15—21. (V.F. Bfetka. Sobre la funcion de Bolzano.)
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En el "Estudlo sobre las funciones” de Bolzano. fucron construidas e

bién otras funci I estudio las
funcnones contmuas con un niimero infinito de extremos. Tales como por
p ‘brada con puntos il

e G)6) 1) ) -
() )

continua en [0, 1] y la cual tiene en x = 1 una discontinuidad, la funcién
f(x) =senlog (1 — x)

en [0, 1] y otras.

Bolzano sometié a investigacién también las funciones discontinuas.
Construy6 una funciéon @(x), la cual en [— 1, + 1] toma todos los valores
de —1a +1y tiene discontinuidad en cada punto de este segmento, defi-

iéndola de la forma sigui

®(x) = x para los x de la forma 2m2: L 5
20) = ~1,
B(-1) =

$(x) = —x para todos los x restantes.

De otro ejemplo puede servir la funcién monétona que tiene un conjun-
to infinito de discontinuidades. Esta funcién esta dada por una sucesion de
segmentos que unen dos a dos los puntos:

@0 (3} 61) G5) (3)
G5) G o) Gorae) -

En las obras de Bolzano y particularmente en su “Estudio sobre las fun-
ciones” esta contenido un gran niimero de resultados, los cuales posterior-
mente formaron parte de la teoria de funciones de variable real. Ademas en
la obra “Paradojas del infinito”, escrita por Bolzano en los tiltimos afios de
su vida y que vio la luz en el afio 1851, encontramos razonamientos esen-
ciales de la posterior teoria de conjuntos. Asi, se da la definicion, usual-
mente adjudicada a Dedekind, de conjunto infinito como equipotente con
su parte correcta. Se enuncia el principio de que cada conjunto infinito de

n



Cap. 7. Comis del periodo de las

puntos en un segmento tiene por lo menos un punto limite. Mas tarde se re-
anud6 la publicacion de los materiales de la herencia cientifica de Bolzano,
lo que da la posibilidad de caracterizar mas completamente sus logros
cientificos.

Construccion de la teoria del nimero real y Ia teoria de conjuntos. Ha-
cia mediados del siglo XIX fue elaborada la teoria de limites, fueron cons-
truidos los elementos de la teoria de funciones actual y la teoria de conjun-
tos. No obstante la teoria de limites no obtuvo reconocimiento inmediata-
mente. Los més grandes matematicos de Europa no utilizaban este método
en sus trabajos (por ejemplo, Poisson), prefiriendo el calculo infinitesimal
de Leibniz. La mayoria de los matematicos ingleses no aceptaron durante
mucho tiempo las ideas de Cauchy, asi como el simbolismo generalmente
aceptado ahora del andlisis infinitesimal, introducido por Leibniz, viendo
en ellas casi una via de ultraje a la memoria de Newton. No hubo tampoco
pocas criticas a la teoria de limites.

En una consideracion més cercana a esta circunstancia, al parecer
extrafia, resulta que la mayoria de los criticos de la teoria de limites
pertenecian a los matematicos cuyos trabajos estaban dedicados, en lo fun-
damental o en su mayoria, a las aplicaciones. El contenido de la critica con
el transcurso del tiempo se defini6 en dos direcciones. En primer lugar se
presto atencion a que con el concepto de limite no es posible vincular nin-
gan algoritmo para su bisqueda. Muchos conceptos no pudieron ser acep-

tados a causa de su descnpubnhdad ia de esti
Por e]cmplo “aproximarse indefinid 2 “zan q como se
quiera”, “{ltima relaci6n de incr infinitesimales”, etc. El

de tendencia, bésico para la teoria de limites, sxgmﬁca una apelacién a la
intuicién del movimiento. En virtud de estas insuficiencias, la aplicacién de
la teoria de limites, especial en pr de 4 practico
parecia a muchos contemporéaneos de Cauchy una dificultad inusual e in-
justificada.

En segundo lugar, en la teoria de llmues fueron notadas lagunas 16gi-

cas, las cuales no lograron eliminar sus d es. Como ej lo de tal la-
guna puede servir la definicién de niimero real. Este tltimo se definia como
limite de una sucesion de niimeros racional Por jemplo, V2 se id

raba como limite de la ion de sus i 1 1; 1,4

1,41; 1,414; .... Pero para definir asi este nliimero, era necesario presupo-
ner su exnstenc:a, esto es, completar un circulo vicioso l6gico en los razona-
No daba claro el de conj infinito de
elementos al cual era necesario acudir. Fi la falta de elaboraci6
de la teoria de funciones, lo cual habia sido superado por el entonces desco-
n_oci‘do Bol dujo a los icos a errores, anal a las con-
antes de que, la inuidad de una funcién es sufi-
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ciente para su representacién geométrica y la existencia de la derivada casi
en todas partes 0 que toda serie convergente de funciones continuas repre-
senta una funcién continua.

De este modo, los probl de la fund ion del analisis se
expresaban entonces como una aguda necesidad de: a) la construccién ngu~
rosa de la teoria del nimero real, b) acl i6n e inclusion en las -

cas del concepto de comumo mﬁmto. ¢) separacion del volumen total de la
clase de funci e ion en la clasificacion general de una
clase mas amplia de funciones discontinuas. De la superacién de estas difi-
cultades dependian los éxitos futuros del analisis matematico.

Y asi en el afio 1872, en un solo afio, surgieron una serie de trabajos cu-
riosos. En la revista “Mathematische Annalen” fue publicado el primero
de los trabajos de G. Cantor sobre los fundamentos de la aritmética. Salié
publicada la obra de R. Dedekind “Continuidad y nlimeros irracionales”.
Aparecieron trabajos sobre este tema de E. Heine y Ch. Meray V. Todas
estas obras perseguian el tinico objetivo: dar una teoria rigurosa del niime-
ro real. Esta misma cuestion, en el curso de una serie de afios fue elaborada
por Weierstrass en sus famosas conferencnas sobre las funciones analiticas.

En las inv dicadas surgi6 una diversidad de
teorias del niimero real, las cuales satisfacian un alto grado de rigor. Dede-
kind defini6 el niimero real como una cortadura en el conjunto de los ni-
meros racionales, dando al conjunto de los niimeros reales (continuo line-
al) una interpretacién geométrica en forma de linea recta. La propiedad de
continuidad de la recta, segin Dedekind, consiste en que en las cortaduras
se encontrara o el punto més derecho de una clase o el mas izquierdo de la
otra. El conjunto de todos los ni ionales no tiene la propiedad de
continuidad. Entonces se introduce el niimero irracional (punto), como tal
cortadura en el conjunto de nimeros racionales en cuyas clases no hay ni
nimero (punto) més derecho ni més izquierdo. Asi, Dedekind introdujo el
conjunto de todos los niimeros reales que ya poseia la propiedad de conti-
nuidad.

La definicién de Cantor de nimero real identifica a este {iltimo con una
sucesion convergente de niimeros racionales 2. Esta definicion, asi como la

anterior, se apoya en la abstraccion del infinito actual y se basa en el anéli-
sis del concepto de continuidad. El enfoque de la definicion de continuidad
era diferente. La definicion de Dedekind se basa en la ordenacion del con-

D Véase H.C.R. Meray. Ch. Nouveau précis d’dnalyse infinitesimal. Paris, éd. Savy,
1872; E. Heine. Die Elemente der Functionlehre, Brorchardt J., LXXIV, 172—188 («Journal
fiir die reine und angewandte Math.», 1872).

2 véase U.B. Apromsa. Teopernueckas apudmernka. M., Yuremnan, 1938, cp. 286.
(L.V. Arnold. Aritmética teérica.)
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junto de los ni ionales. La de Cantor incluye el trata-
miento de las dif ias, las di entre los el lo que corres-
ponde a la naturaleza del concepto de convergencia. Sin embargo, ambos
enfoques a la definicion de continuidad son equivalentes, ya que los niime-
ros reales se construyen sobre la base del sistema de niimeros racionales.

Las ideas del profesor berlinés K. Weierstrass sobre la naturaleza del
nimero real formaban parte de su plan general de construccion del analisis
matematico, entendido en sentido amplio, sobre bases lo més rigurosas po-
sible. Weierstrass introdujo en el analisis atico muchos resul
importantes: la utilizacion sistematica de los conceptos de los extremos su-
perior e inferior de conjuntos numéricos, el estudio sobre los puntos
limites, fund: i6n de la propiedad de las funci en un
segmento de alcanzar sus extremos superior e inferior, construccién de una
funcién que no tiene derivada en ningiin punto, demostracion de la posibi-
lidad del desarrollo de una funcién continua en un segmento de la funcién
en serie de polinomios uniformemente convergente y otros. En este riguro-
s0 y armonioso sistema del analisis matematico aproximadamente hacia el
afio 1880 fue elaborada la forma actual de las definiciones y el aparato de
demostraciones, basado en los razonamientos condicional-deductivos
(“sea dado e > 0, entonces se puede elegir § > 0, tal que...”,) y el simbolis-
mo correspondiente. La teoria del niimero real sirve a Weierstrass (como
también a otros cientificos) de base para todo el edificio del analisis mate-
matico.

Weierstrass parte, para esto, de un de nu racionales po-
sitivos {a, ], el cual d El agregado goza de la propiedad
de que cualesquiera que sean y cuantos quiera que sean los elementos del
agregado que se sumen (siempre se trata de un namero finito, aunque tan
grande como se quiera, de elementos) su suma no supera un limite dado.
Un ej lo de do puede ser ier fraccion decimal. Suponga-
mos dados dos agregados (a,} y [a] identificados con los nimeros b y b *.

‘Tomemos las partes alicuotas de la unidadl (n'= 1,2:3,4;.:..6n="1,
n
10, 100, ... jes igual!). Puede suceder uno de los tres casos: a) examinando

los elementos de los agregados, encontramos que% se repite con la misma
frecuencia; b) y c) para cierton la magnitud1 se repite més frecuentemen-
n

teen el primer agregado (respectivamente en el segundo). Estos tres casos
significan respectivamente queb = b’,b > b’, b < b’. La union de agre-
gados da la suma de los nimeros correspondientes. La constitucion del
agregado [a, - a;’] cuyos elementos son todos los posibles productos de ele-
mentos de la forma {a, - a] sirve para la definicién de producto.
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Todas las formas de teoria del numero real se apoyaban en la considera-
uén de conj de ni les. Estas mismas dificultades, rela-
das con la fund; i6n del analisis se trasladaban al dominio del
anal|s|s 16gico de la serie de niimeros naturales y, en general a los conjuntos
con un nimero infinito de elementos. En el propio analisis, hacia fines del
siglo XIX se estahlecnb en lo rundamental el prototipo actual de rigor 16-
gico en las yd
La creaci6n de la teoria de los conjuntos infinitos y los niimeros transfi-
nitos pertenece a G. Cantor, profesor de la universidad en Halle. La serie
de sus trabajos sobre este tema siguié tras los trabajos sobre la teoria del
nimero real. El demostr6 (1874) la no equivalencia de los conjuntos de nu-
meros racionales y reales. Pasados unos afios (1878), en sus trabajos, fue
introducido el concepto general de potencia de un conjunto, fueron elabo-
radas las bases de transformacién y comparacion de conjuntos y fue de-
da la equip ialidad del de puntos del commuo lineal y
los puntos de una variedad n-di ional. La elab i atica de la
teoria de conjuntos fue culminada por Cantor en los cinco afios sucesivos
(1879—1884). Entones, introdujo el concepto de punto limite, de conjunto
derivado, el ejemplo de conjunto perfecto que recibié su nombre (1883),
enunci6 la hipotesis del continuo, etc.

El desarrollo de la teoria de funciones de Weierstrass, la teoria de con-
juntos de Cantor trascurri6 en los Gltimos afios del siglo XIX en un am-
biente de aguda critica y de lucha. Especialmente aguda fue la intervencion
del profesor berlinés L. Kronecker, discipulo de Kummer. En las cues-
tiones de los fund de las aticas, Kronecker, cuyos trabajos
fundamentales se referian al 4lgebra y la teoria de grupos, era partidario de
la aritmetizacion de las matematicas. Esto sngmﬁcaba la tendencia a redu-
cir todas las di 1

Itades relativas a la fund: de ier rama
de las matematicas a una serie natural. Esta posicion de Kronecker en-
contr6 una expresion brillante en la afirmacion la cual él repetia mas de
una vez, que los niimeros enteros los cre6 el Dios todopoderoso y lo restan-
te es obra de las manos de los hombres.

Naturalmenle. la apelacion a un ser superior no significa otra cosa que
una i6n del ideali la limitacién metafisica y otras imperfec-
ciones en las ideas filosoficas de Kronecker. A propésito, advirtamos que
esta estrechez y limitacion de las ideas (y Kronecker con gran pasion las
defendia) hizo un gran dafio a la creacion cientifica del propio Kronecker.
Poincaré 11 ba la i6n cor sobre esta circunstancia, agre-
gando en forma de broma que Kronecker alcanzé notables resultados en
las mateméticas s6lo porque frecuentemente se olvidaba de sus convic-
ciones filosoficas.

La teoria general, construida por Cantor, de las potencias de conjun-
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tos, las transformaciones y operaciones sobre conjuntos, las propiedades
de los conjuntos ordenados consmuyé posteriormente el contenido funda-

mental de la teoria ab de El de punto limite y el

de j cerrado relacionado con aquel, después de la intro-
ducc16n enel aﬂo 1902 por H. Lebesgue del concepto de medida de un con-
juntoy las i i de E. Borel j ala i6n de la teoria

métrica de conjuntos. Esta ultima sirvié de base a la teoria general de in-
tegracion y las series trigonométricas. Mas tarde condujo a la construccion,
en los trabajos de H. Lebesgue, K. Caratheosdory, F. Hausdorff y otros,
de la teoria general de la medida.

M. Frechét (1906) y F. Hausdorff (1914), investigando el concepto
introducido por Cantor de conexidad y otros cercanos a éste desarrollaron
la teoria topoldgica de conjumos como la teoria de conjuntos situados en

métricos y topold Final la teoria descriptiva
de los conjuntos de puntos y la, relacionada con ella, clasificacion general
de las funciones discontinuas (clasificacion de Baire) tienen su origen apro-
ximadamente en el afio 1900 en los trabajos de R. Baire y H. Lebesgue.

La teoria de j ejercié una infl ia enorme en el desarrollo de
las matematicas. Sirvié de base a la teoria actual de funciones de variable
real, la topologia, el algebra y la teoria de grupos, el analisis funcional y
otros. Los métodos de la teoria de conjuntos se utilizan ampliamente en la
mayoria de las ciencias mateméticas modernas. Esto, no obstante, no signi~
fica la reduccién de todas las matematicas a la teoria de conjuntos. En esta
mlsma teoria, aun en vida de Cantor se notaron paradojas, como, por

la paradoja resp: a la exi: ia del ¢ de todos los con-
juntos y otros.

Las cuestiones de fundamentacién de la teoria de conjuntos, la investi-
gacion de los limites de su aplicacion se convirtieron en el siglo XX en una
ciencia ial, la l6gica ica, la cual forma una parte importante
de los fund de las aticas modernas. Esta parte de las mate-
maticas (los fundamentos), la cual incluye la totalidad de las ideas filos6fi-
cas, historicas y logicas relativas al contenido, forma y vinculos (entre ellos
los vinculos internos) de las matematicas se desarrolla en el siglo XX muy

Sus 1 obtienen aplicacion practica, refle-
jando el crecimiento de la préctica cientifica y técnica de la humanidad.

7.4. D llo del aparato y aplicaci del anilisis matematico

Las ecuaciones diferenciales son el medio operativo fundamental del
analisis. El aparato del analisis matematico en el siglo XIX era un conjunto
de procedimientos y métodos de solucién de numerosos problemas que
crecia réapid: Todos estos dos atin podian dividirse en tres gran-

376

7.4. Desarrollo del aparato matematico

des grupos, constituidos en el calculo dlferencnal el cslculo integral y la

teoria de i diferenciales que rapi sei di de es-
te ultimo. Los contornos de la teoria en formacion, de funciones de va-

o1 PTG

riable compleja, la teoria de las fi etc. se atn
débilmente.
De las variadas aplicaciones del andlisis mawméuco destaquemos
llas que estan relacionadas con la resol de i diferen-
ciales. Asi mismo, dej aparte las aplicaci comparati ele-
mentales que se reducen a la diferenciacion o integracion de las funciones,
idas por las dici del probl Estas ya habian
entrado en el campo, rclatlvamente alcanzable y amplxo, de la practica. Sin
embargo, la id. de las apli itaba recursos

mas generales y potentes. Tal recurso lo constituia el conjunto de métodos
de resolucion de i diferenci tanto ordinarias como en deriva-
das parciales. La lucién de diferenciales era el medio opera-
tivo fundamental del anlisis y los problemas relacionados con esta resolu-
cién, eran los problemas cientifico-practicos fundamentales.

En la rama del analisis matematico destacada por nosotros se revelaba
fuertemente la influencia determi de los probl de las ci
exactas, en primer lugar la anica y la fisica atica y la estrecha in-
terrelacion de las investigaciones tebricas y practicas. Alrededor de la reso-
lucién de los problemas de la fisica matematica se agrupaban colectivos de
cientificos comparativamente grandes, formando escuelas cientificas. La
mayor de tales agrupaciones se formé en Paris en la Escuela Politécnica.
Los problemas de la fisica matematica fueron aqui estudiados con éxito
por Poisson, Fourier, Cauchy y otros.

En Paris obtuvieron preparacion cientifica los matematicos rusos
V.Ya. Bunyakovski, M. V. Ostrogradski. Al regresar a Rusia, crearon la es-
cuela matemética de Petersburgo, una de cuyas direcciones de trabajo fun-
damentales era la elaboracion de métodos de resolucion de problemas de la
fisica matematica.

Algunos centros notables de investigacion cientifica en la rama de los
métodos aplicados del anélisis se formaron en los estados de la Uni6n ger-
mana. En Berlin, en tal centro se convirti6 la Escuela Politécnica Berlinesa,
el papel dirigente en la cual pertenecia a L. Dirichlet. Desde los afios 20 un
lugar notable comenz6 a ocupar la universidad de Konigsberg, en relacion
con los trabajos de F. D y sus discipulos en fisica atica. Fi-
nalmente, en Gotinga, en la creacion del aparato matematico de los fen6-
menos electromagnéticos, trabajé mucho K.F. Gauss en colaboraciéon con
Weber.

Un gran grupo de investigadores de los métodos matematicos de la
fisica y la mecénica existia en Inglaterra: Green, Stokes, Thomson, Hamil-
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ton, Maxwell y otros. Con los esfuerzos de tan gran cantidad de cientificos
fue lograda una répida y consmerable ampllaclbn del campo de aplica-
Ci

ciones del analisis ! de este pro-
ceso.
Creacion del itico para la i igacion de los fend

electromagnéticos. Uno de los primeros pr resueltos exi

fue el problema de la construccion de la teoria de los fenémenos electro-
magnéticos. Hacia el siglo XIX el estudio sobre la electricidad y el magne-
tismo se separé en la fisica como una rama independiente. En el afio 1820
se llegb a conocer sobre el descubrimiento hecho por Oersted de la accién
de la corriente sobre una aguja magnética, el cual establecia lo comin de
los fenémenos, al parecer, heterogéneos. Hacia esta misma época Biot, Sa-
vart, Laplace, Arago, Ampére, Coulomb y otros introdujeron los concep-
tos fundamentales necesarios: carga, cantidad de electricidad, densidad de
electricidad, leyes de interaccion de cargas inmoviles, etc. Los probl

del electr trajeron igo, en el plano atico un con-
junto de trabajos de investigacion sobre la atraccion de puntos segin la ley
de Newton y los campos electrostéticos.

Los métodos de lucion de probl dela anica celeste, en par-
ticular los problemas sobre la atraccion de los cuerpos celestes segiin la ley
de Newton obtuvieron un nuevo campo de aplicacién. El paso en las inves-
tigaciones de los centros puntuales de atraccion a la distribucion continua
de la materia dujo del tr i delos p iales de un campo pun-
tual discreto a campos de fuerza, formados por cuerpos o por materia con-
tinuamente distribuida. Fue introducido el de ial de un
campo y definida su expresion para un campo simple formado por el punto
cargado A (a, b, ¢) de masa m:

V,=V(x,y,2) = X%

(donder = V(x — a)* + (y — b)? + (z — ¢)?, v es la constante de atrac-
cién p(x, y, z) es el punto atraido). Enseguida fueron encontradas las
expresiones del potencial para un sistema de puntos de atraccion y después
para el campo con distribucion continua de masas de atraccioén en un volu-

men w:
V(xyz)=1s pla, b, c)de
50625 2

()
(p(a, b, ¢) es la densidad de la distribucion).
Ya en el afio 1787 Laplace mostr6 que en el espacio fuera del cuerpo la
funcion potencial satisface la ecuacion
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2P RV R
AV = ax2+ ay2+ PP = 0.
A propoésito, esta ecuacién ya se encontraba en los trabajos de Euler y el
concepto de funcién de fuerzas, cuya diferenciacion segiin una direccion
daria las fuerzas de atraccién newtonianas, lo introdujo en 1773 Lagrange,
conformando asi mismo la idea de funcion de fuerza la cual fue enunciada
ya por D. Bernoulli, Euler y Clairaut.

La teoria matematica del potencial eléctrico se formé bastante rapida-
mente. Una serie de problemas sobre distribucion de la electricidad en la
superficie de los conductores los resolvi6 Poisson, el cual en general elabo-
16 a fondo muchas partes de la fisica matemética contemporénea a él: capi-
laridad, flexién de laminas, magnetostatica electrostatica, conduccién del
calor. Alrededor del afio 1813 Poisson extendié la ecuacion de Laplace al
espacio situado en el interior del cuerpo que atrae e introdujo la ecuacion
actualmente de amplio conocimiento

2y ey oY

T + a2 + PO 4mp.
Poisson resolvid hos probl de ica. Para esto se apoy0
de hecho en el concepto de potencial, sin embargo, no fue él quien introdu-
jo este importante concepto. El planteamiento general de la teoria del po-
tencial surgi6 en los trabajos de Green y Gauss.

Green expuso su teoria en la obra “Investigacién sobre la teoria mate-

matica de la electricidad y el magnetismo” (1828). En ella investigo el
problema central de la electrostatica de aquella época: el problema sobre la
distribucion de la electricidad sobre la superficie de un conductor, la cual se
induce por la accion de fuerzas eléctricas exteriores. En la base de los razo-
namientos de Green yacia la idea que las fuerzas eléctricas y magnéticas
pueden ser definidas a través de una funcién de coordenadas tal que las
componentes de estas fuerzas segiin 10s ejes son, en esencia, sus derivadas
parciales correspondi das con signo contrario. La funcién po-
tencial (como la llamé aqui por primera vez Green) se determina por la
distribucién de cargas. Green dedujo més adelante el teorema integral co-
nocido actualmente como formula de Green, mostr6 que el valor del poten-
cial dentro o fuera de cualquier superficie se expresa a través del valor de la
funcién potencial y su derivada normal sobre esta superficie.

La expresion de la densidad superficial p es segin Green

1 [ov , v
p_—*[aw+6iw‘]'
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donde en los corchetes se colocan las derivadas normales del potencial
sobre lados opuestos de la superficie. Si se trata de un conductor, dentro
del cual no existe el campo y consecuentemente también la derivada nor-
mal, entonces

1 dv
47 dw
(actualmente se escribe: E = 4mp, donde E es la intensidad del campo). Fi-
nalmente, Green introdujo la llamada funcién de Green que se interpreta
como el potencial en el interior de una superficie cerrada conductora co-
nectada a tierra, si alli se coloca una carga unitaria.

En una forma mas general y al parecer independientemente de Green,
Ga_uss construyd una teoria general del potencial. Esto lo realizé en el tra-
bajo “Teoremas generales relativos a las fierzas de atraccién y repulsion...
actuando inversamente proporcional al cuadrado de la distancia” (1840). A

la funcién
m
v= -
X

donde m puede representar tanto unas masas comunes como tamblén car-
gas eléctricas o magnéticas, Gauss las d in6é I igo siste-
maticamente las propiedades de la funcién potenclal y su aplicacion a los
fenémenos fisicos. No deja de ser interesante sefialar la aparicién en este
trabajo del teorema

SH(Z«)\'( ay az)dXdydz

s(Xdydz+ Y dz dx + Z dx dy).

p=—

Este teorema, M. V. Ostrogradski lo demostré en el aiio 1828 y lo trat6 co-
mo una férmula de balance hidrodinamico, la cual blece la equival
cia del flujo del liquido que pasa por unidad de tiempo: a) partiendo del
control de las fuentes dentro del volumen; b) partiendo de las velocidades
de fluencia a través de la envoltura.

Once afios después, Gauss utilizo esta formula para relacionar la mag-
nitud del flujo de la intensidad de las fuerzas del campo potencial dado con
masa o carga comiin situada dentro de la superficie. En nuestra época esta
férmula la denominan férmula de Gauss—Ostrogradski (Io que evidente-
mente es injusto).

En la historia de la fisica " se advierte que al concepto de potencial, los

! Véase B.M. Cnaccxnit, Micropus dwsikm, 1. 1, i
31-80 MI'V, 1956, —.
(B.1. Spasski. Historia de la Fisica.) SR
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fisicos, durante mucho tiempo no le atribuyeron un significado de princi-
pio, tratando al potencial o a la funcion potencial sélo como un concepto
matematico cémodo. Su significado fisico fue descubierto posteriormente,
después del blecimi de los de trabajo, energia y la ley de
conservacion de la energia.

Otra era la situacion de este importante concepto en las matematicas.
Su introducci6n posibilit6 la ampliacion del campo de aplicaciones del ana-
lisis matemético. Junto a la Optica y las oscﬂacnonm. surgia la teoria mate-

mética de los fend elect El pl iento del proble-
ma sobre el p ial incito a la liacion del de integral, a la
extensnbn de la integracion sobre ob]etos complejos En el analisis fue co-

a elab ion de las fi ar icas como soluci de la

ecuaci6n diferencial de Laplace: Av = 0.

Resulté que las funciones armonicas pueden servir para la descripcion
de hos probl fisicos y 4nicos, cuya particularidad distintiva es
la investigacion de estados heterogéneos, los cuales dependen de la posicién
de los elementos y no del tiempo. Asi, por ejemplo, las funciones arméni-
cas resultaron, ademés de potenciales en campos de atraccién y en campos
eléctricos, el ial de velocidades del movimi estacionario, sin re-
molinos, de un liquido incompresible, de la temperatura de los cuerpos con
una distribucién estacionaria del calor, la magnitud de flexién de una
membrana, tirante sobre un contorno no plano arbn.rano y otros. El apa-

rato ico de i i6n de las funci ar surgido en la
resolucién de un problema o una clase de probl: recibid gradual
nuevas aplicaciones.

Las funci armoni btuvieron aplicacién en una amplia clase de

problemas de contorno. Asi es el problema de Dirichlet sobre la bisqueda
de los valores de una funcién armonica en un dominio, dados sus valores
sobre el limite (por ejemplo, determinacion de la temperatura dentro de un
cuerpo por la temperatura sobre su superficie, determinacién de la forma
de la membrana por la forma de su contorno). Con este género de proble-
mas se relaciona ademas el problema de Neumann en el cual la funci6n ar-
moénica debe ser buscada por la magnitud de la derivada normal sobre el
limite del dominio (bt da de la temperatura dentro de un cuerpo dado
el gradiente de temperatura en su superficie, determinacién del potencial
del movimiento de un liquido incompresible que rodea a un cuerpo sélido
dela dicion de que las p normales de las velocidades de las
particulas colindantes con la superficie del cuerpo, coinciden con las com-
ponentes normales dadas de las velocidades de los puntos de la superficie
del cuerpo).

Para la resolucion de los problemas de contorno de la teoria de las fun-
ciones arménicas fueron elaborados métodos, que tienen gran significado
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J. B. Fourier (1768—1830)

tanto préctico como tedrico. Por ejemplo, para la resolucién del problema
de Dirichlet, H.A. Schwarz y C.G. Neumann idearon alrededor del afio
1870 _el método alternante, Poincaré, el método de los barridos (alrededor
d_el ano 1880), Fredholm, el método de las soluciones fundamentales, rela-
cnonaflo con las ecuaciones integrales, Perron, el método de las funciones
superiores e inferiores. Atin debe mencionarse el método de redes como un
método fund 1 en la resolucion aproximada de probl de contor-
no. Estos métodos daban la posibilidad de liberarse de una u otra limita-
an, la cual era necesario imponer a la frontera del dominio. Pero en cual-
quier planteamiento general de un problema de contorno surgieron los

probl de las dici de exi ia de las soluci y su estabili-
dad.

'_Srar_l significacion en la historia de la teoria del potencial tienen las in-
vestigaciones del démico ruso A.M. Li realizadas a fines del
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siglo XIX — comienzos del XX ". En ellas se estudian: la dependencia de
las propiedades de los potenciales de las cargas y dipolos uniformemente
distribuidos por la superficie, el potencial de doble capa en el caso de los di-
polos, comportamiento de las derivadas de las soluciones del problema de
Dirichlet en la aproximacion a la superficie sobre la cual esta dada la condi-
cién de contorno. La solucion del problema de Dirichlet, Liapunov lo
expresd en forma de integral sobre la superficie del producto de la funcién
que entra en la condicion de contorno por la derivada normal de la funcién
de Green.

Asi como sus antecesores, Liapunov se vio en la necesidad de utilizar
una serie de exigencias restrictivas. Entre estas exigencias, la fundamental,
es el cumplimiento del principio de Neumann. Esta limitacion separa ade-
mas la clase de superficies, respecto a las cuales se tratan los problemas in-
dicados antes; para estas superficies se ha conservado la denominacién de
superficies de Liapunov.

Los probl de la fisica atica, surgidos de los primeros traba-
jos sobre teoria del potencial, adquirieron, como vimos, hacia fines del
siglo XIX gran generalidad. La solucién de problemas tedricos tan genera-
les y después el desarrollo temp de los métodos de resolucion numé-
rica de problemas de contorno (los que resultaron posibles en relacién con
el surgimiento de los dispositivos electronicos de calculo) se relacionan en-
teramente con el siglo siguiente, el siglo XX. Del mismo modo, con esta
época mas reciente, se relaciona la elaboracion efectiva del importante y
dificil problema inverso de la teoria del potencial: segin la distribucién de
los valores del potencial en un campo de fuerzas determinar la forma y den-
sidad de las masas que se atraen, el problema, cuya actualidad (por
ejemplo, para la electrotecnia y geofisica) es evidente.

Teoria atica de la ductividad del calor. Junto a las aplica-
ciones del analisis atico a los fend electr éticos tuvo de-
sarrollo otro campo de las aplicaciones de esta ciencia. Se trata de la cre-
acion de la teoria matematica de la conductividad del calor mas tarde de-
sarrollada en la termodinamica, la ciencia general sobre las leyes del movi-
miento térmico. La causa motriz de este proceso fue la invencion de las ma-
quinas de vapor, las que conformaron mas tarde la base energética de la
producci6n industrial. Investigar tedricamente el trabajo de las maquinas
de vapor, encontrar los métodos de elevacién de rendimiento tal era uno de
los problemas principales de la ciencia.

Las exi ias pl das a las icas en con esto, en-
contraron su expresion en las condiciones del concurso convocado en el

" Véase A.M. Jlanynos. Pa6oTsi no Teopus notenimana. M., FTTH, 1949, (A.M. Lia-
punov. Trabajos sobre teoria del potencial.)

383



Cap. 7. Comienzo del periodo de las mateméticas modernas

afio 1811 por la Academia de Ciencias de Paris: dar una teoria matemética
de las leyes de distribucién del calor y comparar los resultados de esta
teoria con los datos de los experimentos. El vencedor de este concurso re-
sulté el académico parisiense (desde 1817) J.B. Fourier (1768—1830). A se-

de hos cientificos con él, Fourier habia sali-
do de la familia modesta de un sastre, termin6 la escuela militar y ensefi6

en ella. E ida después de la organizacion de la Escuela Politécnica se
hizo uno de sus profesores (1796—1798). No obstante en el afio 1798 fue

luido entre los partici de la dicién de Napoledn a Egipto y
después se ocupb de idad i ivas y de organizacién en cali-

dad de prefecto del departamento de Isere (la ciudad principal es
Grenoble). Sélo en el afio 1817, Fourier pudo trasladarse a Paris y dedicar-
se enteramente a la actividad cientifica.

Los méritos cientificos principales de Fourier estan relacionados con la
resolucion del problema de la distribucién del calor. Ya en el afio 1807, pre-
sent6 en la Academia una memoria dedicada a la teoria de la difusién del
calor en un cuerpo so6lido. En el afio 1811 sigui6 la segunda memoria sobre
este tema. Al cabo de 11 afios, en 1822, Fourier public la “Teoria
Analitica del calor”, la cual ejerci6 una enorme influencia en el desarrollo
de las matematicas.

Founer compartia la conwccn()n sobre la significacién universal y la

ia del analisis infini l. En su p i6n, el analisis es
tan amplio como la propia naturaleza; refleja sus leyes principales, desta-
cando su claridad y precisién, y principalmente la posibilidad de llegar has-
ta las aplicaciones numéricas. El analisis de un fendmeno fisico, en esencia,
se culmmaba cuando se lograba expresar sus rasgos fundamentales me-

diante difi iales. En lo que a los principios de cons-
trucci6n de la teoria ati por indicacién de Fourier, éstos
asi como los pri dela anica, se ded de un peq nimero
de hechos por cuya causa las matematicas no se interesa, considerandolos
como Itados de las observaci confirmadas por los datos del experi-
mento.

La propagacién del calor, asi como de la luz, Fourier la representaba en
forma de flujo de particulas elementales, las cuales penetran libremente a
través del medio. La cantidad elemental de calor dQ que fluye a través de
una lamina Sdx en el tiempo d con dif ia de dv
la relaciéon, encontrada empiricamente

dv
dQ = —kS % ar
Q di

(k es el coeficiente de conductividad, el cual depende del material de la l4-
mina) (fig. 54).
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Partiendo de esta expresion de la densidad del flujo calorifico, se hace
el calculo del balance de calor en el tramo por unidad de tiempo (en lo fun-
damental esto se realiza del mismo modo que en nuestra época) "y se llega

a la ecuacién &
= 02AY,

dt
donde A es el operador de Laplace.

NRNR

7,

az
Fig. 54

Esta ecuacion, Fourier la integra con diferentes condiciones de contor-
no dadas. Se da o bien la distribucién de temperatura v en el limite o el flu-

jo calorifico :—: osu relacién% . :—% . Para la resolucion de la ecuacion de
conductividad del calor con estas condiciones de contorno Fourier elabor6d
el método de separacion de variables, conocido actualmente como método
de Fourier. Logro resolver los problemas de conduccion del calor para los
casos particulares de la esfera, el anillo, el cubo y el cilindro. El rasgo
caracteristico del método de Fourier es, como se sabe, el desarrollo de las
funciones segun las funciones proplas encontradas Fourier aplico sistema-
ticamente el desarrollo de f en series tri étricas del tipo

Sfx) ~ Z (a, cos nx + b, sen nx).
0
Aunque las series de tal tipo eran conocidas antes, después de la apari-
cion de la “Teoria analitica del calor” recibieron el nombre de series de
Fourier, conservandolo hasta el momento. Fourier aplica las series trigono-

! Véase A.H. Titxonos, A.A. Camapckifl. Ypashenne MatemaThuccrofl dusnxit. M.,
TTH, 1951, cTp. 172. (A.N. Tijonov, A.A. Samarski. Ecuaciones de la fisica matematica.)
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metricas no sélo para n entero, sino también en casos mas complejos cuan-
do n se determina por la relacién trascendente tg nw = an (@ = const > 0).
En los trabajos de Fourier se encuentran incluso desarrollos mediante fun-
ciones de Bessel.

El aparato de las series trigondmetricas dio la posibilidad a Fourier de
expresar con su ayuda las funciones de naturaleza muy general. Fourier
practicamente podia desarrollar en serie cualquiera de las funciones que en
aquel entonces se le podia proponer. Por ello tenia derecho a afirmar que
con ayuda del aparato indicado se puede dar la expresion de funciones “ab-
solutamente arbitrarias”, diendo por esto las funci que
de partes arbitrarias de funciones conocidas en el anlisis. El no pudo dar
una demostracion rigurosa asi como, naturalmente, eliminar una serie de
imprecisiones. El método de Fourier fue perfeccionado por Poisson, Di-
richlet y especialmente Ostrogradski. Este ltimo en una serie de memorias
de los afios 1828—1836 formul6 este método en forma general, lo sufi-
cientemente general para resolver el problema para cualquier cuerpo soli-
do, limitado por una superficie sin singularidades. En estas memorias fue
deducida por primera vez (1828) la formula de Ostrogradski—Gauss men-
cionada antes, fue dado su tratamiento y generalizacion (1834) a una re-
gion n-dimensional,

g(z %ii oy = S_".' ds.
v = i \2
o X Gs)

i=l

El mismo resolvio el problema sobre la conductividad del calor en un
liquido y enuncié en el afio 1831, mucho antes que Riemann, el principio de
localizacién: la convergencia en un punto de la serie de Fourier de una fun-
cién absol integrable depende s6lo de sus valores en una vecindad
tan pequefia como se quiera de este punto. Ademds, una investigacion
atenta muestra que el principio de localizacién de las series de Fourier no
formulado en forma explicita se utiliza en una serie de trabajos de los con-
temporaneos de M. V. Ostrogradski. Este principio se puede advertir en las
obras del propio Fourier y también en las obras de Dirichlet (1829) y Lo-
bachevski (1834)

La referencia, en los trabajos histori ati de la formulaci6
y la demostracion del principio de Fourier a los méritos de Riemann, se
fundamenta en el trabajo de este iltimo “Sobre la posibilidad de represen-
tacion de la funcién mediante una serie trigonométrica”. Este trabajo fue
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presentado por Riemann en el afio 1853 en la Universidad de Gotinga pero
resultéd conocido en el afio 1867 después de su publicacion. El trabajo con-
tiene un interesante recuento de la historia de esta cuestion y por ello remi-
timos a &l al lector V.

Las investigaci icas de la conductibilidad térmica antece-
dieron la creacién de una ciencia més general sobre el calor, la termodina-
mica. En lo sucesivo para su formacion se exigia la union de los métodos
mateméticos, que llevan su comienzo en Fourier con las ideas de S. Carnot
sobre el ciclo ideal (1824) y con la ley de conservacién de la energia, descu-
bierta en los afios 40 del siglo XIX por R. Mayer, H. Helmholz y J. Joule.
Esta union transcurrié a mediados del siglo cuando R. Clausius (1850) y
G. Thomson-Kelvin (1851) dieron la formulacion del segundo principio de
la termodinamica e i jeron el de pia. El perfecci
miento ulterior del aparato atico de la ter inamica esta vi
con la salida fuera de los limites del analisis matematico y la introduccion
de razonamientos terico-probabilisticos en la teoria cinética de los gases
de J. Maxwell (1860) y las representaciones estadisticas en la teoria de los
procesos calorificos de L. Boltzman (1871).

Como resultado de las investigaci de una serie de cientificos, el fisi-
co suizo Fick, para el afio 1885 pudo desarrollar la teoria cualitativa de la
difusion. Entonces se aclard que su primera ley sobre la cantidad de sustan-
cia difundida es analoga a la ley, advertida por Fourier para el calor. Preci-
samente, la masa de sustancia dm, que difunde durante el tiempo dt a tra-
vés del 4res S (ver fig. 54) perpendicular al eje Ox, se expresa por la férmu-
la

Tad

de
m = —-D-S * dt,
4 B dx

donde Zx—c es el gradiente de concentracion y D es el coeficiente de difusion,

el cual depende de la naturaleza de la particula y el estado del disolven}c y
la sustancia difundida. Si el coeficiente de difusion es constante se obtiene
la segunda ley de Fick

de _pd’c
dt dx?’
esto es, la i6n equivall ala ion de conduccion del calor.
En el desarrollo del analisis matematico la “Teoria analitica del calor”
sirvi6, después de los trabajos de Euler y sus 4 de i

a una nueva elaboracion de la teoria de las series trigonométricas. El es-

" Véase B. Puman. Cou. M., TTTH, 1948, ctp. 225—261. (B. Riemann. Obras.)
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fuerzo de Fourler por demostrar que cualquler funcién se puede desarrollar
en serie tri ica al de la mvesugaclbn del
problema de la rep ion de funci di series tr i-
cas en los trabajos de Dirichlet, Lobachevski, Riemann y otros. En estas in-
vestigaciones se formé una de las premisas para la creacion hacia fines del
siglo XIX de la teoria de conjuntos de Cantor, méas ampliamente, de la
teoria de funciones de variable real.
Sobre el aparat: atico de la Hemos citado ejemplos de
licacién del analisis atico en la rama de los fenémenos eléctricos y
magnéticos y ademas en la teoria del calor. Con estos ejemplos, el proble-
ma, naturalmente, no se agota. Los métodos analiticos penetraron en
muchas ramas de las ciencias naturales, adquiriendo en ellas el significado
de medlos operativos resoluuvos Casl en pnmer lugar penetraron en la
determi su La litica adquirié su
aspecto clésico precisamente como un estudio sobre las ecuaciones diferen-
ciales que exp las propiedades de las ias de cualquier sistema
mecénico. La investigacion de las propiedades de estas i y sus in-
terp i para casos parti adquirieron significado de problema
principal de la mecénica analitica. El papel decisivo en la construccién del
sistema de esta ciencia lo on a jugar los p lad les, 0
como se ha convenido en denominarlos, principios o leyes de la mecénica,
Supongamos dado un sistema, cuya posicién para cada momento de
tiempo ¢ dado esta definida por los valores de n pardmetros independientes
415Gy, -+, @y, €sto es, un sistema con » grados de libertad. Para la descrip-
cién de su movimiento se introducen dos conceptos: fuerza viva o energia
cinética 7 y funcién de fuerza o energia potencial U. Los conceptos de
energia cinética y potencial se contraponen, por esto frecuememente se
considera la funcién de Lagrange (antes ida bajo la i6n de
potencial cinético, el cual tenia un sentido no tan amplio):

L=T(4¢)=Ulg) (=12..,n).

Las ecuaciones del movimiento del sistema mécanico son en esencia las

diferenciales de L (introd por ¢l a fines del siglo
XVIID): doL _oL s
dt aq,  dgq; g

En calidad de integral de la ecuacion se obtiene la ley de conservacion de la
energia formulada a mediados del siglo XIX

T + U = const.

En el caso de movimientos perturbados, como consecuencia de la aplica-
cién de fuerzas exteriores P, a la derecha se agrega la correspondiente in-
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tegral:
T + U = const + [Pdt.

La resolucion e mvesugacnén de las ecuaciones diferenciales de Lagran-
ge fue una de las direcci fund les de la ica analitica del
siglo XIX.

Otro enfoque para formular los principios fundamentales de la mecéani-
ca consistio en que partian, no de las ecuaciones diferenciales, sino de cier-
tas integrales con respecto a las cuales se resolvia el problema variacional
de bisqueda de minimo. Por este camino se obtienen los principios va-
riacionales de la mecénica, el aparato fundamental aqui es el aparato del
calculo variacional. El primer principio variacional fue el principio de la
acci6bn minima. Fue enunciado por primera vez en el afio 1744 por Mauper-
tuis. La formulacién matemética rigurosa del principio perteneci6 a Euler,
las sucesivas generalizaciones a Lagrange, Jacobi, y Zhukovski. Mas tarde
surgieron otros principios variacionales, por ejemplo, el principio de
Hamilton—Ostrogradski o de otra manera el principio de accion
estacionaria .

El desarrollo de los métodos generales de integracion de las ecuaciones

difi iales de la amica, que 6 a mediados del siglo XIX, cons-
tituye una rama ind; i de las aplicaci del andlisis

En esta rama se id una clase de
ecuaciones diferenciales, la cual, no obstante, se expone a una pmfunda in-
vestigacion. Los resultad icos aqui estan 1 entrela-

zados con sus interpretaciones aplicadas formando la base teérica de todas
las disciplinas mecanicas.

En esta amplia rama de las aplicaci pod i solo algu-
nos logros de las aticas aplicadas 2. Asi por ejemplo, el problema de
la reduccion de las ecuaciones diferenciales de la mecénica a un sistema ca-
noénico de ecuacxones de primer orden en el caso de relaciones estacionarias
fue ad 1 yaa s del siglo (1809) por Poisson y
afos después (1834) Ito por Hamil Ostrogradski generalizo estas
ecuaciones para el caso de relaciones no estacionarias. El mismo redujo la
integracion de un sistema canénico a la integracion de una ecuacion no li-
neal en derivadas parciales. Esto mismo realizo6 Hamilton para el caso par-
ticular de relaciones estacionarias utilizando una analogia Optico-
mecanica.

) Hay un rico material sobre la historia de los principios variacionales en la coleccién
M., ®uamarrua, 1959 (“Principios variacionales de

la mecdni

").
) En el siglo XIX era areptado dividir las matemdticos en pura y aplicada.
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Segin las tradici blecidas, el aparato atico de la mecani-
ca, relacionado con la ideracion de los pri: i d les de es-
ta ciencia, se incluye enteramente en ésta. Nos adherimos a esto, ya que se-
parar en este campo las aticas y la 4nica es casi imposible. Sefia-

lemos sélo que los métodos del analisis eran y son principales
en la resolucion de los problemas més importantes de la mecanica: movi-
mientos de un cuerpo sélido pesado, teoria de la estabilidad del equilibrio y

de si materiales, etc.
Perfeccionamiento de los medios operativos de la teoria de ecuaciones
dify iales. Las aplicaci de los métodos del anlisis atico

constituyen partes importantes de disciplinas cientificas mixtas descubrien-
do, ante ellas y ante todas las ciencias exactas, nuevas perspectivas de de-
sarrollo y cambiando su composicion y estructura. Esto fue particularmen-
te notable en el desarrollo de los métod aticos de la 4nica y la
fisica. A su vez el proceso de amplio desarrollo de las partes aplicadas ejer-
¢i6 influencia sobre la estructura del propio analisis matemético.

En lo que respecta a la base cléasica del analisis matematico, esto es, el
célculo diferencial e integral y la teoria elemental de funciones, como fue
mostrado en el capitulo anterior, sufri6 una reconstruccion radical. En ella
fueron rigurosamente formulados en términos de la aritmética, los concep-
tos fund; \! imal inuidad, limite, diferencial, y otros.
El concepto de funcion adquirio el caracter actual muy general. Los teore-
mas recibieron precisi en su formulacion con indicaci bli ias
de las restricci precision del dominio de valores del argumento, forma
de la funcién, etc., bajo cuya observancia son validas. Las posibilidades
operativas de esta parte del anlisis, como resultado de la reconstruccién,

se ampl ignifi y las ded adquirieron un alto gra-
do de certeza.

En la teoria de las i diferenciales el refor i de su papel
de aplicacion resultd ademas vinculado con el pl i de probl
mas lios y la elab i6n de més generales. Asi, ya en la pri-

mera mitad del siglo XIX en la teoria de las ecuaciones diferenciales ordi-
narias practicamente se suprimieron los esfuerzos de bisqueda de métodos
concretos de integracion en cuadraturas. Se aclaro que el encuentro de tales
métodos era un fendémeno raro y las posibilidades eran insignificantes.
Fueron didos solo pocos resul , en particular relativos a la
ecuacion de Jacobi (1842):

(A, + B, + C)dx + (A\x + By + C))dy +
+ (Ax + By + C;): (xdy — ydx) = 0.

Entre las numerosas investigaciones en esta rama, ocupan un lugar no-
table aquellas donde se estudian las posibilidades de obtencién de la solu-
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cion de la ecuacion si se parte de un cierto niimero de sus integrales par-
ciales conocidas. Por ejemplo, en el afio 1878, Darboux demostrd que la
ecuacion

Ldx + Mdy + N(xdy — ydx) =0,

donde L, M, N son polinomios enteros cuyo mayor grado es m, puede ser
resuelta sin aplicacién de cuadraturas, si se conoce no menos de
'—'L(Tz—*'—ll + 2 integrales parciales algebraicas. Un aporte significativo en
la elaboracion de esta direccion fue hecho, en particular, por los matemati-
cos de Rusia: F.G. Minding, A.N. Korkin, V.P. Ermakov y otros.

Un lugar destacado lo ocuparon también los probl de la deducci6
de las condiciones de integrabilidad y la separacion de clases de ecuaciones
integrales en cuadraturas. 1 en calidad de ejemplo la deduccion de
Liouville de la condici6n de integrabilidad de la ecuacién especial de Ricca-
ti. Caracteristica en este plano es ién la deducciéon por Chebish
(1853) de la condicién de integrabilidad del diferencial binomial.

El planteamiento y la resolucion de los problemas mas generales condu-
cen como regla, a la ampliacion del circulo de conceptos. Como ejemplo
puede servir la teoria de las ecuaciones diferenciales lineales. Los tipos par-
ticulares de estas ecuaciones con coeficientes variables son: la ecuacion de
Bessel (conocida ademas ya por D’ Alembert y Euler), la ecuacién hiperge-
ométrica

x(—x)y " +lc—(@+b+ xly —abx =0

(que fue objeto de investigacion, en particular, por Euler en el afio 1778 y
por Gauss en 1812), la ecuacion de Legendre, Lamé y otros condujeron al
surgimiento de la teoria de las funciones especiales: cilindricas, esféricas,
etc. Los trabajos de Sturm y Liouville sobre la resolucién de la ecuacién

»7(x) + px)y(x) + Myx) =0

con valores dados de cierta funcion lineal de y e y * en dos puntos del eje x,
dieron el comienzo de la investigacion de la teoria del problema de contor-
no, denominado segtn el nombre de sus investigadores. Resulté que la re-
solucién de este problema conduce a la necesidad de desarrollar la teoria de
las ecuaciones integrales y la teoria de la descomposicion de la funcién me-
diante funciones fundamentales.

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, en su desarrollo,
siempre conservaron el mas estrecho contacto con los problemas de la
fisica y la técnica. Como fue mostrado antes, el mayor significado préactico
lo tuvieron las ecuaciones de segundo orden. Por ello, también en el plano
tedrico ellas atrajeron la mayor atencion. Para ellas, en primer término,
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fueron deducidos los tipos canonicos de hiperbélicas, paraboli-
cas y eli Los métod lados de r i6n de tipos aislados de
ecuaciones fueron’sometidos a una sistematizacién y una fuerte generaliza-
cion. Estos métodos en enorme medida incluian los resultados del calculo
variacional, de la teoria de funciones de variable compleja, de las series tri-
gonométricas y de otras partes superiores del analisis. Precisamente en vir-
tud de su significacion practica, estas ecuaciones resultaban ser centro don-
de se concentraban los resultados de diferentes ramas de las matematicas.
Asi mismo, en particular, se crearon las premisas para grandes analogias
caracteristicas para el analisis funcional actual y para las teorias generales
de las ecuaciones diferenciales.

Es necesario también mencionar que en aquella época se revel6 la im-
portancia practica de la ecuacién tipo

¥ Xy, Xy, ey x,)dx; = 0.

i=1

Estas ecuaciones atrajeron la atencion de Euler. Ellas fueron estudiadas
también por Monge. A comienzos del siglo XIX las investigd Pfaff. En los
afios 1814—1815 ¢l pudo mostrar que la solucidn de esta ecuacion (la cual
desde entonces recibi6 su nombre) consta de las relaciones

D,(x)5 000 X,) =0y dB(x;, ..., x,) =0
(i=12,..,n).

El surgido problema de Pfaff, de integracion de esta ecuacion con el menor
numero posible de i entre los ar x;(i=1,2,...,n) pro-
voch y p grandes di i Ademads, del enorme papel de este
problema en la creacion de la teoria geométrica de las ecuaciones diferen-
ciales y las aplicaciones de éstas a la geometria, ¢l obtuvo un gran significa-
do para la mecanica. Resulté que las relaciones noholénomas son
ecuaciones de Pfaff entre los desplazamientos vnrtuales Las ecuaciones de
Pfaff encontraron aplicacion también en termodina

Jacobi (quien denominé este problema con el nombre de Pfaff) obtuvo
numerosos resultados importantes sobre el caracter de las variedades in-
tegrales de esta ecuacion. Cauchy (1819) elaboré el método de las
caracteristicas, tras el cual aparecieron una serie de obras sobre teoria de
las caracteristicas para diversos tipos de ecuaciones de diferentes 6rdenes.

En el ambiente de completamiento rapido de la composicion efectiva y
las aplicaciones de la teoria de las ecuaciones diferenciales, adquiri6 un sig-
nificado decisivo la elaboracion de las ideas generales, las cuales unian y
organizaban, en lo posible, un mayor niimero de resultados. La formacién
de semejantes ideas generales constituy6 un rasgo caracteristico del analisis
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matematico del siglo XIX. Un significado especialmente importante ad-
qumé este rasgo en la teoria de las ecuaciones diferenciales. Aqui, ya era

ible partir del intuitivo de la existencia de soluciones
generales, las cuales restaban sélo encontrar por el método mas favorable
posible. Era necesario demostrar la existencia de las soluciones partiendo
de los el idos. Yaa i del siglo surgieron las prime-
ras demostraciones de los teoremas de existencia, tan caracteristicas para el
analisis contemporaneo. Estos pertenecieron a Cauchy. Estos teoremas
fueron demostrados para las ecuaciones diferenciales teniendo en cuenta
las condiciones del estado inicial, esto es, para los problemas actualmente
conocidos como problemas de Cauchy.

En las conferencias sobre anélisis, las cuales dict6 Cauchy en la Escuela
Politécnica, él dio la lucién de este probl en un pl i mas
sencillo. Dada la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden: y~ =
= f(x, y). Demostrar la existencia y unicidad de su solucién, con condi-
ciones iniciales dadas: x = x,; ¥ = y,. Cauchy demostr6 esto en el dominio

donde f(x, y) y % Jf(x, y) son continuas. Para ello partié del método de

Euler de integracion aproximada: en el segmento del eje de abcisas (x,, X)
sefialé los puntos con abcisas x,, X, , ... , X,_,; X, = X. De estos puntos ¢l
restableci6 las ordenadas:

Yo 3

= Yo + S (xg, Yo)x; — Xp);

Yy =9+ L 00 = X))

In = Yo + (% X)X, — Xp) + ... +
AL T RS ¢ S ) B

Los vértices de las ordenadas determinan un poligono que aproxima la cur-
va integral buscada. Queda demostrar la existencia de la funcion limite y =
= lim ¥, la cual satisface las condiciones del problema de Cauchy.

Esla demostracion de Cauchy la per 6 en 1844 su discipulo F.
Moigno. La condicién de Lipschitz, utilizada actualmente, fue introducida
por este tltimo en 1876. Enseguida J. Peano demostré el teorema de exis-
tencia por lo menos de una solucién del mencionado problema de Cauchy
en el dominio, donde f(x, y) es continua.

Cauchy pudo extender su método de demostracion de los teoremas de
existencia al caso de la ecuacion

Y = £GP0 oo I
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dadosx = X,y = yoyrespecnvamemcyg’ (i=1,2,..,n— 1)pormedio
de su reduccién a un sistema de ecuaciones de primer orden. Para el afio
1842, Cauchy demostré el teorema de existencia para un sistema lineal de
ecuaciones en derivadas parciales, indicando el procedi de reducci6
a esta forma de un sistema no lineal. La forma definitiva, segin expresion
de Poincaré, a los de la dio S.V. Kovalevsk (1874),
que demostré el teorema de exi ia y idad de las soluci de un
sistema de ecuaciones diferenciales

ﬂ =Sty x)y o5 %,

7 sl s ) (= 1,2, 00 m),

donde U = Ul Xy, Xy ene s X))

(i=12,..,m)
dados los valores iniciales

b=ty U = (X, X, .. %)

(i=12,..,m)
en el caso de holomorfia de las funciones f; y ¢;. Con estas condiciones Ko-
valevskaya demostrd que el sistema tiene, para suficientemente pequefios
t — t,, una solucién holomorfa, determinada univocamente por las condi-
ciones iniciales.

Finalmente, Picard en el afio 1890 desarroll6 la idea de Cauchy y cred

otro método de demostracion de los teoremas de existencia y unicidad ba-
sado en la demostracion de la convergencia de las aproximaciones sucesivas

Yos

N=d+ [ SO yp)dx;

X0

[ S0y )ax.
o

Ve =)y t+

Los teoremas de existencia tuvieron en la historia de las ecuaciones diferen-
ciales un significado de principio. Resolvian la cuestion sobre el rigor y la
validez de su aplicacién. Al mismo tiempo, los métodos de aproximaciones
sucesivas, aplicados en la demostracién de los teoremas correspondientes
creaban la base para la elaboraci6n de los métodos de integracién numérica
de las ecuaciones diferenciales.
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Para el siglo XX, las demostraciones de los teoremas de existencia se
convirtieron en parte inseparable de muchas investigaciones tedricas,
entraron en la norma del rigor matematico. En la teoria de ecuaciones dife-
renciales muchos trabajos fueron dedicados a diferentes generalizaciones

’del teorema de Kovalevskaya: para los casos de funciones no analiticas, de

soluciones no analiticas, del problema de unicidad en todo el dominio de
existencia de la solucién y no solo local, etc.

Penetracion en Ia teorh de las i dif iales de los métod
de otras disci C do desde los afios 70 del siglo
pasado, la teoria de ecuaciones diferenciales se completaba con dos direc-
ciones que no han perdido su actualidad aun en nuestra época. Tenemos en
cuenta la introduccion en este dominio de las aticas de las represen-
taciones teéricas de grupos y la creacion de los métodos cualitativos.

Ya mancionamos que F. Klein y S. Lie, después del estudio en Paris
junto a Jordan se propusieron como objetivo extender las teorias dadas de
grupos al mayor niimero posible de ramas de las mateméticas. Klein consi-
der los grupos continuos de las transformaciones geométricas, e investi-
gando las propiedades de estos grupos, en especial sus invariantes, cred la
clasificacion de las ciencias geométricas.

Lie, a su vez vincul6 (comenzando desde el aiio 1873) la teoria de gru-
pos con las investigaciones sobre ecuaciones diferenciales.

Cada ecuacién diferencial, Lie ideré posible rel la con un
grupo continuo de transfor i al cual la ion es un in-
variante. Los grupos considerados para esto contienen transformaciones
definidas por parametros numéricos

X0y, )

Tal género de correspondencia biunivoca de las transformaciones y de los
alSlemas de parametros es véhdo solo para pequeﬂas uanformaclones En

de las corr tranfor imales Lie
obtuvo la posibilidad de formar la clasificacion de las ecuaciones diferen-
ciales. Asi, distingui el grupo de las tranfor i que la

clase de ecuaciones diferenciales integrables en cuadraturas.

El punto de vista de la teoria de grupos, introducido por Lie, demostré
la estrechez de la clase de ecuaciones diferenciales resolubles en cuadratu-
ras y la falta de perspecuva de los esfuerzos de construccién de una teoria
general de difi iales en esta d ion. Por esto, en lo sucesi-
vo hasta advertir las posibilidades de aplicacion, las investigaciones de los
grupos continuos se llevaron a cabo en el plano de la construccién de su
teoria general. De esta ltima se distinguia la teoria de los grupos de Lie co-
mo grupos en los cuales el producto de dos transformaciones tiene,
como sus parametros, funciones continuas de los parametros de las
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transformaciones-factores
¥ = Fia, ... y 0,58, ..., 8,)

Mas precisamente, la teoria de los grupos continuos de transformaciones
surgi6 precisamente como la teoria de los grupos de Lie y adquiri6 un nivel
de generalidad cercano al actual, s6lo posteriormente.

El significado practico de las concepciones teéricas de los grupos para
las ecuaciones diferenciales surgio en la fisica matematica. Las ecuaciones
de la mecénica clasica, como se sabe, son invariantes respecto a las trans-
formaciones de Galilei. Las contradicciones, encontradas en la electrodina-
mica de los cuerpos en imi con los Itados de la anica clasi-
ca se aclararon después de la introd: de las transfor i de Lo-
rentz. Estas transformaciones

¢=3)
c

las encontro en el afio 1887 W. Vogt. El mismo demostré la invarianza res-
pecto a estas transfor i de la ion de la onda

(Au es el operador de Laplace).

Lorentz (1904) descubrié que si las trasformaciones de Galilei, esto es,

los giros, traslaciones del origen y las transformaciones de la forma

X'=x—uwy =yz =zt =1,

donde se utiliza la idea de trasmision instantanea de la interaccion de los
cuerpos, se susutuyen por las transformactones de Loremz entonces las
contr das pueden ser eli Poi , a su vez, de-
mostrd que las transformaciones de Lorentz forman un grupo. La idea de
la consideracion de las clases de ecuaciones diferenciales con diferentes
grupos de transformaciones obtuvo ademas realizacion practica.

Bajo la presion de problemas précticos, en particular de los problemas
de la mecanica celeste surgié y se desarrolld la teoria cualitativa de las
ecuaciones diferenciales. Por grandes que fueran los éxitos en la resolucion
de diferentes clases de ecuaciones diferenciales, ni uno de los métodos
podia ayudar en la resolucion de los viejos probl sobre el movimient
de tres cuerpos subordinados a las leyes de la mecanica newtoniana. Los
trabajos de Lie confirmaron la imposibilidad de resolucién en cuadraturas
de las correspondi i diferenciales. Los dos de resolu-
cién aproximada daban solo una solucién parcial del problema dado
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corresp a dadas en un intervalo finito. El
comportamiento de las curvas integrales en todo el dominio de existencia,
como exigian los problemas de la mecénica celeste no ayudaban a aclarar
ninguno de los métodos.

Poincaré en una serie de memorias, comenzadas en el afio 1878 y cono-
cidas bajo la denominacion comiin de “Sobre las curvas definidas por
ecuaciones diferenciales” investigé el problema si se puede 0 no y cobmo ca-
racterizar el comportamiento de la familia de las curvas integrales de las
ecuaciones y* = f(x, y) o del sistema

';x w.(x,y).v = ,(x, )
en todo el plano partiendo de las propiedades de las funciones 6 ¢, y ¢, .

En general, muchos de los trabajos de H. Poincaré estan dedicados a
las ecuaciones diferenciales. Ademas de los problemas de la mecanica celes-
te, investigo el problema de las oscilaciones de continuos tridimensionales,
estudi6 una serie de problemas de la conduccion del calor, la teoria del po-
tencial, el electromagnetismo, etc. En el curso de estas investigaciones
Poincaré enriqueci6 esencialmente la totalidad de los recursos operativos
de la teoria de las ecuacnones diferenciales. Estudi6 el desarrollo de las so-

i de las ife iales segiin un 0 de-
mostro el caracter asintético de ciertas series, las cuales expresan las solu-
ciones de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, investigd los pun-
tos singulares. Al parecer, los problemas practicos le sirvieron de estimulo
también para la elaboracién de los métodos cualitativos.

En matematicas se denominan cualitativos los métodos que dan la posi-
bilidad de aclarar las smgulandades de la solucién b da del probl
la exi y d de soluci y sus singularidades no realizando su
resolucion numérica.

Los métodos de Poincaré eran fi étricos, mas
exactamente, topoldgicos. Considerando la familia de curvas integrales
Poincaré separ6 los puntos singulares y les dio su clasificacion. Investigd
especialmente el caracter del comportamiento de las curvas integrales en la
vecindad de los puntos singulares. Para un tipo especial de curva integral, la
cerrada, a la cual se aproximan por espirales las curvas proximas de la fa-
milia, Poincaré introdujo la denominacién de ciclo limite. En calidad de
uno de los probl lubles por los métodos cualitativos, él estudio las
curvas integrales dadas sobre el toro. Poincaré dio las primeras aplica-
ciones de los d ivos al probli de los tres cuerpos. Mas tar-
de sus investigaciones sobre los clclos limites tuvieron aplicacion en la ra-
diotécnica (los trabajos de A.A. Andrénov).

El éxito de los métodos topologicos de Poincaré fue simplificado por la
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A.M. Ligpunov (1857—1918)

existencia de premisas en forma de ideas geométricas desarrolladas en la
teoria de funciones de variable compleja y en la geometria diferencial y
ademas por las ideas de la teoria de conjuntos de G. Cantor. La especifici-
dad de los mélodos aphcados por Poincaré consistia en que éstos unian la
teoria de las dife iales con la topologia. Esto condujo a su
vez a la formacién de la topologia como rama especial de las matematicas
en primer lugar en los trabajos de Poincaré mencionados antes. Dentro de
la propia teoria de ecuaciones diferenciales, para los métodos cualitativos
se arraigd la denominacion de topolégicos.

Casi simultaneamente con Poincaré, los métodos cualitativos fueron
introducidos en los trabajos de A.M. Liapunov (1857—1918). Educando
de la Universidad de Petersburgo y discipulo de P.L. Chebichev, Liapunov
comenzé en el afio 1882, por consejo de su maestro, la resolucién de un
problema astronémico concreto pero dificil: investigar la posibilidad de
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existencia de figuras de equilibrio, de una masa de liquido que gira, dife-
rentes de las elipsoidales. Enseguida el circulo de sus investigaciones se
amplié abarcando el problema de la estabilidad del equilibrio y el movi-
miento de los sistemas mecéanicos definidos por un nimero finito de para-
metros, la teoria del potencial y otros.

El problema general de la estabilidad, el cual acabamos de mencionar,
Liapunov lo redujo a la investigacion, mediante métodos cualitativos, del
compor de las soluci de un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias

dl =F 0 Xy, o s X500 (U= 1,200 n).
donde F; para pequefios x; es desarrollable en series convergentes segiin po-
tencias enteras de x, y

F(0,0,...,0) = 0.

Liapunov se neg6 a introducir la linearizacién de las ecuaciones, por
medio de la eliminacion de todos los términos no lineales, para aclarar la
cuestion sobre la estabilidad del movimiento. La estabilidad, segin Liapu-
nov, se relacionaba con el comportamiento en relacion a las perturbaciones
de los datos iniciales. En su tesis doctoral en el afio 1892, “Problema gene-
ral sobre la estabilidad del movi ?, Li defini6 rigurc
los conceptos principales de la teoria de la estabilidad, destacé los casos
cuando la linearizacion da la solucién a la cuestion sobre la estabilidad e in-
vestigd una serie de casos donde la linearizacion era insuficiente. En rela-
cién con esto, Liapunov resolvié muchas cuestiones de la teoria de las
ecuaciones diferenciales ordinarias: sobre la existencia y construccion efec-
tiva de soluciones periodicas de una clase de ecuaciones diferenciales no li-
neales, comportamiento de las curvas integrales de las ecuaciones en la ve-
cindad de la posicién de equilibrio, etc.

En una serie de trabajos (1903—1918) Liapunov dio la solucién del
problema, indicado por Chébichev sobre la forma de las figuras de
equilibrio de un liquido que gira unifor en condici de la gravi-
tacién newtoniana. Estableci6 la existencia de figuras de equilibrio proximas
a las elipsoidales, de un liquido homogéneo y débilmente heterogéneo. Re-
sult6 imposible separar las figuras de equilibrio no elipsoidales de las elip-
soidales. Liapunov demostré la inestabilidad de las figuras de equilibrio en
forma de pera, aceptadas en la teoria astronémica. No enumerando todos
los resultados sefialemos s6lo que los trabajos de Liapunov sobre estabili-
dad contienen hasta el momento, la mayor parte de los resultados obteni-
dos en este campo. Ellos contintian siendo fundamentales en el desarrollo
de la teoria de las i diferenciales y sus aplicaciones a la investiga-
cion de las oscilaciones de los si fisicos y ani
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En las aticas modernas, sistema fisico cuyo comporta-
miento en las proximidades de cada estado se describe por un sistema de
ecuaciones diferenciales de la forma

Tli = F(x;, X, ..., X,) (i =1,2,..,n,teseltiempo),
recibe el nombre de sistema dinamico. La teoria general de los smemas di-
namicos estudia el conjunto de todos sus movimi corresp a

todos los posibles estados iniciales. La teoria de las ecuaciones diferenciales
en la época de los trabajos de Liapunov y Birkhoff (este ltimo comenz6 a
elaborar la teoria general de los sistemas dinamicos en el afio 1912) no esta-
ba en condiciones de estudiar ni la resolucién del problema sobre el movi-
miento de los sistemas dinamicos en todo el dominio de definicion, ni el
comportami de las sol en las proximidades de los puntos singu-
lares. Por esto en la teoria general de los sistemas dinamicos gran significa-
do lo adquieren los métodos cualitativos.

La aplicacién de los métodos cuahtanvos. adcmﬁs se simplifica con las
representaciones geométricas de los si La lidad de los
estados posibles de estos (iltimos se trata como una variedad n-dimensional
denominada espacio de fase del sistema. Como puntos de este espacio sir-
ven los diversos estados P del sistema dinamico. La totalidad de todos los
movimientos de un sistema dinamico.se representan como un grupo de
transformaciones del espacio de fase. El movimiento independiente se ca-
racteriza por el movimiento del punto P segiin su trayectoria. El papel de la
teoria de grupos para la teoria de los sistemas dinamicos es tan grande que
en la actualidad un sistema dinamico se da precisamente como un grupo de
transformaciones.

La teoria general de los sistemas dinamicos es una rama actual de las
mateméticas, surgida de las aplicaciones practicas de la teoria de
ecuaciones diferenciales.

La historia de la teoria de las ecuaciones diferenciales en el siglo XIX y
sus aplicaci esta aiin débil estudiada. Se conocen muchos hechos
de esta historia, en verdad muy diversos. Las leyes tedrico-generales se ob-
servan aun con dificultad. El presente capitulo es uno de los pocos intentos
de aclaracion de los puntos de partida y leyes principales del desarrollo de
esta rama de las matematicas. En ella: a) se muestra la influencia creciente
de los problemas de la practica, que se complican rapidamente, en el anali-
sis atico en su formulacion clasica; b) se indican los métodos de
transformacién del aparato del anlisis, en especial de la teoria de las

diferenciales y la liacion del dominio de sus aplicaci 5:6)
se aclaran algunos rasgos del proceso de aparicién y desarrollo de los ele-
mentos de la teoria general de las ecuaciones diferenciales (los teoremas de
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existencia, los métodos cualitativos, las ideas de la teoria de grupos) d) se
sefiala el ajuste de las relaciones de la teoria de ecuaciones diferenciales con
otras ramas de las matematicas (topologia, teoria de grupos, geometria,
teoria de funciones), la aparicion de los elementos generales y la interpe-
netracion de los métodos.

7.5. Creacién de la teorfa de las funci de variable leji

Sobre las premisas de la creacion de la teoria general de funciones de

variable compleja. La actual teoria de funci de variable leja abar-
caund d amplio dominio de las i Con esta de-
nominaci6n se llama un > grande y ramificado de disciplinas mate-

maticas, teoricas y aplicadas. Enumerar todas estas disciplinas, més aun,
caracterizarlas, es una cuestion dificil y voluminosa, incluso si se limita s6-
lo a funciones analiticas. El hacer participar en la investigacion de las fun-
ciones no analiticas, pero que poseen ciertas propiedades de funciones
analiticas (tenemos en cuenta la teoria de funciones casi analiticas y mono-
génicas, transformaciones interiores y casi conformes, etc.) amplia mucho
el dominio de la teoria considerada por nosotros y refuerza las dificultades
del analisis de las vias de su formacion.

Para el tratamiento en el presente capitulo ellglmos las cuestiones relath
vas a la inclusion en las icas de ob]elos inarios y compl
pre do menos ion a la pr d analitica de la funcién, esto es, a
su representabilidad como serie de potencias

f(x) = ay + a,(x — xp) + @y(x = X + ... +a,(x = X)" +

Nos consideramos con el derecho a proceder asi ya que sobre la historia
de la clase de las funciones analiticas y sobre el, relacionado con esta clase,
aparato de las series de potencias ya hemos expuesto algin material.

Consideremos inicialmente la cuestién sobre las premisas de la creacion
de la teoria de funciones de variable compleja, acumuladas hacia el siglo
XIX.

El concepto de niimero imaginario y después complejo se conoce en las
matematicas y se utiliza desde tiempos remotos. La historia de su surgi-
miento refleja aquel rasgo general de desarrollo de los calculos matemati-
cos donde la introduccién y utilizacién de las operaciones inversas condu-
ce, como regla, a la necesidad de ampliacion del dominio numérico. Asi, la
introduccién de la sustraccion necesité al fin y al cabo de la complementa-
cion de la serie natural con los nimeros negativos, la division condujo a la
ampliacion de la serie natural hasta el conjunto de los niimeros racionales.
A su vez la operacion de radicacion result6 la causa operativa de introduc-
cion del concepto de niimero real. El caso particular, cuando se trata de la
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extraccion de raiz de potenma par de un niimero negativo exigia la intro-
duccién de los ni io:

Sélo en el siglo XVI en relacién con la resolucién algebraica de las
ecuacidnes ciibicas R. Bombelli (1572) se apart6 del tratamiento de los nui-
meros imaginarios como misteriosos o absurdos y elaboro las reglas de las
operaciones aritméticas con los nimeros imaginarios. No obstante, aun en
el curso de mucho tiempo, a pesar de algunas ideas exitosas (por e)emplo,

de Wallis) respecto a la interp ion de los nii inarios y
complejos, su naturaleza no fue comprendlda y la relacion con ellos era co-
mo con cierta b ural en las aticas. Incluso en el afio

1702 G.W. Leibniz escribié que los niimeros imaginarios es un hermoso y
maravilloso refugio del espiritu divino, casi como la duabilidad entre la
existencia y la no existencia. En la historia no hubo insuficiencia en seme-
jantes afirmaci sobre las propiedades misticas de los imaginarios, tam-
bién por parte de otros cientificos.

La poca claridad del concepto de niimero complejo no podia esconder
su utilidad en la resolucién de problemas concretos. Una gran cantidad de
los hechos acumulados dio motwo a los matematicos del siglo XVIII para
trasladar el deloi io ién al campo de las magnitudes
variables. Ya que este traslado se realizaba para casos concretos, entonces
en dependencia del caracter del problema, las magnitudes imaginarias se
representaban frente a los investigadores con diferentes “apariencias”:
fisica, geométrica o incluso analitica. El problema de la interpretacién
cientifica de los niimeros complejos se resolvia a la vez en diferentes pla-
nos, junto con el desarrollo general del analisis matematico.

Al parecer, los esfuerzos de Leibniz y Jo. Bernoulli fueron los primeros
en este siglo por introducir las op i con lejos, con el
objetivo de lograr los Itados mas 1 en la integracion,
Utilizando, para este objetivo, el desarrollo de las funciones subintegrales
en fracciones elementales, ellos utilizaron ampliamente las analogias. Por
ejemplo, en el afio 1704 Jo. Bernoulli afirmé que ya que la aplicacién al di-
ferencial

Py

de la sustitucion

t+1
lo transforma én el denominado diferencial logaritmico
adt
26t °
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entonces la aplicacion a

adz
b2+ 22
de la sustitucién imaginaria
P W
t+1
da el “diferencial del logaritmo imaginario™
adt
W=ibt

Una sustitucion imaginaria mas

=1 + Fl b2
t= - :

BV=T - : - b2
y junto a la relacion recién establecida entre arctgib y
b—2V=T1

Int=Ln ———
b+ zV-1

Jo. Bernoulli encuentra atn la relacién,

d (arc sen bVr) = (\/l_l Ln t),

Semej étodos permiten la lacion de dos sobre las canti-
dades imaginarias pero no aclaran sobre su naturaleza. Por esto es
comprens:ble que cada uno de los intentos de introducir los numeros

lejos por una via formal operativa ducia a di en
ocasiones muy encarnizadas.

En calidad de ejempl i la discusion sobre la natumlcza de

los logaritmos de las itud ivasy lejas, la cual 6 en

¢l afio 1712 entre Leibniz que conslderaba los logaritmos de los niimeros
negativos como imaginarios y Jo. Bernoulli partidario de que eran reales.
Para ello Jo. Bernoulli se apoyaba en el resultado “demostrado” por él, de
que

Iny = In(=y).
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En la discusion participaron una serie de cientificos entre ellos D’ Alembert
y Euler. No ob ésta no se igud incluso di és de que en el afio
1749 Euler descubrié la multiformidad del logaritmo y propuso una de-
mostracion, para aquel tiempo, convincente.

Euler parti6 de la ecuacion

i
x=e= (1+1¥),

esto es, en la forma actual de escritura

1\
x = e = lim (1+~5)A

Aqui como ya hemos ionado / es un ni “infini grande”.
Resolviendo esta ecuacion respecto a y, Euler obtuvo

1
=Inx=i( -1,
esto es '
=Inx = lim n(x" — 1).

1
Aqui x es una raiz con un indice infinitamente grande. El tiene un niimero
infinito de valores. Todos sus valores son diferentes; en general son imagi-
narios. Por consiguiente, el logaritmo también tiene un conjunto infinito
de valores diferentes, los cuales se diferencian en un niimero, multiple de
2xV—T1. En efecto

x=a+ bV—1 =p(cos ¢ + V=1 sen ¢) =
= e°(cos ¢ + V—1 sen 0).
De aqui
=hx=c+(@+2\V-1) (A=0,1,2,3,..).
Uno de los valores del logaritmo de un niimero real positivo es real, los res-
tantes son imaginarios. Los valores de los logaritmos de los nimeros nega-
tivos e imaginarios son todos imaginarios.

El impulso decisivo a la i ducci6n de los ni imaginarios en el
analisis matematico fue dado cuando quedé clara su utilidad en la resolu-
cién de ecuaciones diferenciales de la fisica matematica. Esto se revel6 en
las obras de D’Alembert (1752) y Euler (1755) sobre hidrodinamica. En es-
tos trabajos fueron utilizados los resultados de Euler (1734) y Clairaut
(1739) equivalentes a la afirmacién que la expresion

Pdx + Qdy
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¢s un diferencial total de cierta funcion ¢(x, y), si

=90

dy  ax

D*Alembert resolvio el problema del contorneo de un cuerpo sélido por
un liquido (k éneo y sin ideracion del peso). Desi doporpygq
las componentes segtin los ejes de las velocidades de las particulas que flu-
yen a través del punto M (x, y), encontré de la comparacién de sus diferen-

ciales totales las ecuaciones

08y 99, 6. 0P My
ax  dy dy  ox

las cuales se interpretan como la condicién de que

pdx + pdy 'y pdy — qdx
sean diferenciales totales. Estas ecuaciones fueron obtenidas también por
Euler.

Ahora ya no resulta dificil determinar un par de funciones arménicas
conjugadas, las cuales sean soluciones del sistema de ecuaciones de
D’Alembert—Euler. Se deberia s6lo aplicar el método propuesto por
D’Alembert en el caso de la ecuacion de la oscilacion de una cuerda. Sean

pdx + qdy = du, pdy — qdx = dv.

Entonces
du +V=T1v) = (p + V=1q) d(x + V=1y),
du +V=1v) = (p—V=1g)d(x — V=1y).
De aqui
— du + V=1v)
V=lg = —————— = o(x + V=1y),
s @ dix + V=1y) ¥
d — V=1v)
—-V=lg=—"——"_""= —V=1y).
& ST e )
Las funci armonicas conjugadas, como ahora no es dificil advertir

representan la pane real e imaginaria de una funcion de variable compleja.
Euler, do un resultad: al y no teniendo la posibilidad de
darle una mterpretacibn adecuada expreso las funciones armonicas conju-
gadas en forma de series segin polmomlos armonicos homogéneos, repre-
do asi los nu jos tanto en forma algebraica como trigo-

nométrica.
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Hacia medidados del siglo XVIII, en la practica matemmca entraron
diferentes en la comprensién del nimero jo, tanto variable
como constante. Los mayores méritos en esto pertenecen a Euler. En una
serie de monografias dedicadas a la construccién general del anélisis
(“Introduccion al andlisis infinitesimal”, tomos 1—2. “Calculo
diferencial”, “Calculo integral, tomos 1—3) considerd posible incluir en un
sistema general también a las funciones analiticas de variable compleja. En
la “Introducci6n al anlisis infinitesimal” (1748), Euler introdujo la va-
riable compleja en calidad del concepto mas general de magnitud variable,
utilizando los niimeros complejos en el desarrollo de funciones en factores
lineales. Introdujo por primera vez las férmulas (las citaremos en el simbo-
lismo usual a nosotros):

Z = z * 1
e —}i_xﬂ |+~’; s lnz=ll_§nn(z"—l);
(cos z & isen z)" = cos nz + i sen nz,

y ademas las formulas de relacion entre las funciones trigonométricas y ex-
ponenciales
e+iv + e—iv e+iu_ E_i"
cosv=————; senv=— —
2 i 2i

e = cos v + i sen v.

Si se considera todo el conjunto de resultados establecidos por Euler y sus
contemporéaneos, entonces se puede llegar a la conclusion de que los resul-
tados fundamentales de la teoria de las funciones elementales de variable
compleja estaban ya en su mayor parte reveladas.

En lo que se refiere a la diferenciacion e integracion de funciones de va-
riable compleja, Euler suponiendo que

S+ iy) = ulx, ») + iv(x, »),

actud con ellas como con un par de funciones de variable real. Ademds en
una serie de trabajos (1776—1783) utilizé los niimeros complejos en el cal-
culo de integrales. No formulando exphcitameme. Euler destacé la clase de
funciones analiticas de variable a ellas el
principio de simetria consistente en que cada funcién Z(z) donde zZ=x+
+ iy tiene la forma

Z(x + iy) = M + iN,
ycuandoz = x — iy
Z(x — iy) =M — iN.
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Si ahora se considera la integral

[ zdz = v,
donde
z=x%iy, V=P+iQ,
entonces
P +iQ = [ (M + iN)dx + idy),
—iQ = [ (M — iN)(dx — idy),
de donde

P = Sde—Ndy, Q= SNdx+Mdy.

Como se indico antes, la condicién de que la expresion subintegral es un di-
ferencial total conduce a las conocidas condiciones de D’ Alembert—Euler
D’Alembert—Euler
oM N ON _ M
T wy
En otros casos Euler utiliza
z = v(cos ¢ + isen p).

Poniendo aqui ¢ = const, Euler integra de esta manera a lo largo de un ra-
yo que parte del origen de coordenadas.

El trabajo de Euler “Sobre la representacién de una superficie esférica
en un plano” (1777) no sélo contiene la idea, sino que précticamente intro-
duce la proyeccion conforme de las regiones de la esfera sobre el plano.
Euler denomin6 a estas transfor i j en los 2. El
término “conforme” fue utilizado por primera vez, al parecer, por el aca-
démico de Petersburgo F. Schubert en el afio 1789. Considerando la longi-
tud  y la latitud « de una superficie esférica, las cuales corresponden a las
coordenadas cartesianas x e y de los puntos del plano, Euler dedujo las
condiciones generales de la transformacion conforme en la forma

dx = pdu + rdt cos u,
dy = rdu — pdt cos u,

de donde dx + idy = (p + ir)(du — idt cos u).

Mediante la sustitucién

w u .
= — +— )yz=Ins— it
Tepe ey
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ésta se transforma en
dx + idy = (p + ir) cos u dx.

Jeométri esto corr

esfera en el plano

de a: la proyeccién estereogréfica de la

¢ =s(cost + isent),
la transformacién del plano { mediante el logaritmo
=In¢{=Ins + it

la reflexion especular en la parte real del eje z = ¢. Tal transformacién con-
forme de la esfera (sin polos) sobre el plano

=lns—it=Intg (T +%) -
ns — i ng(4+2) it

se denomina proyeccion de Mercator en cartografia V).
Por esto
x + iy = 2I'(z)

=2(ns — it), x — iy = 2l'(n s + it),

I'(z) es una funcién analitica con valores reales para z real de donde
x=D(ns - it) + T(Ins + it),
=T(ns — it) — T(n s + it).

De este modo, ya Euler logro resolver practicamente el problema general
de la transformacion conforme de la esfera en el plano.

La literatura matematica del siglo XVIII, en el plano que nos interesa
aqui, representa una mezcla abigarrable de resultados importantes, los
cuales sacan a luz la naturaleza de las magnitudes complejas, las no menos
lmponanles aplicaciones de éstas a la hldrodmamlca cartografia y otras

bund. errores e imp! i en la utilizacion de los ob-
jetos imaginarios. Las diferentes interpretaciones de los niimeros comple-
jos alin no se habian formulado en una concepcién tinica, mas aun esto se
refiere a las variables complejas. Sin embargo, todos los elementos necesa-
rios de la teoria general, los cuales abarcan las propiedades de las funciones
de variable compleja, en lo fundamental estaban formadas, habia llegado
el momento de la creacion de esta teoria. Este momento coincidié con el
arribo del siglo XIX.

") Véase A. 1. Mapkyuiesit. Ouepki no HCTOPHH TeOpHH ananiTieckix dynxuil. M.,
Tocrexusnar, 1951, crp. 33. (A.I. Markushevich. Ensayo sobre teoria de las funciones
analiticas.)
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de los de la teoria de funciones
de leja. La etapa si de la historia de la teoria de fun-
cxones de variable compleja estuvo caractenzada por la introduccién de de-
preci de los fi les. Ante todo se trata
del surgimij de las interpr i étricas del pto de niimero
lejo. Estas interp fueron las primeras que se destacaron en
forma explicita de la masa de resultados acumulados en calidad de objetos
de estudio especial sistematico. En el afio 1799 y en afios sucesivos sur-
gieron una serie de trabajos en los cuales se daban interpretaciones més o
menos das del niimero y se definian las reglas de opera-
ciones. Lo general en todos los trabajos era la introduccién de un plano,
sobre el cual los niimeros complejos se representaban o en forma de punto
o en forma de segmento dirigido.

La representacion geométrica de los niimeros imaginarios y las opera-
ciones con ellos fueran denominadas por C. Wessel (en el afio 1799), Biot y
Argand (en 1806), Gauss y enseguida por muchos otros cientificos. No obs-
tante, ellos conjugaron esta cuestién con problemas concretos en otros
campos de las icas. Un tr i tedrico lo sufici ge-
neral de la cuestion surgié inicialmente en los trabajos de Gauss y después
en los trabajos de Cauchy.

C. Wessel, especialista en agrimensura, en el trabajo “Sobre la repre-
sentacién analitica de la direccion” (1799) propuso el problema de la bis-
queda de una expresion analitica de la longitud y direccién de un segmento
sobre el plano. Para ello utiliz6 los niimeros complejos

z—x+\/ 1y = r(cos ¢ + V—1 sen ¢),

por el camino aclaro su esencia y relacién con los niimeros reales, para cu-
ya representacion es suficiente con una recta. Sobre los ejes coordenados
introdujo los segmentos unitarios

+1, =1, +e(= V=1), —¢

general pués este procedimi con la adicién de una tercera co-
ordenada espacial unitaria 7. Los niimeros representados eran vectores
desde el origen de coordenadas, sobre éstos estaban definidas las opera-
ciones y resuelta una serie de problemas incluso hasta la expresion analitica
de la rotaci6n.

Escrito en danés, el trabajo de Wessel quedé durante largo tiempo inad-
vertido. Una popularidad mas amplia, pero no inmediatamente obtu-
vieron los trabajos, aparecidos en el afio 1806 de Argand y Biot. En éstos se
realizada la misma idea de representaciéon de un nimero imaginario por
medio de la col i6n de un per dicular al eje real. Gauss do-
minaba la idea de representacién de un nimero complejo como elemento
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de un espacxo bldlmensmna]. pero durante mucho tiempo no le dedicé a su

ion un trabajo 1, ya que desde su punto de vista era necesario
contar con las convicci de los 4aneos. Sélo en 1831 Gauss
publicé un trabajo sobre la teoria de los residuos bicuadraticos, donde ex-
puso la fundamentacién tebrica y la interpretacion geométrica de los niime-
ros complejos, dandoles por primera vez la denominacién que se ha conser-
vado hasta nuestros dias. Para comprender mejor lo profundamcme que
penetr6 Gauss en la teoria de los ni fici citar un
fragmento de una carta de Gauss al astronomo y matemauco Bessel (1811;
publicada sélo en 1880). En esta carta, con motivo de la introduccién por él

del logaritmo integral li (x) =

derse por § ¢x - dx parax = a + bi?. Evidentemente si se quiere partir de
conceptos claros es necesario admitir que x, pamendo del valor para el cual
la integral debe ser cero, medi: incr infinitesimales (cada uno de
la forma a + bi) pasaax = a + biy entonces se suman todos los ¢x - dx.

Asi el sentido (de la integral) queda completamente establecido. Pero el
paso se puede realizar de infinitas maneras: asi como la totalidad de las
magnitudes reales se pueden imaginar en forma de una linea recta infinita,
también la totalidad de todas las magnitudes reales e imaginarias se pueden
imaginar mediante un plano infinito, cada uno de cuyos puntos de abcisa a
y ordenada b representara a la magnitud @ + bi. El paso continuo de un va-
lor de x a otro @ + bi se rep di: una linea, posible-
mente de infinitas maneras. Afirmo ahora que la integral S @x * dx para dos
cambios distintos siempre conserva un mismo valor, si dentro de la parte
del plano comprendida entre dos lineas representantes del cambio, ¢x no se
hace infinita. Este maravilloso teorema, cuya demoslracnon no es dificil yo
la daré en un caso ad; do. El estd lado con otras verdad
magnificas relacionadas con el desarrollo en series”.

En este fragmento se contiene mucho: la interpretacion precisa de los
nimeros imaginarios, la definicion de integral en el plano complejo, el te-
orema integral (conocido actualmente como teorema de Cauchy), el de-
sarrollo de una funcién analitica en serie de potencias. En esta misma car-

3 dx b
ta, Gauss considerd S T y su valor en el punto x = 0. En cada recorrido

alrededor de este punto a la primitiva y = log x se le afiadira un sumando
constante = 27wi.

El esclarecimiento del sentido de la integracién en un plano complejo
tuvo un significado especialmente grande, ya que la utilizacién de las va-
riables complejas en los calculos de integrales definidas dificiles ejercio, al
parecer, la mayor influencia en aquella época sobre el desarrollo de la
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teoria de funci de variable leja. Laplace (1749—1827) en una se-
rie de trabajos, (1782—1812) muchas veces acudi6 a la ayuda de los imagi-
narios en la integracion de funciones. Desarroll6 el método de resolucion
de i lineales en dift ias y diferenciall ido bajo la deno-
minacién de transformada de Laplace: la funcién incognita y(s) se re-
emplaza por la integral S o(x)x5 ds o [ o(x)e=* dx, donde ¢(x) es una
nueva funcién incognita. Esta transformacion transforma, como decimos
actualmente, la funcién original (1), 0 < t < o en la funcién

F(p) = Tf([)e"" dt
0

de la variable complejap = a + u Las transfonnacwnes necesanas (cam-
-

bio de variable en la i segin d if a
la del eje real) Laplace aun las considera como mstrumentos del descubri-
miento”, un método cémod: j aunai . Su valor
real naturalmente, es mayor: con ayuda de la transformacién de Laplace y
d 4l se 1 en forma efecnva muchos problemas de

1 ia, hidrodinami duccién del calor, ya que asi
en las corr di i diferenciales lineales en derivadas par-

ciales, el niimero de variables se simplifica. Especialmente amplia es su
aplicacion en el calculo operacional.
Los resnl(ados de Laplace y otros cientificos que se ocupaban de
se fan de esta manera durante el estudio de las
propledads de las series de potencias mediante el paso de los términos re-
ales de la serie a términos complejos. La integracién en el campo complejo
es posible que alin no existiera; se integraban funciones imaginarias por el
argumento real. Una nueva idea en esta direccion fue expresada por Pois-
son (alrededor del afio 1820): elegir el camino de cambio de variable entre
limites reales segiin una sucesién de valores complejos. El objetivo de esto
era superar las dificultades relacionad n la iedad de las integra-
les, debido a la conversion de la funcién subintegral en el infinito. Segiin
expresion de Poisson.
+
dx
%

“no es una suma de diferenciales” ya que
1

X

=00,
x=0
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Pero si se introduce la sustitucion
X = —e% = —(cosz + isenz)
y se integra en z de 0 a (2n + 1), entonces la integral resulta igual a
—(2n + mi. De esta misma manera
+1

§d" = =18 " feos (m — D@a + Dr - 1.

xm

Bajo la presion de los problemas practicos, las dificultades relativas a la
aplicacion de las variables complejas fueron, en lo fundamental, superadas
por una serie de cientificos. Madurd la necesidad de una elaboracion siste-
matica de la teoria de funciones de variable compleja y sus relaciones con
las demas partes del andlisis infinitesimal. El cumplimiento de esta tarea,
en una parte considerable toco su suerte a Cauchy.

En el “Anélisis algebraico” y el “Resumen de las conferencias sobre cal-
culo diferencial e integral”, Cauchy, como se sabe, se esforz6 en contruir
un sistema objetivo y riguroso del analisis infinitesimal. En este sistema en-
contraron repercusion los esfuerzos por sistematizar los resultados rela-
cionados con la utilizacion en el anlisis de los nimeros complejos y las
cantidades variables. En las conferencias de Cauchy, en esta rama, no apa-
rece nada esencialmente nuevo, en i6n con los pred y

& La variable leja aqui, en lo fund: | aun era sO-
lo un medio auxiliar para la resolucién de problemas dificiles del célculo in-
tegral; en la introduccion de las operaciones era grande el elemento de la
analogia.

No obstante, el mismo esfuerzo por la construccién de un sistema de
analisis, naturalmcme. obhgé a Cauchy a la aclaracion del sentido de los

ot i con los i inarios. Los primeros
resultados csencnales de Cauchy fueron publicados en el afio 1825 en dos
trabajos: “Memoria sobre la teoria de las integrales definidas” y “Memoria
sobre las integrales definid entre limites imaginarios”. El prime-
ro de ellos fue escrito atin en el afio 1814, En él, el objetivo era atn el mis-
mo que antes: aplicar las magnitudes imaginarias al célculo de integrales
definidas. El punto de partida de Cauchy es la relacién

XY YXx
|| @y adyax = [[f&xy) axay,
*oYo YoXo

conocido ya por Euler (1769). A continuacién Cauchy elige dos funciones S
y V que satisfacen las ecuaciones de D’Alember-Euler:
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V. _3s as . _av

T TR W X
Esta condicion la satisfacen, como se sabe, las partes real e imaginaria de
una expresion analitica
Fx + iy) =8 + iV.
Colocando en las partes derecha e izquierda de la relacion inicial en lugar de

f(x, y) respectivamente las partes derecha e izquierda de la ecuacién de
D’Alembert-Euler, Cauchy obtuvo:

av as
HW" it ﬁﬁ“"""

Yo Yo%
as t av
20 dyidiim - VNS i

[[gore--[[5reo

%o Yo%

de donde

X 4
[ Ve, Y) = Vi pldx = [ [S(X,») — S(x, »)]dy;

Xy Yo

x Y

f [SCx, ¥) = SG, ol dx = [ [V(X,y) = V(x,»)]dy.

X »
Sélo un poco antes de la publicacion, Cauchy logré unir estas dos férmulas
en una para obtener la relacion respecto a las funciones de variable comple-
ja. La primera de las relaciones la multiplicé por / y la sumé con la segunda
relacion. Se obtuvo:

X X
[ Flx + i¥ydx — | F(x + iyy) dx =
Xo X0 Y Y
= j F(X + iy)idy — j F(xy + iy)idy,
é Yo Yo

v x
5 F(x, + iy)idy + j F(x + iY)dx =

Yo 4 Y
= S F(x + iyg) dx + SF(X + iy) idy

Yo y
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lo que es el teorema de Cauchy para la integracién por un contorno rectan-
gular:
| F@)dz= [ F(x)dz.
ADC ABC
Para esto Cauchy, independientemente de Gauss, indicé la necesidad de la
exigencia de que f(x, y) # o en los lados del rectangulo y dentro de él.
En la segunda de las memorias antes das, Cauchy escl: el

X+iY
sentido de la integral I f(z) dz (fig. 55). Para conservar la analogia
Xo+ivg
con las integrales de funciones de variable real y tener la posibilidad de tra-
tar la integral dada como limite de una suma integral, Cauchy indicod

¥
yl-__2 ¢
Yo|— — A 8
| |
4 &y X Z
Fig. 55

que se debe establecer para z = x + iy las relaciones:
x =x(1),y = y@).

4

Estas funci; deben ser
satisfacer las condiciones:
x(1y) = X5, ¥(tp) = Y, Xx(T) = X, y(T) =
Expresandolo de otra forma, la integral investigada, Cauchy la sustitu-

y6 por la integral a lo largo de cierta curva, la que une en el plano comple-
jo, los puntos (x,, ¥,) ¥ (X, Y). Teniendo en cuenta las ecuaciones de la
curva x = x(1), y = y(t) llegamos a la integral

T

j " + i) f(x + iy)dr.

fo

y continuasen laregion 4, < t < Ty
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Después de esto sigue la formulacion del teorema integral: si f(x + iy)es
finita y continua en el rectangulox; < x < Xey, < y < Y, entonces el va-
lor de la integral no depende del camino de integracion. Para su demostra-
cién Cauchy aplicé los métodos del calculo variacional. Precisamente €l
sustituy6 x(t) e y(¢) por valores proximos x(t) + eu(t), y(t) + ev(t), cal-
culé la variacién de la integral y estableci6 que ésta es igual a cero. La for-
ma actual de la demostracién del teorema integral fue obtenida en el afio
1883 por Falke y en 1884 por Gurs.

Un paso completamente natural al analisis de los casos, cuando f(z) se
hace infinita en el interior o en el limite del rectangulo, llevé a Cauchy a la
necesidad de introducir el concepto de residuo. Ya en la memoria del afio
1814, llego a €l buscando la diferencia entre dos integrales con limites co-
munes, pero tomados a lo largo de diferentes caminos entre los cuales exis-
ten polos de la funcién. En 1826 aparece el propio término, residuo, el cual
Cauchy introdujo de la siguiente forma: “Si después de encontrados los va-
lores de x que hacen infinita a f(x), se afiade a uno de estos valores, deno-
tado por x,, una cantidad infinitesimal ¢ y después se desarrolla f(x, + &)
segiin las potencias crecientes de esta misma cantidad, entonces los prime-
ros términos del desarrollo contendran potencias negativas de & y una de

ellas sera el producto de% por un coeficiente finito, al cual denominare-

mos residuo de la funcion f(x), relativo al valor particular x,, de la va-
riable x”. La suma de tales residuos Cauchy la denominaba residuo in-
tegral.

En un gran nimero de trabajos (16), Cauchy cre6 la teoria de los resi-
duos. En lo fundamental esta teoria se conformé entre los afios
1826—1829, pero Cauchy inu6 desarrollandol. bién en afios poste-
riores, buscando nuevas y nuevas aplicaciones de esta teoria a la resolucion
de diferentes problemas del calculo mtegral (preferentemente al célculo de
integrales definidas) de las i t y diferen-
ciales (se trata de sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes constan-
tes), de la teoria del desarrollo de funciones en series y de la fisica matema-
tica. Es interesante que durante esto, Cauchy constantemente subrayaba la
presencia de la idea sobre los residuos en las obras de Euler y no discutia su
prioridad.

En los trabajos de Cauchy, por primera vez aparecio la formula integral
que es sumamente importante para el posterior desarrollo de la teoria de
funciones de yariable compleja y sus aplicaciones. Esta fue introducida en
una serie de trabajos de Cauchy dedicados al desarrollo de las funciones
analiticas en series. En su forma mas clara apareci6 por primera vez en la
memoria “Sobre la mecénica celeste y sobre el nuevo calculo denominado
calculo de limites” (1831).
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Inicialmente la férmula integral de Cauchy fue obtenida como condi-
cién de desarrollo de una funcién en serie. Notemos que

ix 15
S el dp = ] el dp,
ycuandon = 0

i
j dp = 2«

-
Cauchy consider6 primeramente un polinomio
S =ag + a)x + ayx? + ... + a,x",

donde x = xe”' y obtuvo

gf(f) dp = EJG )dp = 2ra, = 271 (0).

Esta férmula es cierta también para cualquier (segin palabras de Cauchy)
funcién f(x), finita y continua, cuando se satisface la condicién

4 _ 1 d@)

dx ix dp

Si f(0) = 0, entonces evidentemente

Tr@ap -o.

Colocando en esta férmula en lugar de f(x) la expresién
XS (x) = f)] :
X=x
donde Ix| < Ix|, Cauchy obtuvo
o +ro—
5’ @ dp _ 5’ X 4 o

X —X 2 $ead® 5

= f(x) E (1 + ; + .:; + 4..)dp = 2nf(x).
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Consecuentemente
o e -—
Sl x f(x)dp
SO = oe g X—-x
Si se utiliza la relacién que tenia Cauchy
dx
dp = <,
gise

entonces se puede obtener la férmula integral en su forma actual
1 J&x) =
f& 2xi Sx - xdx'
¢

Pero la expresion mencionada para dp tiene lugar sélo si el modulo de x es
constante. De esta manera, el contorno de integracién aqui es una circunfe-
rencia. El resultado obtenido por Cauchy es aiin insuficientemente general.
En la actualidad se sabe que el teorema es cierto para cualquier curva de
Jordan cerrada rectificable tomada en calidad de contorno.

En otras memorias Cauchy consider6 la aplicacion de esta teoria a la
teoria de convergencia de las series, para la deducci6n del término residual
de la serie de Taylor y las operaciones con series. Tras Cauchy, muchos ma-
tematicos de los siglos XIX y XX dedicaron sus trabajos a su teorema in-
tegral. Este altimo

i S
1@ = 5 5 L8 ar,

como se sabe, da la expresion de f(z) para cualquier z que se encuentra en
la region de analiticidad de la funcién, a través de su valor sobre el contor-
no C. La amplia aplicabilidad de la integral de Cauchy en la teoria de las
funciones especi la teoria analitica de las i diferenciales, la
teoria analitica de niimeros, la fisica teorica, las diferentes ramas de la me-
canica, determiné en lo sucesivo su actualidad que se conserva ain en
nuestros dias.

Junto a las memorias de Cauchy, y después de ellas surgieron muchos
trabajos sobre la teoria de funci de variable leja. Es dificil enu-
merarlos, mas aiin caracterizarlos. Aqui mencionemos ante todo el notable
trabajo de Abel “Investigacion de la serie

m m(m — 1)
L+—x+——=x2 + .y,
T 12
417
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B. Riemann (1826—1866)

donde m y x son nimeros complejos cualesquicra" la cual contiene la de-
duccion de dos leoremas notables. El primer teorema: si la serie f(a) =
= Vo + V& + v,a? + ... converge para cierto @ = ay, entonces converge
para los & menores a «ry en modulo (el concepto de médulo atin no existe en
la obra de Abel, lo que grava el lenguaje de la exposicion). El segundo te-
orema: f(« — ) — f(a),sif — 0, < g, esto es, la suma de una serie de
potencias convergente es una funcion continua de su argumento. Aqui
Abel advirtié un error de Cauchy, el cual afirmaba que la suma de una serie
convergente de funciones continuas es continua. El aporte en general de
Abel a la teoria de funciones, en la cual eché las bases de la teoria de las
funciones algebraicas y (al mismo tiempo que Jacobi) de la teoria de las
rf‘a':d"“‘s elipticas es tan significativo que merece una investigacion espe-
cial.

Los afios 40 del siglo XIX estan marcados en la historia de la teoria de
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e

funciones de variable leja por gr: descubrimi que en
esencia culminaron el periodo de su formacion. En el afio 1843 Laurent en-

contro la serie
4o

Y a,z-z),

que actualmente lleva su nombre. En estos mismos afios Liouville aplico la
teoria de Cauchy a la teoria de las funciones elipticas. Entre los teoremas
demostrados por él se tiene, por ejemplo: si una funcién analitica f(x) en
todo el plano complejo esta acotada en valor absoluto, entonces f(x) =
= const. Puiseaux elaboro la teoria de las funciones algebraicas y realizo el
desarrollo de las funciones algebraicas multiformes segin potencias frac-
cionarias. El caracter de los nuevos descubrimientos y su nivel se hicieron
ya muy proximos a los actuales.

Uno de los criterios de que una teoria ya se formé es la aparicion de
monografias, las cuales contienen su exposicion sistematica en un estilo
proximo al axiomatico y que tienen ademés un objetivo docente. En la
teoria de funci de variable leja este ) acaecio a mediad
del siglo XIX. El profesor de la Universidad de Petersburgo 1.1. Somov en
el afio 1850 publicé los “Fundamentos de la teoria de las funciones
clipticas”. Seis afios después en 1856, Briot y Bouquet editaron una pe-
quefia memoria “Investigacion de las funci de variable i inaria”,
que resultd, en esencia, el primer manual. Desde el afio 1861 en la Universi-
dad de Berlin comenzaron los cursos de lecciones de Weierstrass sobre la
teoria de funciones analiticas.

Creacion de la teoria g étrica de funci de leja. En
los afios 40 del siglo pasado, si conla i6

dela for-
macion de los fundamentos de la teoria de las funciones analiticas, en esta
teoria fueron introducidas nuevas ideas, las cuales variaron esencialmente
su composicién, caracter y objetivos. Un gran grupo de ideas se introduje-
ron con los trabajos de B. Ru:mann (1826—1866).

Las investigaci de eneld de la teoria de funciones
de variable compleja se caracterizan por la presencia de amplias analogias,
las cuales vinculan esta teoria con otros h p de las ati-

A, i, 1

cas. Asi mismo fue en grado el de las
ideas sobre funciones de variable compleja. Simultaneamente en los mar-
cos de esta misma teoria se conformaron nuevos capilulos, vinculados
estrechamente con otras discipli Itad d I

Los r fi de
Riemann estan contenidos en su tesis “Fundamentos de la teoria general de
funci de variable leja” (1851) y en la “Teoria de las funciones de
Abel” (1857). Se sabe que una funci6n analitica w = u + iv del argumento
compleja z = x + iy satisface (ademas de las condiciones naturales de dife-
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renciabilidad respecto al conjunto de variables reales y de continuidad) las
ecuaciones de D’Alembert-Euler:

w_wow
ax oy'day  ax’
De aqui evidentemente se obtienen las condiciones
3 3?
Au=0,Av=0 st )
y ( oy

En la época de Riemann surgieron muchas interpretaciones de este no-
table resultado. Helmholz trat6 a u como el potencial de la velocidad del
movimiento de un liquido incompresible en el plano (x, y); para esto v era
la ful:lci(m de corriente. En electrotecnia cuando se trataba de la corriente
estacionaria. Kirchhoff introdujo la funcién u y la denominé potencial
electrostatico. Ohm la definié como intensidad y Fourier interpreté a u co-
mo la temperatura en la lucion del probl sobre el movimi esta-
cionario del calor. Finalmente, Gauss trat el hecho sefialado como la con-
dicién de que el valor

ﬂ e d(u + iv)
dz d(x + iy)

dependa sblt_) del punto x + iy y no de la direccién dx + i dy, esto es la
transformacién del plano (x, y) en el plano (u, v) es una transformacién
conforme.

) Rien?ann también partié de que las partes real e imaginaria de la fun-
cién satisfacen la ecuacion de Laplace:

Au = 0,Av = 0,

esto es, son arménicas. Si se conoce la funcién u entonces la funcion conju-
gada v se determina con exactitud de hasta una constante aditiva:

i S -ﬂdx+33dy).

Riemann decidi6 que se creaban las condiciones para el paso de las ideas de
la fisica matemética a la teoria de funci Ademas, los métodos de reso-
IucifSn de la ecuacion de Laplace estaban en aquella época lo suficientemen-
te bien elaborados. El problema de contorno correspondiente, denominado
problema de Dirichlet se formula asi: encontrar los valores de una funcién
en los puntos de un recinto, dados sus valores en la frontera del recinto.
L:as resoluciones del problema de Dirichlet para una serie de casos espe-
cnfales fueron elaborados por Gauss (afos 1813 y 1840), Green (1828),
Kirchhoff, Dirichlet y otros. En estas investigaciones mas tarde cristalizé el
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teorema de existencia: si en la frontera de un recinto G simplemente conexo
se da una funcién continua u (x, y), entonces existen una funcién f/ = u +
iv, analitica dentro de G, cuya parte real se aproxima continuamente a va-
lores de frontera dados.

En este circulo de cuestiones Riemann investigd el problema: en qué
medida las funciones analiticas se determinan por sus condiciones en la
frontera. Rapidamente se aclar6 en aquella época que en el caso de un re-
cinto finito acotado por una curva cerrada (inica, para la determinacion de
la funcién w = u + ivdez = x + iy es suficiente dar la distribucién fron-
tera de los valores u y el valor de v en un punto del recinto. Se puede, inver-
samente, dar la distribucién frontera de v y los valores de  en un punto; se
puede, en fin dar en cada punto del contorno una relacién ¢(u, v) o para
cada par de puntos frontera dos reglas que relacionen los valores deuyven
estos puntos.

En todos los razonamientos Riemann se apoyaba en el denominado
principio de Dirichlet: entre todas las funciones posibles que tienen idénti-
cas distribuciones fornteras en el recinto G, aquella funcién que satisface

2 2 2
min / = min 5 (2'1) + a—") + (B_u) dxdydz
ax ay az
G

sera armonica en el recinto dado. Esta proposicion Riemann la conocid, al
parecer, de las conferencias de Dirichlet. No obstante, ésta era conocida
ademas por Gauss, Thompson, Kirchhoff, en relacién con la resolucién de
problemas de la fisica matematica (teoria del potencial). Le fue dado un
sentido fisico completamente definido: la integral / expresa la energia ciné-
tica del flujo estacionario de un liquido incompresible homogéneo, donde
u es el potencial de velocidades.
Sea, por ejemplo, dado el caso bidimensional: la integral

OROIE

est4 definida para el 4rea del circulo, ademés esta dada una distribucion
frontera continua w. Esta integral no es negativa. Entonces existe, segin
Riemann, el extremo inferior no negativo de los valores de la integral, el
cual se alcanza. Asi mismo se afirma la existencia de la funcién u con distri-
bucién frontera dada que comunica un minimo a la integral dada. Para es-

ta funcién
u\? du\?
flotac o dy=0
GSS[0X)+ By)]dxy
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de aqui como condici6én necesaria se deduce

Pu | Pu
Au ) + e =0.

Sin embargo Riemann no logré dar la demostracion de la existencia de
la funcién u, la cual hace minima la integral /. Ademas, Weierstrass, cono-
mendo los razonamientos de Riemann anteriormente sefialados, citd un

lo de un j de funci (continuas, diferenciables,
que toman en la frontera valores dados) las cuales no contienen la funcién
correspondiente al extremo inferior. Asi, es por ejemplo, el conjunto de to-
das las curvas con curvatura continua que unen los puntos A4, B, C. La me-
nor linea es la quebrada ABC que no se incluye en el conjunto considerado,
ya que la continuidad de la curvatura se viola en el punto C (ver fig. 56).

aq

. Fig. 56

Los teoremas de Ri de exi i idos de anal fisicas,
los cuales fueron objetos de discusiones, durante largo tiempo pendieron
en el aire. Fueron demostrados por Schwarz (1870) y Neumann (1884) por
otros caminos y la fundamentacién de las ideas de Riemann la logr6 de-
mostrar sélo D. Hilbert (1901—1909), aplicando para lograr este objetivo
los métodos directos del calculo variacional. En una forma més general es-
ta cuestion fue investigada por R. Courant y H. Weyl.

Otro grupo de analogias, introducidas por Riemann, tiene su punto de
pamda en la interpretacion geométrica de los nimeros complejos y de las

i de variable leja. En esta época ya se sabia que las funciones
analiticas de variable compleja determinan una transformacion conforme
de un plano en otro, ademés no siempre biunivoca. Con esto se interrela-
ciona la repr i6n de las funci analiticas, obtenida de un el
to inicial, di prol continuas determinadas por las
ecuaciones de D’Alembert—Euler. La posible variedad de las prolonga-
ciones y también la tendencia a superar la no univocidad de las tranforma-
ciones conformes, al parecer llevaron a Riemann a la idea de superficies es-
peciales en casos necesarios de varias hojas; para estas superficies se conso-
lid6, manteniéndose aun en nuestros dias, la denominacién de superficies
de Riemann.

Los resultados de la teoria de funciones de variable compleja, cuando
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son extendidos a las superficies de Riemann, adquieren gran generalidad.
Ademas, Riemann estableci6 la relacion entre ambos tipos de analogias,
utilizando la interpretacion fisica para la obtencion de los teoremas de exis-
tencia para las funciones sobre superficies de Riemann cermdas yde vanas
hojas. Estas superficies se id como d
Cuando se conecta a éste una bateria surge un campo, cuyo potencial u es
univoco, continuo y satisface la ecuacién Au = 0 sobre toda la superficie.
Los puntos de contacto con la bateria son puntos de discontinuidad de la
funcién u, la cual se comporta en estos puntos como In 7, y In r, respectiva-
mente. De esta forma se obtiene el teorema de existencia: en cada superficie
de Riemann cerrada existe la funcién potencial u, continua en cualquier lu-
gar a excepcion de dos puntos elegidos de antemano, donde u se hace infi-
nita como el logaritmo. La parte imaginaria v en la superficie de Riemann
dada se encuentra después de los cortes correspondientes, los cuales garan-
tizan la uniformidad de las ramas de la funcién # + iv, que conduce a la
necesidad del calculo del médulo de periodicidad.

Este ciclo de trabajos de Riemann, que tratamos aqui, pusieron el ini-
cio a un amplio e lmportanle campo de la teoria de funciones actual, cono-

cida ahora bajo la d da de étrica. En estos traba-
jos estan idos la teoria, prof elaborada de las tmnsfonna-
ciones conformes; entrc ellos el fund: 1 sobre la exi y

idad (bajo di das) de la transformacién conforme en

el circulo de un recinto simplemente conexo arbitrario (cuya frontera con-
tiene mas de un punto).

En estos trabajos estan contenidos una serie de resultados que en esen-
cia son topologicos, por ej lo, el de que el nimero de cortes de
la superficie necesario para su conversion en simplemente conexa, no de-
pende de la eleccion del sistema de cortes. Después de algunos decenios en
los limites de los siglos XIX y XX, las ideas topoléglcas de Riemann las
cuales no recibieron de su autor una formulacién lo sufici riguro-
sa se diluyeron en la topologia que se formaba.

A Riemann le pertenece otra idea notable. Se trata de la aplicacion de la
funcién de variable compleja

«s) = i: &
k=1

(hoy ampliamente conocida como {-funcién de Riemann) a la determina-
cion de la cantidad de nimeros primos en un segmento dado de la serie na-
tural. Junto con las investigaci de Chebishev, los resultados obtenid

aqui por Rxemann dieron comienzo a la teoria analmca de los niimeros.

Las hip6 de Ri sobre las propiedades de la {-funcion, en especial
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la hipétesis de que todos sus ceros no triviales yacenenlarectax = + L ,a
pesar de los enormes esfuerzos, esta atn sin demostrar. 2

Finalmente, no podemos dejar de llamar la atenci6én del lector ain ha-
cia otro ciclo de trabajos de Riemann, de contenido préximo a su teoria ge-
omeétrica de las funciones de variable compleja. Se trata de las investiga-
ciones de las diversas clases de funciones, las cuales satisfacen ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes algebraicos. Se considera la familia

de funciones n
y=17Y ¥

i=1

Las funciones y; (i = 1, 2, ... , n) son analiticas en todo el plano complejo,
con excepcién de un nimero finito de puntos a; (j = 1,2, ... , k). Cuando
se realiza un recorrido en torno a estos puntos, las funciones dadas sufren
una transformacion lineal, también determinada para cada punto. A conti-
nuacion se considera la totalidad de todos los posibles caminos cerrados
que no pasan a través de los puntos 4. A ellos les corresponde un conjunto
de transformaciones lineales de la familia dada de funciones, esto es su gru-
po de monodromia. El problema consiste en construir una ecuacién dife-
rencial cuyas soluciones sean todas las funciones de la familia dada.

Estas investigaci de Ri aunque también quedaron incomple-
tas, (pudieron ser culminadas solo en el siglo XX por D. Hilbert), dan la
base para considerarle como uno de los fundadores de la teoria analitica de
las ecuaciones diferenciales. No podemos aqui tocar otras ideas y trabajos
de Riemann para no alejarnos demasiado del sentido principal del presente
capitulo.

La teoria geométrica de funciones de variable compleja obtuvo un répi-
do desarrollo después de la muerte a destiempo de Riemann. Ya a fines de
los afios 60 del siglo pasado surgieron una gran cantidad de trabajos cuyos
autores elaboraban diferentes aspectos de la teoria de funciones de variable
compleja, partiendo de las ideas de Riemann. En relacién con esto surgi6 la
necesidad de un estudio lo més leto posible dela h ia cientifica de
Riemann y la edicién de sus obras. Asi en el afio 1876 H. Weber y R. Dede-
kind editaron las obras completas de Riemann. En el afio 1902 surgieron
importantes suplementos a estas obras completas preparadas por W. Wir-
tinger y M. Noether. En ruso un tomo de las obras de Riemann fue publica-
do en el afio 1948. Fue preparado por V.L. Goncharov. Remitimos al lec-
tor a su interesante resumen de los trabajos cientificos de Riemann y co-
mentarios.

Direccid litica del d llo de la teoria de funciones de variable
compleja. Otra direccion en el desarrollo de la teoria de funciones de va-
riable compleja en el siglo XIX, a la cual se le consolidé en la historia la de-
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K. Weierstrass (1815—1897)

nominacion de “analitica”, se formé en los trabajos de K. Weierstrass
(1815—1897). En la esfera de los intereses cientificos de éste se incluian
prefe los probl del analisis ico: sus fund

clasicos, la teoria de funciones de variable compleja, el calculo variacional,
la geometria diferencial. Para este amplio campo de K. Weierstrass toda la

vida elabord un sistema de fund acion logica, apoyandose en la rigu-
rosa teoria de los niimeros reales, como un medio en el cual funcionan to-
dos los ptos y métodos fund. les. Preci en sus c

cias fue construido en lo fundamental el estandar actual de rigor en ¢l ana-
lisis matematico y la estructura que se ha hecho tradicional.

Estos mismos objetivos de construccién rigurosa y sistematica
perseguia K. Weierstrass cuando fundaba y persever
la teoria de funciones. Ya en el afio 1841, pudo generalizar el teorema de
Cauchy sobre el desarrollo en serie de potencias de la funcién de variable
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compleja, continua y diferenciable en el anillo, generado por dos circunfe-
rencias concéntricas. La serie buscada contenia términos con exponentes
positivos y negativos y era en esencia una serie de Laurent. Este altimo, co-
mo fue notado antes, encontrd esta serie en el afio 1843 y la tradicién histé-
rica conservé para esta serie su nombre. Los resultados de K. Weierstrass,
los cuales durante largo tiempo no fueron publicados, eran menos conoci-

dos. Se dieron prefer entre los oyentes de sus conferencias.
Alrededor del afio 1842, K. Weierstrass di la idea de prol i0
analitica.

No obstante, en estos afios los intereses principales de K. Weierstrass se
concentraban en el estudio de clases concretas de funciones: elipticas,
hiperelipticas y abelianas y con las cuestiones colaterales con ellas. Las con-
cepciones generales en la teoria de funciones de variable compleja comen-
zaron a elaborarse en las conferencias que dicto K. Weierstrass en el trans-
curso de largos afios en la Universidad de Berlin. Junto a las conferencias
sobre funciones elipticas, sus apllcacmnes a los problemas geométricos y

ani sobre las fi y el calculo variacional, comenza-
ron a aparecer sus cursos sobre la teoria de funciones analiticas. Desde el
afio 1856, K. Weierstrass dictd fi sobre la rep a de fun-
CIones medlame series convergentes y desde 1861 sobre la teoria general de
f ieron las obras iales de K. Weierstrass:
“Hacia la teoria de funcxones analiticas uniformes” (1876) y “Hacia el estu-
dio sobre las funciones” (1880), en los cuales su teoria de las funciones
analiticas adquiri6 el conocido acabado.

En la base de la teoria de K. Weierstrass yace el concepto de serie de po-
tencias. Para ella se define el circulo de convergencia y se introduce la defi-
nicién de convergencia uniforme. A continuacion se c0n51dcran solo las se-
ries uniformemente convergentes. R a éstas se d ra
mente una serie de teoremas; en particular se demuestra que si la serie con-
verge unifor en una vecindad de cada punto yacente en el interior
o en la frontera del dominio dado, entonces converge uniformemente en
todo el dominio.

Weierstrass introduce el concepto de elemento de una funcién

F(x) = ¥ fi&)-
k=0
Para ello, en el dominio de convergencia de la serie, €l elige un punto a,.
En su vecindad tanto la funcién £, (x), como F(x) se expresan por series de
potencias

ekl

(x — @)k = Py(x — a),

»
u

0
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el cual recibi6 en las obras de Weierstrass la denominacién de elemento de
la funcién F(x).

Supongamos ahora que el punto a, yace en una vecindad de a,y P, (x —
— a,) es el elemento correspondiente de la funcién F(x). Para aquellos P
;]ue yacen tanto en una vecindad de a, como en una vecindad de a,, tiene
ugar

P(x - a) = Pyx — q) = 2 PPa, — g F= 4t “!” g
"
e

donde
TPt [d"P drPy(x — ay) ))

Si @ es un punto arbitrario del campo de convergencia, entonces entre agya
se puede colocar una sucesién de puntos: @, de una vecindad de g,, a, en
una vecindad de a, , etc., incluso hasta a, , el cual ya est4 situado en una ve-

;.mdad de a. Para los elementos correspondientes de la funcién F(x) tiene
ugar:

Px—a) = Z Pg"(a,—ao)—(x——;zll
w

=0
Py(x —a) = E PP (a, — al)(x_‘”"'zﬁ

Plx—a) = Z P},u)(u—a,,)("_‘l“)i
i

Tal es el algoritmo de formacién, a partir de un elemento arbitrario en el
campo de convergencia, de cualquier otro elemento F(x) en este mismo
campo.

Puede suceder que el campo de convergencia de la serie de P(x — a)
sglga del campo inicial. Entonces de Py(x — ay), aplicando el algoritmo in-
dlcac:lo, se puede constituir un conjunto de series, cuyos campos de conver-
gencia salen de los limites del campo inicial. Asi se construye la funcién
analitica completa F(x), como el conjunto de todas las prolongaciones de
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Iquier el Después se realizan las investigaci de los puntos
singulares en la frontera del circulo de convergencia, de la uniformidad o
multiformidad de las funci del comportamil de una funcién entera

en el infinito, del desarrollo de la funcién en productos y otras cuestiones
concretas de la teoria. El aparato se distingue por su uniformidad; son las
series de ias, las op iones con ellas, apreciaciones, frecuentemen-
te muy exactas.

Tras los trabajos de K. Weierstrass, en el transcurso del ltimo cuarto
del siglo XIX surgieron una gran cantidad de trabajos sobre la teoria
analitica de las funciones de variable compleja. Entre ellos un lugar notable
lo ocupan los trabajos de los discipulos de Weierstrass, S.V. Kovalevskaya
y Mittag-Leffler y también Ch. Hermite, E. Picard, E. Laguerre, H. Poin-
caré y otros. Las conferencias de Weierstrass sirvieron, durante muchos
afios, de modelo de textos sobre la teoria de funciones de variable comple-
ja, las cuales comenzaron a surgir desde muy fr

Transformacién de la teoria de funciones de variable compleja en un
conglomerado de disciplinas analiticas. A fines del siglo XIX, la teoria de
funci de variable leja se ramificé enor e, convirtiéndose
en un amplio 1 ado de discipli Actual se incluyen en ella
la teoria geométrica de funciones, basada en la teoria de las transforma-
ciones conformes y de las superficies de Riemann. Obtuvieron una forma
completa la teoria de los diferentes tipos de funciones: enteras y meromor-
fas, elipticas y dulares, fas y ar i Igebrai En
estrecha relacion con esta wltima clase de funciones se desarrollo la teoria
de las i les abeli Con este jo lindaba la recién creada
teoria litica de las i dif iales y la teoria analitica de los
niimeros. La teoria de las funciones analiticas estableci6 y fortalecio las re-
laci con otras i ati

En esta época cambié también el carécter de las investigaciones
cientificas en el campo de la teoria de funci de variable leja. Ini-
cialmente, como se mostré antes, la mayoria de estas investigaciones se re-
alizaban en el plano de desarrollo de una de las tres direcciones: la teoria de
las funci é o dif iales de Cauchy, las ideas geométricas

y fisicas de Riemann, la direccion analitica de Weierstrass. Solo gradual-
mente, las diferencias y discusiones relacionadas con ellas se superaron. En
los albores del siglo XX surge y crece rapidamente el nimero de trabajos en
los cuales se realiza una sintesis de las ideas y métodos, al parecer diferen-
tes. Se crea una concepcion tnica general de la teoria de funciones de va-
riable compleja, la cual encontr6 su expresién en la estructura de las
monografias, textos y en el caracter de los métodos de investigacion. Uno
de los conceptos fundamentales donde se not6 claramente la relacion y la
correspondencia de las ideas geométricas y del aparato de las series de po-
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tencias fue el concepto de prolongacién analitica. De los numerosos
ejemplos que podrian citarse como confirmacion de esta tesis el mas rele-
vante es el trabajo de Hadamard “La serie de Taylor y su prolongacion
analitica” (1901). En una serie de trabajos de Poincaré, Klein y Koebe fue
demostrada la relacién de la geometria de Lobachevsky con las superficies
de Riemann y el significado de la geometria no euclideana en el estudio de
estas superficies y de las propiedades de las funciones analiticas relaciona-
das con ellas.

F. Klein desarrollé las interpretaciones fisica de las funciones de va-
riable compleja en el trabajo “Sobre la teoria de Riemann de las funciones
algebraicas y sus integrales” (1881). Los trabajos de N.E. Zhukovski y
S.A. Chapliguin jugaron un enorme papel en la historia de las funciones

analiticas, ellos descubrieron el inat ! io de sus aplicaci a
la aero e hidrodinamica. La teoria analitica de las ecuaciones diferenciales
resulté un peculiar ab dor de dif funci iales, elabora-
das con los recursos de la teoria de las funci liti las fi

modulares de Hermite, las automorfas de Klein y Poincaré, las funciones
de Schwarz, etc. En la construccion de la teoria analitica de las ecuaciones
diferenciales se utilizaron, ampliamente, materiales de diferentes ramas de
la teoria de funciones analiticas. Asi procedid, por ejemplo, Fucks,
discipulo de Weierstrass.

En la teoria de las funciones analiticas, en calidad de elementos de base
tinica fue introducida una serie de conceptos de la teoria de conjuntos de
Cantor, de la teoria de funciones de variable real (C. Jordan, E. Borel, H.
pebcsgue, T. Stieltjes, R. Baire), de la teoria de grupos y topologia. El con-
junto de los conceptos fundamentales tales como recinto, su frontera,
limite, conexidad, convergencia, analiticidad, continuidad y otros, sufrié
un profundo anélisis l6gico y especificacion lo que consolidé la unidad de
criterios sobre todas las cuestiones de la teoria.

La teoria general de las funciones de variable compleja penetr6 también
en la practica pedagogica, generando dos tipos de manuales: a) libros, de-
dicados especialmente a esta cuestion; b) cursos generales de andlisis mate-
matico, donde esta teoria se incluye como una parte componente, Los tex-
tos del do tipo, hacia i del siglo XX, al parecer, predomina-
ron. Como ejemplo pueden servir los cursos de Bertrand, Picard y final-
mente Goursat, el cual en el “Curso de anélisis matematico” (1902) incluy6
la teoria de las funciones analiticas (tomo segundo, parte primera).

Mas tarde, con la ampliacion de los programas de estudio en la parte re-
lativa a la teoria considerada, ambos tipos de literatura docente obtuvieron
iguales derechos y se aplican en d dencias de los probl generales
del centro de ensefianza.
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7.6. Transformacién de la geometria

£ del siglo XIX. La geometr.la
hacia comienzos del siglo XIX representaba ya un gran complejo de dis-
ciplinas, surgidas del anélisis y generalizaciones de los datos sobre las for-
mas espaciales de los cuerpos, utilizando los métodos de otros campos de
las matematicas y en virtud de esto, estrechamente entrelazadas con ellas.
Junto a las partes elementales, en la geometria se incluyeron casi todas
aquellas partes las cuales aun actualmente conforman la estructura de sus
ramas superiores, cuyo desarrollo constituye un problema actual de las ma-
tematicas modernas. ;

La geometria analitica, surgida ya en el siglo XVII, realizé un gran ca-
mino de desarrollo y determiné su lugar como parte de la geometm? que es-
tudia las figuras y transformaciones dadas por ecuaciones algebraicas con
ayuda del método de coordenadas utilizando los métodos del {ilg'ebra. Ade-
més de sus papeles docente y aplicado, en ella misma se advirtio ‘ff“ 1951-
dencia del desarrollo i en el perfecci i yg lizac
del método de coordenadas y ademés en la intensificacion de la.analmcn_iad
enlai igacion de las imé étricas, lo que es especial im-
portante para las aplicaciones. La primera de estas tendencias erllconzré,
como se sabe su reali en la introduccion de di coor
Tenemos en cuenta las coordenadas homogéneas, que representan las rela-
ciones de dos variables hacia la tercera, las proyectivas, esto es, lineales,
i de coordenadas h é introducidas por G. Darboux,
las coordenadas tetraciclicas y p féricas, etc. La d “ i
llevé a la inclusion en la geometria analitica de los métodos vectoriales.

La geometria diferencial ocupd, como fue mostmdo,.un notable lugar
en la geometria hacia fines del siglo XVIII. Lo caracte’risuco para esta par-
te de la geometria, la utilizacién de los conceptos y métodos del célf:\{lo di-
ferencial, condicion relaciones estables y a largo plazo con el analisis ma-
tematico y con numerosos problemas aplicados. A comienzos del siglo
XIX, para la geometria diferencial se abrieron nuevas posxbﬂxdage§ de (_ie-
sarrollo, gracias a la introduccion por Gauss (1824) de l? geometria interior
de las superficies. En el proceso de creacion de la teoria general dg las su-
perficies, la geometria diferencial adquiri6 nuevas relaciones especialmente
con las geometrias no euclideanas.

Los métodos aparentemente detenidos en su desarrollo de_sde la
época de Desargues y Pascal, de estudio de las propled?des de las figuras,
invariantes respecto a la proyeccion en los afios 20 del siglo XIX se confor-
maron en los trabajos de J. Poncelet y otros en una nueva rama de la
geometria, la geometria proyectiva. La separacion de las proplgdades pro-
yectivas de las figuras en una clase ind di y el est de las

Las cienci étricas hacia
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q o dad

corr entre las pre métricas y proyectivas fueron obje-
to de muchas investigaciones, realizadas tanto por métodos sintéticos
(Steiner, Chasles, Standt y otros) como por analiticos (Mobius, Study,
Cartan y otros). En el sistema de la geometria moderna, la geometria pro-
yectiva se incluye como la parte que goza de una gran generalidad, con la
posibilidad de incluir en un sistema tinico muchas teorias geométricas. Tal
situacion, la geometria proyectiva se la debe, a la influencia de la geometria
de Lobachevski y las investigaci posteriores de A. Cayley y F. Klein.

Los cambios introducidos en la geometria desde el lado de las ramas in-
dicadas es muy significativo. Sin embargo, una reconstruccion radical de to-
do el contenido de la geometria y de su estructura se determiné no por estos

bios. El cc ido fund, nuevo fue int. enella
por la geometria de Lobachevski. Por ello, fund: 1 nos dedica-
remos en lo que sigue a la exposicion de la historia de la geometria de Lo-
bachevski y, en general, a las geometrias no euclideanas y también a su
influencia en la formacién de la geometria moderna.

Descubrimiento de la g ia de Lobachevski y alg de sus parti-
cularidades caracteristicas. El fundador de la geometria no euclideana Ni-
colai Ivanovich Lobachevski (1792—1856) naci6 en el Bajo Novgorod (ac-
tualmente ciudad de Gorki) en la familia de un funcionario pobre. Terminé
estudios en la Universidad de Kazéan (1811) y trabajo en ella muchos afios.
Enseguida (desde el afio 1816) fue ya porfesor y después de algunos afios
rector (desde 1827 hasta el afio 1846) de esta Universidad. Gracias a sus es-
fuerzos, la Universidad de Kazan se convirtié en un centro de ensefianza de
primera clase. Muchas fuerzas N.I. Lobachevski dedic al mejoramiento
de la actividad de las escuelas.

La concepcién del mundo de Lobachevski era materialista. En sus ideas

sobre los ptos fund: de las aticas, en particular de la
geometria, subrayaba fuer su procedencia material, iderando-
los como reflejo de relaci i real entre los objetos del

mundo real. Las abstracciones matematicas no pueden originarse arbitra-
riamente, ellas surgen como resultado de la interrelacién del hombre con el
mundo material. El conocimiento cientifico tiene un objetivo tinico: estu-
dio del mundo real. El criterio de verdad del conocimiento cientifico es se-
gin Lobachevski la préctica, la experiencia.

Lobachevski no era un especialista en el dominio estrecho de las mate-
maticas. Su herencia cientifica incluye trabajos serios sobre algebra (“El 4l-
gebra o el calculo de finitos” 1834 y otros) y sobre analisis matemético
(“Sobre la desaparicion de las lineas trigonométricas”, 1834; “Sobre la
convergencia de series infinitas”, 1841; “Sobre el valor de ciertas integrales
definidas”, 1852; etc.). Fue el primero que introdujo la diferencia entre
continuidad y diferenciabilidad de funciones, encontré un método de reso-
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N.1. Lobachevski (1792—1856)

lucién numérica de ecuaciones algebraicas, conocido baj_o su nombre, etc:
Sin embargo, la mayor, se puede decir que inmortal, gloria de Lobachevski
la merecen sus trabajos sobre geometria: eadinye

El punto de partida de las invest de Lot i sobre
geometria no euclideana fue el axioma sobre las paralelas. pomo se sabe el
sistema, construido deductivamente, de la geometria euchde’ana se apoya
en cierto conjunto de axiomas. Como posteriormente mostr6 D. Hilbert,
estos axiomas introducen diferentes aspectos de los CO?ICCPIOSZ dg en}ace o
pertenencia, de orden, de movimiento o de congruencia, de conu“nuldad y
de paralelismo. El tltimo de estos axiomas (el cual figura en los : Elemen-
tos” de Euclides en calidad de quinto postulado) es como si e‘stuwera apar-
te. Para él, en virtud de la complejidad de su formulacién, no se le
reconocia la propiedad de evidencia, y en el transcurso de muchqs sxg_los se
realizaron esfuerzos para dar su demostracion, naturalmente, sin éxito.
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La geometria, en dependencia de que se utilice o no el axioma sobre las
paralelas se divide en dos partes. Aquella parte, donde se incluyen proposi-
ciones que no se apoyan en este axioma, lleva el nombre de geometria abso-
luta. Lobachevski, el cual inicialmente se esforzé por dar la demostracion
del mencionado axioma, enseguida se convenci6 de la posibilidad de dividir
la geometria en absoluta y no absoluta y lo llevo a cabo. Tras esto prob6
sustituir el axioma sobre las paralelas por su negacion: supuso que a través
de un punto que no esta sobre una recta dada puede pasar mas de una recta
que yace en un plano con la recta dada y no se intercepta con ella cuando se
prolonga. Ademas advirtié que no se obtiene una contradiccion formal y el
sistema de deduccion se conforma en una nueva geometria diferente de la

lid pero tan logi rigurosa y consecuente, a pesar de lo de-
sacostumbrado y extraiio de sus afirmaciones.

El 11 (23) de febrero del afio 1826 puede ser considerado el dia de na-
cimiento de la geometria no euclideana, cuando en la reunién de la seccién
de ciencias fisico-matematicas de la Universidad de Kazan, Lobachevski in-
formo sobre su obra “Exposicion breve de los fundamentos de la geometria
con una demostracion logica del teorema de las paralelas”. Después de tres
afios, en 1829, editdé su obra, en forma ampliada, bajo la de-
nominacion: “Sobre los elementos de geometria”. En lo sucesivo Lo-
bachevski desarrollé su nueva geometria, publicando una serie de trabajos:
“Geometria imaginaria” (1835), “Aplicacion de la geometria imaginaria a
ciertas integrales” (1836), “Nuevos elementos de la geometria con una
teoria completa de las paralelas” (1834—1838), un pequefio libro “Investi-
gaciones geométricas” en aleman (1840), “Pangeometria” (1855).

Los esfuerzos por demostrar el axioma sobre las paralelas por reduc-
cién al absurdo tuvieron lugar antes de los trabajos de Lobachevski. I.
Sacheri (1733), incluso, obtuvo una serie de proposiciones, las cuales des-
pués, equivocadamente, reconocié como contradictorias y por consiguien-
te el axioma sobre las paralelas como demostrado. I. Lambert alrededor
del afio 1766 (publicado en el afio 1786), siguiendo por este mismo camino,
no pudo conciliarse con el sistema de deducciones obtenidas ni tampoco re-
futarlas. Investigaciones anal reali; F. Schweikart (1818) y F.
Taurinus (1825). Sin embargo, s6lo el matematico hiingaro J. Bolyai
(1802—1860) expreso claramente la misma idea de Lobachevski y hacia el
afio 1832 independientemente de este Gltimo desarroll6 el sistema de la
geometria no euclid publicando la obra: “Apéndice, esto es, anexo, el
cual contiene la ciencia sobre el espacio absolutamente verdadero”. Des-
pués de la muerte de Gauss (1855) se aclar6 que él también descubri6 los re-
sultados iniciales de la geometria de Lobachevski pero los callé por temer a
comprometer su reputacion cientifica. Incluso no se decidié apoyar al jo-
ven J. Bolyai, cuando éste le mandé su trabajo. El verdadero valor del
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cientifico, propio de Lobachevski, se reﬂc]b de forma especialmente
brillante én el ambi denor y ataques creados alrededor
de sus trabajos, lo cual se prolongoé hasta su muerte.

La geometria de Lobachevski en su parte absoluta no se diferencia en
esencia de la geometria de Euclides. En aquella parte, la cual utiliza el
axioma de las paralelas la cuestion es diferente. Con esta parte se rela-
cionan los teoremas sobre: a) la disposicion de las rectas paralelas; b) la su-

ma de los angulos en trié yp ¢) las areas; d) los poligonos
inscritos y circunscritos en la cir ia; e) la j y congruencia
de figuras; f) la trigonometria; g) el teorema de Pitagoras; h) las medi-
ciones del circulo y sus partes. En estos puntos la geometria bidimensional
de Lobachevski se diferencia de la planimetria euclid Consid

mas concretamente algunas particularidades de la geometria de Lobachevs-
ki.

La suposicién de que a través del punto O fuera de la recta se puede tra-
zar méas de una recta, la cual no se encuentra con la dada, lleva a la conclu-
sién de que hay niimero infinito de tales rectas. Estas constituyen un haz.
En el haz de estas rectas hay dos rectas extremas: OB y OB, (fig. 57). Ellas
se denominan también paralelas a la recta O, A. Ahora surge la necesidad
de introducir la direccion de paralelismo. En la direccion de paralelismo las
rectas se acercan, en la opuesta se alejan. El angulo de paralelismo o de-
pende de la distancia entre las paralelas, esto es, de la longitud de la per-

p cor di x del sigui modo
= n(x); tg '(zx) ik
donde k es una que depende de la eleccion de la unidad de longi-

tud. Si x — 0, entonces w(x) — % , en el caso que x — oo, w(x) — 0. Final-

mente, las rectas que tienen una perpendicular comin divergen a ambos la-
dos.

Tras esto resulta que la suma de los 4ngulos de un triangulo es menor
que 2d. Cuando se aumentan los lados del tridngulo esta suma disminuye.
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b 1

Unr i \! es correcto para los p Como
consecuencia de esto resultd necesario agregar un criterio de igualdad de
tridngulos, partiendo de la igualdad de los tres pares de 4ngulos correspon-
dientes.

Las 4reas de todos los triangulos constituyen un conjunto con arista su-
perior ¢, donde ¢ es una constante que depende de la unidad de medida
del area y es igual a la relacion entre el 4rea del tridngulo y su defecto (la di-
ferencia de la suma de los 4ngulos exteriores, del tridngulo y 4d). En la
geomema de Lobachevski no existen triangulos y poligonos semejantes. La

posicion de j es equivall alp lado de Euclides sobre las
paralelas. La longitud de la circunferencia I crece mas rapido que el radio r
yes

=T (okr _ o=kr
! k(e" eT™).

El desarrollo ulterior de la geometria de Lobachevski estd vinculado
con la introduccion de haces de rectas convergentes, divergentes y paralelos
(fig. 58). Relativo a los haces de rectas se introducen los ciclos (llamados de
otra manera c-lineas, o lineas fundamentales). Estos son los lugares ge-
ométricos de los puntos que constituyen las trayectorias ortogonales al haz

Fig. 58

de rectas. Su posicion se determina por el punto inicial elegido sobre una de
las rectas del haz. Estos ciclos se denominan, respectivamente para los tres
tipos de haces: circunferencia, equidistante (o hiperciclo) y oriciclo (la ima-
gen de la circunferencia limite cuando R — o). Las imagenes espaciales
correspondientes formadas al girar los ciclos alrededor de una recta eleglda
seran: la esfera, hiperesfera y oriesfera respecti 1 h ies-
tablecié que si las rectas se sustituyen por oriciclos sobre la oriesfera tiene
lugar la planimetria de Euclides y la tri ria.

En todas las correlaciones de la geometria de Lobachevski se incluye la
unidad de longitud (escala) y los angulos y longitudes dependen unos de
otros. La unidad de longitud es OR, esto es la longitud del arco absoluto
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del oriciclo (fig. 59). Este arco, medido desde el punto elegido O sobre una
de las rectas paralelas del haz hasta R, que es la interseccion del oriciclo con
la recta del haz, paralela a la tangente al oriciclo en el punto O. En la ac-
tualidad el segmento igual en longitud al arco absoluto se denomina tam-
bién radio de curvatura del espacio de Lobachevski.

VA

Fig. 59

El aparato de calculo en la geometria de Lobachevski se basa en las ope-
raciones con funciones hiperbélicas. Por ejemplo, el teorema analogo al te-
orema de los senos para un triangulo en la geometria de Lobachevski ad-
quiere la forma

shka shkb shkc’
Toda la trigonometria resulté en lo fundamental la trigonometria de fun-
ciones hiperbélicas. El conjunto de sus formulas resulté semejante al con-
junto de férmulas de la trigonometria esférica en el sistema de Euclides, pe-
ro para la esfera de radio imaginario Ri. Tras la trigonometria Lobachevski
elabord en su sistema las geometrias analitica y diferencial.

En las obras de Lobachevski se construye un sistema gue no contiene
faltas logicas y tan rico en Itados como la ia de Euclides. Asi
mismo se muestra que es imaginable no sélo un sistema de geometria y que
se pueden obtener otros sistemas por medio de la generalizacién y modifi-
cacién de las cuestiones fundamentales de la geometria de Euclides. No

la acogida propo! da a la geometria de Lobachevski fue mas
que desal dora. Los démicos (entre ellos Ostrogradski) les daban a
sus obras valoraciones negativas, se editaban libelos sobre Lobachevski. Se
requeria una valentia poco comtn y una fe en la veracidad cientifica y en el
significado de sus investigaciones para hacer frente a esto. Lobachevski re-
vel6 las cualidades necesarias, luché insistentemente, pero muri6 en el afio
1856 incomprendido y no reconocido.
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El problema de la interp de la gt ria de Lobachevski y de
los sistemas geométricos en general. El problema que no pudo resolver Lo-
bachevski fue el p de la fund ion de la nueva geometria. Se
puede ir tan lejos como se quiera por el camino de la acumulacién de sus re-
sultados pero no obtener la seguridad en el rigor de su base logica, en su
significacion para las aplicaciones practicas y relativo a su lugar en la cien-
cia. Lobachevski advirti6 que para dimensiones infinitesimales su
geometria se transformaba en euclid: Ademas la j de las rela-
ciones trigonométricas en ambas geometrias permitié tener la esperanza en
un pronto descubrimiento de las relaciones entre ellas.

El camino de Lobachevski en la resolucién del problema de la funda-
mentacion era la busqueda de objetos materiales para los cuales se realizara
su geometria. La via auxiliar de aplicacion de los hechos de la geometria al
andlisis matemético y en especial al calculo de integrales dificiles fue tam-
bién utilizado por Lobachevski.

Pero volvamos a los i fi Se requiere, di mi-
diendo los angulos de los tridngulos advertir si su suma o se diferencia de
2d, esto es, advertir el defecto 6 = 2d — o. Lobachevski demostr6 que este
defecto debe ser directamente proporcional al area del triangulo S e inver-
samente proporcional al cuadrado del radio de curvatura del espacio, esto
es

b=

Para que el defecto sea notado es necesario elegir tridngulos de dimen-

siones lo mas grandes posible. Por esto Lobachevski se ocupd i diata-
mente de la medicion de tridngulos c6smicos.

7y

/e

v/

0

a

/] Vi

Fig. 60

Desde la posicion 7, de la Tierra en la orbita (fig. 60) se fija cierta
estrella A4 la cual se elige de modo que
s

ZCT\A =
2
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Si se fija esta misma estrella A desde el punto opuesto 7}, de la érbita, en-
tonces 2 CT,A = 2d — 2(3. La magnitud j es el paralaje de la estrella, me-
dida usualmente con gran exactitud. Si el espacio césmico tiene la

ia de Lobachevski, se puede definir el éngu.lo w de parale-
lismo. Sin embargo, todas las desvi didas invariabl resul-
taban en los limites de exactitud de la observacion y el experimento de Lo-
bachevski no tuvo éxito.

Esto ahora no resulta sorprendente. Se sabe que en el afio 1931 Schilling
demostré que los recursos actuales de la técnica astronémica no pueden ni
demostrar ni refutar las suposiciones de Lobachevski sobre la geometria
del espacio cosmico, si se supone que el radio de curvatura del espacio su-
pera a 60 afios luz. Los datos desconsoladores observados por la
astronomia los complementa la teoria general de la relatividad, la cual para
un mundo isotrépico da como valor del radio de curvatura 1,8 - 10° afios
luz. Si se tiene en cuenta que la geometria del espacio cosmico esta
estrechamente vinculada con la distribucion y el movimiento de las masas
que lo componen y que poseen las propiedades de atraccion, esta
geometria toma una forma muy compleja.

No obstante, a pesar de los fracasos con los experimentos, Lobachevski
se encontraba en el camino correcto. Su idea es la idea de la interpretacion:
los datos de cada teoria deben ser comprobados mediante el experimento.
La geometria de Euclides surgi6 como generalizacion de la experiencia
multisecular de los hombres y se confirma con la practica. La posible cons-
tmccnbn creada por Lobachevski debe apoyarse en un sistema de objetos
T i para Ser r ida como no contradictoria.

Como ocurre frecuentemente en la historia de las matematicas, la solu-
cion se encontraba cerca; los matematicos tenian ya todo lo necesario para
resolver el problema de la interpretacion de la geometria de Lobachevski.
Era necesario valerse de los datos de la teoria de las superficies.

Ya mencionamos anteriormente que la geometria diferencial a comien-
zos del siglo XIX tuvo un nuevo campo de difusion en la teoria de las su-
perficies. En los trabajos de Gauss, ial en sus “R
sobre las superficies curvas”, fue construida la geometria interior de las su-
perficies. Para esto, Gauss utilizb las coordenadas curvilineas u y v sobre la
superficie. El elemento lineal (diferencial de arco)

ds? = Edu® + 2F du dv + G dv*

y la curvatura gaussiana K = dieron la posibilidad de encontrar to-

1%,
dos los elementos de la superficie. Los resultados de la geometria interna
resultaron invariantes respecto a las flexiones de las superficies, esto es, ta-
les deformaciones de las superficies, bajo las cuales el elemento lineal
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queda invariante. Desde entonces, durante mas de un siglo los problemas
de las flexiones y de la geometria interior de las superficies resultan proble-
mas importantisimos de la geometria diferencial.

Alrededor del afio 1840, F. Minding, profesor de la Universidad de Tar-
tu (Dorpat) estudio las superficies de curvatura gaussiana constante. Entre
las superficies de curvatura negativa constante Minding, en particular, des-
taco la superficie de revolucion de la tractriz

_" 2 _ y2
P = :[\/al—xz-alnf———g—x].

esto es, la curva cuya longitud del ade desde el punto
de tangencia hasta la base OY es constante. La curvatura de esta superficie
€s

por ello a tal superficie se le denomina seudoesfera.

Minding demostr6 que para cualquier tridngulo cuyos lados sean lineas
geodésicas sobre la superficie de curvatura constante K tiene lugar la rela-
cién

ctg A-sen C + cos C-cos Vk * b = ctg Vka- sen Vkb.
En el caso K > 0 ésta es una de las férmulas de la trigonometria esférica. Si

B 1 ;
K < 0, entonces después de la sustitucién VK = — como consecuencia de

sen ix = ishx,cosix = chx
la formula toma la forma

ctg A-sen C + cosC'ch—q =cth? - shE 2
i r r

De esta férmula se pueden deducir las restantes formulas de la geometria
hiperbdlica. La tri ria de los triangul désicos sobre la superfi-
cie de curvatura constante negativa result6 la mgonometria hiperbblica.

Cinco afios antes de la publicacién del trabajo de Minding en 1835, Lo-
bachevski en la “Geometria imaginaria” mostré6 que la existencia del
axioma de paralelismo se puede reducir a la cuestion sobre la veracidad de
las relaciones de la trigonometria hiperbélica. El resultado de Minding sig-
nifico en esencia que la geometria interna de la seudoesfera es isomorfa a la
planimetria de Lobachevski. Sin embargo ni Minding ni Lobachevski lo
advirtieron.
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Este hecho fue advertido por primera vez por el gedmetra italiano
E. Bell Estudio la obra de Lobachevski por sus traduc-
ciones al francés e nahano El not() que los resultados de una de sus investi-

i geométrico-di lab da interpretacion de la
geometria de Lobachevski.

Belltrami estudié el problema de cartografia: reflejar una superficie en
un plano de tal manera que todas las lineas geodésicas sobre la superficie se
representen mediante rectas en el plano. Advirti6 que tal representacion se
puede establecer para las esferas y para las superficies de curvatura cons-
tante negativa y ademas encontré entre estas tltimas la seudoesfera (ver
fig. 61). Los elementos lineales (formas métricas fundamentales) del plano
de Lobachevski y de la superficie seudoesférica resultaron expresados por

¥

|
&

Fig. 61

una misma férmula. Esto significaba que la geometria interior de la seudo-
esfera es isomorfa a la geometria interior del plano hiperbdlico de Lo-
bachevski. Las imagenes de las rectas de Lobachevski eran las geodésicas
sobre la superficie y los movimientos se interpretaban mediante las fle-
xiones de la superficie en si misma.

Belltrami publicé sus resultados en el afio 1868 en el articulo “Experien-
cia en el tratamiento de la geometria no euclideana”. Esta fue la primera
interpretacion de la geometria de Lobachevski. Ella produjo una gran
impresion. Después de ella la situacién de esta parte de la geometria vario.
Las dudas sobre su-no contradiccion se eliminaron ya que el plano de Lo-
bachevski se interpretaba sobre la superficie de un espacio euclideano. Sin
embargo, la interpretacion era incompleta, ya que la superficie de la seudo-
esfera refleja s6lo una parte del plano de Lobachevski, lo que se advierte en
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la fig. 62. Es bié id que ni binaci6n de las superficies
de Belltrami elimina la incompletitud.

Belltrami logrd, de esta manera, demostrar lo no contradictorio de la
geometria de Lobachevski solo para cierta parte acotada del plano. Quedo
abierta la cuestion sobre la interpretacion de todo el plano de Lobachevski.

Fig. 62

Sélo en el afio 1901 D. Hilbert demostré que en el espacio tridimensional
no existe superficie analitica de curvatura constante negativa que no tenga
singularidades en ninguna parte y que sea en todas partes regular. Por esto
llevar a cabo una interpretacion del tipo de Belltrami de todo el plano de
Lobachevski es imposible.

La siguiente interpretacion, en el tiempo, realizada en el afio 1871 por
F. Klein en el trabajo “Sobre la llamada geometria no euclideana”, se basa
en la definicion de medida proyectiva en el plano introducida por Cayley.
Cayley introdujo este concepto en el afio 1859 en la “Sexta memoria sobre
las formas” de la siguiente manera: las formas son polinomios homogéne-
os. Para el tratamiento geométrico de la teoria de las formas, Cayley se sir-
vié de la geometria analitica del espacio proyectivo, construido por Pluc-
ker. Con una forma binaria relacioné un sistema de puntos de la recta, cuyas
coordenadas homogéneas anulan esta forma. Analogamente una forma ter-
naria se representa por una curva del plano proyectivo; si esta forma es
cuadratica, la curva correspondiente es una seccién conica. A continuacién
Cayley fija una de las formas cuadraticas binarias y un par de puntos
correspondientes a ella sobre la recta. Su definicién de absoluta, en esencia
se introduce como imagen respecto a la cual se consideran los automorfis-
mos. Para la definicion de la distancia entre dos puntos Cayley construye la
relacién anarmonica de estos dos puntos y los puntos de la absoluta. El lo-
garitmo de la relacion anarmoénica es, segin Cayl:y, la dlstancm En el pla-
no, absoluta es una curva de do orden; su con
recta del plano determina sobre ella la absoluta de la métrica proyectiva.

Klein, en el trabajo mencionado antes, demostrd que la métrica proyec-
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tiva de Cayley definida por una curva real de segundo orden coincide con la
métrica del espacio de curvatura constante negativa. Ahora Klein puede (y
precisamente lo realiza) reflejar el plano de Lobachevski en el interior de la
absoluta, por ejemplo dentro del circulo. Los puntos del plano se reflejan en
los puntos interiores de la absoluta, las rectas se transforman en cuerdas sin
los puntos extremos, las rectas paralelas en cuerdas con extremos comunes.
El movimiento es una transformacién proyectiva que modifica el circulo en
si mismo y las cuerdas en cuerdas. La distancia es, como la de Cayley,

AN BM
e '“(AM BN)

En el espacio se utiliza la transformacién proyectiva en el interior de la es-
fera. La geometria de Lobachevski se interpreta mediante la absoluta de
Klein (fig. 63). Por ejemplo, del punto O resulta posible trazar dos rectas

Fig. 64

OM y ON que no se interceptan con la recta dada MN'y asi mismo son pa-
ralelas a ella en el sentido de Lobachevski. La geometria de Lobachevski
resulta desde estas posiciones la geometria de los subgrupos de todas las
transformaciones proyectivas bajo las cuales la absoluta se transforma en
si misma. El modelo de Klein result6 la demostracién completa, largamen-
te esperada, de la no contradiccion de la ia de Lobachevski y la
existencia para ella de un sentido real.

Después de este trabajo de Klein aparecieron y contintian apareciendo
nuevas interpretaciones, advirtiéndose nuevas relaciones de la geometria de
Lobachevski con otras ramas de las mateméticas. Citemos como ejemplo el
modelo de H. Poincaré, propuesto por él en el afio 1882 en relacion con los
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probl de la teoria étrica de las funci de variable leja. El
plano de Lobachevski se rep: por el interior del circulo (fig.
64), las rectas, por arcos de circunferencias, perpendiculares a la circunfe-
rencna dada y por los diametros. Los movimientos se interpretan por com-

de inversi Aqui en cuenta la inversion hiperboli-
ca, esto es, tales transformaciones de los puntos del plano respecto a la cir-
cunferencia con centro en O y radio r cuando cada punto M sobre el rayo
OM se pone en correspondencia con el punto M " tal que OM - OM * = r2.

Elaboracion de los principios de la clasificacion de las teorias geométri-
cas. La existencia de interpretaciones significaba la falta de contradicciones
en la geometria de Lobachevski. Més con esto fue demostra-
da la posibilidad de reduccién del problema indicado a la cuestién sobre la
falta de contradicciones en la geometria de Euclides, y a través de ella a los
datos de la experiencia. A su vez, la determmada validez de por lo menos
dos geometrias, la euclid y la de Lobach joala apancnén
de diferentes sistemas geométricos, a la necesidad de elaborar un principio
tinico de clasificacion de estos sistemas, a la elaboracu‘)n del método
axiomatico y al fortal de su i6bn como método
importantisimo de toda la geometria y en general de las matematicas de la
actualidad.

F. Klein introdujo en la clasificacién del sistema de la geometria las ide-
as de la teoria de grupos. Brevemente, advirtié6 que todos los movimientos
considerados en la geometria forman un grupo: el producto de dos movi-

€s un movimi cada imi se puede poner en correspon-

dencia con su inverso. La geometria de Euclides y la geometria de Lo-
bachevski tienen grupos de movimientos diferentes. Si se propone la cues-
tién mas generalmente, entonces resulta que la geometria del espacio se ca-
racteriza por las propiedades del grupo de los movimientos de este espacio.
Precisamente el movimiento es aquella transformacién la cual permite
figuras con propiedades idénticas. De esta manera se destacan un

conjunto de propiedades de los objetos iales invariantes al
movimiento. La ciencia sobre estas propiadades es precisamente la
geometria.

Estas ideas fueron expuestas y desarrolladas por F. Klein en una exposi-
cion realizada por él en el afio 1872 durante una intervencion en la catedra
en la ciudad a!cmana de Erlangen “Panorama comparativo de las
no! investi; icas”. Posteriormente ésta se hizo
mucho mas conocida a los matematicos como “Programa de Erlangen de
F. Klein”.

Segin F. Klein para la construccion de la geometria es necesario dar:
a) cierta variedad de elementos; b) un grupo de transformaciones que den la
posibilidad de aplicar los elementos de una variedad dada, el uno en otro.
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La ia debera di 11 laci de los el las
cuales son invariantes ante todas las transformaciones del grupo 'dat.io.
Desde estas posici son ibles, por plo, las

geometrias: a) la geometria de Euclides, que estudia los invaria_me_s de la
traslacion; b) la geometria afin, cuyo objeto de estudio esté constituido por
los invariantes de las, asi llamadas, transformaciones afines

x"=ax+by+c,
y =ax+by+c

bajo la condicion

b,
det = la, ‘l #0
a4 b
(en el caso particular cuando se ideran transfor _' ortc _‘
siempre tendremos: det = = 1); ¢) la geometria proyectiva, esto es la cien-
cia sobre los invariantes de las transformaci lineales fr ias

,_a@x+by+e |
x'=1—=—1;
ax + by + ¢

L_@x+ byt
ax + by +¢’

a, b, ¢
det = (@, b, c;| #0.
a3 by ¢
Ante tal formulacién del probl la ia de Lobachevski se trata

como parte de la geometria proyectiva, donde se estudian los invariantes
del subgrupo de las transformaciones proyectivas que transforman en si
mismo los puntos de una cierta circunferencia.

En la clasificacion de Klein, junto a los indicados, se i
otros si étricos. Por ejemplo, la geometria conforme la cual
abarca el grupo de tales transformaciones que convierte circulos en circulos
y que conservan los dngulos. Como otro ejemplo puede servir la topologia,
es decir la geometria de los grupos de transformaciones continuas, esto es,
con las cuales se conserva la proximidad infinita de los puntos.

Hace ya mas de cien afios que la idea de Klein, acerca de que la
geometria se puede construir sobre cualquier variedad en la cual esta es-
tablecido un grupo de transformaciones, es directriz no sélo para la clasifi-
cacion de las teorias geométricas, sino que también para la construccion de
nuevos sistemas de la geometria. No obstrante, esta idea no es tinica. A me-
diados del siglo XIX apareci6 atn un principio general de consideracion de
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las teorias geométricas. Este fue el principio, el cual en lo sucesivo con-
vendremos en denominar métrico. Por primera vez fue expuesto en forma
general en el afio 1854 por Ri enla fi que después resultd
famosa “Sobre las hipotesis que yacen en los fundamentos de la
geometria” (publicado en le afio 1867).

Las ideas iniciales de las investigaci étricas de Ri en
una primera aproximacion son los sigui Para la construccion de una
teoria geométrica es necesario dar: a) una variedad de elementos; b) las co-
ordenadas de estos elementos (en un caso general n); c) la ley de medicién
de las distancias entre elementos de la variedad infinitamente proximos.
Esta tltima se da partiendo de la premisa que el espacio geométrico en par-
tes infinitesimales es euclideano. Esto significa que en su forma mas gene-
ral se da el elemento lineal de arco, definido por la forma diferencial

cuadrética
ds* = E 8y dx;dx;,.
ik
Aqui
B = &r(Xps 5 X,
gy = 83 ds® = 0.
La forma indicad id es la generalizacion de la forma

cuadratica gaussiana en la geometria interior de superficies
ds? = E du? + 2Fdu dv + G dv?.

Los movimientos se definen como tranformaciones, respecto a las cuales el
elemento lineal ds es invariante. De aqui

Z 8 dx;dx, = E 8j.dx;dx.

ik ik

Tras ds quedan invariantes en este caso la longitud de la curva y otras
relacis lativas a la d inada métrica del espacio. El propio concep-
to de espacio, después de tan amplia generalizacion del concepto de distan-
cia entre dos puntos, adquirié un tratamiento muy general (por ejemplo, el
espacio de colores, el espacio de fase, etc.). Este concepto evoluciond rapi-
damente incluso hasta la idea actual de espacios de Riemann como varieda-
des geométrico-diferenciales generales con las precisiones necesarias. La
teoria de los espacios de Riemann lleva en la actualidad el nombre de
geometria de Riemann.

Riemann no cred el aparato analitico, adecuado a una geometria ideada
tan ampliamente sobre la base del principio métrico. Solo a comienzos del
siglo XX, cuando en los trabajos de los matematicos italianos R. Ricci-
Curbastro y T. Levi-Civita se conformé el célculo tensorial como sintesis
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de la teoria de las formas algebraicas y la teoria de las formas geométrico-
diferenciales cuadréticas, resultd que este calculo era el aparato mas como-
do para la elaboracion de los problemas de la geometria de Riemann. Las
amplias generalizaciones del concepto de di ia entre dos el y
correspondientemente de todos los r i métricos 11 ala
introduccién del concepto de espacio métrico. Una formulacién maés
estrecha de la cuestion en el plano de la aclaracion de las posibles varieda-
des de geometria no euclideana, las geometrias de los espacios de curvatu-
ra constante positiva, obtuvo la denominacion de geometria de Riemann.

Establecimi del método axiomitico en Ja g ia. La idea de Lo-
bachevski sobre que, logicamente pensada, la geometria de Euclides no es
tnica, tuvo en la segunda mitad del siglo XIX confirmacion; surgieron nu-
merosos si étricos. Se i duj en la vida en forma de dife-
rentes interpr i yd é: bién de apli y otra de sus ide-
as, que la veracidad de la geometria se comprueba s6lo por la experiencia y
que la experiencia que se amplia exige la introducciéon no solo de la
geometria euclideana. La naturaleza verdadera del espacio puede resultar
también no euclideana.

La tercera idea de Lobachevski, como fue indicado, consistia en que las
geometrias nuevas pueden ser construidas por medio de la variacién y la ge-
neralizacion del sistema de axiomas y en general, de los puntos de partida
de la geometria euclideana. Ya en el afio 1866 H. Helmholz introdujo el

movimiento en calidad de fund I de la ia. G. Can-
tor (1871) y R. Dedekind (1872) investigaron el axioma de continuidad.
Pasch (1882) logrando la resolucién del probl de la inclusién de la

geometria métrica en la proyectiva, investigé profundamente dos grupos de
axiomas: de orden y de pertenencia (segun la posterior clasificacién de los
axiomas realizada por D. Hilbert). Tras Pasch, estos grupos de axiomas los
investigd D. Peano (1889) y Pieri (1899). Finalmente, en 1899 aparecio la
primera edicion de los “Fundamentos de la geometria” de D. Hilbert, en la
cual por primera vez el sistema de axiomas de la geometria se expone en
forma leta y lo sufici; rig
De esta manera, hacia fines del siglo XIX, en la geometria se establecid
el método axiomatico. Desde esta misma época el método axiomatico se ex-
tendi6 también a otras ramas, constituyéndose en uno de los métodos fun-
d les de las 4ticas modernas. Las teorias geométricas resulta-
ron précticamente la parte de las matematicas mas comoda para el estable-
imi del método axi ico. En lugar del voluminoso sistema de defi-
niciones, axiomas y postulados, dos en los “El " de Euclid
ahora se hizo posible introducir sélo un conjunto de axiomas los cuales
también sirven de descirpcién de los conceptos fundamentales y sus pro-
piedades. En la geometria se formaron las primeras exigencias de rigor 16-
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gico, las cuales deben satisfacer los axiomas: las exigencias de su compati-
bilidad y completitud. La compatibilidad incluia la exigencia de indepen-
dencia y falta de contradicciones. Esta tltima se demuestra mediante la
construccion de interpretaciones y en esencia es equivalente a esta construc-
cibl:l. La indq dencia de cualquier axioma se establ di; la susti-
tl:u:xén por su negacién con la subsiguiente construccién de sus interpreta-
ciones con el objeto de demostrar la falta de contradicciones del sistema.
La completitud del sistema de a prender como la
propiedad de definir un sistema de objetos con exactitud de hasta un iso-
morfismo. A diferencia de la geometria la axiomatica de la teoria de gru-
pos, por ejemplo, no puede ser completa ya que existen £rupos con estruc-
tura no isomorfa.

Los axiomas de la geometria, como en general los axiomas matemati-
cos, no son verdades aprioristicas eternas. El criterio de su veracidad yace
en la préctica; en cada etapa del desarrollo histérico de las matematicas se
acla(a su relatividad. El gran papel del método axiomatico no puede cubrir
9] origen real de los axiomas, no puede servir de base para sus valoraciones
xdealiflas. Segin la justa expresion de F. Engels, “... la deduccion de las
magnitudes matematicas una de otras, al parecer aprioristica, demuestra
no su procedencia aprioristica, sino sélo su interrelacién racional” !,

El desarrollo de la geometria en el siglo XX, debido al enorme volumen
de resultados y la complejidad de sus relaciones, no fue posible incluirlo en
el contenido del presente capitulo. Una idea elemental sobre esta materia el
lector puede obtenerla, por ejemplo, en el articulo de A.D. Alexandrov
“Geometria” ? al que se le ha afadido una bibliografia bien seleccionada.

" K. Mapke, ®. Durensc. Cobp. cou., T. 20, ctp. 37. (K. Marx, F. Engels. Obras
completas.)
: DAL Asnexcannpos. eomerpus. BC3, man. 2, 1. 10, cTp. 533—550. (A.D. Ale-
xiindrov. Geometria.)



Capitulo 8
LAS MATEMATICAS EN RUSIA

Estado de las investigaciones cientificas sobre mateméticas a comienzos
del siglo XIX. En los capitulos anteriores se ha citado una cantidad compa-
rativamente grande de hechos sobre los més importantes aportes a la cien-
cia introducidos por los aticos mas de Rusia. Estos mate-
riales evidencian sobre el imiento del vol y el peso especifico de l§s
investigaciones de nuestros cientificos y pueden dar cierta idea sobre gl ni-
vel y el caracter del desarrollo de las matematicas en Rusia en los siglos
XVIII y XIX.

No obstante los hechos citados resultaron fragmentados ya que su elec-
ci6n estaba subordinada a los objetivos de carécter general presentados al
autor durante la escritura de uno u otro capitulo, por ello es necesario

1 las informaci indicadas con un bosquejo corto, pero, en
lo posible, conexo del desarrollo de las matematicas en Rusia. Durante FS!E
trabajo nos esforzaremos por eludir la repeticion de los materiales anterior-
mente citados. Y

En el siglo XVIII, en Rusia existian sélo dos centros cientifico-
docentes: la Academia de Ciencias de Petersburgo (fundada en el afio 1725)
y la Universidad de Mosci (abierta en el afio 1755). La actividad cientifica
en el dominio de las matematicas y las disciplinas afines se agotan total-
mente con los trabajos de L. Euler y sus pocos discipulos. Los resultados
de Euler, gigantes por su cantidad e importancia, resultaron asi y todo un
caso aislado, no encontraron gran repercusion cientifuca en Rusia, donde
las personas instruidas eran aun poco numerosas. Tampoco encontraron el
desarrollo inmediato las numerosas ideas bles de M.V. L 6
sobre las matematicas, su significado y el caracter de sus métodos. La pro-
pia Universidad de Mosct, en el siglo XVIII, cumplia fundamentalmente
funciones docentes.

La situacién comienza a variar en la primera mitad del siglo XIX, cuan-
do bajo la presion de la nueva produccion capitalista en Rusia, a pesar de la
resistencia del zarismo fueron realizadas algunas reformas. El aumento del
papel de la ciencia y la instruccién para la economia de Rusia eqcontré su
expresion, en particular en la fundacion de una serie de univcrstdadesr El
comienzo del siglo XIX fue conmemorado por el surgiminto de las univer-
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sidades de: Tartu (1802), Vilnius (1803), Kazan (1804), Jarkov (1805), Pe-
tersburgo (1819) y Kiev (1834). En la segunda mitad del siglo XIX fueron
abiertas tres universidades mas: la de Odessa (1865), Varsovia (1869) y la
de Tomsk (1888). En la época de la Gran Revolucién Socialista de Octubre,
en Rusia se contaban en total 11 universidades (en el afio 1909 fue abierta la
Universidad de Saratov).

En cada una de las universidades, desde el momento de su organizacion
se instituyeron facultades fisico: aticas y depar de
ticas (en la Universidad de Saratov esto ocurrié sélo en el aiio 1918).

La actividad de las universidades, las cuales en aquella época dirigian
también todos los centros de enseflanza media y elemental, era una parte
importantisima de la creacién de las bases de la ramificacién de las investi-
gaciones cientificas sobre matematicas. Otras partes de este importante
proceso fueron: elevacion del nivel de ensefianza de las matematicas en los
centros de ensefianza media, edicion de literatura matematica, entre ellos
revistas, surgimiento de sociedades cientificas matematicas.

En las universidades, a mediados del siglo XIX comenzo a desenvolver-
se una actividad cientifica seria. A esto siguié la unién en una serie de
ciudades de los cientificos matematicos sobre la base de una teméatica gene-
ral, la cual condujo a la formaci6n de escuelas cientificas. Este término lo
aplicaremos a grupos de cientificos, comparativamente numerosos, los
cuales mantenian lazos cientificos y estaban unidos por lo comiin de una
orientacion cientifica, o por la clase de problemas teéricos que se resolvian
o por la especificidad de los métodos aplicados.

El primer centro cientifico en el campo de las investigaciones matemati-
cas resulto ser el de Petersburgo, mas exactamente la Academia de Ciencias
de Petersburgo. Tras este, alrededor de las universidades comenzaron a
formarse otros centros y escuelas matematicas: en Kazén, Mosc, Kiev,
Jarkov y otras ciudades. En lo que sigue podemos prestar fundamental
atencion solo al desarrollo de las escuelas matematicas de Petersburgo y
Moscii.

Escuela matematica de Petersburgo. Después de la muerte de L. Euler
(1783) el nivel de las investigaciones mateméticas en Petersburgo disminu-
y6. Un nuevo ascenso se noto sélo en los afios 20 del siglo XIX. Este estuvo
relacionado con la actividad de M.V. Ostrogradski y V.Y. Bunyakovski.
Ambos eran de origen ucraniano, ambos obtuvieron una seria preparacion
cientifica en Paris, el mas notable centro, en aquella época, de la ciencia
matematica. Esta circunstancia determiné la afinidad en las ideas y el
vinculo de los trabajos de los matematicos de Petersburgo con las ideas de
los mejores matematicos de aquella época.

Mijail Vasilievich Ostrogradski (1801—1861) termin6 la Universidad de
Jarkov en 1820. Fue discipulo del cientifico progresista, rector de la univer-
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sidad T.F. Osipovski. La lucha de este dltimo contra la mayoria reac-
cionaria de los profesores, la cual terminé con la expulsion de Osipovski de
la unviersidad, se reflejé también en el destino de Ostrogradski, el cual no
recibi6 su diploma. Ostrogradki continué su preparacién en Paris
(1822—1828) y regreso a la Patria siendo ya un hombre de ciencia de alta
reputacion cientifica. Se radico en Petersburgo, siendo inicialmente, (1828)
profesor adjunto y a continuacion (desde 1830) académico. Ademas,
Ostrogradski ensefié en una serie de centros de ensefianza superiores técni-
cos y militares.

Los intereses cientificos de Ostrogradski se desarrollaron en estrecha re-
lacién con los problemas de actualidad para los matematicos de Paris.
Incluso la mayoria de sus trabajos los escribié y publico en francés.

La recopilacion de las obras de M.V. Ostrogradski en ruso fue editada
s6lo en los afios 1959—1961 por la Academia de Ciencias de la R.S.S. de
Ucrania.

Asi como sus contemporaneos (Fourier, Laplace, Cauchy, Poisson y
otros) Ostrogradski dirigi6 sus esfuerzos fundamentales a la resolucion de
problemas aplicados. La mayoria de sus trabajos estaban relacionados con
el dominio de la anica, la fisica atica y los probl del analisis

atico con ellos vinculados. Ademas dejé trabajos de primera
categoria sobre 4lgebra, teoria de nimeros y teoria de probabilidades.

Un lugar central en la actividad cientifica de Ostrogradski lo ocupan sus
trabajos sobre fisica matematica. La construccion de la teoria matematica
de diferentes fenémenos de la naturaleza, estaba en el centro de atencion de
los mas grandes matematicos de Paris en aquella época, cuando
Ostrogradski estudiaba en Paris. En el afio 1822 aparecid “La teoria
analitica del calor” de Fourier, en 1825 fue concluida la publicacion de la
obra en cinco tomos “Mecéanica celeste” de Laplace, en 1826 fue editada la
“Teoria de los fendmenos electromagnéticos” de Ampeére. En el afio 1826
fue escrito también el primer trabajo de Ostrogradski (publicado en 1832).
Este trabajo estaba dedicado al problema sobre la difusién de las ondas
sobre la superficie de un liquido en un tanque cilindrico. Algo después
(1829) Ostrogradski resolvi6 el mismo problema para un tanque con forma
de sector circular.

Al regresar a Petersburgo, Ostrogradski public6 la “Nota sobre la in-
tegral que se encuentra en la teoria de la atraccién”, donde dio una deduc-
cién original de la ecuacion de Poisson, la cual encontré y comunicéd a
Cauchy ya en el afio 1826. Tras esto Ostrogradski dedico algunas memorias
a la teoria matematica del calor. Aqui desarrollé el método de Fourier para
los cuerpos solidos en forma general y ademas por primera vez dio una re-
solucién rigurosa del problema sobre la difusion del calor en un liquido. Su
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M. V. Ostrogradski (1801—1861)

nota “Sobre la teoria del calor” (afio 1828, publicado en 1831), contiene
una generalizacion del método de Fourier. Esta generalizacion consiste
fund | en: a) la determinacién de los nimeros caracteristicos
del problema de contorno y las funci fund les corr di

al mismo (en general, no trigonométricas); b) la investigacion de la descom-
posicion de funciones en serie de funciones fundamentales. Ademas de esto
Ostrogradski descubri6 la propiedad de ortogonalidad mutua de las fun-
ciones fundamentales y ademas encontré la férmula de desarrollo en fun-
ciones fundamentales

sera= Y ufrny, ue

'[uu'w
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Aqui, segiin Ostrogradski, las integrales son, naturalmente, triples segiin la
region, w es la diferencial de volumen, u es la funcién fundamental corres-
pondiente al sumando dado de la suma y la relacion entre las integrales son
los coeficientes generalizados de Fourier.

Una particularidad de este trabajo de Ostrogradskn, es que se apoya
ademas en el principio de localizacién que antes. La de-
mostracién de un desarrollo general en funciones fundamentales no se re-
aliz6 rigurosamente. A proposito, las subsiguientes generalizaciones del mé-
todo de Fourier, logradas en los trabajos de Lamé y Duhamel tenian aun
menos generalidad y demostrabilidad que la de Ostrogradski.

Muchas obras de Ostrogradski estan dedicadas a la resolucién de otros
probl de la fisica atica: sobre la magnetizacion de placas aisla-
das, sobre la atraccién de esferas y esferoides, sobre la integracion de
ecuaciones de oscilaciones pequeiias de los medios elasticos, etc.

Con las investigaciones sobre fisica atica, se rel bié
un gran grupo de trabajos de Ostrogradski en diferentes ramas de la meca-
nica. N.E. Zhukovski, famoso atico y ico ruso, divide estas

investigaciones de Ostrogradski en tres partes: las relacionadas con el anali-
sis del principio de los desplazamientos virtuales y los pnncnpxos va-

riacionales de la mecénica, con la r ion de las

dela anica y las dedi a los probl: particulares de la mecénica.
En particular, entre las generahzacnones del principio de Lagrange se en-
cuentran: la i6n de este método a con enlaces libres, el méto-

do general de blisqueda de las velocidades de los puntos elasticos, con un
golpe sobre un enlace rigido de los puntos y otros. Se encuentran también
trabajos, de caracter puramente palicado, sobre balistica y técnica artillera.

En el campo del analisis matematico a'Ostrogradski le pertenecen gran-
des descubrimientos. En su mayoria estos descubrimientos estdn relaciona-
dos con sus trabajos aphcados y surgleron como perfeccionamientos nece-
sarios para un pl lo sufici general del problema. Asi,
por ejemplo, la famosa formula de Ostrogradski

S”(mﬁ ?98 oz )d”' SSdedZ+de¢v+Rdydx

v 5

fue deducida por primera vez en el afio 1828. Su generalizacion al caso de
una integral multiple fue encontrada en el afio 1834 por Ostrogradski para
la determinacién de la variacion de una integral multiple. En los articulos
sobre calculo variacional se encuentra ademas la importante férmula de di-
ferenciacion de una integral maltiple segin un parametro
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V'Z-( jdedydz... = jgudxdydz

L L
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Lo\rgob

S da ' \?
=) +
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donde el parametro esta incluido tanto en la funcién subintegral U, asi co-
mo también en la ecuacién que define la frontera S del dominio de integra-
cién L.

En el articulo “Sobre la transformacién de las variables en integrales
muiltiples” (1836, publicado en el afio 1838) expone el método que se utiliza
aun en la actualidad.

Una serie de articulos de Ostrogradski estan dedicados a la integracién
de funciones algebraicas. Por ejemplo, en ellos se demuestra que, la in-
tegral algebraica de una funci6n racional puede ser sélo una funcién ra-
cional. Esto deriva do n = 1) de un resultado mas general demostra-
do por Ostrogradski: supongamos dada la funcién racional R (x, y) donde

y=Y ALk 4, =1
k=0

Si, ademas, j R(x, y)dx es una funcion algebraica, entonces es una fun-
cién racional entera de y de grado n — 1, cuyos coeficientes son funciones
racionales de x. Est4 demostrado ademés que la integral de una funcién al-
gebraica no puede contener ni exponenciales ni funciones trigonométricas.
Fue encontrado el procedimiento para separar la parte algebraica de la in-
tegral de una fraccion racional denominada actualmente en los textos sin
base alguna, “regla de Hermite”.

Estos y muchos otros resultados de Ostrogradski en el campo de la
teoria de integracién, junto a sus vinculos con los problemas practicos
reflejaron una nueva etapa del desarrollo del calculo integral. Ya indica-
mos que la separamén de la clase de funciones integrables en funciones ele-
mentales, fund fue culminada en la época de Euler y en ma-
yor parte gracias a sus esfuerzos. Una nueva problematica constaba de
problemas mas generales respecto a la naturaleza de clases de funciones
que se obtienen por integracién de una u otra clase de funciones: raciona-
les, algebraicas, elementales, trascendentes, etc. Junto a Ostrogradski en
este campo trabajaron Abel, Liouville y otros. Sus resultados en ocasiones
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estuvieron préximos y a veces incluso se superpusieron. Mas adelante la
teoria general de integracion fue exitosamente desarrollada por P.L. Che-
bishev.

En el plan de revision de los trabajos de Ostrogradski sobre anlisis ma-
tematico sefialemos algunos de sus resultados en el campo de la teoria de
ecuaciones diferenciales. En el afio 1838, publicoé “Nota sobre las
ecuaciones diferenciales lineales”, donde para las ecuaciones de la forma

%+ ,Z;:’:'+...+p"_‘%+l’ny=0
dedujo el discrimi ahora d do wronskiano (H. Wronski
(1775—1853) introdujo este determinante en el afio 1812),
Nnooon Yy
W(x) = 4! Y2 o In

yin—lb y&n—l) z y,(ln—l)

()3 gy oo P, 50D integrales parciales de la ecuacion). . ;

Anteriormente (1835) O: dski introdujo mejor en el mé-
todo de Newton de resolucién aproximada de un sistema de ecuaciones di-
ferenciales.

En relacién al problema de integracion de fracciones racionales,
Ostrogradski encontré un nuevo procedimiento de separacién de las raices

altiples de los poli ios. Sus “Lecci sobre analisis algebraico y
trascendente” (1837) jugaron un gran papel en el desarrollo de la forma-
ci6n matematica en Rusia.

En la esfera de intereses cientificos de Ostrogradski se encontraba tam-
bién la teoria de probabilidades, a la cual dedic6 seis articulos en diferentes
épocas (desde el afio 1834 hasta 1859). En éstos estudi6 las cuestiones de la
teoria de los seguros, los juegos de azar, el control estadistico de la calidad
de la produccion, las funciones generatrices y otras cuestiones actuales en
su época, de la teoria de probabilidades, andolas desde la posicién de
las aplicaciones practicas. No eludi6 en uno de sus trabajos el error,
caracteristico para los mateméticos de aquella época (en primer término
para Laplace), i en la no fund i6n de las aplicaci de
las consideraciones de la teoria de probabilidades a la resolucién de los
problemas de la practica judicial y otros problemas especiales. Otro de sus
errores fue la subestimacion con relacion a los trabajos de Lobachevski. Es-
ta falta de un notable matematico ensefia, que es inadmisible en la ciencia
la revelacién de limitaciones tericas, la falta de atencion o presuncion, c6-
mo perjudican el desarrollo de la ciencia. No se les puede justificar con nin-
gin, incluso los mayores méritos, ni tedricos, ni practicos.
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Victor Yakovlevich Buniakovski (1804—1889) también recibié ense-
fianza de matematicas superiores en Paris, donde en el afio 1825 le fue otor-
gado el grado de Doctor en matematicas. Regresé a Rusia en el afio 1827.
Durante largos afios fue profesor de la universidad y otros centros de ense-
fianza superior de Petersburgo. Enseguida después de su llegado Bu-
niakovski fue elegido (1828) profesor adj y después (1830) acadé
Desde el afio 1864 y casi hasta su misma muerte fue vicepresidente de la
Academia de Ciencias.

En la gran y heterogénea herencia cientifica de Buniakovski (le pertene-
cen cerca de 130 trabajos) se tienen grandes resultados cientificos. En los
trabajos sobre teoria de nimeros (mas de 40) encontramos la demostracion
de la ley cuadrética de reciprocidad, la resolucion de una serie de proble-
mas del analisis diofantico, un estudio sobre los niimeros primos, etc. Més
de 20 trabajos, Buniakovski los dedico a la teoria de probabilidades y sus
aplicaciones. Resolvié muchos problemas importantes surgidos en la orga-
nizacién de los seguros, de cajas de préstamos, del analisis de la poblacion
de Rusia (tablas y la formula empirica de mortalidad, calculos de los con-
tingentes de reclutamiento y otros), de la industria. En calidad de experto
oficial en estadistica y seguros (desde el afio 1858) Buniakovski cooperd
gradualmente a la penetracién de los métodos matematicos en la practica
de la construccién econdmica. Su obra “Bases de la teoria de las probabili-
dades” (1848), abarco todos los aspectos de la teoria de probabilidades y
sus aplicaciones y result el primer gran manual sobre esta ciencia en Ru-
sia.

En los trabajos de Buniakovski sobre analisis fue resuelto un gran nii-
mero de problemas concretos, en particular de la teoria de integracion, de
convergencia de series, etc. A Buniakovski le pertenece, en particular
(1859) el honor del descubrimiento de la conocida desigualdad:

L] 2 L] b
[1760- owas | < [ reoan - | eeoran,
laqueen i sed ina como d dad de K. Schwartz, aunque

este (ltimo la encontré y publicé solo 16 afios después que Buniakovski.
Las investigaciones geométricas de Buniakovski estan dedicadas principal-
mente a los probl de la fund i6n de la geometria. Investigd de-
tallamadamente la historia de las demostraciones del postulado de las para-
lelas, advirti6 claramente las imperfecciones de todas estas demostra-
ciones. No obstante, con relacién a los trabajos de Lobachevski, Bu-

iakovski relaci d negativ compartié el error de
Ostrogradski y continué buscando una demostracion logicamente rigurosa
del postulado. La geometria no euclideana se la figuraba como légicamente
sin sentido.
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P.L. Chebishev (1821—1894)

Los trabajos de Buniakovski, asi como de la gran mayoria de los mate-
maticos del siglo XIX, resultaron olvidados, incorporados y transforma-
dos en cierta experiencia generalizada de la ciencia. La asimilacion y gene-
ralizacion de esta experiencia para los matematicos de nuestro siglo es aiin
un problema que esta lejos de su resolucion completa. Pero en aquella épo-
ca (hacia mediados del siglo XIX) la actividad de Ostrogradski, Buniakovs-
ki y sus discipulos, muchos de los cuales se convirtieron en grandes espe-
cialistas en diferentes ramas de las matematicas y la técnica determiné un
nuevo ascenso de las matematicas en Rusia, especialmente en Petersburgo.
Se comenz6 a formar un colectivo de matematicos que trabajaban creado-
ramente, un prominente lugar en éste lo ocupd, a finales de la vida de
Ostrogradski, P.L. Chebishev que habia venido desde Moscii.

Chebishev (segiin su propia indicacion debe pronunciarse Chebishov)
Pafnuti Lvovich (1821—1894) terminé en el afio 1841 la Universidad de
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Moscii. En el concurso de traba_]os estudlamllcs por la obra sobre el tema
“Calculo de las raices de " fue premiado con medalla de plata.
Dejado a trabajar en la Universidad, defendié en el aflo 1846 la tesis de
maestria: “Experiencia del anéhsns elemental de la teoria de probabilida-
des”. En el aio sigui Cheb se ladé a Petersburgo y comenz6 a
trabajar en la universidad. En esta universidad defendié en el afio 1849 la
tesis de doctorado “Teoria de las congruencias” y trabaj6 en el transcurso
de muchos afios (1850—1882) como profesor. La actividad de Chebishev
en la Academia de Ciencias comenzo en el afio 1853, cuando fue elegido

dj Elcr de la autoriridad cientifica de Chebishev
se nota en lo sucesivo por haber sido elegido académico (en el afio 1856,
extraordinario; en 1859, ordinario).

La herencia cientifica de Chebishev cuenta con més de 80 trabajos. Esta
ejercio una enorme influencia en el desarrollo de las mateméticas y en par-
ticular en la formacién de la Escuela Matemética de Petersburgo. Los tra-
bajos de Chebishev se caracterizan por una relacion estrecha con la préeti-
ca, un amplio contenido de problemas cientificos, rigor en la exposicion,

ia de medios aticos en el logro de grandes resultados.

Un estudio més concreto de la creacion de Chebishev en nuestra época
se facilita ya que la Academia de Ciencias edit6 sus obras completas. Junto
a esto en el afio 1945 fue editada la coleccién “Herencia cientifica de P.L.
Chebishev”. Dos tomos de esta coleccién se componen de articulos de revi-
si6n, en los cuales se caracterizan los trabajos de Chebishev sobre matema-
ticas (ler. tomo) y cinematica de mecanismos (2do. tomo).

Los resultados aticos de Chebishey, en lo fund; 1, se pro-
pagan a cuatro ramas: la teoria de niimeros, la teoria de probabilidades, la
teoria de la mejor aproximacion de funciones y la teoria general de los poli-
nomios, la teoria de integracién.

La obra de Chebishev en la rama de la teoria de niimeros comenz6 en
los afios 40 del siglo pasado. El académico Buniakovski atrajo al joven
c1emiﬁco ala comentacxbn yla edxcx()n de las obras de Euler sobre teoria de

Simul Ch preparé una monografia sobre la
teoria de las comparaciones y sus aplicaciones en calidad de tesis de doctor.
Hacia el afio 1849 ambas tareas fueron cumplidas y los libros correspon-
dientes fueron publicados.

En calidad de aplicacion a la “Teoria de las comparaciones“Chebishev
publico, en particular, la memoria “Sobre la determinacion de la cantidad
de niimeros primos que no superan a una magnitud dada”. Enseguida apa-
recieron algunos otros articulos de Chebishev sobre este tema.

El problema de la distribucién de los niimeros primos en la serie de los
nameros naturales es uno de los mas viejos problemas en la teoria de niime-
ros. Es conocido desde la época de la ciencia griega antigua. El primer paso
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para su resolucién lo realizé Euclides, demostrando el teorema de que en la
serie natural se tienen infinitos nimeros primos. Hasta que Euler no aplicé
los recursos del anélisis ico, su lucién précti no avan-
z6. Euler logr6 dar una nueva demostracion de este teorema, partiendo de

la definicion de la {-funcién:

(n es natural y p primo) y de las consideraciones de que la suma

Z lxcons > 1ys — 1 crece indefinid: Ci el
n

producto

II (-

p=2

tiene un nimero infini grande de f . S6lo en el afio 1837 Di-
richlet generalizd el teorema de Euclides, d do que lqui
progresion aritmética (@ + nb), donde a y b son primos entre si, contiene
infinitos nimeros primos. En los afio 1798—1808 Legendre estudiando las
tablas de niimeros primos hasta 10°, dedujo empiricamente que la cantidad
de niimeros primos en el segmento [2, x] se expresa por la férmula

w(e) = =K iy
Inx — 1,08366

Chebishev demostré que la formula de Legendre no es cierta, estudié pro-
fundamente las propiedades de la funcién w(x) y mostr6 que el verdadero
orden de crecimiento de esta funcién es el mismo que el de la funcién lnix 3
Ademas Chebishev dio las valoraciones exactas

0,92129 < ™) ”“"

< 1,10555.
lnx

Este descubrimiento de Chebishev produjo una enorme impresion.

Muchos ma(eméucos trabajaron en el perf de sus métod
el de los Itados. Silvester en articulos de los afios 1881y
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1892 hé la desigualdad antes ionad:

w(x)

0,95695 < —== < 1,04423.

lnx

Aproximaciones ulteriores fueron obtenidas por Schur (1929) y Brensch
(1932).

Chebishev encontré ademas, evaluaciones integrales de w(x). Logré de-
mostrar que con el crecimiento de x el valor de la funcién (x) oscila alre-

d:
dedor de I 2 , satisfaciendo infinitas veces las desigualdades

Inz
2
T a
o . T,
7) 5lnz In" x
2
y
x
ax
< o2
m(x) ]ln +ln”x(a>0,nzl).

Sélo en el afio 1896 Hadamard y Vallee-Poussin demostraron el teorema
limite:

lim T _ g

e
Inz

2

Ya en nuestros dias A. Selberg encontré (1949) una demostracién elemen-
tal de esta ley asint6tica. En el afio 1955, A.G. Postnikov y N.P. Romanov
simplificaron la voluminosa deduccién de Selberg.

La investigacion de la distribucion de los niimeros primos en la serie na-
tural condujo a la aparicion de los trabajos de Chebishev sobre la teoria de
las formas cuadraticas. En el afio 1866 apareclo su articulo “Sobre una

i6 antméuca" dedicada a las ap i diofénticas, esto es, a
I { enteros, de diofanticas, lo

la en
que realizdé con ayuda del aparato de las fracciones continuas.

Las ideas de Chebishev en el campo de la teoria de los niimeros fueron
elaboradas por sus discipulos A.N. Korkin, E.I. Zolotariev, A.A. Markov,
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G.F. Voronoi y otros . La escuela soviética de teoria de nimeros es muy

actual esta bezada por el dé
LM. Vmogradov Ademés en el puesto de director del Instituto de Mate-
maticas de la Academia de Ciencias de la URSS (desde 1932), I.M. Vi-
nogradov dirige el mayor y mas relevante colectivo de cientificos-
matematicos soviéticos.

Chebishev se dedico a la teoria de probabilidades atin en sus afios de ju-
ventud, dedicandole su tesis de maestria. En aquella época la teoria de pro-
babilidades sufria una crisis singular. Sus leyes fundamentales: la ley de los
grandes nimeros y el teorema limite de Moivre—Laplace

X —a 1 -
G =— e *dz
)= |

(ley limite de probabilidades para la desviacion del nimero x de ocurren-
cias de un suceso casual, de la esperanza matematica a de este numero x,
durante n experimentos con probabilidad constante p; varianza o =
= np(1 — p)) fueron fundamentalmente encontradas ya en el siglo XVIII.
El reconocimiento de la importancia general de estas leyes condujo a su
amplia aplicaci6n, incluso a los intentos de utilizarlas en el dominio de la
préctica social. Esto provocé un gran niimero de juicios sin fundamentos y
erréneos lo que repercutio en la reputacion cientifica de la propia teoria
de probabilidades. Sin una fundamentacién sélida de los conceptos y resul-
tados, el desarrollo ulterior de esta ciencia era imposible.

Chebishev escribié en total cuatro trabajos sobre teoria de probabilida-
des (en los afios 1845, 1846, 1867, y 1887), pero segin el reconocimiento
universal, estos trabajos llevaron la teoria de probabilidades nuevamente al
rango de ciencia matematica y sirvieron de base para la creaciéon de toda
una escuela matematica.

Los puntos de partida del autor se revelaron ya en su tesis de maestria
donde se propuso el objetivo de dar tal construccion de la teoria de proba-
bilidades, la cual en la menor medida necesitara del aparato del analisis
matemético. Esto lo logré negandose al paso al limite y sustituyendo este
paso por un sistema de desigualdades en los que se encierran todas las rela-
ciones. Las estimaciones numéricas de los errores y desviaciones siguieron
siendo un rasgo caracteristico también para los trabajos siguientes de Che-
bishev sobre teoria de probabilidades.

") Véase B. Hdenouc. TMetepGyprekas wixona Teopuu wncen. M., Maa-s0 AH CCCP,
1947. (La escuela de la teoria de nimeros de Petersburgo.)
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Posteriormente Chebishev ampli6 el aparato de la teoria de probabili-
dades. Para ello hizo uso de las fracciones continuas algebraicas, cuyas
iedades estudio i en relacion con los prot de integra-
clbn de funciones algebraicas. Sobre la base del algontmo de las fracciones
continuas construyo la teoria general del desarrollo de una funcién arbitra-

ria en serie por poli ios or les. C 1 do el aparato con
las definiciones ngurosas de las iedades de las ica
y otras definici Chebishev en el afio 1866 encontr6 la

demostracién de la ley de los grandes niimeros en la formulacién clésica,
mas general para aquella época: si las esperanzas matematicas de las mag-
nitudes x, y, z, ... , X2, »2, 22, ... , son respectivamente a, b, c, ... , a, b,
¢, ... , entonces la probabilidad de que la media aritmética N de las magni-
tudes x, y, z, ... , se diferencie de la media aritmética de las esperanzas ma-
tematicas de estas magnitudes en una magnitud menor que

1 [a+b+c+.. @+b2++..
t N N i
2
para cualquier ¢, sera mayor que 1 — N
Una d i6 general y rigurosa del teorema

central del limite Chebishev la logr6 encontrar sélo hacia el afio 1887. Para
demostrar que “si las esperanzas matematicas de las magnitudes u,, u,,
Uy, ... son cero, y las esperanzas matematicas de todas sus potencias tienen
una magnitud numérica inferior a cierto limite fijo, la probabilidad de que
la suma de n magnitudes , + u, + ... + u,, dividida por la raiz cuadrada
del doble de la suma de las esf aticas de sus cuadrados se en-
cuentre entre dos magnitudes cualesquiera 7 y ¢, con el crecimiento de n
hasta oo, tiene como limite la magnitud de la integral
n

1 -x2 »
— dx",
Ve S ¢

T

t

Chebishev se vio obligado a encontrar el método, conocido en la literatura
actual como método de los momentos.

En la demostracién de este teorema Chebishev dejé una laguna logica.
Result6 que junto a la condicién de independencia de las variables aleato-
rias es necesario suponer que la media aritmética de la dispersion, cuando
n — oo, tiende a cierto limite positivo. Esta insuficiencia fue corregida por
su discipulo A.A. Markov.

Los discipulos de Chebishev, Markov y Liapunov, desarrollaron con
sus trabajos la orientacion en la teoria de probabilidades de Chebishev has-
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ta tal punto que segin las palabras de A.N. Kolmogérov, actualmente es-
tos trabajos se consideran en todas partes como el punto de partida de todo
el desarrollo contemporaneo ulterior de la teoria de probabilidades. En sus
trabajos se desarrollaron el método de los momentos (Markov) y el método
de las funciones caracteristicas (Liapunov). Entre los logros de la Escuela
de Petersburgo de teoria de probabilidades, en especial, merece ser sefiala-
da la teorfa de las cadenas de Markov. Los trabajos de Chebishev, Markov
y Liapunov constituyen, segin clasificacién de A.N. Kolmogorov una eta-
pa completa en la historia de la teoria de probabilidades. Esta etapa abarca
la segunda mitad del siglo XIX. En el transcurso de este periodo, la teoria
de probabilidades, en Europa Occidental, no fue sometida a tan activa ela-
boracion.

Un grupo notable de trabajos de Chebishey esta dedicado a la teoria de
aproximacion de funciones. Este grupo de trabajos es notable por sus enor-
mes consecuencias tedricas, lo que condujo al surgimiento de la actual
teoria constructiva de funciones. Esta tltima estudia, como se sabe, la de-

dencia entre las propiedades de diferentes clases de funciones y el caréc-
ter de su aproximacion por otras funci mas sencillas en una regi6n fini-
ta o infinita.

Durame una comxsn()n cientifica en el extranjero en el aﬂo 1852 Che-
bishev se i 6 por di tipos de articul; di
los cuales se realiza la transformacién del movimiento de traslacién
rectilinea de los émbolos de una maquina de vapor en el movimiento circu-
lar del volante. Una de las variedades de semejantes mecanismos es el cono-
cido ampliamente paralelogramo de Watt. Chebishev construyé en gene-

ral, una gran cantidad de i y les dedicod has investi
5 " A
7 LK
il
Vi b
Fig. 65
Consid emos, por jemplo, el donde alrededor de O y O,

pueden girar OA y O, A, (fig. 65). El movimiento del punto M que transmx-
te los impulsos del émbolo a las partes giratorias no es recitlinea. Tiene el
carécter de pulsaciones. El problema de calcular el mecanismo de tal mane-
ra que las desviaciones del punto M de la vertical sea minima (para evitar

462

Cap. 8. Las matematicas en Rusia

A. A. Markov (1856—1922)

una influencia perjuiciosa en el trabajo de la maquina), conduce al proble-
ma matematico: determinar el movimiento del punto M como la funcién
que tiene una minima desviacion de cero en un intervalo dado. La funcién
mas comoda para operar es el polinomio. De aqui surgen los problemas de
la determinacién de polinomios que tienen una minima desviacion de cero
y bién la aproxi; ion de fi poli ios. Este tltimo
problema segiin Chebishev se plantea asi: en el segmento [a, b] esta dada
una funcién continua. Se considera para ese mismo segmento el conjunto
de todos los polinomios P, (x) de grado no mayor que N. Se consideran

méx |f(x) = P, (x)!
para todos los polinomios dados y de ellos se elige aquel que da el menor

valor de la expresién dada.
Chebishev estudi6 las propiedades y encontré la forma de una clase en-
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tera de pOlanmlOS especiales, los cuales llevan su nombre aun en nuestros
dias. Los poli de Chebishev, de Chebish Laguerre, Chebish
Hermite y sus vanamcs juegan un gran papel en las matematicas, teniendo
diversidad de apli No do la cinematica de mecanismos,
que sirvié de punto de partida para la teoria de la mejor aproximacion de
Chebishev, ésta se aplica a la resolucion de ecuaciones algebraicas, la inter-
polaci6n, aproximantes de cuadraturas, problemas geodésicos y cartografi-
cos, etc.

En la teoria de Chebishev de la mejor aproximacion de funci estan
contenidas las ideas de la teoria general de los polinomios ortogonales, de
la teoria de los momentos y de los métodos de cuadraturas. Los polinomios
ortogonales con peso aparecen en su obra en el desarrollo de la integral

b,
P(x)
dx >0
S P (p(x) )
a

en serie de la forma

LB

ke s
ién continua corr
by
z2—a +

y después en la fi a esta serie

L b
—-a +—2—
z—a + ..

Si se forma una ion de fr:

Q,(x)

,
P,(x)
entonces los denominadores constituyen un sistema de polinomios ortogo-
nales en (a. b) con peso plx) = 0.
Cheb 6 los poli or les con el método de los
cuadrados minimos. Encontré que el poli io P, (x) que

b
[P x) = P, (x))2dx,
M

puede ser representado como una suma

P,(x) = Z AP (x),

k=0
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donde P, (x) son los poli i0s or les antes indicados y los coefi-
cientes y
I/ (X)Py (x)p (x)dx
A = F
[ PP (x)ax

Una serie de articulos de Chebishev esta dedicada a la teoria de integra-
cion. En ellos se trata de la integracion de irracionales algebraicos y de los
métodos de calculo aproximado de integrales definidas. Aqui le pertenece
la solucion definitiva de la cuestion sobre la integrabilidad del binomio di-

ferencial
[x™(a + bx"yPdx

(m, n, p son numeros racionales) en fi 1 les. Més precisa-

mente, estableci6 que los casos encontrados ya en el siglo XVIII de integra-
i 2 m + m— 1 .

bilidad: p es nimero entero; L o + p son niimeros enteros, los

tinicos posibles. El p ciclo de trabajos de Chebishev esta rel d

con los trabajos de I.J. Somov. También en este campo, como en los ante-
riores, las ideas de Chebishev fueron elaborad r sus discipulos y otros
cientificos: E.I. Zolotariov, I.P. Dolbnya, I.L. Ptachitski, D.A. Grave y
otros.

A la actividad cientifica de Chebishev la hemos dedicado comparativa-
mente mucho espacio, ya que ella es la base, el comienzo de un desarrollo
rapido de las matematicas en la segunda mitad del siglo XIX en Petersbur-
£0. Chebishev y sus discipulos A.A. Markov, A.M. Liapunov, E.I. Zolota-
riov, A.N. Korkin, G.F. Voronoi y otros constituyeron el niicleo del colec-
tivo cientifico de matematicos para los cuales en la literatura se ha consoli-
dado la denominacion de Escuela Matematica de Petersburgo. Este colecti-
vo, en el aiio 1890, organizé la Sociedad M ica de F g0, la
cual funcioné hasta el afio 1905.

Los matematicos peterburgueses ejercieron influencia decisiva en la
formacion de escuelas cientificas en otras ciudades. Asi, A.M. Liapunov,
quien trabajé varios afios (1885—1902) en Jarkov, posibilité en gran
medida, la ramificacion de la actividad cientifica y la unién de los matema-
ticos. Cuando se fue a Petersburgo, dejé a su dlscipulo V.A. Steklov en el
puesto de presid de la Sociedad de M atica de Jarkov. D.A. Grave,
lrasladﬁndose en el afio 1902 de Petersburgo a Kiev cre6 alli al cabo de al-
gunos afios, una escuela cientifica algebraica de donde salieron O.Y. Sch-
midt, N.G. Chebotariov y otros.
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S. V. Kovalévskaya (1850—1891)

Los intereses cientificos de los matematicos peterburgueses, y del pro-
pio Chebishev, en particular no se limitaron a la teoria de los niimeros,
teoria de probabilidades y problemas aislados del analisis matematico
(teoria de integracion, leona de aproximaci6n de funciones). De los ouos
campos de las a laboraron mas i las
diferenciales (Liapunov, [mshenetskl, Sonin y otros) y la teoria de fun-
ciones de variable compleja (Sojotski).

La Escuela Matematica de Petersburgo a fines del siglo pasado y a co-
mienzos del presente se transform6 en un conjunto de varias escuelas
cientificas matematicas, las cuales ejercieron gran influencia en el de-
sarrollo de las matematicas en Rusia. Las relaciones de los matematicos le-
ningradenses (peterburgueses) con otras escuelas cientificas de Rusia, des-
pués de la Gran Revolucién Socialista de Octubre se fortalecieron tanto y
los intereses cientificos se entrelazaron tanto que el propio término “Es-
cuela de Petersburgo” perdié su sentido aislante.
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La obra matemitica de S.V. Kovalevskaya. Antes de pasar a las
caracteristicas de otros colectivos matematicos, aclaremos la actividad
cientifica de la primera mujer en el mundo profesor de matematicas, que
constituye una gloria de la ciencia rusa, pero la cual quedé tragicamente
aislada, Sofia Vasilievna Kovalevskaya (1850—1891).

S.V. Kovalevskaya crecié en una familia de un general rico que después
del retiro se hizo hacendado. Su instruccion la recibié en casa, pero fue edu-
cada por buenos pedagogos. El interés por las matematicas se manifesto en
ella muy temprano. Ya que la entrada a la universidad en Rusia para las mu-
jeres estaba cerrada, ella sigui6 el ejemplo de las muj progresi de
aquella época y parti6 al extranjero para recibir la instruccion. Obtener el
pasaporte para el extranjero le ayudé su matrimonio con V.O. Kovalevski,
el cual posteriormente fue ampliamente conocido por sus trabajos sobre
paleontologia. El amor a la ciencia y ante todo a las matematicas, las ideas

progresistas ar i a la inclinacién de los dores y luchadores de
vanguardia comra la autocracla ayudaron a S.V. Kovalevskaya a superar
los i y prejuicios de los parientes y en general de la gente

de su circulo.

S.V. Kovalevskaya parti6 para Alemania en el afio 1869. Después de
una breve temporal en Heidelb donde trabaj en aquella
época K ger, Du Bois R , Kirchhoff, Helmholz, arribé a
Berlin y convenci6 a K. Weierstrass para que dirigiera sus estudios sobre
mateméticas. El talento de Sofia Vasilievna se desarroll6 bajo una habil di-
reccion y ya en el afio 1874 su maestro envio a la universidad en Gotinga
tres trabajos: “Sobre la teoria de ecuaciones en derivadas parciales”,
“Sobre la forma de un anillo de Saturno” y “Sobre la reduccion de una clase
de integrales abelianas de 3er. rango a integrales elipticas”. Estos trabajos
fueron mas que suficientes para otorgarle el grado de doctor en filosofia
sin la defensa de tesis.

En la primera de las obras Kovalevskaya demostro la existencia de una
solucién analitica tinica del problema de Cauchy para ecuaciones diferen-
ciales en derivadas parciales de la forma

e gorarttar,
¥ (x-xllle vor 3 Xy Py oee '—ax"ax‘l"...ax:' )

’
(z a,SN,u<n)
i=1

bajo las condiciones: a) anahuc:dad de la funcién fen una vecmdad de (x,,
a,, ..., a,)ydelas f incluidas en las condi b) la

467



=F

Cap. 8. Las matemdticas en Rusia

.
ecuacion tiene la forma normal, esto es « + z o, < n + N. Aqui también
il

encontré, independientemente de Cauchy, la transformacién lineal de los
ar que lleva la i6n a una forma normal. Un notable descu-
birmiento de Kovalevskaya en esta rama es el ejemplo de una ecuacién del
tipo de la conduccion del calor

2o _

x
con condiciones iniciales x = a, ¢ = ¢,(¥/b) V. Para esta ecuacion el
problema de Cauchy no tiene solucién holomorfa, ya que la serie de poten-

i d*g0/b) | (x— a)
E dy* k!
que sausface formal las dici del probl converge sélo ba-
jo di muy iall p a
@/ b).
Estos resultad; Kovalevsk los di6 a normales de

ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, dandoles una forma proxi-
ma a la actual.

F.n el do trabajo, Kovalevskaya encontré un grado mayor de

i6n en p i6n con la solucién de Laplace, lo que le permi-
ub afirmar que los anillos de Saturno tienen en la seccion la forma no
eliptica (segin Laplace) sino oval. Mas tarde fue establecida la disconti-
nuidad de la estructura de estos anillos.

Finalmente en el tercer articulo ella encontré las condiciones de reduc-
ci6én de una integral ulteraeliptica, que contiene un polinomio de 8-vo. gra-
do, a una integral eliptica de primer género.

En este mismo afio 1874, Kovalevskaya regresé a Rusia. Intervino con
informes cientificos, conocié a Chebishev, Markov, Zhukovsky, Bugaev y
otros cientificos matematicos, llevo a cabo una actividad literaria. No obs-
tante, a pesar de la notable autoridad cientifica, y ayuda de los cientificos,
para Kovalevskaya resulté imposible obtener trabajo en la universidad, ni
incluso dar los examenes de maestria (los grados obtenidos en el extranjero
no se reconocian en las universidades rusas). El gobierno zarista no admitia
de ninguna forma mujeres en la escuela superior.

S6lo en el afio 1883, después de la muerte de V.O. Kovalevski, ella reci-
bi6 una invitacién para ocupar el puesto de la docente en la recién abierta

1) Este simbolo denota la analiticidad de la funcién en una vecindad de y = b.
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universidad de Estocolmo y emigr6 a Suecia, donde después de un afio
(1884) se hizo profesora. Aqui, ante ella, se abrieron las posibilidades de
trabajo cientifico. Afio tras afio dictaba cursos de conferencias. Su alto ni-
vel cientifico y maestria pedagogica de -
rios farovables. Es conocido que S.V. Kovalevsk dicté los si

cursos de ias: teoria de i dif iales en derivadas par-
ciales (1884, 1890), teoria de Weierstrass de las funciones algebraicas
(1885), abelianas (1885—1887), elipticas (1888), y {-funci6n (1888), teoria
del potencial (1886), teoria del movimiento de un cuerpo sélido
(1886—1887), teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales segiin Poin-
caré (1887—1888), métodos analiticos de la teoria de niimeros (1890) y
otros. :

La enérgica actividad cientifica de Kovalevskaya produjo en aquella
época nuevos frutos. En el afio 1888 recibi6 el premio de la Acaflemia de
Ciencias de Paris por la mejor solucién del problema, en un concurso con-
vocado, de la rotacion de un cuerpo sélido alrededor de un punto fijo, don-
de fue i do el caso de un giréscopo cargado (no totalmente simétri-
co). Por otro trabajo en esta rama le fue otorgado un premio de la Acade-
mia Sueca de Ciencias.

La esencia de la cuestion aqui consiste en que las ecuaciones del movi-
miento de un cuerpo sélido pesado alrededor de un punto fijo en el caso ge-
neral no tienen soluciones univocas con cinco constantes arbitrarias y tales
que en todo el plano complejo, tengan en calidad de puntos singulares, sélo
polos. Estableciendo esto, K ya encontrd, a continuacion, que en
ciertos casos todos los elementos del movimiento pueden expresarse a tra-
vés de funciones elipticas del tiempo ¢. Estas funciones, como se sabe, en el
plano complejo tienen, en calidad de puntos singulares, sélo polos, y por
consiguiente son univocas.

El primero de tales casos, cuando el centro del movimiento se encuentra
en un punto fijo, fue estudlado por Euler y] Poinsot. Ellos demostraron que
para determinar el es sufici tener las in-
tegrales de las fuerzas vivas y de las areas.

El segundo caso fue destacado y resuelto por Lagrange. Este caso,
cuando el elipsoide de inercia, respecto al punto fijo es un elipsoide de re-
volucién y el punto fijo yace en el eje de revolucién de este elipsoide.
Lagrange afiadio a la integral de las fuerzas vivas y a la integral de las 4reas
respecto a la vertical que pasa por el punto de apoyo, una tercera mtcgral

di idad respecto al eje de

que expresa la ia de las de vel
revolucion del elipsoide de inercia. Esto le dio la posibilidad de expresar to-
dos los elementos del movimiento por medio de las trascendentes elipticas.

El tercer caso fue resuelto por Kovalevskaya. Este es el caso cuando-el
centro de gravedad del cuerpo yace en el plano del ecuador del elipsoide de
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inercia, construido para el punto fijo, el cual sirve de elipsoide de revolu-
cién y satisface la condicion A = B = 2C (A, B, C, son los momentos
principales de inercia).

N.E. Zhukovsky interpret6 claramente estos tres casos (ver fig. 66).

Tres afios después de la muerte de S.V. Kovalevskaya, en 1894, A.M.
Liap dio a estos r una forma muy general. No obstante este
problema ain no ha sido resuelto en forma general. Los métodos generales
de estudio de las ecuaciones correspondientes, para parametros cuales-
quiera y condiciones iniciales dadas, ain no existen.

T A

Los mas i icos rusos, Chebishev, iakovski y
Imshenetski, lograron en 1889 la eleccién de S.V. Kovalevsk iemb
correspondiente de la Academia de Ciencias de Petersburgo. No obstante a
un miembro cor di de la Academia con un bre cientifico re-
wnocndo, el gobierno zarista no le permiti6 llevar a cabo trabajos en la

A ia o las universidades; a las muj esto les estaba prohibido. Mu-
ri6 S.V. l(ovahevskaya en el afio 1891 en la plenitud de sus fuerzas e ideas
creadoras; fue da en E: 1 en el io Norte.

Escuela matematica de Mosci. Finalmente, consideremos las etapas
fundamentales de la formacién de la Escuela Matematica de Mosci. A di-
ferencia de la Escuela de Petersburgo, donde el centro de las investiga-
ciones mateméticas era la Academia de Ciencias, los matematicos de Mos-
cii se agrupaban en torno a la universidad. La historia de las matematicas
en el siglo XIX en Mosct debe comenzarse desde el afio 1804, desde el mo-
mento de la organizacion de la facultad Fisico-M: atica y departamen-
tos de M aticas Puras y Aplicadas. La primera mitad del snglo se carac-
teriza, fundamentalmente, por la elevacion del nivel de la ensefianza y el
crecimiento de la calificacion de los profesores y docentes. En las dificiles
condiciones de la opresion autocratica crecia lentamente la cantidad de es-
tudiantes, en 11 afios (1825—1836) la facultad Fisico-Matematica la termi-
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naron 119 individuos, esto es como promedio 11 individuos por afio; en los
18 afios siguientes (1837—1854) la terminaron ya 453 individuos lo que
constituye alrededor de 25 personas al aflo. Las posibilidades de utilizacion
de los talentos cientificos eran muy limitadas. No obstante, entre los egre-
sados de la universidad de Mosct durante medio siglo surgieron no pocos
cientificos promi los académicos P.L. Chebishev, I.I. Somov, F.A.
Bredijin, los profesores V.Ya. Tsinger, A.Yu. Davndov. M.F. Jandrikov,
N.A. Liubimov, A.G. Stoletov y otros.

En el afio 1811, en Mosci fue realizado el intento de crear la primera
sociedad matematica en Rusia. El iniciador fue el teniente coronel N.N.

Muraviov. El objetivo de la sociedad, como se indicaba en su regl
era difundir la ciencia atica. A prop6sito, practi el asunto se
redujo a la de ciencias militares apli Después de cinco

afios, en 1816, sobre la base de la Sociedad surgi6 un centro de ensefianza
militar, el cual preparaba oficiales de estado mayor general. En el afio 1826
fue trasladado a Petersburgo.

Un cambio brusco en la organizacién de una actividad cientifica seria
en Mosct se sefiala s6lo en los afios 60 del siglo XIX. Esta totalmente vin-
culado con la organizacién de la Sociedad M: atica de Mosci. Las so-
ciedades matematicas, asi como cada sociedad cientifica son formas del
trabajo colectivo de los cientificos una de cuyas partes componentes mas
importante, es la informacién y discusién cientifica reciproca. El surgi-
miento de sociedades cientificas designa un nuevo nivel, mas alto, de las in-
vestigaciones cientificas. En nuestra época ademas de las sociedades existen
muchas otras formas organizativas del trabajo colectivo de los cientificos
(laboratorios, seminarios, institutos, centros coordinadores, etc.), pero el
papel de las sociedades cientificas no disminuye. Puede pensarse, que en la
futura sociedad comunista las formas sociales de uniones cientificas ocupa-
ran ain mayor lugar.

La Sociedad M: atica de Mosci 6 su actividad en el afio
1864. Al ienzo ésta era un peq grupo de cientificos, predominan-
temente docentes de la universidad, los cuales se reunian en el apartamen-
to, del profesor N.D. Brashman (1796—1866) el cual era maestro de varios
de ellos y muy respetado por todos, que en este mismo afio 1864 paso a reti-
ro.

En la primera reunion, el 15 de septiembre de 1864, N.D. Brashman fue
elegido presidente de la sociedad, A.Yu. Davidov, vicepresidente. Fue re-
suelto que el objetivo de esta nueva sociedad seria la interaccion en las tare-
as de las ciencias matematicas. Para ello los 13 miembros de la sociedad se
repartieron entre si las ramas de las ciencias fisico-matematicas para scgulr
sus logros y desarrollo y icarlos en las r i . En
estas tareas referativas se repartieron de la siguiente manera (se han conser-
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N. D. Brashman (1796—1866)

v.ado las formulaciones): A.Yu. Davidov, integracion de ecuaciones en de-
!’lVﬂdaS Parciales; A.V. Letnikov, ecuaciones diferenciales; N.N. Alexeiev,
integracion de funci irracionales y funci elipticas; K.M. Peterson,
geomet_ria analitica; S.S. Urusov, teoria de las diferencias finitas; F.A.
Sludski y después desde el afio 1865 N.V. Bugaiev, teoria de niimeros. Los
ofros miembros de la sociedad se encargaron de las referencias sobre meca-
nica, astronomia y fisica.

o Después de un afio, en octubre de 1865, los miembros de la sociedad so-
hcxt.aron el reconocimiento oficial de su organizacién. Antes de esto, en
al?nl de ;865 decidieron editar las “Colecciones Matematicas”; el pri;ner
numero de esta revista aparecio en octubre de 1866. La constituci i
de la sociedad se realiz el 28 de enero de 1867. La sociedad el):::;?;;:?ambz
grandes dificultades financieras y organizativas, pero marchaba. Hacia el
afo 1901 constaba de 101 individuos yen 1913 de 112. Con interrupciones,
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pero salia, la “Coleccién Matemética”, la mas vieja publicacion rusa espe-
cial periddica sobre matematicas que existe aun en nuestros dias. Se acordd
en el afio 1873 el intercambio de publicaciones con organizaciones extranje-
ras. La autoridad cientifica de la sociedad y las relaciones de sus miembros
se fortalecian. Gran ayuda a la sociedad la brindé su influyente miembro
P.L. Chebishev.

Gradualmente en la sociedad transcurria la diferenciacion, la cual llevo
a la transformacion de las matematicas y mecanica (que llevaba en aquel en-

A licad ‘ol

tonces el nombre de ica i ) Y practi al
de otras ciencias. Hasta el afio 1917 de los 971 informes cientificos leidos en
las reuniones de la sociedad, 640 (66%) eran sobre matematicas, 217 (22%)
sobre mecanica y 114 (12%) sobre fisica y astronomia.

Los intereses cientificos de los matematicos moscovitas abarcaban nu-
merosos campos. No obstante, enseguida cristalizaron las direcciones mas
productivas, constituyéndose en escuelas cientificas. En la segunda mitad
del siglo XIX tales escuelas eran dos: aticas aplicadas anica) y
geometria diferencial. Notable era también la direccion de las ecuaciones
diferenciales.

El iniciador de la organizacion de la sociedad ica y su primer
dirigente N.D. Brashman terminé en Viena el Instituto Politécnico y la uni-
versidad. Después del trabajo en Petersburgo y en Kazéan (1825—1834) lle-
26 a la Universidad de Moscti como profesor de matematicas aplicadas.
Durante 30 afios de trabajo en la universidad, sent6 las bases cientificas de
la ensefianza de la mecénica tedrica y practica. Dictd también conferencias
sobre disciplinas matematicas. Sus intereses cientificos estaban relaciona-
dos con la investigacion del principio de accion minima y la hidrodinamica.
Fue maestro de muchos aticos (P.L. Chebishev, I.1. Somov y otros)
y mecanicos (A.S. Ershov, A.Yu. Davidov, F.A. Sludski y otros) eminen-
tes.

El sucesor de Brash en la dela 4nica en la universi-
dad y en el puesto de presidente de la Sociedad Matematica de Mosci
A.Yu. Davidov (1823—1885) fue un sabio de amplias ideas cientificas, que
conjugaba felizmente los estudios tedricos y practicos. Sus trabajos sobre

4anica se relaci con dos probl teoria de equilibrio de los cuer-
pos sumergidos en un liquido y fenémenos de capilaridad. A Davidov le
pertenece el método de buisqueda de la posicion de equilibrio de cuerpos
flotantes con ayuda de la superficie de los centros (superficie sobre la cual
estan ubicados todos los centros de gravedad para diferentes secciones del
cuerpo de un voliimen seccionado constantemente). Davidov se esforzo en
relacionar la teoria de los fendmenos capilares con la teoria general de
equilibrio de los liquidos y estudiarla con los recursos de la mecanica
analitica, con ayuda del principio de las traslaciones virtuales, pero tenien-
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do en cuenta la variacion de la densidad en las fronteras. Las investiga-
ciones matematicas de Davidov se relacionan a las aplicaciones de la teoria
de probabilidades, ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, teoria
de integracion.

A finales del siglo XIX, en la umversxdad y en la escuela técnica supe-
rior trabajaban un nimero P grande de aticos de
orientacion aplicada: F.A. Sludski, D. N Lebedev, F.E. Orlov, V.L. Tsin-
ger. Nikolai Egorovich Zhukovsky (1847—1921) se convirtio en la cabeza
reconocida por todos de esta direccion cientifica. Termino la universidad
en el afio 1868 en aticas aplicadas. Durante hos afios Zhukovsky
ensefid en la universidad y en la escuela técnica superior. Ingresando en la
sociedad matematica (1876), se convirtié en uno de sus miembros mas acti-
vos y respetados; fue elegido vicepresidente (1903—1905) y a continuacién
presidente (1905—1921) de la sociedad.

En las obras y en toda la actividad de Zhukovsky encontré su expresion
mas brillante la conjugamén del cnenuﬁco—lebnco y el ingeniero-préctico.

En las aticas sus investigaci fi les se concentraban
alrededor de las ecuaciones de la ﬂsnca matematica, ademés un gran lugar
fue dedicado a los métodos apr dos de resolucion. Trabajé mucho

sobre los problemas de la teoria de funciones de variable compleja des-
cubriendo aplicaciones de esta teoria a la resolucion de problemas comple-
jos de la hidro y aeromecénica.

Entre los numerosos trabajos (alrededor de 80) de N.E. Zhukovsky
escritos hasta el afio 1900 predominan los trabajos sobre hidromecanica.
En ellos se investigan los problemas del balanceo de los barcos, de los mo-
tores reactivos de eyeccion de agua, la friccion del liquido en la cavidad de
un cuerpo, etc. Vinculado a las consultas técnicas sobre la conduccion del
agua en Moscti, Zhukovsky descubrié el fenémeno del golpe hidraulico y
elabor6 su teoria. Ademas, le pertenece una gran cantidad de investiga-
ciones sobre mecanica: la teoria del movimiento de un cuerpo solido alre-
dedor de un punto fijo, estabilidad del movimiento, etc.

En los ultimos afios del siglo XIX Zhukovsky concentroé fuerzas para la
elaboracion de los probl de la aerodi ica y aviacion. Sus trabajos
sobre la teoria de la navegacion aérea aparecen desde el afio 1889. Ense-
guida pasé a los experimentos en este campo, construyendo en la Universi-
dad de Moscii (1902) el primer tubo aerodinamico. Dos afios después en
1904, descubri6 el método de anexion de remolinos, convirtiéndolo en base
de los calculos aerodinamicos. Tras esto prosiguid la elaboracién de la
teoria de la fuerza de suspension del ala y la teoria del torbellino de las héli-
ces. Simultaneamente se ampliaron también los experimentos. Junto a sus
discipulos y colaboradores (cuyo niimero creci6 rapidamente) N.E. Zhu-
kovsky, en el afio 1904, tom¢ parte en el proyecto y construccion del pri-
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N. E. Zhukovski (1847—1921)

mer instituto de aerodinamica en Rusia, en Cuchino (en los alrededores de
Moscu). En el afio 1910, organiz6 un laboratorio aerodinamico en la Es-
cuela Técnica Superior de Moscu. Los innumerables méritos cientificos, te
oricos y experimentales de Zhukovsky dieron motivo a V.1. Lenin para de-
nominarlo “padre de la aviacién rusa”.

Zhukovsky educé una enorme cantidad de cientificos-tedricos, experi-
mentadores, ingenieros, pilotos-oficiales. Fue rodeado de atencién y pre-
ocupacion de parte del Gobierno Soviético. Después de su muerte, en el
afo 1921, las mvesugacnons fueron continuadas y desarrolladas por sus
discipulos, en especial por S.A. Chapliguin. De las atica:
se desarrollaron ramas de la ciencia multiforme, la
cual conjuga estrect los métod aticos de investigacion te-
drica con el experimento y por ello es especialmente importante para las ra-
mas modernas de la nueva técnica. La mecanica soviética introduce actual-
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K. M. Peterson (1818—1881)

mente valiosos aportes a la construccion de la base cientifico-técnica del
comunismo y tiene numerosos representantes eminentes (M.V. Keldish,
M.A. Lavrentiev y otros).

Otra escuela cientifica, que ya mencionamos anteriormente tiene su co-
mienzo en los trabajos de K.M. Peterson sobre geometria diferencial clési-
ca. Peterson (1818—1881) terminé en el afio 1852 la Universidad en Tartu.
Sus maestros fueron Zenf y Minding, los que, al parecer, le inculcaron el
interés por los problemas de la geometria diferencial. En la tesis de candi-
dato a doctor “Sobre la flexion de superficies” (1853) y en trabajos sucesi-
vos, Peterson en esencia se adelant6 al desarrollo de la teoria de superficies
en varios afios. Investigd la flexion de las superficies, introdujo la flexion
en la base principal, resolvi6 el problema, vinculado con la flexion, de de-
terminacién de una superficie dada su forma cuadratica, deduciendo las
condiciones analiticas las cuales determinan la superficie con exactitud de
hasta su posicion en el espacio. Estas condiciones se conocen como férmu-
las de Maynardi-Codazzi aunque éstos obtuvieron sus resultados respecti-
vamente cuatro y quince afios con posterioridad a Peterson. Ademés en-
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contré la flexion de las superficies minimales, descubrié nuevas clases de
superficies. Seflalemos que Peterson toda su vida trabajé como profesor de
ensefianza media y el grado de doctor lo obtuvo en la Universidad de Odes-
sa (1879) no por los trabajos sefialados, sino por trabajos no tan significati-
vos en la teoria de ecuaciones diferenciales.

La teoria de superficies y sus flexiones fue durante largo tiempo objeto
de las investigaciones de los geémelras moscovnas Tras Peterson estu-
diaron estos probl B.K. , el cual les dedicé su tesis de
maestria. Aqu| dedujo la ecuacion general dc flexion (ecuacién en deriva-
das parciales de 2-do. orden que expresa las coordenadas de los puntos de
la superficie con elemento lineal dado ds? en funcién de las magnitudes u,
v). Obtuvo resultados en la teoria de los invariantes diferenciales de las su-
perficies y variedades multidimensionales y ademas relativo a clases parti-
culares de superficies. D.F. Egorov (1869—1931) estudio sistemas tnple-
mente ortogonales e introdujo las d das superficies pc
(que fueron incluidas en la literatura universal por iniciativa de Darboux
como superficies E). Estos trabajos fueron posteriormente continuados
por sus discipulos L.N. Sretenski y S.P. Finikov. La escuela moscovita de
geometria diferencial después de Egorov, la encabezaron S.P. Finikov y
S.S. Biushguens. En la actualidad esta escuela es un importante colectivo
creador encabezado por S.P. Finikov.

Zhukovsky, Egorov y Mlodzeievski en su forma mas relevante refleja-
ron y en gran medida determinaron el estilo de trabajo de los matematicos
de Mosct de fines del siglo XIX — comienzos del XX. Este estilo se caracte-
nzaba por la amplitud de los intereses c1entiﬁcos la ausencia de una espe-

ion estrecha, la tendencia a la i ion de ideas generalizadoras.
Primero Zhukovsky y después Egorov y Mlodzeievski introdujeron en
la practica de la ensefianza seminarios cientificos y conferencias dedicadas
a las nuevas ramas de las matematicas. Esto acelerd el proceso de de-
sarrollo de cientificos jovenes. En los seminarios de la universidad sur-
gieron N.N. Luzin, V.V. Golubev, 1.J. Privalov, V.V. Stepanov y después
P.S. Alexandrov, A.N. Kolmogorov, D.E. Menshov, L.N. Sretenski, P.S.
Urison, A.Y. Jinchin y otros, los cuales crearon las bases de la Escuela Ma-
tematica de Mosct después de la Gran Revolucién Socialista de Octubre y
conquistando con sus trabajo un lugar importante en la ciencia.

La uni6n tematica de los intereses cientificos de una parte considerable
de los matematicos moscovitas (si no la mayoria) ocurrié a comienzos del
siglo XX alrededor de los problemas de la teoria de conjuntos y teoria de
funciones. La atencion fue dirigida al estudio de los conceptos fundamen-
tales del analisis (funcion, derivada, integral, etc.) y las operaciones (por
ejemplo, desarrollo de funciones en serie) desde un punto de vista més ge
neral. En momento caracteristico de muchas investigaciones se convirtié la
tendencia al esclarecimiento total del sentido real del volumen de los con-
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D, F. Egorov (1869—1931)

ceptos y a su general cuando con su ayuda no se logra ob-
tener una respuesta exhaustiva a la cuestion planteada. En esto se notaron
muchos rasgos comunes con la creaciéon de los eminentes mateméticos
franceses (Borel, Lebesgue, Baire y otros), a los que Egorov y Mlodzeievski
[ i durante cc cientificas en Francia.

El comienzo de un desarrollo tempestuoso de esta nueva direccién en
Moscii lo motivo la tesis de I.J. Zhegalkin sobre nameros transfinitos y el
trabajo de D.F. Egorov “Sobre sucesiones de funciones medibles” (1911).
El resultado fundamental de este tltimo lo constituy6 el teorema: cada su-
cesion, convergente casi en todo lugar, de funciones medibles ! converge
uniformemente en un conjunto cerrado cuyo complemento tiene medida
tan pequeiia como se quiera. Este teorema inmediatamente subrayo la im-
portancia de las investigaciones sobre teoria de funciones para todo el ana-
lisis matematico, permitiendo desarrollar aquellas cuestiones donde la difi-

1) Funciones medibles son aquellas funciones tales que para cualquier nimero real M el
conjunto de los valores de x para los que f(x) < M es medible.
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cultad estriba en el estudio del caracter de la continuidad y de la convergen-
cia.

Un afio después, en 1912, el discipulo de D.F. Egorov, N.N. Luzin
(1883—1952), establecié una relacion ain mas estrecha entre las propieda-
des estructurales de las funciones medibles con una clase mas estrecha de
funciones continuas, descubriendo la notable propiedad C: cada funcién
medible, finita casi en todo lugar en cierto segmento, puede modificarse en
un conjunto de medida tan pequefia como se quiera de modo que se con-
vierta en una funcién continua en todo el segmento. La denominacion de
esta propiedad fue elegida por la inicial de la palabra francesa: continuité,
lo que significa continuidad.

El descubrimiento de la propiedad C cre6 inmediatamente amplias po-
sibilidades en diversos sentidos, descubiertas y en grado considerable reali-
zadas en el libro de Luzin “Integral y serie trigonométrica” (1915) presenta-
do por ¢l en la Universidad de Mosc en calidad de tesis de maestria. El sig-
nificado de este libro, el cual se adelanté en muchos afios a la linea de de-
sarrollo de la teoria métrica de funciones (esto es, la parte de la teoria de
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P a

que basa sus d i enel pto de medida de un con-
junto) fue valorado enseguida después de su aparicion con el otorgamiento
a su autor del grado cientifico de doctor, sin pasar por el de maestria. Por
esto dedicaremos cierto espacio a su caracteristica.

El esclarecimiento de las interrelaciones de la nueva teoria de funciones
con el analisis matematico era el objetivo fundamental de este libro. Un
planteamiento mas concreto del problema consiste en un estudio conjunto
de las propiedades estructurales de determinadas clases de funci y del
aparato analitico que describe esta clase y las operaciones con ellas. Enton-
ces son posibles dos planteamientos del problema reciprocos entre si: a)
partiendo de la propiedad estructural de la funcion, determinar el aparato
analitico que la describe; b) partiendo de una clase de expresiones analiticas,
buscar la propiedad estructural de las funciones correspondientes.

En el primero de los seis capitulos del libro de Luzin se da una revision
general a las propiedades de los conjuntos medibles y funciones medibles y
la deduccion de la propiedad C. El do capitulo est4 dedicado a la bus-
queda de la funcidn primitiva. Primitiva, segiin Luzin, es una funcion con-
tinua, la cual tiene a la funcién dada por su derivada casi en todo lugar (es-
to tltimo esta dicionado por la idad de abarcar la generalizacion
del concepto de integral introducido por Lebesgue y Danjoi). Resulté que
cada funcion medible, finita casi en todo lugar, tiene primitiva. Luzin bus-
caba aqui ejemplos de aplicacion del teorema de existencia de la primitiva.
Consider6 el problema de Dirichlet para el circulo. Para una funciéon me-
dible arbitraria, finita casi en todo lugar en la circunsferencia, demostro la
existencia de una funcién arménica holomorfa en el interior del circulo y
que toma los mismos valores de esta funcion casi en todo el contorno. Esta
circunstancia abri6 el camino para las investigaciones en el futuro de las
propiedades en la frontera de las funciones analiticas.

El estudio de las propiedades caracteristicas de las funciones primitivas
lo cual constituye el contenido de los capitulos tercero y cuarto, condujo a
la separacion de la integral (en el sentido de Riemann, Lebesgue y Danjoi)
con limite superior variable del conjunto de primitivas de una funcién dada.

La clase de las expresiones analiticas, estudiadas por Luzin en el de-
sarrollo del planteamiento del problema es la clase de las series trigono-
métricas, ante todo las series de Fourier. A sus propiedades est4 dedicado
el quinto capitulo de la tesis. Ya en el afio 1912 Luzin public6 un ejemplo
de una serie trigonométrica

Y A, cosnx + B, sennx (A, — 0, B, — 0),
n=0 n-o n-— o

d R TS

rando que las condicione: s no se garantizan con la con-
vergencia de la serie trigonométrica casi en todo lugar y la cual casi en todo
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lugar diverge. Reproduciéndolo aqui, dedujo posteriormente las condi-
ciones necesarias y suficientes para la convergencia casi en todo lugar de la
serie de Fourier para una funci6n con cuadrado integrable (esto es, tal que
existe la integral de Leb. de su drado en el de0a2r). La
integral singular, introducida aqui

2
lim 573(“ hiia)i = g x =) cos no do

=0 o

.
(donde la funcion g (x) es de cuadrado integrable) se convirtié en un fuerte
instrumento de investigacion. Con su ayuda Luzin, en particular, des-
cubri6 la propiedad de casi simetria de las funciones medibles.

El sexto capitulo esta dedicado a la determinaci6n de las dici de
representabilidad de las funci en series tri icas. Aqui se inves-
tigan los diferentes métodos de adicién de series trigonométricas, no uni-
formidad (e incluso infinitiformidad) de la representacién de una funcién

di series tri étricas. La seleccion de un tnico método de de-
sarrollo de una funci6n en serie tri rica, Luzin lo relacion6 con la
generalizacion del concepto de integral. Consider6 que la integral indefini-
da de f(x) debe denominarse a la funcién ®(x), la cual es la suma de la se-
rie que se obtiene después de integrar la serie que representa a f(x).

La riqueza de las ideas contenidas en la tesis de Luzin es asombrosa.
Podiamos dar aqui sobre ellas s6lo una idea preliminar. Todos los concep-
tos fundamentales del analisis: funcién (incluso la medible), derivada, in-
tegral y otros sufrieron un estudio profundo desde el punto de vista de la
medida de los conjuntos correspondientes. La teoria métrica de funciones
en Rusia y en la URSS tiene en Luzin su fundador.

En el afio 1915, Luzin y sus discipulos, en primer lugar P.S. Alexandrov
y M.Ya. Suslin, comenzaron a estudiar la teoria descriptiva de funciones,
aquella direccion en la cual se estudian las representaciones de amplias cla-
ses de funciones con ayuda del paso al limite, partiendo de las funciones
continuas.

En el historico momento, cuando Rusia estaba ante la Gran Revolucion
Socialista de Octubre, la Escuela de Mosct de teoria de funciones era una
unién de cientificos, poco s, pero que trabajaban de forma desu-
sadamente activa y fructifera, en su mayoria jovenes (A.Ya. Hinchin, V.V,
Golubiev, D.E. Menshov, P.S. Alexandrov, M.Ya. Suslin, P.S, Urlson y
otros). Ellos y sus compaiieros mas jovenes y discipulos garantizaron en el
futuro la introduccion de las ideas de la teoria de funciones en ln topologla,
la teoria de nimeros, la teoria de probabilidades, la teorln cunlitativa de lns
ecuaciones diferenciales, la teoria de las funciones analitions y en otras ra-
mas de las matematicas.
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Tres escuelas cientificas: de mecéanica, de geometria diferencial y de
teoria de funciones inscribieron las paginas mas brillantes en la historia de
las matematicas moscovitas del periodo 1860—1917. Sin embargo un estu-
dio muestra que éstas no agotan todas las facetas de la actividad de los ma-
tematicos de Mosci, unidos en su mayoria en la sociedad cientifica. Ade-
mas, muchas facetas significativas de la actividad de la Sociedad Matemati-
ca de Mosc de este periodo, las cuales ejercieron una determinada y efecti-
va influencia en el desarrollo de las matematicas ain estan poco estu-
dxadasA Se puede esperar que en el futuro surjan nuevas investigaciones,

que d mas la actividad, el papel y el valor de los
matematicos de Moscii.
R Hacia del siglo XX en Rusia se tenia ya cierta

cantidad de cientificos-mateméticos. Estos se concentraban en la Acade-
mia de Ciencias y en los pocos centros de ensefianza superior. En Mosct y
Petersburgo ellos formaron asociaciones cientificas. Colectivos fuertes de
cientificos-mateméticos trabajaban en una serie de ciudades de Rusia.
Entre ellos habian representantes eminentes, los cuales glorificaron la cien-
cia patria con sus logros. No obstante también esta rama de la ciencia
patria (tenemos en cuenta las matematicas) portaba huellas de la influencia
opresora de la estructura socio-econoémica absoluta de la Rusia zarista.

La actividad de los bles cientifi aticos resultaba aislada.
Las secciones matematicas de las universidades eran muy poco numerosas,
los cientifico: aticos y los d eran unidades. El acceso a las
matematicas, asi como a toda otra ciencia estaba cerrado a las masas popu-
lares. Un desarrollo arménico de todo el frente de la ciencia matematica,
que en algo relacionara su amplitud con la economia no existia. Entre los
matematicos habian cientificos con ideas reaccionarias.

Después de la Gran Revolucién Socialista de Octubre, cuando el pueblo
bajo la direccion del Partido Comunista acometi6 la construccién del so-
cialismo, llegé el momento de un nuevo desarrollo de las matematicas. Este
periodo del desarrollo de las mateméticas soviéticas, periodo de notables
logros que la situaron en las primeras filas de la ciencia mundial, encuentra
su expresion en los trabajos colectivos de autores: “Las Matematicas en la
URSS después de 15 afios” (1933), “Las Matematicas en la URSS después
de 30 afos” (1948), “Las M aticas en la URSS después de 40 afios”
(1959), “Las Matematicas en la URSS, 1958—1967” (1970), y ademas en
numerosos libros y articulos.

Los matematicos soviéticos constituyen actualmente un numeroso con-
tingente de la intelectualidad. Junto a todo el pueblo soviético luchan por
la paz en todo el mundo, por un futuro mejor para toda la humanidad. El
estudio y la generalizacion de la experiencia de su actividad practica y teori-
ca es una tarea importante de las investigaciones cientificas sobre historia
de las matematicas.
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A nuestros lectores:

“Mir” edita libros soviéticos traducidos al espafiol, inglés, francés, arabe
y otros idiomas extranjeros. Entre ellos figuran las mejores obras de las distin-
tas ramas de la ciencia y la técnica: manuales para los centros de ensefianza su-

perior y escuelas 1 sobre ciencias y médicas.
‘También se incluyen fias, libros de divulgacion cientifica y cien-
cia- ficcion.

Dirijan sus opiniones a la Editorial Mir, 1 Rizhski per., 2, 129820, Moscii,
1-100, GSP, URSS.
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