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PROIOGO

Este libro constituye el tomo 2 del texto para la dis-
ciplina Metodologia de la Ensefianza de la Matemética, en
los Institutos Superiores Pedagégicos de la Repudblica de
Cuba, Su contenido abarca la direccién del proceso de
ensgefianza aprendizaje de los alumnos en unidades o capi-
tulos correspondientes a diferentes complejos de materia
de la Matemé&tica.

Este segundo tomo tiene la caracteristica de integrar,
en la estructuracién metodoldgica y diddctica de las
unidades o capftulos del curso escolar, los contenidos
del primer tomo.

Los ejemplos del texto ilustran diversas posibilidades
de aplicacién de los conocimientos de la disciplina. En-
tre ellos se incluyen parcialmente recomendaciones conte—
nidas en las orientaciones metodolégicas.

Al final de cada capitulo se incluyen propuestssde
tareas con el propésito de contribuir a la fijacién de
los conocimientos, as{ como a la formacién, desarrollo y
mantenimiento de las habilidades Yy capacidades de los es-
tudiantes de los institutos superiores pedagbgicos.

Los autores agradeceremos a todas aquellas personas
que utilicen este libro, nos envien criterios Yy sugeren-
cias para su perfeccionamieqto al Instituto Superior Pe-
dagégico "Enrique José Varona", Calle 108 No. 29E08, entre
29E y 29F, Marianao, Ciudad de La Habana, Cuba.

Los autores
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CAPITULO 8. TRATAMIENTO METODOLOGICO DE LOS DOMINIOS NUME-

RICOS.

8.1. SIGNIFICACION DEL TRABAJO CON LOS NUMEROS EN LA ES-—
CUELA

Ia aparicién del concepto de nimero es resultado de un
largo proceso de desarrollo y de la relagién constante del
hombre en su medio. Con la ayuda de los ndmeros pueden
ser abarcados de forma cuantitativa importantes partes de
la realidad objetiva.

Los nimeros han encontradoe también aplicacién en la
prdctica social considerdndose de esta forma en la nueva
concepcién para el curso escolar de la Matemdtica (1), el
poder de cédlculo de los alummos como parte del ndcleo cld-
sico de su formacién matemdtica general.

El término "poder de cdlculo"” o "cultura del cdlculé‘se
emplea en algunos paises en el sentido de destacar impor-
tantes aspectos de la materia de ensefianza de la Matemdti-
ca tales comoi
- Ia realizacién de la comparacién de nimeros y las opera-
ciones de cédlculo tanto de forma oral, escrita como me-
dios de cdlculo.

- Realizacién de la estimacién y el redondeo.

- Trabajo con magnitudes (longitud, drea, volumen, tiempo
masa)

- Indicacién de los resultados con unf exactitud resonable.

- Seleccidén de una via de solucién efectiva y representa-
cién de la solucién en forma exacta.

- Realizacién de controles de cdlculo.

Es evidente gue con una insuficiente comprensién de los

(1) Proyecto de Matemdtica., Concepcién gemeral de la asigna-
tura en el Subsistema de la Educacién General, Poli-
técnica laboral, MINED, 1987, Pdg. 33.
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nimeros y una falta de solidez, durabilidad y aplicabilidad
en el poder de cdlculo se hace casi imposible el avance en
la engefianza de la Matemdtica, por ejemplo en el trabajo
con ecuaciones e inecuaciones, funciones, trabajo con varia-
bles y magnitudes, demostraciones, etc. Todo esto influye
incluso negativamente en la aplicacién de la Matemdtica en
1a ensefianza de las ciencias naturales y politécnicas. Por
otro lado la formacién de un saber y poder sélidos de los
alumosg en el cdlculo numérico debe contribuir al desarro-—
1lo de su perscnalidad y a su preparacién para enfrentar la
vida y poder resolver numerosos problemas que les plantea
la prdctica.

8.2 CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE EL TRABAJO CON LOS DI-
FERENTES DOMINIOS NUMERICOS EN LA ESCUELA.

8.2.1. Vias para la ampliacién de los dominios numéricos.

Pare la ampliacién de los diferentes dominios numéricos
a partir de los nimeros naturales existen diferentes vias:

Diagrema 8,1 <::) <§D ‘.l'

\®——»@

) Ia escuela emplea la via N —» Q — Q ~=s R —o C.
ta decisién se fundamenta en lo siguiente:

- Esta secuencia corresponde en general a la via tradicio-
nal utilizada de acuerdo al desarrollo histérico de la
matemdtica y es la mds utilizada en la ensefianza en mu-
choa paises.

- Los nifios estdn desde muy temprano, incluso antes de su
comienzo en la escuela, en contacto con objetos que exi-
gen la introduccién de los nimeros fraccionarios y el cdl-
cule con ellos (medio litro de leche, dividir una naran-
jJa en partes iguales, etc) gque con los nimeros enteros
(positivos, negativos).

- Para el tratamiento de determinados aspectos del andlisis
matemdtico (cdlculo aproximado, proceso de aproximacidén,
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etc) en los cuales los alumnos denuestran dificultades en
los grados superiores es mas ventajoso tratar primero los
ndmeros fraccionarios (conjunto denso ordenado) que los
ndmeros enteros.

18 via N == Z =3 Q =9 R —3 C es muy utilizada en la
ciencia Matemdtica. Se orienta fundamentalmente en el
tratamiento de las operaciones adicién y multiplicacién y
en la posibilidad de realizar ilimitadamente sus operacio-
nes inversas (sustraccién y divisién). Desde el punto de
vista de la teoria de estructuras algebraicas (grupos,
anillos, cuerpos) es muy apropiada esta via. Muchos pai-
ses han estructurado sus planes de ensefianza teniendo en
cuenta el estudio de las estructuras algebraicas y por lo
tanto emplean esta via para la ampliacién de los diferen—
tes dominios numéricos. Las ventajas o desventajas que
pueda tener dicha via esta en dependencia de los objeti-
vos que se persiguen en la ensefianza de la Matemdtica y
su contribucién a la formacién matemdtica de los alumnos.
En este sentido en nuestre concepcién para la ensefianza
de la Matemdtica se plantea al respecto "...que si bien
es cierto que la ensefianza de la MatemAtica debe poner de
manifiesto el cardcter abstracto de esta ciencia y fami-
liarizar a los alumnos con el razonamiento abstracto, re-—
sulta contreproducente enfrentar a los alumnos demasiado
pronto con conceptos y métodos abstractos, para los cuales
no existe una suficiente base de conocimientos concreto-
sensoriales en su experiencia anterior"” (1). Y en otra
parte concluye que "... se puede diferenciar una tenden-—
cia a lo abstracto, que predomina en los paises capita-
listas y rompe completamente con la ensefiansa tradicional
de la Matemdtica, al extremo de abandonar, en muchas oca-—
siones, los procedimientos sélidamente establecidos para

(1) Proyecto de Matemdtica. Concepcién general... pédg. 34
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el desarrollo de habilidades de cdlculo..." (4)

Con respecto a la via N —» Q+ == R+ ——%» R—> C utiliza-
da en algunas obras matemdticas (2) se plantean también
buenas posibilidades pare la preparacidén de los alumnos
para el tratamiento de algunos elementos del andlisis ma—
temdtico. Su empleo en la escuela puede tener el incon-
veniente de gque los nlmeros negativos sean tratados muy

tarde,
8.2.2., BREVE PANORAMICA SOBRE LA CONSTRUCCION DE LOS DOMI-
NIOS NUMERICOS EN I.A ESCUELA. TRANSCURSO DE LA LI-
NEA DIRECTRIZ "DOMINIOS NUMERICOS".

El tratamiento de los ndmeros comienza en la escuela
desde el primer grado, aborddndose en el ciclo propedéutico
(1.2 4, grado) los nimeros naturales.

Aqui se introduce el concepto de nimero natural como ni-
meros cardinales de conjuntos finitos, es decir como clase
de conjuntos finitos equipotentes. Naturalmente estos €tér-
minos no son empleados ya que su tratamiento se realiza te-
niendo en cuenta determinadas simplificaciones diddcticas.

Una vez formado el conjunto de los nimeros naturales se
abordan el orden (relacién "menor que”, “"mayor que") y las
operaciones de cdlculo (adicién y multiplicacién). Estos
son tratados a partir de las relaciones existentes entre
los conjuntos, por ejemplo, el orden mediante la comparacién
de dos conjuntos segin la cantidad de elementos con el es-—
tablecimiento de la correspondencia entre sus elementos y
la adicid, como la unidén de conjuntos disjuntos. Para las
operaciones de cdlculo son consideradas también sus propie-
dades. Con el establecimiento del orden y las operaciones
de cdlculo en N podemos hablar entonces del dominio de los
nimeros naturales.

(4') Idem, pégo 32
(2.) Ver: Apéstol, Tom M.: Calculus. Volumen I. Pég.
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Los conocimientos y habilidades en el trabajo con los ni-
meros se amplian y profundizan en el segundo ciclo de la es-
cuela primaria (5. y 6. grado). Aqui se construye ademés
el dominio de los nimeros fraccionarios siendo esta la pri-
mera ampliacién de los dominios numéricos. Ia necesidad de
la ampliacién del "viejo dominio"™ ( N ) tiene como objetivo
buscarle solucidén & problemas prédcticos no siempre posibles
en N (reparticién en partes iguales) y motivos de naturale-
za intrematemdtica (poder realizar ilimitadamente la divi-
sién, excepto por cero).

Especial importancia debe prestdrsele en el tratamiento
de este dominio a:

- E1 trabajo con materiales concretos (maranjas, discos,
superficies rectangulares, etc)e.

- E1 trabajo con fracciones comunes

- El1 trabajo con expresiones decimales

En el ciclo de la Secundaria Bdsica (7. — 9. grdo) se
continta el desarrollo de las habilidades de cdlculo con
nmeros fraccionarios y se construye el dominio de los nd-
meros racionales como una ampliacién del dominio de los nd-
meros fraccionarios. Aqui también se parte para dicha am-
pliacién de problemas prédcticos gque no pueden ser resueltos,
desde el punto de vista matemitico, sélo con los conocimien—
tos sobre los nimeros fracciocnarios.

El principio de comstruccién que se sigue para obtener
el dominio de los nimeros racionales difiere notablemente
de la via genético-conjuntista empleada en nuestre escuela
hace unos afios. la prdctica escolar demostré que el trata-
miento de los nmeros recionales segin clases de equivalen-—
cias no permitfia formar en los alumnos un poder sSeguro Yy
aplicable en el trabajo con dichos nimeros, no logrédndose
agi satisfactoriamente este objetivo central de nuestre es—
cuela. Ahora se utiliza para obtener el dominio de los ni-
meros racionales una simetrizacién de Q+, es decir, se for-
ma el conjunto de los nimeros raecionales "afiadiendo™ a los
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nimeros fraccionarios los elementos de un conjunto apropia-
do formado por los némeros opuestos & dichos nUmeros freaec-—
cionarios. Mediante este principio se logre un sustancial
aligeramiento en cuanto al tratamiento tedrico conceptual,
en comparacién con su tratamiento a través de la formacidén
de clases de equivalencia. Entre los aspectos mds importan-
tes que se reducen tenemos:

- Se eliminan las consideraciones de isomorfismo entre el
dominio de los némeros fraccionarios y el dominio de los
ndmeros racionales no nogativoa.

- ILa forma simplificada de notacién, es decir, no empleo del
signo " + " para los nimeros racionales no negativos no se
introduce a8l final del tratamiento de las operaciones de
cdlculo, sino desde un inicio, ya que se identifican los
nimeros racionales no negativos con los mimeros fracocio-
nariocs.

- Para los nimeros racionales no negativos no se definen de
nuevo las operaciones de cdlouloc ya que éstas se reducen
a las operaciones de cdlculo del dominio Q+ los nGmeros
fraccionarios.

- Las propiedades de las operaciones de cdlculo no tienen
que ser justificadas nuevamente para los némeros raciona-
les no negativos debido a la identificacién de éstos con
los ntmeros fraccionarios.

Todo esto posibilita que en el proceso de ensefianza la
relacién contenido-tiempo esté a favor de la formacidén de
habilidades seguras en el trabajo con los nimeros raciona-
les.

Estrechamente ligado a la posibilidad de poder extraer
raiz cuadrada a todo nimero racional no negativo y a la ne-
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cesidad de utilizar esto en determinadas situaciones prédc-—
ticas (por ejemplo para calcular el lado de un cuadrado cu-—
yva drea es 2) se plantea la conveniencia de ampliar el do-—
minio de los ndmeros racionales. Para esto se introducen
los nimeros irracionales y luego se forma el conjunto de
los nimeros reales como unién del conjunto de los ndmeros
racionales y los ndmeros irracionales. Con la formacién
del conjunto de los ndmeros reales se puede ahora hacer co-—
rresponder a cada punto de la recta un nimero y viceversa.
Esto posibilita en lo adelante el trabajo, por ejemplo, con
las funciones.

En el ciclo de profundizacién, sistematizacién y genera-—
lizacién (10. al 12. grado), concluye la construccién de |
los dominios numéricos con el tratamiento de los nimeros
complejos ( C ).

En la ciencia matemdtica existen varias teorias para la
construccién del dominio de los numeros complejos. Por
ejemplo, sobre la base de la aplicacién de puntos de un
plano, o sea, mediante pares ordenados de numeros reales;
a través de suma y maltiplicacién de matrices; por adjun-—
cién de un elemento a un cuerpo (1). En los actuales pro-—
gramas de Matemdtica de nuestra escuela se ha establecido
seguir la via gue se basa en la adjuncién de un elemento a
un cuerpo. Egta via consiste en la hipdtesis plausible de
que exista un cuerpo, gque denotaremos por C, que contenga
a un tal elemento i y &8 todo el cuerpo R . De esta manera
se obtienen los nimeros de la forma a + ib (a,b € R). Con
ello no sélo se persigue hacer prevalecer una cierta tra-
dicidédn en el tratamiento de estos nimeros en la escuela
(tradicién que estd condicionada por el desarrollo histéri-
co de estos nimeros y por la posibilidad de trabajar con
unos pocos conceptos adicionales), sino que tiene en cuen-—
ta también en que forma se utilizan concretamente estos
ndmeros en el cdlculo numérico.

(1) Kurosch, A.G. Curso de algebra superior. Editorial
Mir, 1977. Pdg. 288
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En el siguiente diagrama se muestra, de forma resumida
la sucesién en gue son tratados los diferentes dominios nu-—
néricos en la escusla. (Ver diuwgrama 8.2)

Un aspecto de importancia singular lo constituye el
transcurso de la linea directriz "dominios numéricos" a tra-—
vés de todo el curso de la Matemdtica. En el cuadro 8.1 se
liestacan los principales contenidos y objetivos por ciclos,
relacionados con esta linea directriz.

En correspondencia con los objetivos que deben alcanzar—
se por los alummnos durante el tratamiento de los dominios
iuméricos 2n la escuela podemos concluir lo siguiente:

- En primer plano se encuentra el desarrollo de las habili-
dades de cdlculo y la aplicacidén de los conocimientos ad-—
gquiridos en la propia Matemdtica, en otras disciplinas,
en la vida diaria y en su futura profesidn.

- En relacidén al saber adquirido sobre los diferentes domi-—
nios numéricos los alumnos deben disponer de conocimien-—
tos en el sentido siguiente:

« Existen nYmeros naturales, fraccionarios, recionales,
reales y complejoss

- Los nimeros naturales se emplean para indicar cantida-—
des de objetos concretos, ordenamientos, medidas de co-
nocidas magnitudes;

« Los nimeros fraccionarios se escriben en forma de frac-—
ciones o en notacidén decimal, un niimero fraccionario se
puede identificar con cualquiera de las fracciones que
lo forman, se emplean para describir partes de un todo
Y procesos de distribucién, para indicar una medida de
una megnitud, para representar determinados puntos en
el rayo numérico;

« los numeros racionales se emplean para representar mag-—
nitudes en sentido contrario, segmentos orientados (me-—
diante flechas) en la recta numérica, para describir 1la
posicidén de un punto de la recta respecto a un punto de
referencia (punto 0);
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- con la existencia de los némeros reales se puede hacer
corresponder & cada punto de la recta un nimero y vicever-
sa;

» los nimeros complejos son expresiones de la forma & + bi
(a,b £ R), su representacién geométrica en el plano nos
indica que a cada punto del plano se le hace corresponder
un nimero complejo y viceversa, y ademds posibilita re-
presentarlo en forma trigonométrica; se emplean para dar-
le solucién a toda ecuacién de grado n.
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DIAGRAMA 8,2
CONJENTOS

Equipotencia de Conjuntos
finitos (ndmero cardinal)

Conjunto de l
| los numeros @
| naturales.

| {

Conjunto de fracciones
equivalentes
l Simetrizacién Conjunto de
Conjunto de los de Q+ los némeros
némeros fraccio- @ ’® opusestos a
narios \ / Q+
Q+r U Q-
fracciones
decimales
Conjunto de los infinitas Conjun-
nimeros racio- no peridédicas. to de los
nales némeros
@ —> irracio-
\ / nales
Q UI
Conjunto de los ’;
ndmeros reales @
|
Expresiones de
la forma a+bi
Conjunto de los L
nimeros comple-—
Jjos.
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CUADRO 8.1

Ciclo

Contenidos

Objetivos fundamentales

Propedéutico

(1. -4. gZra-
do)

Ndmeros naturales

operaciones funda-—
mentales de cdlcu-
lo con ntmeros na-—

Adquisicién de conoci-~
mientos y capacidades re-
lacionadas con los nime-—
ros naturales, asi como
el desarrollo de habili-

turales; cdlculo
oral y procedimien-—
tos de cdlculo es-—
crito.

en el cdlculo con dicho
‘nmeros tanto orel como
escrito.

dades sélidas y seguras%

Segundo ciclo

Fracciones, compa-—
racién y operacio-—
nes con fracciones
expresiones decima-
les, operaciones
con expresiones de-—
cimales; expresio-
nes decimales fini-
tas e infinitas;
fracciones equiva-—

lentes; concepto de

ndmero fracciona-
rio.

'Pesarrollo de habilida-—

des sélidas y seguras en
el cdlculo con fraccio-
nes asi como en las ope-
| raciones fundamentales,
'con ndmeros fracciona-

' rios en diferentes for-
mas de representacidn.

Secundaria
Bdsica

Namero racional:
orden y operaciones
de cdlculo con ni-
meros racionales;
propiedades de las
operaciones, nume-—
ros irracionales,
ndmeros reales.

miliarizaciodon con los
conceptos '"nimero racio-—
nal", "ndmero irracional’
¥y "ndmero real.
Conocimiento seguroc so-—
bre las reglas algorit—
micas para la realiza-
cién de las operaciones
de cdlculo bésico con
ndmeros racionales, ha-
bilidades s6lidas y se-
guras en el cédlculo con
nimeros racionales.

Ciclo de Pro-
fundizacién
gistematiza-—
cién y gene-
ralizacién.

Concepto de ntme-
™o complejo, ope-
raciones con los
ndimeros complejos,
representacién
geométrica de los
néimeroas complejos;
forma trigonomé-
trica del nidimero
complejo; aplica-
ciones.

Capacitacién para la
realizaciédn de cdlculos
con nimeros complejos.
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— ©“n cuanto a las potencialidades que brindan estos conteni-
dos para la educacién politico e ideolégica los objetivos
deben estar encaminados a que los alumnoss
. Reconozcan gque las circunstancias reales de su propio

medio, © sea, las necesidades sociales, motivan la for-
macidén de los conceptos y la formacién de nuevos ndime—
ros:

. Reconozcan gque las operaciones con los nuevos nimeros
estan motivadas por circunstancias prdcticas, y que
hay que definirlas conforme a las condiciones de estas
circunstancias; ‘

. Reconozcan gque las formas de pensar y trabajar en la
Matem&dtica se comprueban en la prédcticaj;

. Reconozcan las relaciones gque existen entre los domi-
nios numéricos, la estrecha relacién entre sus concep—
tos y operaciones y comprendan los efectos gue puedan
tener un desarrollo exitoso o no del poder de cdlculo
en otras ramas;

. Reconozcan gque 1la colocacién correcta de determinados
simbolos ( 3 = 3 + 3 — ; raya de una fraccidnj; etc)
no debe ser visto solo como una exigencia a la estéti-
ca, sino a la influencia gque puede tener esto para un
cdlculo seguro.

8.3. ALGUNOS ASPECTOS METODOLOGICOS ESENCIALES RELACIONA=-
DOS CON EL TRATAMIENTO DE LOS DOMINIOS NUMERICOS EN
LA ESCUEILA

L2 construccidén de cada uno de los dominios numéricos
objeto de estudio en los ciclos de Secundaria Bdsica y de
Preuniversitario se lleva a cabo teniendo en cuenta los
siguientes pasos que constituyen los puntos metodolégicos
esencisiles a considerar en su tratamiento:

1. Motivacidén de 1la necesidad de construir el "nuevo domi-
nio.

2. Pormacién del "™nuevo" conjunto numérico.
3. Definkcién del orden y las operaciones de cdlculo. Pro-
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piedades de dichas operaciones.

4. Desarrollo de las habilidades.

1. MOTIVACION DE LA NECESIDAD DE CONSTRUIR EL "NUEVO DOMI-
NIO.

Después de la comstruccién del dominio de los niimeros
fraccionarios se plantea, en el ciclo de la Secundaria Bdsi-
ca, la necesidad de ampliar este dominio con el objetivo de
que se satisfagan las siguientes exigencias:

. Posibilidad de poder realisar la medicién en dos sentidos
opuestos debido a su empleo en diferentes tareas prdcti-
cas,.

« Posibilidad de dar solucién a toda ecuacién de la forma
a+x=b (a,b € Q+).

En la escuela se realiza este paso haciendo mds énfasis
en la primere exigencig, es decir, a partir de una motiva-
cién extramatemdtica se plantean ejemplos prdcticos relacio-—
nados con accidentes geogrdficos para medir alturas y pro-
fundidades tomandc con referencia el nivel del mar y también
se utilizan ejemplos que representan desplazamientos de mé-—
viles en sentidos opuestos. Es importante destacar gue in-
dependientemente de los ejemplos utilizados en el texto se
pueden emplear otros que también son familiares a los alum-—
nos tales comos

- Situaciones relacionadas con deudas y haber.

Ejemplo: Para expresar que la América latina y el Caribe
en 1990 tenfan una deuda de $428 636 000 000 lo
podemos escribir de la siguiente forma:s
- 8 428 636 000 000.

- Hechos ocurridos antes y después de nuestra ersa.

Ejemplo: Para expresar que la escuela pitagérica, fue fun-
dada por Pitdgoras alrededor del afio 550 a.n.e.
se puede escribir dicho afio en forma mas breve
poniendo - 550,

- Escalas del termémetro.
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Ejemplo: Para expresar gque un determinado lugar del mundo
hay una temparatura de 40° ¢ bajo cero, lo pode-
mos escribir en forma méds breve de la siguiente
manera: - 40° C.

Otro aspecto de sumo interés en este paso estd relacio-
nado con la posibilidad de conjugar con l1a motivacidén ex-
tramatemdtica la intramdtemdtica, ya que esta dltima posi-
bilita crear en los alumnos una visién mds clara y pfotun-
da acerca de la Matemdtica y su desarrollo interno (necesi-
dad de realizar ilimitadamente la sustracciédn o de poder
resolver siempre ecuaciones de la forma a + x = b para cua-
lesquiera nimeros fraccionarios & y b. Para esto se puede
plantear un problema tomado de la vida prdctica cuya solu-
cién conduzca a un planteo matemdtico como en el ejemplo

siguiente:s

Dos de las cdmaras de frfio de uno de los frigorificos
construidos en La Habana parae la conservacién de carnes
y productos de la agricultura tenian una temperatura de
6° C a 1las 2 de la tarde. j;Qué temperatura tenfan a
las 2 de la mafiana si la temperatura en una bajé 3*® e vy
en la otra 9°C?.

Una representacidén grdfica de la situacién mediante dos
termémetros lleva a los alumnos a determinar gque en una
cdmara la temperatura era de 3° C y en la otra =-3° C, BEn
el primer caso se llega a la solucidén del ejercicio 6 - 3
Yy en el otro caso al ejercicio 6 - 9, Este dltimo ejerci-
cio no es posible resolverlo en el dominio de los némeros
fraccionarios aspecto este que debe ser aprovechado para
motivar la necesidad de ampliar dicho dominio numérico.

Ia motivacién de la necesidad de ampliar el dominio de
los nidmeros racionales se puede plantear a partir del cono-
cimiento que han adquirido los alummos, a través del cdlou-—
lo de rafces cuadradas de niimeros recionales no negativos,
én relacién a gque existen ndmeros racionales gque no tienen
como rafz cuadrada un nimero reacional y la exigencia de
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determinar la medida del lado de un cuadrado construido a
partir de cuatro tridngulos isésceles de drea igual a 0,5 u
(ejemplo utilizado en la escuela pare representar en la rec—
ta los nimeros irracionales). Con éstas dos situaciones se
les da a conocer que se necesita construir "nuevos'" ndimeros
mediante los cuales se pueda representar por ejemplo.la

rafiz cuadrada de cualgquier nimero racional no negativo asi
como poder representar el nimero de medida cuando esta no

es racional,

Tanto para la motivacidén de la construcciédn de los npume-—
ros reales como pare la de los nimeros complejos no es po-
sible, en contraste con otras ampliaciones de los dominios
numéricos, realizar una motivacidén pridctica directa, o sea,
easta tiene que efectuarse desde el punto de vista intrama-
temftico. Asi tenemos que para motivar la construccidén del
dominio de los numeros complejos es apropiado partir de la
necesidad de poder realizar ilimitadamente la operacidn de
radicacién, lo cual no es siempre posible en el dominio de
los ndmeros reales, 6 de la necesidad de resolver ecuacio-
nes ctibicas en su forma reducida, o sea

x3 + px + q = 0O,
que conducen a ecuaciones de segundo grado con discriminan-—
te negativo como se realiza actualmente en nuestra escuels.
Independientemente de la decisién que se tome por el profe-—
sor en cuanto al empleo de una u otra de estas posibilida-
des es importante tener en cuenta lo siguiente:

Comiinmente los alumnos se preguntan acerca de la utili-
dad de estos nimeros en determinados problemas de la prdc-—
tica social. Como se sabe los nimeros complejos son emplea-—
dos en la ciencia aplicada para expresar el movimiento vi-
bratorio, las oscilaciones arménicas, las vibreciones amor-
tiguadas, las corrientes alternas y otros fenémenos ondula-
torios. Aungue no es posible, de acuerdo a los conocimien-—
tos adquiridos por los alumnos, el planteamiento de deter-
minados ejemplos en cada una de las esferas mencionadas,
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si se puede apoydndose en el saber y poder adquiridos por
éstos en relacidém con el estudio de la Mecdnica plantear
una situsacién como la siguiente:

Dos remolcadores trasladan un barco hacia un maelle de
descarga. £1 cable de uno de los remolcadores forma
con el eje del barco un dngulo de 30° y desarrolla una
fuerze de 3 600 N y el del otro forma un dngulo de 45°

y ejerce unha fuerza de 2 850 N. Calcular la fuerza
rosultante que ejercen ambos remolcadores sobre el bar-
co. (1)

Mediante une representacién de la situacién, como se
jlustre en la grdfica B.1, se le plantea a 1los alumnos que
con el estudio de los nimeros complejos también se le puede
dar solucién a este problema (oconocimientos sobre la repre-
sentacién trigonométrica, la adicién de nimeros complejos,
médulo de un némero complejo, entre otros). Esta motiva-
cién puede ser empleada incluso en el trabajo posterior con
1os némeros complejos (motivacidén a largo plazo),

\Il L _ 50 S N
45 OIFE .- ¥

Grdfica B.1

En sentido general también se podria estructurar una mo-
tivacidén para la ampliacién de cada uno de los dominios nu-
méricos a través de consideraciones con cardcter histérico
¥y con esto contribuir también a la educacidén ideolégica de
los alumnos (ver capitulo 2 en el primer tomo) .

(1) Otros ejemplos similares se encuentran en:
Arias Garcia, D.; Garcia Mufioz, M.: Ntmeros Complejos.
Editorial de libros para la educacién. Ciudad de I&a Ha-
bana, 1980.
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2. FORMACION DEL "NUEVO"™ CONJUNTO NUMERICO.

En este epigrafe no presentaremos un tratamiento metodo-
l6gico en detalle sobre la formacién del concepto de nimero
en cada uno de los dominios objeto de estudio en la escuela
ya que esto no constituye el centro de atencién en el tra-

bajo con los nUimeros.

Con la formacién de los nidmeros negativos y luego la in-
troduccién del concepto de nimeros opuestos se define el
conjunto de los ndmeros racionales como la unidén de los nd-
meros fraccionarios y sus opuestos. Esto se representa
frecuentemente en la ciencia Matemdtica a través de conjun—
tos de la siguiente forma: Q = Q+ U Q-= Q+ U {-a: a€Q+} Yo
el concepto de nimero racional no se define sino gque se in-
troduce como los elementos que forman dicho conjunto. Como
esta construccién se hace en la escuela muy orientada en el
trabajo con la recta numérica hay que destacar que primera-—
mente se logra una ampliacién del rayo numérico mediante
una simetria con respecto al punto 0. De esta forma se ob-
tiene el conjunto de los nimeros opuestos a los nimeros frac-—

cionarios.

Después de obtenerse los nimeros irracionales Y definir-
se estos como fracciones decimales infinitas no periédicas
se forma el oconjunto de los nmeros reales como la unidén
del conjunto de los nimeros racionales y el conjunto de los
nimeros irracionales. La definicidén del concepto de ndmero
real asfi como la construccién rigurosa de este dominio no
constituye una exigencia de los programas de ensefianza.

Para la formacién del conjunto de los nimeros complejos,
como habiamos planteado anteriormente, se sigue el método
de adjuncidén que naturalmente por rezones obvias este no se
realiza en su totalidad y con la exactitud como ocurre en
la ciencia Matemdtica. Ya a partir de 1a definicién de los
ndmeros comple jos como expresiocnes de la forma a + bi, en
donde & y b son nimeros reales, e i, cumple la propiedad
% o -1, © 10 que es 1o mismo i =J -1, es convenientemente
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explicarle a los alumnos lo siguiente:

Si la motivacidén que se realizé para la necesidad de la
ampliacién fue relacionada con la posibilidad de poder re-—
solver ecuaciones de la forma 12 + i = 0, se les puede
plantear que precisamente i es la raiz de dicha ecuacién
cuestién esta que pueden comprobar fdcilmente y si 1la moti-
vacién se hizo en la forma a como histéricamente se intro-
dujeron estos niémeros, es decir, relacionados con la obten-—
cién de la férmula analitica para las raices de la ecuacién
cibica 13 + PxXx + q = 0O, entonces se les pueden pre-—
sentar algunos ejemplos de raices cuadredas de nimeros ne-
gativos expresados mediante la unidad imaginaria tales como

V=25 =J25(-1) =51 ; /=3 = J3(-1) =1 /3.

Todo esto posibilitard una mejor comprensién del signifi-
cado que tiene la unidad imaginaria en el "nuevo"™ conjunto
que se ha construido.

3. DEFINICION DEL ORDEN Y LAS OPERACIONES DE CALCULO EN EL
"NUEVO" CONJUNTO. PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES.

En este punto metodoldgico presentaremos sélc algunas
reflexiones relacionadas con el tratamiento de los numeros
racionales ya que el trabajo con los nimeros reales en la
escuela se reduce al cdlculo con valores aproximados racio-
nales y de igual forma se prescinde, por razones de espa-—
cio y simplificacidén en este libro, de consideraciones meto-—
doldgicas relacionadas con el cdlculo con nimeros complejos
en forma bindmica.

En el conjunto de los ndimeros racionales se definen el
orden y las operaciones de cdlculo como una ampliacién del
orden y las operaciones de cdlculo definidas en Q+. De es-—
ta forma queda construfdo el "nuevo"™ dominio numérico Yy con
la identificacién de los ndmeros fraccionarios con los néme-
ros racionales no negativos se logre una ampliacién del do-
minio Q +.

Para la definicién del orden se parte primeramente, en
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analogia a como se habia hecho en los dominios numéricos an-—
teriores, de su representacién en la recta numérica y se
plantea lo siguiente:

"De dos numeros recionales diferentes, es menor el gque
estd situado méds a la izquierda en la recta numérica”.

Mds adelante se da una regla para comparar nimeros ra-—
cionales utilizando la definicién de valor absoluto o médu-—
1o de un ndmero racional.

El tratamiento de las opersciones de cdlculo se realizsa
de la siguiente forma:

La adicidén de ndmeros racionales se lleva a cabo tenien-—
do en cuenta una diferenciacién de dos casos., El primer
caso trata de 1la adicidén de dos numeros racionales con sig-
nos iguales (pusitivoe o negativos) y el segundo caso abor-
da la adicidén de dos nimeros racionales con signos diferen-
tes.

En el primer caso cuando los sumandos son positivos se
procede como la adicién de dos numeros fraccionarios. Para
los casos restantes se parte de una ilustracidén en la recta
numérica y con esto se persigue gque los alumnos obtengan
primeramente una representacién intuitiva sobre la adicidén
de nUmeros racionales pare que puedan encontrar por si sé-
los luego las reglas para adicionar nimeros racionales.

Pare la multiplieacién de dos nlmeros racionales se tra-—
ta un dYnico casoc donde se incluye tanto la multiplicacién de
dos nimeros racionales con eignos iguales como la multipli-
cacidén de dos nimeros racionales con signos diferentes.

las propiedades gque cumplen la adicién y la multiplica-
cidn de nimeros racionsles se tratan como unsa ampliacién de
las propiedades que cumplen estas operaciones en el dominio
de los niUmeros fraccionarios. Ningune de estas propiedades
se demuestran, solo se ilustran mediante ejemplos.

En el tratamiento de las operaciones inversas de la adi-
cién y la multiplicacién se aborda para la sustraccién pri-
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mero un procedimiento basado en adicionar el minuendo el
opuesto del sustreendo y mds adelante se trata dicha opera-—
cién como la operacién inversa de la adicién de némeros Ira&-
cionales., Para la divisién de nimeros racionales se trata
primero un procedimiento para dividir dos ndmeros raciona-
les atendiendo & los signos del dividendo o 4 el divisor y
por dltimo se trata la divisién como operacién inversa de
la multiplicacién de ndmeros racionales.

£ dominio de las definiciones (reglas) para calcular
con niimeros racionales constituye una premisa fundamental
para el logro de las exigencias bdsicasde los progra-—
mas: el desarrollo de las habilidades de cdlculo corres-—
pondientes.

La experiencia prdctica ha demostrado que en general a
los alumnos les cuenta mds trabajo adicionar y sustraer
nimeros racionales que multiplicar y dividir. En lo si-
guiente presentaremos algunas recomendaciones metodoldbgi-
cas para el tratamiento de la adicidén y sustraccidén de

numeros racionales.

VARIANTES PARA LA ELABORACION DE LA ADICION DEL NUMEROS
RACIONALES.

ILa ensefianza de la Matemdtica se debe estructurar diddc-—
tica y metodolégicamente teniendo en cuenta las experien-
cias de los slumnos para activarlos en la asimilacién de
conceptos, relaciones, procedimientos y formas de pensar
y trabajar matemdticas y con ello fomentar su independen-—
cia, desarrollar la flexibilidad del pensamiento y la
creatividad. Esto significa que en la elaboracién de la
nueva materia deben considerarse situaciones de la reali-
dad que estén al nivel de las experiencias de los alum-
nos. Las sugerencias que se presentan a continuacién
responden en cierta medida a este empefio.

Ias definiciones o reglas para los distintos casos de
la adicién de dos numeros racionales se pueden preparar a
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largo plazo mucho antes de su definicién. Después de la
introduccién del concepto de ndmero racional a través de

e jemplos pricticos, se le pueden plantear ejercicios a los
alumnos que contribuirédn a su preparacién para la compren-—
sién de_ las reglas para adicionar ndimeros racionales. Por
ejemplo, & lo= alumnos se les podrfan indicar, después de
haberse formado el conjunto de los ndmeros racionales,
ejercicios como el siguiente.

— Diga qué posicién, con respecto al punto de origen O,
ocuparfan los méviles A y B en cada uno de los casos
siguientes:

1. Si se desplazan 3 unidades hacia la derecha.

2., Si se desplazan 4 unidades hacia la izquierda.

A
O Q

-5 sl -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

—p
B
[a] ;;

-5 —a -3 -2 -1 (o] 1 2 3 4 5 6

' : 4

A continuacién veamos algunas variantes para elaborar
este concepto.

Variante 1: Representacidén de segmentos orientados
(mediante flechas) en la recta numérica.

En este caso se deben tener en cuenta los siguientes
pasos:

1. Repaso de la adicién de segmentos orientados (flechas)
en el rayo numérico.

2, Transferencia del procedimiento anterior a la recta
numérica. Resolucidén de suficientes ejercicios.
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3., Anélisis del signo y del valor absoluto
4. Pormulacién de la definicién (regla).

Para la ilustracién de esta operacidén de
dria considerar también, si las condiciones
permiten, utilizar una regla de célculo con

del resultado.

célculo se po-—
de la clase 1lo
dos escalas,

la que puede ser confeccionada por 1los propios alumnos con
cartén. Este procedimiento se emplea en algunos libros de
texto de otros paises y consiste en lo siguiente:

Para adicionar, por ejeﬁplo, -3 + 5 = 2 se procede de

esta forma:s

- Se mueve la escala superior de manera gue

el punto O

quede sobre el punto -3 que estd ubicada en la escala

inferiore.

- Se lee luego en la escala inferior el punto gue corres-—

ponde al punto 5 de la escala superior y se obtiene el

resultado 2,

M >
-2 =2) 0 1 2 3 4 5 (3 T
-5 -4 -3 -2 -1 o] 1 2 3 4

Serfa provechoso al finalizar el tratamiento de esta

operaciébn, reflejar en la pizarra el cuadro

8.2, (u otro

medio en gque se desee presentar) como forma de sistemati-
zacién del procedimiento seguido (los sumandos positivos
se pueden presentar con color rojo y los negativos en

azul).

Junto a este cuadro se puede presentar también un dia-—
grama de bloques panordmico como el gque aparece en el li-
bro de Conferencias sobre Metodclogia de la enserianza de
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la Matemé&tica (1). ElL profesor puede elaborar, para alum-—
nos con marcados intereses por la Matemética, estos algo-
ritmos en otras formas tales como diagramas de bloques ra-—
mificados. Todo esto posibilitarfa contribuir al desarro-
1lo de las formas de trabajo algoritmico en los alumnos.

-5 =4 =3 =2 =1 o 1 2 3 4 5 6 7

- ; + — " s -+ + s + . —p-
—— >
2 3
2 +4 3=5
<t -¢
-3 -2 1. Médulo: 2 + 3 = 5
-3 1. M6dulo: 5 - 3 =2
b 2. Signo: +
2 >
-345=2
1. Mdulo: 5 — 3 = 2
3 2. Signo: -
——
—
'.————-
-2
2 4 (—2) = 0

CUADRO 8.2

(1) Jungk, W.: Conferencias sobre Metodologfa de la Ense-—
filanza de la Matemética 2 (segunda parte), p. 61.
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Variante 2: Elaboracién del concepto sobre la base de
situaciones précticas familiares a 1los
alumnos.

En esta variante se puede proceder de la siguiente forma:

1. Solucién de suficientes ejercicios donde se presentan
magnitudes en ambos sentidos (medicién de temperaturas
bajo y sobre cero; planteo de accidentes geogréficos
bajo y sobre el nivel del marj; movimientos rectilineos
de méviles hacia la izquierda y hacia la derecha de un
punto fijo; entre otros).

2. Anédlisis del signo y el valor absoluto de las sumas
a que conducen los ejemplos précticos.

3, Pormulacién de la definicién (regla).

Veamos a manera de ejmplo, como se podria estructurar
metodolégicamente esta variante considerando el caso en
que los sumandos tengan signos diferentes.

El aseguramiento del nivel de partida estard relaciona-—
do especialmente con el saber y poder adguiridos por los
alumnos en el trabajo con los nidmeros fraccionarios asi
como en el trsbajo con valores absolutos de nimeros racio-—
nales y en el dominio de la adicién de ndmeros racionales
con signos iguales.

La motivacién y orientacidén hacia el objetivo se puede
vincular al planteamiento del siguiente problema represen-—
tado en la grédfica 8.2 donde se presenta un tdnel y un
punto de observacién construfdo por las MTT asi como la
pPosicién tomada por un soldado luego de realizar algunos
movimientos. Esta se puede presentar mediante una ldmina
(pancarta) 6 una retrotransparencia si existen las condi-
ciones materiales., Luego, a través de una exposicién in-
teresante del profesor sobre aspectos relacionados con la
Preparacién de todo el pueblo para la defensa, se plantea
a los alumnos el siguiente ejercicio que propiciard la
participacidén activa de los mismos en su solucién:
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Ejercicios: Basédndote en la gréfica completa la siguiente

Pag. Siguiente

indice

tabla:
Posicién | Movimiento posicién | Representacién
inicial realizado final Matemética
a) 3m 2m hacia Sm 3 +42=5
arriba
b) -2m 3m hacia - -
abajo
c) 8m 3m hacia - 8 + (=3) =
abajo
d) -5m 10m hacisa - -
arriba
e) 5m 12m hacia - -
abajo
£) ~Tm 5m hacia - -7 + 5 =
arriba
g) 8m 8m hacia - -
abajo

Con la realizacién del ejercicio se puede plantear la
motivacién y el objetivo en el siguiente sentido:

"Como ustedes habrdn observado, en la dltima columna
de la tabla aparece en cada caso la adicidén de dos nime-
ros racionales. La regla para los incisos a) y b) es ya
conocido; sin embargo para los restantes aun la desconoce-
mos. Dado que en cada caso se ha resuelto una situacidén
préctica planteada serfa de interés conocer también unsa
regla para proceder en el caso que los sumandos tengan
signos diferentes”.
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En la fase de la elaboracidén de la nueva materia, que
va se comenzdé con la solucidén de ejercicios de manera in-—
tuitiva en el trabajo con la tabla anterior, se debe cen-—
trar la atencidén de los alumnos en el anélisis de los in-
cisos ¢), d), e) y f). Aqui los alumnos deben reconocer
que la suma de un ndmero racional positivo y otro negati-
vo es un ndmero racional positivo 6 un ndimero racional ne-—
gativo 6 cero. Para la obtencidén de la definicién (regla)
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son apropiados los siguientes impulsos:

Observa los sumandos correspondientes a los incisos del
¢) al £). 4Cémo son dichos nimeros entre s{?

;Cuél tiene mayor valor absoluto?

;,Cémo se podria obtener el valor absoluto de la suma &a
partir de los sumandos?

Observa el signo de los sumandos y del resultado. A
qué conclusién llegas?

Todas las posibles respusestas de los alumnos deben gque-—

dar siempre precisadas por el profesor.

Luego de formularse la definicién (regla) se debe exi-

gir a los alumnos su enunciado en forma precisa (contribu-—
cién al desarrollo de sus capacidades 1l6gico-lingtiistica),
ya que frecuentemente la plantean de la siguiente formas:

"Para adicionar dos nimeros racionales se restan los

sumandos y se pone el signo del mayor?

El andlisis del inciso g) conduce a que la adicidén de

dos ndmeros opuestos es cero.

Para la fase de fijacién (primera fijacién) son apro-—-

piados ejercicios para la identificacién, y fundamental-
mente para la realizacidén del concepto, por tratarse de
un concepto de operacidne.

Para la identificacién se pueden plantear algunos ejer-—

cicios para que los alumnos 1o fundamenten como €l siguien-—
te:

Fundamente en cada caso si los resultados son correctos
O NOoO,

a) -3 + 5 =28
b) -6,45 + 2,25 = —4,20
c) 2/3 + (-1/3) = -1/2

Tanto para la identificacién como la realizacidén del
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concepto se pueden tomar ejercicios del libro de texto y
plantear otros tales como:

— Diga en cada caso tres posibilidades para expresar los
nimeros dados como suma de dos ndmeros racionales con
signos diferentes:

a) =12 b) 23 - c) O

— Completa los aspacios en blanco, de modo que se cum-—
pla la igualdad:

8) 6 + = —4 B) =3 & = 0,1 c) 27/31 + =0

Variante 3: Elaboracién del concepto utilizando sucesio-
nes inductivas y haciendo uso del principio de permanen-—
cia (1).

A manera de ejemplo vamos a presentar panordmicamente
como se podria estructurar metodoldégicamente la formacién
del concepto "adicién de dos mimeros racionales con sig-
nos diferentes"., En su estructuracidén se tendrén en
cuenta las fases del trabajo en un problema.

(1) Hermann Hankel (1839-1873), mateméAtico alemén, presen-—
té6 en 1876 el principio de permanencia mediante el
cugl amplfa dominios numéricos en los cuales ciertas
operaciones no son realizables ilimitadamente., A tra-
vés de la inclusién de “nuevos" elementos a los ele-
mentos del dominio de partida se obtiene el dominio
"muevo" ampliado con la siguiente propiedad:

En el "nuevo" dominio debe ser realizable siempre la
operacién referida y deben satisfacerse las mismas le-—
yes formales de cédlculo como en el dominio "viejo". De

ello resulta luego la definicién, por necesidad, de la
operacién en el "nuevo" dominio.
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Orientacién

—
hacia el N

problema

Trabajo
en el
problema

-

/\

Nivel de partida: Dominio de las operacio-
nes de célculo en N y en Q +. Definicién
de la adicidén de nimeros racionales con
signos iguales,

Definicién de médulo.

Motivacién: A partir de ejercicios conoci-
dos plantear ejercicios hasta ahora no co-
nocidos: 4 + (=2); 5 + (=3).

Orientacién hacia el objetivo y plantea-
miento del objetivo: Encontrar una defi-
nicién (regla) para la adicién de dos ni-
meros racionales con signos diferentes.
Esta definicién no puede estar en con-
tradiccién con las definiciones estable-

\\pidas anteriormente,

o

Disposicién de objetos de investigacidén:
Partimos de ejercicios conocidos:

4 + 3 =17

4 + 2 = 6

4 + 1 =5
Estr&te&ia: Vamos a utilizar "sucesiones
inductivas" como aparece arriba. Se obser-
va en las sumas anteriores que si permanece
un sumando fijo y el otro disminuye en 1,
la suma disminuye en la misma cantidad. Es-
ta regularidad debe seguirse cumpliendo
(principio de permanencia).
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Solucién
del
problema

Consideraciones
retrospectivas

y
perspectivas

'(;eterminacién de las caracteristicas
comunes y budsquedas de relaciones:

1=75

O = 4
(-1) = 3
(=2) = 2
(=3) ==1
(-4) =0
(=5) =-1
(=6) = =2

PO N U N G S
A I I I

Caracteristica del resultado:

J 1., Valor absoluto del resultados Es

igual a la diferencia gque resulta
de restar el sumando de menor mé-—
dulo del sumando de mayor médulo.

2., Signo del resultado: E1 del suman-—
do con mayor médulo.

Definicién (regla)
Para adicionar dos nimeros racionales
con signos diferentes:

1. Se sustrae del mayor médulo de es-—
tos numeros el menor.

2. Al resultado se le pone el signo

del ndmero de mayor médulo.

1
~ Considerar el caso especial: Sumando
con el mismo médulo.
Posibilidad de aplicar la estrategia
en la definicidén de otras operaciones
de cédlculo (por ejemplo en la malti-
plicacidén).
Inclusién de la regla de célculo en
el sistema de reglas para la adicidn

de nimeros racionsales,
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La decisién o no del empleo de esta variante en la en-—
sefianza estd en dependencia del grado de desarrollo alcan-—
zado por los alumnos con respecto a su formacién mateméti-—
ca. Esta variante tiene también la ventaja de desarrollar
ampliamente las capacidades mentales generales y especifi-
cas de los alumnos. En sentido general, en las variantes
presentadas, se ha seguido para la formacién del concepto,
una via inductiva; no obstante se puede también estructu-—
rar dicho concepto a partir de una via deductiva.

ELABORACION DEL CONCEPTO DE SUSTRACCION DE NUMEROS RACIO-
NALES

La sustraccién de nimeros racionales tiene, en compara-—
cién con el resto de las operaciones de cédlculo en Q, mu-
cha importancia ya que la motivacién intramatemética que
condujo a la necesidad de ampliaer el dominio de los nime-—
ros fraccionarios, y con esto construir el dominio de los
nimeros racionales, fue precisamente la limitacién de poder
resolver siempre dicha operacién en Q. Como este objetivo
no se ha alcanzado alin con el tratamiento de la adicién de
nimeros racjonales y el mismo se ha seguido recordando a
los alumnos, la elaboracidén de este concepto debe consti-
tuir el punto metodoldgico esencial en el tratamiento de
esta unidad temética.

A continuacién brindamos algunas sugerencias para la
formacién de este concepto, para lo cual partiremos de una
situacién préctica sencilla y comprensible para los alum-—
nos, lo gque posibilita un trabajo intuitivo antes de lle-
gar a la definicién.

Las posibilidades para el aseguramientoc del nivel de
partida asi como de la motivacién y orientacién hacia el
objetivo pueden ser elaboradas por el profesor sin muchas
dificultad, partiendo fundamentalmente de los conocimien-—
tos adquiridos por los alumnos en €l trabajo con las ope-
raciones de cédlculo en Q +,la adicidén en Q y el motivo gue
condujo a la necesidad de ampliar el domino Q+.
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En la fase de la elaboracién de la nueva materia se
puede partir del siguiente ejercicio:
— En ceda uno de los gréficos aparece un mévil situado a
cierta distancia del punto O. El mévil sin sombrear re-
presenta la posicidén inicial que este tenia y el sombrea-—
do la posicién final después de haber realizado un movi-—

miento.
(En cuédntos metros consistié el cambio efectuado por

dicho mévil en cada caso teniendo en cuenta que si el
cambio fue hacia derecha es positivo y si fue hacia la iz-

quierda negativo?

a) A ’:::’]@
3

£ =5 -4 =3 =2 = 0 1 2 4 5 6

b)‘@‘;‘ i ; @g

A 1= A A Kl

-6 =5 -4 -3 =2 -1 O 1 2 3 4 5 6

-
S

&

La solucién de esta situacién se puede ir relfejando
con la ayuda del profesor en una tabla como la siguiente:

Posicidn Posicidn Cambio expe-— Representacidén
inicial final rimentado Matemética

3m 5m 2m 5 - 3 =2

3m -5m -8m -5 - 3 = -8
-3m Sm 8m 5 = (=3) = 8
~3m —5m -2m -5 = (=3) = -2

El completamiento de la Wltima columna debe ocurrir
después de llenar cada una de las columnas anteriores. Pa-
ra esto el profesor puede a partir de la primera fila de
la tebla orientar & los alumnos en el sentido siguiente:

Si observamos los datos dados y el resultado buscado,
podriamos expresar el cédlculo de dicho resultado también
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como una sustraccién, donde el valor de la posicién final
se le sustrae el valor de la posicién inicial. De la misma
forma se plentean las restantes sustracciones.

Y nuevamente ligado a la orientacién hacia el objetivo
se le plantea a los alumnos que la solucidén del ejercicio
préctico nos ha llevado a la sustraccidn de ndmeros raciona-—
les, sin conocer aun una definicién para poder efectuar
esta operacidén para todos los ndmeros racionales. Por 1lo
tanto se debe encontrar una definicién que cumpla las si-
guientes condiciones:

1 La sustraccién debe ser realizable siempre.

2. La sustraccidén debe ser la operacidén inversa de la adi-
cién (como en Q+).

Teniendo en cuenta ahora gue esta operacién se va a de-—
finir a partir de la transformacién de la sustraccidén en
una adicidén se debe dirigir la atencidén de los alumnos ha-
cia las correspondientes adiciones a que conducen cada uno
de los ejercicios de la dltima columna de la tabla. Para
esto se puede plantear la siguiente pregunta a los alumnos:

;,Cémo se podria expresar cada uno de los ejercicios de
sustraccién dados teniendo en cuenta las reglas estudiadas
para la adicién de ndmeros racionales?

La respuesta de esta pregunta debe conducir a las si-
guientes igualdades y a la explicacién de la relacidn entre
el sustraendo de la sustraccidén y el segundoc sumando de la
adicién correspondiente,

5 -3=2=5+ (=3)
5 =(=3) =8 =5+ 3
-5 =3 =8 = =5 + (=3)
=5 =(=3) = =2 = =5 + 3

- 1

Y de aguf por generalizacidén se llega a la definicidn:

"Para sustraer un ndmero racional de otro, adicionamos
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al minuendo el opuesto del sustraendo”.

Esto se puede plantear también mediante el empleo de
variables de la siguiente forma:

a-—-b=a+ (=b) (a, b€ Q)

Una vez elaborada esta definicién se debe valorar si
las dos condiciones anteriores se satisfacen. La primera
condicién se cumple, dado que la sustraccién se reduce a
la adicidén de ndmeros racionales y como se habia estudiado
anteriormente esta es siempre posible, Con respecto a la
segunda condicién se debe ejemplificar a los alumnos el
significado que tiene el calcular, por ejemplo, 5 - 8 = x,
es decir, el ntmero buscado debe cumplir con la donéicidn
X + 8 = 5, de donde aplicando los conocimientos sobre las
reglas de adicién de nimeros racionales se llega a X = =3,
ya que =3 + 8 = 5.

Durante el transcurso de la clase seria muy apropiado ir
elaborandc, paso a paso en la pizarra las iguaeldades y la
g€eneralizacién a que estas conducen.

Con respecto a la fase de fijacién, como se ha elaborado
un concepto de operacidén, predominan las acciones de reali-
zacién del concepto y para esto se presentan suficientes
ejercicios en el libro de texto correspondiente. Uno de
los ejercicios que se podria seleccionar es el siguientes

- Copia la siguiente tabla y complétala:

a) b) c) da) e) £)
x 7 -8 -1 -3/4
¥ -3 1,1 =3,2 -5/6
X=y 2,8
y=-x 3 -3,2 -0,5

Este tipo de ejercicio contribuye al desarrollo de la

movilidad del pensamiento de los alumnos (Ver MEM, 1 par-
te).
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4. DESARROLLO DE LAS HABILIDADES DE CALCULO.

Como se ha expresado con anterioridad, la exigencia so-
bre el desarrollo de las habilidades en el trabajo con
los ndmeros; como uno de los componentes més importantes
del poder de cédlculo, constituye uno de los objetivos cen-—
trales del tratamiento de este complejo de materia. Toman-—
do como ejemplo la adicién de nidmeros racionales, aborda-
remos algunos aspectos que pueden contribuir al cumplimien-—
to de este objetivo. Las reflexiones gue se presenten en
este epfigrafe pueden ser también aplicadas, con algunsas
modificaciones, a las demés operaciones de célculo.

Para el logro de las habilidades de cédlculo en la adi-
ciédn de ndmeros racionales se deben observar dos aspectos
fundamentales:

1. El1 poder y saber gque deben tener los alumnos en cuan-
to al trabajo con los dominios numéricos precedentes,
y especialmente en el trabajo con los nimeros fraccio-
narios (nivel de partida).

2. FEl1 dominio de las reglas formuladas para la adicidén de
ndmeros racionales.

Con respecto al 1, aspecto debemos destacar gue en cuan-
to al saber y poder gue deben poseer (los alumnos en el
trabajo con los nimeros fraccionarios se destacan entre
otros:

— habilidades en la comparacién de nimeros fraccionarios;

habilidades para adicionar numeros fraccionarios en for-
ma de fracciones comunes, lo que exige el dominio de las
definiciones correspondientes para adicionzr fracciones;

— habilidades para adicionar numeros fraccionarios cuando
aparezcan en forma de fracciones y/o en forma de expre-—
siones decimales y/o en forma de nUimeros mixtos.

Investigaciones realizadas en nuestro pais en los dlti-
mos arios han demostrado gue entre las dificultades que
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presentan los alumnos en el trabajo con los ndmeros racio-
neles inciden notoriamente los conocimientos adquiridos
por ellos en relacidén al trabajo con los ndmeros fraccio-
narios. Esto no es, sin embargo, un problema que Sé pre-
senta sélo en nuestra escuela, ya que internacionalmente
se ha comprobado, en muchos paises, que a los alumnos les
cuesta bastante trabajo lograr un saber y poder sélidos en
el tratamiento de este dominio numérico. Asi por ejemplo
Del Rfo Sénchez (1) describe algunas de las dificultades
detectadas por Tatsuoka (2) en una investigacidén llevada
a cabo en Estados Unidos con 600 alumnos de Secundaria
Bésica, donde se pudo comprobar entre otras cuestiones

lo siguiente:s

" 1., La ignorancia de la fraccién en las operaciones con
ndmeros mixtos, por ejemplo:

41, -2%,=2

2. Consideracién de que el numerador y el denominador
son elementos independientes en una fraccién y, por
lo tanto, puede operarse con ellos aisledamente, por
e jemplo:

5/4 + 3/2 = 8/6 6 3/5 - 1/10 = 2/5.

(1) Del Rfo Sénchez, Joséd: Concepciones errdéneas en Mate-
mética. Revisién y evaluacidén de las investigaciones
En Educar No. 17. Revista del Departamento de Pedago-
gia y Didéctice. Publicacjones de la Universidad Auté-
noma de Barcelona. Espafia, 1990, p. 207.

2) Tatsuoka, K. K.: Analysis of Errors in Fraction, Addi-
tion and Subtraction Problems. Final Report. National
Inst. of Education, Washington, D. C., 1984.
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3. Aprendizaje memoristico de las reglaes lo gue produce
fallos frecuentes; por ejemplo, en una sums de frac-
ciones con denominadores distintos, multiplican los
denominadores y suman l1los numeradores.

4. Incomprensién del significado del cero y del uno que
se manifiesta en errores como los siguientes:

2/3 - 2/3 = 1; 3/4 — 3/8 = O/4 = 4; 6/T — 4/7 = 2/0 = 2"

De la misma forma Flade (3) de la Universidad alemans
"Martin Luther" sefiala entre algunas de las dificultades
tipicas presentadas por los alumnos en el trabajo con 1los
nimeros fraccionarios las siguientes:

— No identificar fracciones de la forma n/n (n>o0; nc N)
con el ndmero 1.

Ejemplo: 4/4 + 8/8 = éﬂ_ﬁ_ég = ... en lugar de
3

1+1=2o

— No identificar fracciones de la forma k . n/n (n> o y
n, k € N) con el nimero k (es decir no simplifican).

Ejemplo: 8/4 + 6/3 = 24 4+ 24 _ .. on lugar de 2 + 2 = 4.
24

- Pracciones con el mismo denominador las vuelven a llevar
a ¢tro denominador comin.

Ejemplo: 7/8 + 3/8 = éégi—gi = e+ €n lugar de 4 g 3 - 5/4.
4

Todos estos resultados nos demuestran que para poder al-
canzar el desarrollo de las habilidades en el cédlculo con
los ndmercs racionales se debe garantizar, en primer lugar,

(1) Plade, L.: Sobre el mejoramiento de las habilidades de
cdlculo en el dominio de los nuUmeros racionales.
JEjercitamos siempre convenientemente? En Mathematik in
der Schule 7/8 (1989). Berlin, R.D.A. (en alemén).

Pse Dle
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el nivel de partida de los alumnos, teniendo siempre en
cuenta que un saber sélido y un poder aplicable pueden

ser sélo resultado de un proceso de desarrollo & largo

plazo y dirigido consecuentemente en la ensefianza.

En relacién al 2. aspecto las principales dificulta-
des que comdnmente presentan los alumnos estén relacio-
nadas con la determinacién del signo del resultado ya
que las dificultades que se presentan con el trabajo en
los valores absolutos de los sumandos estén relaciona-
das con lo planteado en el 1, aspecto. También influye
en cierta medida la exigencias de que se aplique la regla
para el cédlculo en la forma que se define.

La observacién, en la eatructuracién metodolégica de la
ensefianza, de las exigencias siguientes puede contribuir
al logro de las habilidades en la adicién de nimeros ra-
cionales.

1. Elaboracién de sucesiones de indicaciones para la
accidén.

De auuerdo a como se plantea la definicién (regla) para
el cédlculo con némeros racionales se hace necesario que el
profesor decida en qué momento se puede exigir la aplica-—
cién de dicha regla en forma méds corta., Por ejemplo para
adicionar dos ndmeros racionales con signos diferentes se
pueden plantear los dos pasos siguientes:

1. Cologue el signo del resultado.

2. Reste los médulos de los sumandos.

Se plantea en el primer paso la determinacién del signo
del resultado, ya que es frecuente el olvido de éste por
parte de los alumnos. Una sucesién de pasos para el cédlcu-
lo como la anterior, debe contener siempre lo esencial y
se debe utilizar cuando se esté seguro de que el alumno ha

comprendido de forma consciente el contenido de la defini-
cién.
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2, Graduacién de los ejercicios atendiendo a su grado de
dificultad.

A continuacién presentaremos una posibilidad para el
planteamiento diferenciado de los ejercicios atendiendo
a los distintos grupos tipolégicos (1) de alumnos que
tenemos generalmente en un aula.

En las primeras clases de fijacién deben presentarse
ejercicios de la forma "calcular a + b", donde a y b se
deben seleccionar de acuerdo a las deficiencias en el sa-
ber y poder de los alumnos en el trabajo con los ndmeros
fraccionarios. As{ por ejemplo para alumnos del grupo III
se pueden plantear ejercicios como: Calcular:

a) 2 + (-5), b( =3 + (=10), c) 250 + (-125),
d) -2,41 + 3,20, e) 2/3 + (=1/3) 00

A los alumnos del grupo II se le podrian presentar de
esta forma: Calcular:

(1) Grupos tipolégicos: Consideramos bajo este término
los diferentes grupos de alumnos que el profesor
atendiendo a las caracteristicas individuales de los
alumnos en cuanto al desarrollo de su saber, poder y
las cualidades del pensamiento,los clasifica en alum-
nos con un saber y poder sélido (grupo 1); alumnos con
algunas deficiencias en su saber y poder (grupo II) y
alumnos con marcadas deficiencias en cuanto al desarro-
1llo del saber y poder (grupo III . Frecuentemente en

la literatura pedagébgica y psicoldégica, estos grupos se
clasifican también en cuanto a su rendimiento en:alum-

nos de alto aprovechamiento; alumnos de a)rovechamien—
to promedio y alumnos de bajo aprovechamiento.
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a) 2,57 + (-2,19), b)) - 4/5 + 1/5, c) - 12/9 + 2/3
d) 7/14 + (-4/28), e) 1/2 + (= 0,5),+--

Para los alumnos del grupo I los ejercicios podrian
ser: Calcular:

a) 3/5 + (- 2/7), b) -2 1/2 + 1/3,
C) 1'25 + (- 3/4).0.., etcétera.

Para la estructuracidén metodolégica de la clase, se
debe partir en primer lugar de las condiciones objetivas
Y subjetivas de la misma. Si se cuenta por ejemplo de
los recursos disponibles se pueden presentar los bloques
de ejercicios en tarjetas o en hojas de trabajo o median-—
te una retrotransparencia, indicando a los alumnos qué
e jercicios deben realizar, Se pueden presentar también
en tres bloques en la pizarra con la exigencia de que
cuando cada alumno realice los gque les corresponden pase
a los del grupo siguiente.

Otra posibilidad consiste en formar grupos homogéneos
de alumnos con un alumno del grupo I al frente de cada
grupoe.

3. Otros tipos de ejercicios que pueden contribuir al
ddesarrollo de habilidades.

— Ejercicios para aplicar las ventajas del cédlculo:

En el transcurso de la fijacidén, en las clases poste-—
riores, se puede ir aumentando el ndémero de los sumandos
Y aplicando las ventajas del cédlculo, por ejemplo:

— Calcular 2 + (- 3,2) + 0,25 + (- 1,75).
Una posible via de solucidén seria:

2 (- 3,2) 0,25 - 1,75
S Tt P § o e

- 2,25 . //’/(- 4,95)
= —2’70



Pag. Anterior Pag. Siquiente indice

- Ejercicios de cédlculo mediante esquemas.

En muchas publicaciones internacionales se presentan
a menudo ejercicios formales de cédlculo utilizando dife-
rentes diagramas. Tambidn en los libros de texto de Ma-
temdtica para el 5. y 6. grado de nuestra Escuela se plan-—
tean ejercicios formulados de esa forma, Veamos a continua-
cién algunos ejemplos relacionados con la adicién de ntmeros
racionales: 2 9

v
x
+(-5l¢>? + ? —

o =2 -3
Fo~ 2 47

a) 3

») =2 [=5) [

)/

> .

Ed

— Ejercicios de la forma: x + a = b 6 a + x = b

Ejemplo: Hallar x en:

a) -2 + x = 4; P) x + (=3) = =2
La solucién de estos ejercicios se debe exigir a través
de reflexiones 1l6gicas sobre el contenido.

— Ejercicios mediante tablas:

En este caso se podrfian plantear diferentes ejercicios
que ademés de contribuir al desarrollo de las habilida-
des de cdlculo permiten también destacar importantes
relaciones por ejemplo, entre los tédrminos de una deter-—
minada operacién como se muestra en el ejemplo siguiente:

Complete la siguiente tabla:

a b a+ b cEs a + bda? ¢,Es a + b> a?
4 9 no si

2.5 4:}
=7,2 =7.2 no no
-5 -3,4

9/2 —-4,5
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Es importante tener claro que aunque l1os libros de texto
para la engefianza de la Matemédtica presentan suficientes
ejercicios, no siempre se puede esperar que satisfagan las
necesidades de cada clase, por lo que esto exige del pro-
fesor un trsbajo profundo para decidir cuéles son los
apropiados para su clase, cufles debe transformar o elabo-
rar para lograr los objetivos que se ha propuesto.

TAREAS DEL TEMA:

1. De una panorémica sobre el transcurso de la linea di-
rectriz "dominios numéricos" en los grados 5to. al
Tmo. de la EGPL. Ejemplifique cémo se pone de mani-
fiesto esta linea en el tratamiento de otras unidades
de materia en dichos grados.

2. Qué vias se pueden tener en cuenta para la ampliacién
de los diferentes dominios numéricos. Explique las
ventajas o desventajas que pudiera tener la aplicacién
de cada una de ellas en la ensefianza.

3. Realice un trabajo investigativo en diferentes fuentes
bibliogréficas relacionadas con la historia de la Ma-
tem&tica acerca del surgimiento de los nimeros racio-—
nales (nUmeros negativos); nimeros irracionales; nume-—
ros complejos y elabore una posible motivacién extra-—
matemética con cardcter histérico para los alumnos.

4. En el procesoc de ensefianza de la Matemética tiene una
gran importancia la utilizacién de cuadros de pizarra.
Haga una propuesta de un cuadro de pizarra para la ela-
boracidén del concepto "multiplicacién de ndmeros ra—
cionales"™ y elabore ademéds una sucesidén de indicacio-
nes para la accién relacionada con esta operacidn.

5. Proponga diferentes posibilidades de ejercicios para

contribuir al desarrollo de las habilidades en el
cdlculo con:

a) ndmeros racionales,
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b) numeros complejos.

Tenga en cuenta para la seleccién de los ejercicios
las distintas formas de la fijacién ¥y posibilidades
para la estructuracién diferenciada de la engejiianzi.

Sobre la base del estudio de los Programas, Libros de
Texto y Orientaciones Metodolégicas vigentes para la
ensefianza de la Matemédtica en relacifén con las uni-
dades "Numeros Racionales" y "Numeros Complejos" rea-—
lice las siguientes actividades:

a) Plantee los objetivos fundamentales que deben lo-
grar los alumnos en el tratamiento de estas uni-
dades. Ponga ejemplos relacionados con las exi-
gencias minimas que deben ser alcanzadas por los
alumnos.

b) Seleccione una unidad temética de cada una de las
unidades y haga una propuesta de la planificacién
de las mismas a partir de los conocimientos adqui-
ridos sobre la planificacidén de la enserianza.

c) Seleccione una clase de cada una de las unidades
temé&ticas y haga la preparacién escrita de la mis-—
ma destacando las funciones didéActicas, la materia
y su estructuracién metodolégica atendiendo a las
actividades del profesor y de los alumnos.

iQué dificultades podrfan afrontar, segin su opinidn,
los alumnos en la solucidén de los siguientes ejerci-
cios? ;Cémo se podrfan preveer dichas dificultades?

— Calcular (para cidlculo con némeros racionales).

8) -3/4 - 4/5 . (-2/3)+ 13/60.
b) 0,25 . 1sl g2
2 3 6

— Celcular (para cdlculo con némeros complejos)

{2+ 51) (2 = 41) . 5
4 = 1

- 31
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CAPITULO 9. TRATAMIENTO METODOLOGICO DEL TRABAJC CON
VARIABLES.

Pasaron muchos siglos antes que los mateméticos se
pusieran de acuerdo sobre cémo designar ciertas '"“cosas" y
cantidades variables o no conocidas; sobre cémo determi-
nar un conjunto, expresar una relacién (mediante una
ecuacién o férmula) o generalizar una regularidad. La
introduccién de las variables se convirtié asi en una ne-
cesidad para el desarrollo de la Matemética. Las varia-—
bles, unidas a los simbolos constituyen un elemento im-—
portante de la envoltura material del pensamiento matemé-
tico, 8in la cual el entendimiento y la comprensién entre
matemdti¢cos, asi como la interpretacidén de la realidad
objetiva, a través de la Matemética, podria resultar en

extremo complicada.

Comprender el trabajo con variables como la utiliza-
cién casi irreflexiva o mutomédtica de transformaciones de
términog y estructuras puede conducir al formalismo ymeca-—
nicismo, s8i no se presta atencidén al significado y 1la
interpretacién que corresponde a las transformaciones y
estructuras expresadas mediante varisbles. En este sen-
tido se requiere una ensefilanza y cuidadosa de las varia-
bles.,

Ello Jjustifica la importancia del estudio sistemédtico
de las variables en la escuela y la existencia de la 1{-
nea directriz gque lleva su nombre,

9.1 La realizacién de la linea directriz trabajo con va~-
riebles en la escuela cubana.

En el nivel primario se inicia el trabajo con las va-
riables aunque no hay unidades de ensefianza dedicadas es-—
pecificamente a ello. Su estudio se encuentra vinculado
al aprendizaje de los dominios numéricos y de los elemen-—
tos bésicos de la geometria.

Las variables aparecen como algo gue puede ser sus
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Las variables aparecen como algo que puede ser susti-
tuido por ndmeros. Ello se evidencia cuando los nifios
aprenden, "si a = 2, entonces 3 + a = 5"; averiguan,
"quién puede ger n, si n ¢ 3"; o aprenden que, "si x estd
entre 18 y 23, se escribe 18 < x < 23",

Las variables también se utilizan, de modo natural, pa-
ra modelar problemas de la prédctica y la vida circundante
del escolar. Por ejemplo, en el problema:

"Luis va al correo, compra un sello de 30 centavos
Yy una tarjeta postal. El paga 50 centavos. gCuénto
pagé Luis por la tarjeta?"

Se ijdentifica la x con el valor de la postal y se plantea
30 + x = 50, de donde x = 20.

Al estudiar los dominios numéricos los alumnos emplean
las variables como representantes de ndmeros cualesquiera,
ya sean naturales o fraccionarios. Asi las variables
aparecen formando parte de ciertas generalizaciones, como

POTr ejemplo:

"Dos fracciones a/b y ¢/d son equivalentes cuando se
cumple: a ., d = b ., c",

Las varjiables se presentan ademéds formando parte de
ecuaciones, inecuaciones y tablas unidas a ejercicios,
como se aprecia en el ejemplo 9.1.

EJEMPLO 9.1:
i) Determina el valor de x y comprubea:s
a) 180 + x = 200 b) x — 30 = 150

ii) Determina los wvalores que puede tener z en las si-
guientes desigualdades:

r) z + 89 > 106 b) z - 74 8

iii) Para qué valores de n se cumplen las igualdades si-—
guientes:

a) n — n = 0 b)) n = n 37 ¢c) n + 0O=n
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IV) Completa la siguiente tablas

x ¥ X + y X - ¥ ¥ - X
3 2
5 10
7 S
1 - —
9 18
5 37
. —
12 60

Las variables también penetran la ensefianza de la geo-—
para denotar puntos

metria.

(A, B, Cees)}

Los alumnos las utilizan

conjuntos de puntos
AB, BC); &ngulos (& BAC, x o< ); tridngulos ( A ABC) y
otros entes geométricos.

(rectas:

Ty

AB;

segmentos:

Las variables contindan apareciendo en ejercicios y
unidas a tablas.

EJEMPLO 9.2:

i) Completa la tabla conociendo que los datos correspon-
den a rectdngulos.

a b Area
16,6 cm 8, 4 cm
25 m 275 m<
3,3 cm 198 mm

En este caso las variables representan cantidades de

magnitud.
En la figura ABCD es un cuadrado.

ii)

de simetria y completa la siguiente tabla.

Considera PH eje
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A P B
ORIGINAL | IMAGEN
A
g
- E I, G
AE
& ADC D H | e

iii) Traza dos rectas p y q que sean perpendiculares a un
vector a cuslquiera,

a) Halla la imagen de las rectas p y q por la trasla-—
cién a.

b) ;Qué relacidén existe entre las rectas p' y q'?

En la secundaria bédsica, en unidades de ensefianza dedica-

das especialmente al trabajo con variables, se inicia su

estudio sistemé&tico tomando como base el trabajo realiza-—
do en primaria y en particular los conocimientos sobre el
cdlculo con nimeros. Los slumnos formalizaen el concepto

de wariaple; término (como sindénimo de monomio ), binomio,

trinomio, polinomio y expresidén algebraica.

Las variasbles ahora no sélo deben y pueden utilizarse
pars representar elementos de conjuntos o como parte de
1la notacidén de entes geométricos, ellas también son dti-
les para interpretar, en el lenguaje matemético, situa-
ciones cada vez mé&s complejas, de la vida, la préctica y
otras rames del saber. La traducciédn del lenguaje comin
al algebraico y viceversa, tratada como parte del conte-—
nido de estas unidades de ensefianza, constituye un medio
de particular significacién para solucionar problemas a
partir de la modelacién de situaciones.

Los alumnos aprendern a calcular el valor numérico de
términos, aspecto este gque tiene gran significacién para
el desarrollo de las habilidades de cédlculo numérico; para
el control de 1z validez de ciertas proposiciones y formas
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proposicionales (eventualmehte la demostracién de propo-

siciones existenciales ; para el trabajo con férmulas;

para la comprobacién de las soluciones de ecuaciones y
sistemas de éstas; as{ como para el cédlculo de imégenes

de funciones; entre otros aspectos.

Al concluir la secundaria bédsica los alumnos deben do-
minar las operaciones fundamentales con expresiones alge-
braicas (adicidén, sustraccién y multiplicacién de polino-
mios, divisién por un binomio) y desarrollar habilidades
en este cdlculo. Ellos deben conocer los casos fundamen-—
tales de descomposicién factorial (bédsicamente de binomios
Y trinomios) y aplicarlos al trabajo con cocientes.
En el preuniversitario el desarrollo de la lfnea direc—
triz trabajo con variables se caracteriza por el repaso,
la sistematizacién y profundizacién de 1lo aprendido en la
secundaria bédsica, asi como por su aplicacién constante
y sistemética en el estudio de los contenidos de este ni-
vel.
Al concluir el nivel medio superior debe lograrse que
los alumnos:
® profundicen sus conocimientos sobre los procedimientos
de descomposicién factorial mediante el estudio de méto-—
dos aplicables a polinomios enteros con més de tres tér-
minos y desarrollen habilidades en su uso,

(® amplien sus conocimientos sobre los polinomios y sus

propiedades, y sus habilidades para trabajar con ellos,
asf{ como sus habilidades en el trabajo con fracciones

algebraicas,

(® apliquen estos conocimientos al trabajo con ecuaciones,
funciones, la geometrfa y el célculo diferencial e in-

tegral.
En resumen el trabajo con variables permite:

@ expresar en un lenguaje simbélico (mediante la habilidad
de modelar) diversas relaciones de la vida diaria, la
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produccidén, la técnica y las ciencias, auxiliados del
traeslado de las expresiones del lenguaje comin al mate.
mético; e interpretar los resultados obtenidos por el
proceso inverso. Esto permite ver la matemética como
un medio para interpretar y contribuir a transformar
el medio que nos rodea. En miltiples oportunidades
esto ocurre vinculando variables mediante ecuaciones,

3 contribuir a la capacitacién de los alumnos para el
trabajo correcto con la terminologia y simbologia mate-
méticas, preparando asi condiciones para el entendi-
miento de conocimientos cada vez méAs complejos,

® contribuir al desarrollo del pensamiento 1l8gico, deduc-—
tivo, creativo con fantasia de los alumnos, a su
flexibilidad y agilidad mental, entre otros aspectos,
a travds de la solucién de e jercicios de demostracidn,
de cdlculo, de construccién y problemas, donde inter-—
vienen las variables.

9.2 Aspectos metodoldégicos esenciales del complejo de
materia "Trabajo con variables'.

La materia de ensefianza que abarca la linea directriz
Trabajo con Variables incluye entre sus aspectos metodo-
l6gicos esenciales:

. la introduccién del concepto de variable y la elabora-
cién de log conceptos de términos o monomio, binomio,
trinomio y polinomio; términos semejantes y expresién
algebraica;

» la obtencidén y fijacidén de los procedimientos para:

— introducir y eliminar paréntesis en expresiones al-
gebraicas,

— reducir términos semejantes,

— descomponer en factores expresiones algebraicas (en
particular polinomios),

- calcular con expresiones aslgebraicas enteras y frac-—



Pag. Anterior Pag. Siquiente indice

cionaries (hasta lograr el desarrollo de las habilida-
des correspondientes).

El trabajo con las ecuaciones, inecuaciones y sistemas
de ecuaciones constituye un campo importante de aplicacidn
del trabajo con variables que se tratard con detemimiento

en el tema 12.

De este modo las situaciones tipicas de la ensefianza de
la MateméAtica que con mayor frecuencia se presentan en el
complejo de materia Trabajo con Variables son el trata-
miento de conceptos y sus definiciones y el tratamiento
de las sucesiones de indicaciones con cardédcter algoritmicc

Con frecuencia los profesores consideran que la forma
més rédpida y eficaz de ensefiar estos conocimientos a los
alumnos es proporcionarles los conceptos y el "modo de
proceder” en forma ya elaborada y de inmediato pasar a la
resolucidén de ejercicios. En este proceder (que es una
deformacidén del tratamiento de conceptos y sucesiones de
indicaciones con cardcter algoritmico por via deductiva)
"el apuro" por lograr que los alumnos resuelvan los ejer—
cicios, hace olvidar el necesario trabajo con el contenido
de los conceptos (caracteristicas invariantes que lo defi-—
nen) y la precisién con los alumnos de las operaciones a
realizar (pasos a seguir o base orientadora para la ac-
cién). De este modo se limita el cardcter consciente y
activo de los alumnos en el aprendizaje y sus posibilida-—
des de aplicar los conocimientos en "gituaciones nuevas".
Se ha comprobado que ésta es una forma rédpida de trasmitir
la informacién a los alumnos, pero muy poco eficaz para
lograr un aprendizaje duradero.

En la fase de aplicacién de los procedimientos propios
del trabajo con wvariables se requiere tener en cuenta las
consideraciones ya hechas para la fijacién de las sucesio-
nes de indicaciones con cardcter algoritmico, en el capf-
tulo 3 y sobre la funcidén didéctica fijacién en el capitu-
lo 2,
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In la seleccién de los ejercicios a incluir en una
ejercitacién se deben considerar cuidadosamente todos los
elementos gue intervienen en ellos y que pueden tener in-
fluencia en el surgimiento de situaciones diversas, el
cambio de condiciones gue propicien el desarrollo de la
habilidad correspondiente y promover la reflexién y movi-—
lidad del pensamiento de los alumnos. Asi en este caso
se deben considerar:

« La aparicién de signos iguales y diferentes para los
términos con que se opera.

. La utilizacién en los coeficientes numéricos de diferen-—
tes formas de representar los ndmeros, considerando los
diferentes dominios numéricos estudiados por los alum-—
noe (naturales, enteros, fracciones comunes, decimales
vy mixtos, asi como combinaciones de ellos).

. La cantidad de variables, asi como diferentes denomina-
ciones para las mismas,

. La cantidad de términos a trabajar con ellos (en parti-
cular para reaslizar las operaciones).

. Los valores que se asignen a los exponentes de las va-
riables (gue deben ser variados).

. La variedad en la formulacién y exigencias de los ejer—
cicios en relacidén a los elementos dados y buscados.

Las dos primeras condiciones son necesarias para el
perfeccionamiento de las habilidades logradas por los
alumnos en el cédlculo numérico.

Los procedimientos para el trabajo con variables tie-
nen mucha semejanza con los procedimientos de trabajo con
nimeros.

EJEMPIO 9.3:

La reduccifén de términos semejantes nos conduce a
efectuar sumas y restas combinadas de los coeficientes de
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los términos, que posean en su parte literal las mismas
variables, relacionadas de la misma forma. A lo conocido
nasta ahora se agrega el considerar la parte literal.

4,5 a x3 - 3,8 a x3 + 0,75 a x> = (4,5 — 3,8 + 0,75) =a x3

La multiplicacién de un monomio por un polinomio tiene
una forma de realizarse muy parecida a la ya conocida
aplicacién de la propiedad distributiva.

36 (25 —~43) = 38 . 25 — 38 . 43

2y igy - 2,7z) = (2y) (3y) - .(2y) (2,7z)

=6y2 -5,4y5 z
Algo similar ocurre con la divisién de polinomios.
2 x° = 9x = 15 | 2x + 1 564 |21
-2 x2 - X x -5 —42 26
-10x - 15 144
10x + 5 .ﬁs—
— 10 18
comprobacidn
212 - 9x = 15 = (x - 5) (2x+1)-10 564 = 21 x 26 + 18

Estos hechos justifican que los principios heuristicos
de reduccién a un problema ya resuelto y de analogia re-—
sulten adecuados en el tratamiento metodolégico del traba-—
jo con varigbles.

En este complejo de materia la estructuracién metodold-
gica de la orientacidén hasta el objetivo y la motivacién
no siempre son tomadas en cuenta. Es este sentido es
conveniente hacer ver a los slumnos que el trabajo con va—
risbles es una continuacién y ampliscién del trabajo que.
se venfa realizando con los dominios numéricos.

Cuando se inicia el estudio de las variables los alum-—
nos ya han conocido diferentes dominios numéricos (natura-—
les, fraccionarios, racionales y reales), en cada caso se
han estudiado siempre los ndmeros que forman parte del do-—
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minio y las operaciones gue se pueden realizar con estos
némeros (se ha sido cuidadoso que cada vez el dominio an-—
terior esté incluido en el nuevo y las operaciones defini-
das no entren en contradiccién con las y=a conocidas).

Esta situacidn constituye un hecho ventajoso para
orientar a l1los alumnos hacia los objetivos y motivarlos a
largo plazo para el desarrollo de los contenidos de este
comple jo de materia y hacer su tratamiento metodolégico en
analogia con el modo de proceder en los dominios numéricos.
Se +trata ahora de introducir a los alumnos en el "Trabajo
con las variables"™ y en particular que aprendan a cealcular
y a resolver problemas con ayuda de variables, como repre-—
gsentantes de un dominio determinsado.

EJEMPIO 9.4 Posibilidad de motivar la reduccién de términos
seme jantes, los productos notables y la descom-—
posicién en factores.

Unae vez gque se introduce el concepto de término vale
la pena reflexionsr sobre la pregunta: ;Se pueden sumar
términos? Cuando se pretendfa sumar nimeros esta opera—
cidén s86lo ténia sentido si se referfan a cantidades "de
la misma especie". ;Cémo deberdn ser entonces los términos
para gue podamos sumarlos? ;Qué nos permitirfa referirnos
a "tédrminos de unsa misma especie"?

En el setudio de los dominios numéricos fue muy conve-
niente aprender ciertos productos (productos bésicos) para
poder realizar cédlculos més complejos, y también se nece-
8ité de la descomposicién en factores para facilitar (sim-—
plificar) los cédlculos comple jos. gExistird tal posibili-
dad también para las variables?

Una variante de tratamiento metodolégico muy recurrida
en este complejo de materia, aprovechando las posibilida—
des que ofrece la analogia con los conocimientos obteni-
dos sobre los dominios numéricos es la de obtener los pro-—
cedimientos de solucidén a partir del trabajo con ejercicios.
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Es decir utilizar la misma ejercitacién de contenidos ante-—
riores para arribar de forma natural a los nuevos procedi-
mientos.

A continuacién se ofrecen algunas sugerencias para el
tratamiento de algunos puntos metodoldégicos esenciales en
el trabajo con las variables.

EJEMPIO 9.5: Propuesta de tratamiento metodolégico para
el producto de tdrminos © monomios.

Al aseguramiento de las condiciones previas para tra-
tar este contenido hay que lograr que los alumnos puedan
calcular con ndmeros (algo que ya se viene trabajando a
través del cédlculo de valores numéricos de términos) y
que puedan aplicar la propiedad del producto de potencias
de igual base., Esto dltimo puede investigarse mediante
el ejercicio:

Calcula, aplicando propiedades de las potencias, siem-—
pre que sea posible:

a) y2 y3 b) at a* c) x° y3
La solucién de este ejercicio resulta adecuada parsa
destacar que en el producto de potencias si las bases son

iguales se adicionan los exponentes, pero si las bases son
diferentes el producto queda indicado.

La orientacién hacia el objetivo o precisién del proble-—
ma a resolver puede ocurrir como sigue:

Profesor: Si anaelizamos los factores en los productos célcu-
lados. jPodemos decir que se trata del producto
de términos?

Alumnos: Participan expresando sus opiniones.

Profesor: En la clase de hoy vamos a precisar cuél es el
procedimiento, en gran parte ya conocido por
nosotros, para hallar el producto de términos.
iCémo debemos proceder para hallar el producto
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de dos términos? El andlisis de algunos casos
particulares nos podria ser dtil.

Calcula los productos siguientes:
a) 4,05 (=3) = b) - 0,3 (2a) =
c) 25 a’ ( 8 b>) da) - 1/4 c (c3)

En el caso (a) la situacidén es completamente conocida
y se reafirman los nédmeros como términos; los restantes
casos incluyen paulatinamente las variables (iguales y
diferentes) en los términos.

Estos ejercicios se resuelven en elaboracidén conjunta
con los alumnos. En cada caso se precisa primeramente que
se trata de términos, luego se busca el producto aplican-—
do los conocimientos gque fueron previamente reactivados.
Una vez resueltos los ejercicios se retoma la pretunta:

;,Cémo debemos proceder para calcular el producto de dos
términos?

La exigencia de una formulscién precisa y acorde con
el proceder empleado, constituye una buena contribucidén =al
desarrollo del pensamiento de los alumnos, dque sSe ven
obligados a analizar como se trabajé en cada ejercicio,
comparar 1la viz seguida en cada caso, generalizar el '""modo
de proceder" adecuado para hallar el producto de dos tér-—
minos o monomios y finalmente formular sus conclusiones.
De este modo se concreta una aporte al adiestramiento 16-
~ico=-linglifstico de los alumnos.

Los zlumnos por si solos deben expresar que para cal-—
cular el producto de dos términos (monomios) se multipli-
can los coeficientes numéricos y se multiplican las par-—

tes literzles, aplicando propiedades del cdlculo con po-
tencias.

Con esta base orientadora para la accidén de los alum-—
nos se procede entonces a iniciar la fase de aplicacién.
in ella, ademés de los ejercicios ya acostumbrados reco-—
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mendamos incluir ejercicios como los si,uientes:

a) Determina el término que multiplicado por -2,8 x3 y2

'da por resultado 1,4 x2 y2 Za

b):Qué términos multiplicados dan por resultado 1 2 a4 mns?

El ejercicio (a) obliga a los alumnos a reflexionar "al
revés" de cémo lo hacfa hasta ahora, lo cuasl favorece su
movilidad y reversibilidad de pensamiento. =rn el (b) hay
gque considerar si se trata de dos, tres o més términos, y
ademds en czda caso existen varias soluciones, Se apre-—
cian aguf las potencialidades de estos ejercicios para
contribuir al desarrollo intelectual de los alumnos, al
tiempo que se combate la monotonia, que trae como conse-—
cuencia la falta de atencién.

EJEMPIO 9.6: Posibilidades peara €l tratamiento metodolégi-—
co de la introduccidén y eliminzcién de parén-—
tesis.

La introduccién y eliminacién de paréntesis es un as-—
pecto del trabajo con variasbles que frecuentemente apareja
dificultades a los alumnos. Su estudio gencralmente apa-—
rece vinculado a las operaciones de adicidén y sustraccidn
de polinomios.

En este caso al aseguramiento del nivel de partida co-—
rresponde la reactivacidén del procedimiento utilizado para
la adicién y sustraccién de polinomios. Para ello el pro-
fesor puede invitar a los alumnos a2 la pizarra a resolver
el siguiente ejercicio, planteado como estudio individual
en la clase anterior.

1. Sean A = 9x =3y +5 B = 2,4y -5x -9,5
C = 7Tx 42,3y -9 D = 1,4x =7y +8
Calcula: a) A + B b) C =D c) D—- A - B

Una vez resuelto el profesor puede preguntar: ;Cémo se
procedidé en cada caso?
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Alumnos: Se sustituye y se reducen términos semejan-—
tes. En la adicién se escribe cada uno con su signo, y
en la sustraccién se cambian los signos del que se resta.

Profesor: Con ayuda de los alumnos hace rectificacio-
nes a la expresidén oral y la aplicacién correcta de los
procedimientos.

Una motivacién intramatemética, buscando rapidez y
seguridad en el trabajo podria tener lugar como sigue.

Profesor: Observemos detenidamente el trabajo efec-
tuado en la pizarra. ;Cémo han sido utilizados los pa-
réntesis en la resolucidén del ejercicio?

A+ B = (9x -3y +5) + (2,4y - 5x -9,5)
= 9x =3y +5 + 2,4y -5x -9,5 = 4x - 0,6y - 4,5

C+ D= (7x +2,3y =-9) - (1,4x =7y +8)
= 7Tx 42,3y -9 - 1,4x +7y -8 = 5,6x + 9,3y - 17

Alumnos: Para indicar los polinomios A, B, C y D da-
dos, para diferenciar uno del otro.

Profesor: Los paréntesis se emplean para indicar que
las cantidades o términos encerrados entre ellos deben
considerarse como una sola cosa. En este caso como un
polinomio, Ahora bien, los paréntesis primero "se intro-
ducen" para facilitar la aplicacién de la regla de cédlcu-—
lo, sobre todo la sustraccién, pero luego "se eliminan"
para efectuar la reduccién de términos semejantes. En la
prédctica suelen presentarse situaciones donde resulta
conveniente agrupar determinados términos en una expre-—
8ién con ayuda de paréntesis, como en el ejercicio ante-
rior, y situaciones en sue aparecen expresiones gue con-
tienen uno o varios paréntesis precedidos de signos
"=" 6 "4+" con los cuales debemos calcular, como por ejem—
plo:
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2, Simplifica las expresiones siguientes:
a) 2m2 - (-m + 5m2) + (0,5m + 2m2)
b) 1,5y° + (=3,4y°z + 6,7y°) — (-4,3y°z+8,42)

Cémo podemos proceder entonces en la introduccidn y
eliminacidén de paréntesis para realizar con rapidez y
seguridad cdlculoscomo éstos? Para ello conviene anali-
zar el trabajo efectuado en los ejercicios anteriores y
se remite a la pizarra.

Los slumnos deben dar alguna idea, de no ser asf...
Profesor: ;Qué casos pueden diferenciarse?

El cuadro de pizarra puede convertirse en un medio
heuristico auxiliar de utilidad =si se complementa del
siguiente modo. Pueden emplearse tizas de colores para
destacar par relaciones entre los signos.

SE ELIMINA

- —
(9x -3y +5) + (2,4y 5% -9,5), = 9x -3y +5 + 2,4y -5x -9,5,

k. <

(7x +2,3y -9)

SE INTRODUCE

t
e
Profesor: Describan con sus palabras la situacién

inicial (donde se inicia la flecha) y la situacién final
(dénde apunta la flecha). Si fuera necesario otro impulso
eate puéde ser:"Evidentemente estamos en presencia de dos
casos, paréntesis precedidos del signo "4+" 6 del signo
"=", ¢Qué ocurre en cada caso con los términos inclufdos

en los paréntesis? Compara sus componentes (parte lite-
ral, coeficiente y signo) ;Qué conclusién puedes extraer?

Asf los alumnos deben llegar a expresar ques
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En cualquier expresién algebraica:

1. Se introduce o elimina un paréntesis pre-
cedido del signo "+" dejando los mismos
signos a cada término de la expresién in-
cluida en el paréntesis.

2. Se introduce o elimina un paréntesis pre-—
cedido del signo "-" cambiando el signo a
cada término de la expresién inclufda en
el paréntesis.

Alumnos: Resuelven el ejercicio 2.

Esta forma de trabajar pefmite que los alumnos re-—
flexionen conjuntamente con el profesor sobre la ob-
tencién del procedimiento.

Esta es una posibilidad de determinar la sucesidén de
indicaciones mediante el trabajo conjunto, con ayuda de
impulsos que promueven al andlisis, la comparacidén y la
generalizacibén del proceder utilizado, al tiempo que es-—
timula al mdximo la expresidén oral de los alumnos.

Otra variante para el tratamiento de este procedimiento
puede ser con ayuda de hojas de trabajo y apoyados en el
trabajo independiente de los alumnos, Luego de una in-
troduccién a la nueva materia, similar a la descrita con
enterioridad podria proponerse a los alumnos una hoja de
trabajo como la que se muestra en el cuadro 9.1.

La discusién de las actividades planteadas en esta ho-
ja deben conducir a la obtencidén del procedimiento bus-—

cado.

Otra variante para el tratamiento de este procedimien—
to puede consistir en realizar la introduccidédn a la nueva
materia y trasmitir la sucesién de indicaciones ya elabo-
rada a los alumnos., Zsta variante no es la mé&s recomenda-—
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da por las pocas posibilidades que ofrece al desarrollo
del pensamiento de los alumnos, que pueden con relativa
facilidad "llegar a descubrirla™, Algunos profesores la
prefieren porque les permite arribar rdpidamente a la
solucién de los ejercicios y "ganar tiempo". Tal deci-
sidén se puede temar en un momento determinado por cier-—
tas circunstancias, pero no sisteméticamente, porque ga-
nar tiempo en este sentido equivale a comprometer el
desarrollo intelectual de los alumnos.

CUADRO 9.1 HOJA DE TRABAJO

1. Analiza las soluciones dadas a los ejercicios si-
guientes y realiza las actividadea que se proponen &
continuaciéne.

Calcula:
a) (2pZa-5pa?) + (3pa®-7p°a) D) (2x+3x%y) - (2z—4xy°)
c) (a2b+3b2) + (—10b2+8a2b) a) (a2b+3b2) - (-432b—6b2)
a) (ZPZQ—5pq2)+(3pq2-7p2Q.) = 2p2a-5pa®+3pa®-7pa
=-5p°a-2pq”
b) (2x+3x2y)-(28—4xy2) = 2x+312Y-22+4xy2
= 2x»7x2y—2z
c) (azb+3b2)+(-10b2+832b) = aab+3b2—10b2+832b
= gazb-7b2
d) (a?b+3b2)-(—4aab—6§5 = a2b+3b2+4azb+6b2
= 532b+9b2
1. Revisa los cédlculos. jEstdn efectuados correctamente?

2, Subraya los términos incluidos en los paréntesis pre-
cedidos del signo "“+".

3. Busca estos mismos términos a la derecha de cada
igualdad y compéralos. (Considera en tu comparacidén
los coeficientes con su signo y las partes literales).
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;,Cémo gquedan los términos al eliminar los. paréntesis?

4. Realiza las actividades 1, 2 y 3 con los términos in-
clufdos en los paréntesis precedidos del signo "-".

5. A qué conclusién puedes llegar? Completa los espacios
en blanco.

Todo paréntesis precedido del signo "4+'" ge puede eliminar

Todo paréntesis precedido del signo "-' gse puede eliminar

II. Dado el polinomio 2c’d-4cd’+c®-3d encierra el segundo
y tercer término en un paréntesis.

e) precedido del signo "+" b) precedido del signo "-="
Cémo proceder para introcucir un paréntesis en una
expresién algebraica?

El proceso parciel aplicacién de la sucesién de indica-
ciones en este caso deberd incluir ejercicios del tipo de
los considerados en las explicaciones anteriores Yy cémo los
siguientes:

@ Prueba que
(m+2n=5)=(-3p+6m) +(—m—n—-p)—(—-2n-5m+8) = 3n+2p—(m+13)
P Sean A = p+q+T; B = 2p+6q~-3r C = 8r-p-=5q
Demuestra que A — B + C = 12r - (10q+2p)

que obligan a introducir y eliminar paréntesis precedidos
de signos "+" y "-", combinan la adicién y sustraccién de
polinomios y tienen términos con todos los signos "e', to-
dos "-" y diferentes combinaciones de &stos.
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EJEMPIO 9.7 El trabajo con otros signos de agrupacién y
la eliminacidén de paréntesis superpuestos.

La labor realizada en el desarrollo del ejemplo anterior
constituye el aseguramiento del nivel de partida para la
introduccién de otros signos de agrupacién y el uso de pa-
réntesis superpuestos que bien podrfa tratarse como parte
del proceso parcial correspondiente a la aplicacidén, inclu-
yvendo ejercicios como los siguientes:

1. Simplifica tanto como sea posible.

18 - (7x2 +3) - {4xy2 +9}-- ['—2x2y+xy2+1]

Este ejercicio puede aprovecharse para orientar hacia el
objetivo. Mediante el mismo se presentan las llaves y cCoxr-—
chetes como otros signos de agrupacidén y se informa que con
ellos se trabaja del mismo modo que con los paréntesis, ya
sea para introducirlos o para eliminarlos. En este caso

bien podrfan haberse empleado sélo paréntesis, pero no
siempre ocurre asi.

Para motivar y continuar la orientacién hacia el objeti-
vo puede emplearse el ejercicio siguiente:

2, Sean A = t - r B = 2r + 3t
a) Sustituye Ay Ben E=r + B - [-2r - 4]l
b) Simplifica la expresién obtenida.

La solucién del inciso a) requiere del empleo de los
signos de agrupacién. Aquf conviene discutir con los alum-
nos la necesidad de emplear signos de agrupacidén diferentes,
rues los t€érminos que se agrupan aparecen "inclufdos en
otro signo de agrupacién". En tales casos matemédticamente
hablamos de "paréntesis superpuestos".

E=1xr + (2r—-t) - [—21- - (t—r)]

Profesor: Hay alguna dificultad para resolver el inciso
b)? Cémo podrfamos proceder para eliminar signos de agru-—
pacién superpuestos? Vamos a tratar de darle solucién =
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este problema: Alguien tiene alguna idea?

En caso que los alumnos aportem alguna idea que no resul-
te buena o no aporten idea alguna, puede ser recomendable
encauzar el andlisis orientados por el principio heuristico
de analogia.

Profesor: Cémoc actusmos en el caso que no habfa superpo-
sicién? Esto quizés pueda ayudarnos. Reflexionemos deta-—
lladamente en el proceder, Conjuntamente con los alumnos
se precisan los siguientes pasos.

CUADRO 9.2

1. precisar el signo que

precede al paréntesis D+ (- Zl.+(:>)= - A -+C)
2. 8i el signo es "+", no l Ti __J ________ '

hay cambios en los

términos que incluye O- A+QO)= [+ £y= O

el paréntesis. | | K__—Y———J
3. ei el signo es "-=-",

entonces los términos

que se incluyen en el

paréntesis cambian de
signoe.

Un cuadro de pizarra como el anterior puede ayudar a los
alumnos a entender gque un signo de agrupacién se identifice
con un "todo", e incluido dentro de otro signo de agrupacién
puede ser interpretado como un término"” al que también se
le mantiene o cambia el signo, en dependencisa si es un "+"

0 un "=" quién precede al signo de agrupacién que lo inclu-—
Yye.

Ahora mse puede orientar nuevamente hacia el objetivo.
Cémo podemos eliminar entonces los signos de agrupacidn y
simplificar en el ejercicio que nos ocupa?
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E =1 + (2r-t) —[—.?.r -~ (t-r)]
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-] =y2ry = (t=r) | = re2r-t+-+ O ¥\ ;
' . \ ) 7 e - ——a %

-

—————————— - —————

——

Profesor: &n este caso se eliminé primero el paréntesis ex-—

terior (de afuera) y luego el interior. Realicemos otros
e jercicios.

3., Simplifica suprimiendo los signos de agrupacidn
a) 3x + [ x —(y + xi] b) 3m - [(m—n) --{n&n}]

A través de la solucidén de estos ejercicios se puede en-—
tonces precisar con los alumnos,.

CUADRO 9.3

Para eliminar diferentes signos de agrupacidén superpues-—

tos se puede proceder "de afuera hacia adentro" para lo
cuals )

1. Precisar el signo de agrupacién de "afuera" (el més
abarcador) y el signo que le precede, asf{ como los tér-

minos u otras agrupaciones que una a continuacidén de
las otras estén inclufdas en él.

BEliminar el signo de agrupacién de "afuera" (el méssbar-—
cador) segin se eliminan paréntesis.

Repetir el proceso hasta eliminar todos los signos de
agrupaciédn existentes.

—

Profesor: Es esta la Ynica manera en que podemos profeder
para eliminar los pardntesis?

Alumnos: Reflexionan al respecto.

Profesor: No podrfan eliminarse los paréntesis de "adentro
hacia afuera"™? Qué se les ocurre hacer?

Los alumnos pueden ser invitados a describir el proceso
de eliminacién de paréntesis de adentro hacia afuera en
analogfa con la descripcidén anterior.
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La realizacién de este trabajo con los mismos incisos
&) ¥ b) del ejercicio 3 es dtil para hacer reflexionar a
los alumnos sobre la posibilidad de emplear cualquiera de
los dos procedimientos y decidirse por aguel que considere
le resulta m&s f&cil o conveniente., Tal idesa puede comple-—
tarse si se agregan al ejercicio los incisos:

c) —{a.zb - [ab2 - 332b] + 281)2}

a) 2:+[-51-{2y+ (=3 + ¥y) -x}]
9.3 Tareas del capitulo
1. Dados los ejercicios siguientes:

@ a) Demuestre gque para cada a,b enteros positivos se cum-—
ples

a sl =

b) Expresa con palabras la propiedad demostrada

@ Se pudo comprobar que un trapecio ABCD tiene doble lon-
gitud en la base menor, en la base mayor y en la altursa
que el trapecio PQRS. Si el érea de PQRS es de 28,32
omz. Cufl es el &rea del trapecio ABCD?

@ Resuelve y comprueba:
2x + 4 o= 3(x - 2) & 22—52
x—2 2x+3 2x°—x—6
@ De una hoja de cartén cuadradae de 18 cm de lado, hay
gue hacer una caja abierta que tenga el mayor volumen
posible, recortando cuadrados iguales en las esquinas ¥y
doblando despuds los salientes como en la figura 9.

Cudl debe ser la longitud del /_/ _____ ?{//;

lado de los cuadrados corta-— : '

dos? : 1
7 1Z

A) Resuelva los ejercicios
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B)

C)

A partir de qué grado pueden plantearse estos ejercicios
a los 2lumnos? Fundamente su respuesta

Bxplica qué conocimientos y habilidades del trabajo con
variables se utilizan en la resolucién de estos ejerci-—
cios y con qué otros conocimientos y habilidades mate—
méticas estdn estrechamente relacionados?

Trabaja con los programas, el libro de texto y las
orientaciones metodolégicas de matemdtica para la secun-—
daria bédsica y:

a) Determina las unidades dedicadas especificamente al
trabajo con variaebles y los objetivos fundamentales
que deben lograr los alumnos en cada una de ellas.

Da ejemplos de ejercicios y tareas que permiten valo-
rar el logro de estos Objetivos por los alumnos.

b) Explica mediante e jemplos, cémo se aplican los cono-
cimientos y habilidades adquiridos por los alumnos
en el trabajo con varisbles en cada una de las res-—
tantes unidades.

Sugerencias Realiza esta tarea para el nivel preuniversita-

3.

rio.

Considere el sistema de clases dedicado a que los alum-
nos sprendan a calcular el cociente de dos términos
(monomios) y de un polinomio por un término.

a) Haga una propuesta para la dosificacién del sistema
de clases y una propuesta de objetivos para cada una
de las clases gue forman esta unidad temética.

b) Prepare el sistema de clases y fundamente su propues-—
ta. Tenga en cuenta:s

el méximo eprovechamiento de las potencialidades
intelectuales de los alumnos durante el tratamien—
to de la nueva materia.

la seleccidn, variedad y graduaecifén de los ejerci-
cios propuestos a los alumnos en las clases de

67
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fijacidn

NOTA: Realiza esta tarea considerando lazs unidades te-
miAticas donde se tratens

- Productos y cocientes notables, descomposicidn

en factores,
- Operaciones con fracciones al;ebraicas.

4. Elabore un trabajo de control para evaluar la unided
"Trabajo con variables" en el 8vo, grado. En la presen-
tacién del proyecto incluya los objetivos a evaluar,
las preguntas, las respuestas y le clave para la califi-
cacidn.

5. Considera el sistema de clases dedicados al célculo al-
gebraico en la unidad de Sistematizacidn del 9no. gra-
do.

a) Haga una propuesta de dosificacidén y determine 10s
objetivos para este sistema de clases.

b) Proponga un sistema de ejercicios diwrios para el
c&lculo oral, relacicnados con el teme, & realizar
durante aproximadanente 5 minutos al inicio de cada
clasc, de modo yue se€ constribuya al mantenimiento
de lJas habilidades y el desarrollo mental de los
alumnos 2l tiempo que eventualmente se asegure el
nivel de partida para clases posteriores.

¢) Fundamente la seleccidn, graduacién y variedad de
los ejercicios propuestos.
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10. TRATAMIENTO METODOLOGICO DEL CALCULO CON MAGNITUDES Y
VALORES APROXIMADOS.

10.1. Pamnordmica de la linea directriz "Cdlculo con
magnitudes y valores aproximados.

Primer ciclo del nivel primario

En la primere mitad de este ciclo se crean las bases pa-
ra el estudio de las magnitudes y los valores aproximados.
Los alummos llegan & familiarizarse con algunas magnitudes
tales como: monetarios (el peso y el centavo), de longitud
(m, cm), de masa (Kg) y de tiempo (hora y minuto). Con
respecto a los valores aproximados se crean las bases para
el redondeo, buscando ndmeros entre 2 miltiplos de 10 é
100.

Ya en la segunda mitad del primer ciclo se comienzan con
las conversiones de unidades monetarias, de longitud y de
masa; donde se amplian por ejemplo al gramo y la tonelada
en las de masa y al segundo en las de tiempo. Con respecto
a los dominios numéricos se introduce la coma decimal en el
tratamiento de cantidades con dos unidades de medida, ejem—
plo: $2,75 se lee 2 pesos 75 centavos.

El redondec se comienza a2 realigar de forma intuitiva
con la blisqueda de méAltiplos de 10, 100 6 1000 méds cercanos
al nimero, apoydndose en el rayo numérico.

Al finalizar este ciclo se sistematizan las unidades
estudiadas, sus conversiones, el cdlculo con magnitudes y
problemas. El1 redondeo se realiza por medio de la reglas
Si el orden al cual se va a redondear estd seguido de
0; 1; 23 3; 4 se redondea por defecto. Si estd seguido de
5; 6; 7; 83 9 se redondea por exceso. Esta regla no es mds
exacta gue la del numero par.

Segundo ciclo del nivel primarxrio

Se utiliza el redondeo parye realizar una estimacidén del
cociente en la divisién. Con respecto a las magnitudes se
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estudian las unidades del Sistema Intermacional de Unidades
(8.1.U.) de masa, longitud y superficie. También se impar-
ten algunas medidas alin usadas en Cuba y sus equivalencias
en el S.I1.U. como: la onza, libra, arroba, guintal espafiol,
la pulgada y la caballeris.

Se calcula el perimetro de poligonos y el drea del réc-—
téngulo (por via inductiva), asi como el drea total del or—
toedro.

También se ejercitan cdlculos y se resuelven problemas
sobre medidas de tiempo. ELl concepto de dngulo se describe
como 1a interseccidén de dos semiplanos, se estudian las
unidades de medida de amplitud de dngulos (grado, minuto y
segundo) y se miden dngulos en grados.

Al finalizar este ciclo se generaliza la regla pare el
redondec a expresiones decimales y se comiensa con el cdlcu-—
1o con valores aproximados, se dan los conceptos de cifras
correctas y significativas, asi como la regla para el cdl-
culo con valores aproximedos:
rogln:f-zl resultado se expresa con tantas cifres signifi-
cativas como el dato que menos cifras significativas tiene.

- Los resultados intermedios se expresan con una cifra més.

Hay que sefilalar que la regla pare la adicién y sustrac-
cién no aparece en los actuales programas (con el objetivo
de realizar una simplificacidén diddctica),

Es muy importante que el alummno reconogca cuando es que
tiene que utilizar el cdlculo aproximado es decir, cuando
se han realizado aproximaciones por redondeo o cuando las
cantidades son producto de mediciones. Por Wltimo en este
nivel se estudian las unidades de volumen, partiendo del
ortoedro y de la comparacién con cubos unidad, este es un
trabajo andlogo al drea del rectdngulo partiendo de cua-
drados unidad. Se generaliza el concepto de dngulo a: la
unién o interseccién de dos semiplanos.
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Nivel medio (Secundaria Bdsica)

Esta linea directriz tiene mucha significacién en las
unidades dedicadas a la geometria plana, en la determina-
cién de perimetros y 4reas de figuras planas, asi como, en
problemas de aplicacidn.

En la unidad Geometria Plana se obtienen las férmulas
para el drea del paralelogramo, tridngulo y trapecio a par-
tir del concepto de figuras equivalentes, reduciendo en los
3 casos el problema dado, al drea ya conocida del rectdngu-—
lo.

En la unidad la circunferencia se obtiene la férmula de
la longitud de la circunferencia y el drea del circulo, asi
como l2 longitud de un arco, el drea de un sector y de un
anillo circulare.

Le unidad semejanza completa el estudio de la geometria
plana en ella también se encuentren problemas de perimetros
y dreas aplicando el teorema de las transversales y la se-
me janza. También se introduce la trigonometria y las rezo-
nes trigonométricas, con las cuales se comienzan a resolver
problemas de resolucién de tridngulos rectdngulos. Este es
un punto muy importante de esta linea directriz, ya que el
alumno, conoce un nuevo medio gque le permitird el cdlculo
de magnitudes auxiliares desconocidas.

Ias unidades dedicadas al cdlculo de cuerpos se caracte-
rizan por estar vinculadas a unidades de geometria plana
gue tienen mucha relacién con el cdlculo de dichos cuerpos,
as{ primero se estudian los prismas y pirdmides ligados
fuertemente a los polfgonos y cuadrildteros. Después el
¢ilindro, cono y esfera ligados a la circunferencia y el
circulo.

En el trabajo con las tablas (cuadrados, cubos y raices)
hay que mostrarle a los alummos gue casi todos los numeros
que aparecen en esta, son ndmeros aproximados y que por
tanto tenemos que proceder mediante el cdlculo aproximado
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al igual gque cuando este se realizaba, porque las cantida-
des eran producto de una medicién. ©i el nimero a deter-
minar no aparece en la tabla por tener mds cifras se debe
utilizar el redondeo.

Nivel medio (Pre Universitario).

En este nivel se continda trabajando en esta linea direc—
triz, pero no hay grandes aportes. Se calculan figuras
geométricas planas y cuerpos, para lo cual se aplican los
conocimientos de niveles anteriores y se profundiga en las
vias de solucién y ocdlculo mediante la aplicacién de medios
trigonométricos, asi como, la aplicacién de propiedades de
la Geometria del espacio.

El trabajo con las tablas de las ragones trigonométrica
y de logaritmos se realiza de forma andloga al realizado
con las de los cuadrados y raices, donde hay también que
destacar el cardcter aproximado de casi todos sus elemen-—
tos.

Podemos resumir de esta linea directriz los siguientes
aspectos:

- En el primer siclo del nivel primario, se realiza un tre-
bajo propedéutico, familiarizando al alumno con diferen-—
tes magnitudes y con el redondeo.

— En el segundo ciclo se sistematiza el cdlculo con unida-
des de medida para las magnitudes fundamentales que se
estudian en la escuela, asi como se introduce el cdlculo
aproximado mediante una regla.

— En el nivel medio (secundaria y Pre), se siguen gistema-
tizando y aplicando el trabajo con magnitudes y se con-
tinda con el cédlculo aproximado. En especial los obje-
tivos en estos niveles son:

(:)Dietinguir cuando se tiene gque trabajar con el cdlculo
aproximado y cuando no.
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(s Reconocer mediante ejemplos el por qué cuando el cdl-
culc se realiza con niimeros aproximados es mds exacto
el trabajo con la regla del cdlculo aproximado.

(® Desarrollar habilidades en la estimacién, medicién y
cdlculo aproximado de los resultados.

C)Utilizar el trabajo con las magnitudes y sus reduccio-
nes de unidades en el proceso de soluocidén de proble-—
mas.

C)Apreciar la vinculacién de los contenidos de esta 1i-
nea directriz con otras disciplinas como: Educacién
ILaboral, Fisica, Quimica, etc.

(> Representar bocetos y grificos mediante la utilizacién
de la estimacién o medicién de los datos.

Hay qye resaltar que no existe en la escuela ninguna
unidad de ensefianza en especifico dedicada a esta linea di-
rectriz,

10.2. Puntos metodolégicos esenciales.

10.2.1 Tratamiento de la estimacién y la medicidén

En le ensefianza primaria se desarrolla el cdlculo
aproximado del resultado mediante la estimacién, la cual
se entiende por: la determinacién de valores aproximados
para representantes de magnitudes sin utilizar instrumentos
de medicién. Ia estimacién se realiza comparando com ob-—
jetos, los cuales conocemos su medida, por ejemplo el alum-—
no debe conocer gque una cuadra promedio es de 100 m, que
una mangzanf es aproximademente una ha, que el tiempo en
pronunciar un ndmero de 3 cifras es un segundo, etc.

Ia estimacidén no sélo tiene objetivos docentes, sino
qQue prepara al alummo para enfrentarse & problemas de la
vida por Ejemplo: Estimar velocidades de autos; para cruzar
la calle, estimar masas pare comprar en la tienda, etc.
Ia estimacién debe ser comparada con el cdlculo para que
sirva de control y para que fije esta mediante la compara—
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cién con valores exactos.

Pare realizar la estimacidén en el nivel medio hay gque
transformar o construir problemas de aplicacién relaciona-
dos con el cdlculo de perimetros, dreas o volumenes, Sjem—
Plo. Calcular la capacidad del aula, drea de la superficie
de la mesa de trabajo del alummo, etc.

Mediante una buena estimacidén se pueden hacer bocetos
que girvan como medio heuristicco por Ejemplo construir un
dngulo de 120° (sin semicfrculo). El profesor cuando reali-
z& bocetos en la pizarra debe de dar la informacién de por-
gqué se hace de esa forma y no dejar que l1los alumnos repro-—
duzcan mediante el método de ensayo error.

Ia medicidén es la determinacién de valores aproximados
utilizando instrumentos de medicién.

Decimos que es aproximado por varias razonest

- Por la precisidén de los instrumentos de medida.
- Por el proceso de medicidén (condiciones atmosféricas,
error de paralaje)

- Por la propia naturaleza de los objetos a medir.

Si se quieren mostrar estas razones, se pueden desarro-
llar actividades como las siguientes:

Medir un segmento con una cinta de las usadas para la
costura, gque son de tela, estas se estiran, si hacemos
fuerza ademds, no estdn graduadas en milimetros. Después
de realizar la medicidén con la cinta, la hacemos tambidén
con una regla graduada en milimetros y realizamos la compa-—
racidn.

Parae la segunda se puede poner & medir el ancho del
aula: con el mismo instrumento a varios alumnos. Se com-—
probard que los resultados no son iguales.

Para el tercer aspecto se puede hacer una comprobacién
experimental en el aula con objetos de una misma clase Ej.
Medir el largo de una libreta.
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Los alumnos de la secundaria en muchas ocaciones apren-—
den a trabajar formalmente, es decir, ellos resuelven algu-—
nos problemas, pero si se les brinda una figurea por ejemplo
un paralelogramc y le pedimos el 4rea, obteniendo los datos
por medicién, no reconocen los datos gque tienen que medir
o no saben como hacerlo.

Por esta razén es recomendable desarrollar actividades
con hojas de trabajo en las cuales se dan las figures pla-
nas y se les pide el perimetro o dreas. En estos ejerci-
cios se puede 0 no aclarar el tipo de figura, si no se ha-
ce el alumno primeroc tiene gque comprobar & qué clase perte-
necene.

En el cdlculo de cuerpos se puede hacer algo similar
con cuerpos plédsticos u otro material de los que cuente la

escuela,

Con respecto a la medicién queremos destacar un problema
que pare muchos alummos y profesores no estd claro y es la
utilizacién en los datos de cantidades, por ejemplo 2,0 cm.
Estos datos se toman asi para que el trabajo con las cifres
significativas sea mds cémodo. Pero qué quiere decir
2,0 cm y que diferencia tiene con 2 cm: 2,0 cm quiere de-—
cir gque en el proceso de medicién el instrumento tenfa pre-
cisién hasta los mm y que el error gue se comete es en las
décimas de mm; por el contrario 2 cm nos dice gque el error
estd en los mm, por esta razdén la primere medicién se ha
realizado con méds exactitud que la segunda.

10.2.2., Actividades para apoyar la fundamentacién de la
regla del cdlculo aproximado.

Hallar el 4drea del rectdngulo de lados a = 14,3 cm

b= 2,7 em

2365
2,7 puede ser un valor aproximado de 2.74
’

14,25

14,3 puede ser un valor aproximado de‘{
14,34
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2,656 <« b < 2,74
14,25 < a < 14,34

A- = 38,61

aquf se puede apreciar gue solamente hay 2 cifras gue son
exactas por lo gue se debe aproximar en las decenas, es de-—

cira.b = 39 cm

Esto también hay la posibilidad de visualizarlo mediante

14,3 7
X2,7 ?
286 7?7 El signo ? quiere decir que esa
100 17 cifra es desconocida
38 2%7

10.2.3 Areas de figuras geométricas y volumenes de cuerpos.

ILa determinacién del drea del rectédngule en el segundo
ciclo de la engefianza primaria, se hace por un procedimien-
$0o inductivo consistente en la descomposicibén de varios
rectdngulos de diferentes formas en cuadrados unidad y lle-
gando a partir de estos objetos a la generalizacidén de la
férmula. De forma andloga también en este nivel se busca el
volumen del ortocedro. En el tratamiento de estas férmulas
se trabaja de forma intuitiva lasg 3 condiciones de la medi-

da .,

- aditividad: ILa medida de la figura o del cuerpo es8 igual
e la sumsa de las medidas de las figuras o cuerpos parcia-—
les.

- Invarianga respecto & movimientos: a figuras congruentes
les corresponde la misma medida.

= Eastd normada: El cuadredo de lado de longitud 1 le corres—
ponde la medida 1.

Hay gue dejar claro que solamente el concepto de drea es
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aplicable a figuras planas cerradas. Ejemplo poligonales ce-
rradas, a esta idea se llega presentando ejemplos y contra
ejemplos de figuras geométricas.

En este nivel se comienza de forma muy simple el drea
de figuras compuestas, descomponiéndola en figuras conoci-
das, esto crea las bases para la obtencién, en este mismo
nivel del drea total del ortoedro al realizar su desarrollo.
Con este concepto y con la forma ventajosa para la determi-
nacién del drea total se crean las bases para el concepto
de figuras equivalentes en la secundaria.

10.2.4 Superficies eguivalentes

El trabajo realizado en el punto anterior puede ser re—
tomado por los profesores de la secund&aria para lograr un
nivel de partida paxa elaborar el concepto de figuras equi-
valentes. Esto se realiza tomando como base el desarrollo
de un ortoedro de 2 formas distintas.

Por ejemplo:

)
'
&
]
L}
'
'
..--.
P--

- Ias superficies congruentes tienen la misma drea (forma
ventajosa)

= Se han realizado 2 desarrollos diferentes del ortoedro Yy
por descomposicidén y adicién se llega a que tienen igual
drea.

Faltaria la tercera condicién para llegar al concepto y se
Puede partir del siguiente problema.

En qué patio hay mds espacio libre si se pone un banco
en las distintas posiciones indicadas en la figure
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=z

Esto se puede lograr con ldminas de cartulina en gque se
presente un rectdngulo, y que se le suponga el otro rectdn-
gulo (banco) en distintas posiciocnes. Con el mismo objetivo
podemos partir de comparar las dreas 1 y 2 de la figura

1 2

Si gueremos comparar las dreas 1 y 2 podemos agregar la
sup. 3 & ambas y se forman figuras congruentes.

1 73 3 e

Entonces retomando los medios vistos los alummos deben lle-
gar a una definicidén aproximada.

Dos superficies son equivalentes s8i para ellas se cumple.

- gon iguales

- se pueden descomponer en el mismo némero de superficies
iguales dos a dos

- e pueden completar medisnte el mismo nimero de superfi-
cies iguales dos a dos para obtener superficies iguales

Esta tercera propiedad no se hace necesaria para la de-—
duccidén de las férmulas de las dreas de las figures gque se
tratan en la unidad. Peroc si es la base para el procedi-
miento de sustraccién de dreas en la determinacidén de dreas
sombreadas.

Despuéds de visto el conceptoc se llega a la conclusién
que las figuras equivalentes tienen igual drea. El profe-
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sor debe saber gque el reciproco no se cumple, puds un rec-—
tdngulo y un circulo pueden tener la misma drea y no ser
equivalentes.

£
| 'ad
A

_-—TTrr —

10.2.5. Férmulas para el drea de figuras planas,

Para la obtencién de las férmulas de las dreas se treba-
ja con el principio heuristico de reduccién a un problema
conocido, en el texto se hace reduciendo en los casos del
parelelogramo, tridéngulo y trapecio el drea conocida de
rectdngulo.

Nivel de partida: Area del rectdngulo, elementos del rec—
téngulo y del paralelogramo, concepto de figuras equivalen—
tes, habilidad en la demostracién de congruencias de tridn-—
gulose.

Motivacién: Puede ser extrae matemdtica por ejemplo hallar el
drea destinada a pasto de terrenoc en forma de

paralelogramo.

Orientacién hacia los objetivos: Buscar una férmula para de-—
terminar el drea del paralelogramo partiendo de
sus elementos (lados, alture etc.)

Preguntar como son las dreas de figuras equiva-
lentes.

Objetivo parcial: Buscar un rectédngulo equivalente al para-—
lelogramo.

Condicién: Que tengan elementos comunes para poder relacio-
nar uno con el otro.

Se puede partir de viass que no nos lleven & una solucién
Por ejemplo: ___ _ El rectdngulo formado es
' : mayor que el parsalelogramo.

- .
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Este rectdngulo tiene la misma altura que el paralelo-
£ramo pero las bases son diferentes.

. i///' En este caso el rectdngulo es

1
| menor.

Los alummos solos deben llegar a la construccién

fi-- 2 '3

De esta forma coinciden las bases y las alturas.

Ya tenemos la idea ahora hay que concretar las condi-
ciones planteadas en el objetivo. Debemos probar gue son

equivalentes.

El recténgulo se puede descomponer en las superficies
1y 2 y el paralelogramo en las 2 ¥y 3. Como la figura 2
coincide en las 2 figuras tendremos que probar que la fi-
fura 1 y la figura 3 son congruentes. Esgsta demostracién
se puede realizar verbalmente y dejar su formalizacién co-

mo tarea.

Por Bltimo se busca la férmula utilizando las variables
que estdn en relacidén con la figura inicial.

Para el caso del tridngulo se trabaja de forma andloga.

Se destacan los slementos del tridngulo, lados, altura

otros (recordar que cualquier lado se puede tomar como ba-

/ ™~

1
I

'
' o
] RS |
' Sy !
' / K '
\ 1
f

Primero probamos con rectdngulos de base AB y de altu-—
ras AD o AE. El alumno ve a simple vista gque en un caso
es menor el drea y en el otro mayor.

Ahora el alumno estd en condiciones de llegar sélo a
que la altura del rectdngulo gque se tome debe ser la mi-
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tad de la altura del tridngulo.

Si la altura del rectidngulo
coincide con la del tridngulo
(Cémo son sus dreas? ;Cémo de-—
bemos considerar entonces la
/. altura del rectdngulo?
R o En este caso gqueda una parte
del drea del tridngulo sin cu-
brir por el rectdngulo y una
parte del rectdngulo gue no cu-
A B bre el tridngulo ;Qué altura
deberia tener el rectédngulo pa-
ra que estas dreas fueran

00,0 s V%
-~ ol om-

iguales?

Otra via para la obtencidén de las férmulas es basdndo-
nos en el concepto de paralela media.

- e e W e e - -

Otra variante es el procedimiénto lineal que es obtener
las férmulas partiendo de la anterior, tiene la ventaja que
se fijan las férmulas de las otras.

A = b.h A = b.h A =22R
" / \15'//1\’/
b b b
A = b+c) h
c
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1042+ 64 Tratamiento del drea total del cono.

Para las Adreas laterales y totales se trabaja de forma
andloga al drea total del ortoedro, con el desarrollo del

cuerpo y la aditividad.
Nivel de partida

El concepto fundamental es la suma de las dreas de las
cares y bases, asi como el cdlculo ventajoso en el caso
de existir caras iguales.

Otros aspectos son: el drea del sector circular, la lon-
€itud de un arco y el drea del circulo. Aunque si es ne-
cesaria la reactivacién se recomienda se realice de forma
implicita.

Ia motivacién y orientacién hacia los objetivos se pue-—

de realizar de forma conjunta en base a las analogfas con
todos los cuerpos estudiados anteriornente.

Medios de ensefianza: Cono de cartulina cortado pPor una
genexratriz,

Los alumnos realizan independientemente el desarrollo y
deben llegar al reconocimiento de las figuras conocidas en
que se ha descompuesto.

un circulo - un sector eircular

Se pregunta por la férmula del drea del circulo y se
llega al drea de la base. Ag =7Tr

Para deterwinar la férmula del drea lateral primero hay
que partir de cuales son los elementos conocidos del cono,
Zeneratriz, base, radio de la base y altura.

Objetivo: Buscar férmula del 4rea del sector circular en
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funcién de algunos de los elementos del cono. (No tienen
que ser todos como es con el drea de la base.

Se pregunta por la férmula del drea del sector.

A’ _ oL © Aa: Area sector
I: 360o Ac: Area circulo

Hay gue distinguir muy bien gque cuando nos referimos al
A este no tiene radio r sino radio g

Cc
A o
c» R . I
v 360°

Pero en esta proporcidén desconocemos ogo, luego tenemos
que seguir buscando relaciocnes. Preguntemos gque si de es-
te sector circular podemos buscar alguna otra relacién con
los elementos del cono.

Se puede dar el impulso: "Ia longitud del arco"™

b _ X©°
i " 360°
(2) 2TWN »r - «° Sistematizar, mediante las analo-
21 & 360 gias y diferencias existentes entre

by [.en este caso en funcidén de
los elementos del cono.

También en esta proporcién se desconoce d,\o Podemos des-
pejar en(2)y sustituir (1) (Si los alumnos han dado siste-—
mas).

Si no aplicando cardcter transitivo entre (1) y (2)

Al =21]‘:!.'
Mg 2 Tre

A = T{ rg



Pag. Anterior Pag. Siquiente indice

Luego

A, = A + A

+ L B

Ap = 'rrr2 + TTreg

10.2.7. Tretamiento de la obtencidén de férmulas de volu-—
men de cuerpos.

Antes de comenzar con el tratamiento de la obtencidén de
las férmulas gueremos sefialar algunas recomendaciones pa-—
ra la representacién de cuerpos.

En las representaciones se observan los siguientes ni-
veles.

- Trabajos con cuerpos (materiales) figuras tridimengiona-—
les

- Trabajo con maguetas donde se puedan visualizar elemen-—
tos como la altura en el caso del cono.

- Trabajo con dibujos en perspectiva.

Con respecto a la representacién en perspectiva, es
s6lo, pera gue los alumnos vayan creando habilidades en
realizar esbogos.

No se debe dar la perspectiva caballera como una regla
para realizar las representzciones, sin que el alumno va-
lore gue esta es una forma de realizarla con estética y
comodidad. Para esto se pueden llevar 2 cuerpos. Ejemplo,
un cubo y una pirdmide Yy una ldmina con varias represen-—
taciones de es0s cuerpos y que sean los propios alumnos
los que escojan cudl es la que mds le gusta y cudl nos
brinda mds informacidén del cuerpo.
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En el caso de la proyeccién paralela oblicu® se traebaja
de forma andloga.

En la actualidad para el tratamiento de las férmulas
para el volumen hemos renunciado & la aplicacién del Teore-—
ma de Cavaleri, y& que tiene un alto grado de abstraccidén y
1a formalizacidén de la deduccién de las férmulas por esta
via se hace muy complicada, pare el grado de madurez del
alumno.

El volumen del prisma se obtiene de forma intuitiva en
12 comparacién con el ortoedro ya conocido por los alummos.

Para el volumen de la pirdmide se les pide a lo= alumnos
qué elementos debe tener el prisma con el que se guiere ha-
cer la comparacién. Para esto se deben llevar varios pris—
mas de distintas bases y alturas. Por analogia con el tra-
bajo de las dreas los alumnos deben llegar a gue es el que
tiene la misma base y la misma altura.

Se pregunta cudl es mayor y cudntas veces, entonces se
realiza el experimento de vertir la arena contenida en la
pirdmide 3 veces en el prisma,

A la férmula del cilindro se lleva intuitivamente en
analogia con el prisma, El procedimiento para el volumen
del cono es también andlogo a la pirdmide.

10.2.8. Tratamiento de ejercicios de cdlculo de dreas o
volimenes y problemas,

Acciones a tener en cuenta en los problemas de cédlculo
de perimetros, 4dreas o volumenes.
1. Realiza un boceto de la figura (cuerpo), =i no es dado.

2. Representa los datos en la figura, introduce variables
auxiliares si hacen falta.

3. Descomponer la figura dada en figuras (cuerpos) conoci-
dos y gue tengan relacidén con los datos. En este caso
aplicar la adicién, sustraccién o su combinacién.



Pag. Anterior Pag. Siquiente indice

4.

Utilizacién de la via esquem=a de Descartes (Trabajo ha-—
cia adelante y hacia atréds)

Si lo pedido no se obtiene directamente de los datos,
utilizar variables auxiliares gue relacionen los ele—
mentos de las fé&rmulas pedidas, con otros elementos de
la figura (no tienen que ser los datos) y que estos se
puedan a su vez relacionar con las magnitudes dadas.

Las magnitudes intermedias halladas se deben represen-—
tar en el boceto.

Como medios para encontrar la vinculacidn entre lo pe-—

dido y los datos son frecuentes

- Teorema de Pitdsgoras

. Utilizacién de 1la sBemejanza o teorema de las transver-—
sales

e Utilizacién de propiedades de la geocmetria del espacio

Conversién de unidadesy, si hace falta, tenerxr en cuenta
la cantidad de cifras significativas del resultado antes
de hacer las conversiones.

Trabajar con las reglas del cdlculo aproximado (si es
necesario) y tener en cuenta las unidades en el cdlculo

Comprobar las opexraciones, comparar con la estimacién y
formular la respuesta.

Ejemplo. Un monumento estd formado por un prisma de ba-—
se cuadrada de 2,5 m de lado de l1la base y 6,0 m de altu-—
r& y por una pirdmide apoyada sobre la base superior del
prisma de modo gque ambas bases coinciden. Halla el vo-—
lumen del monumento si sabemos gue una arista lateral de
la pirdmide mide 30 dm

Se descompone en un prisma
méds una pirdmide de base cua-—

drada.
Boceto
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Volumen Prisma

datos > Férmula

8-2,'5!!1/"‘3ga \VBA-th

h,- 6,0 m /

Volumen de l&a Pirdmide
datos Férmula

/"‘B'“z T e
a-z.sn——»dsj:?F? velagn,

irists dstersl _he [12$H2 7
1= 20dm

Nos falta la alture y no estd en los datos. DBuscamos
variables auxiliares gque establezcan el nexo entre datos
y el objetivo pedido medio a utilizar Teo. de Pitdgoras.
1er. variante: Resolver el tridngulo rectédngulo formado
por la altura, la diagonal de la base y la arista late-—
al.

2da. variante: Resolver el tridngulo rectdngulo formado
por la alture de la pirdmide, la apatema del cuadrado
¥ la altura de una cara. (Esta via hace buscar primero
el cdlculo de la elture de la care en funcién de la
arista lateral y 1a mitad de la arista de la base) lo
cual la hace mds comple ja.

Si en el problema se varia por ejemplo no dando la lon-—
&itud de la arista de la pirdmide sino gque el dngulo die-—
dro entre una care y la base es de 30°. Entonces l1los me-~
dios & utilizar para las magnitudes intermedias serian los
conceptos de la geometria del espacio y la trigonometria.

Por Gdltimo queremos sefialar que hay acciones gque se
Pueden desarrollar sin llegar & resclver el problema com-—
Pleto, sino que nuestro objetivo solamente puede ser que
el alummo desarrolle habilidades en la utiligacidén de una
regla heuristica. Por ejemplo: En las ejercicios de dreas
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sombreadas o cuerpos compuestos se puede ejercitar sola-
mente, cual seria la descomposicién de la figure y la es-—
treategia & seguir.

Por ejemplo se dan varias figuras como

L4l f

! //////
/ /
//// /f////;/////‘

El objetivo que se persigue en 1 es que el 4rea de
trapecio se le resta la suma de 1a del circulo y el rec-—

tédngulo.

En 2 descomponer en un rectidngulo (por la linea de
puntos) y un semianillo circular. Ademds se piden las
ideas para el drea del semi-anillo.

En 3 trazar la linea discontinua que divide el Area
pedida en 2 segmentos circulares y estos se determinan por
el drea del sector menos la del tridngulo.

Antes de finalizar el capitulo presentenos dos proble-
mas adn no resueltos en esta linea directriz.

1ro. En los textos de Matemdtica se ponen las unidades de
magnitud al finalizar el ejercicio o en la respuesta.
En los textos de Fisica se trabaja desde la sustitu-—
cién con las unidades lo gue les representa una via
de verificacidén dimensional de los resultados.

En nuestre opinién al comienzo del trabajo se debe
exigir el trabajo con las unidades tal y como hacen
los fisicos.
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2do., las reglas del cdlculo aproximado no son utilizadas

en otras disciplinas que trabajan con magnitudes como
Quimica y Fisica.

Si revisamos los textos de estas disciplinas notare-
mos que no se usa la regla o no estd bien utilizada
(esto en el caso de utilizar la notacién cientifica,
pero sin tener en cuenta las cifras significativas).

Por esto es una tarea de los matemdticos influir en
otras cdtedras para lograr la uniformidad del trabajod

Tareas del capitulo

1.

Planificar una actividad docente con el objetivo de que
el alumno realice la estimacidn medicién de objetos
del aula o su cercania.

Elaborar una actividad que permita valorar la regla del

cdlculo aproximado para la adicién (en estos momentos

no se trabvaja en la escuela) y las ideas para su trata-—
miento metodolégico.

Zlaborar una regla heuristica especial para resolver

problemas de dreas sombreadas o cdlculo de cuerpos.

Escoger un problema del nivel (secundaria bdsica), don-—

de se utilice la regla del punto 3.y realizar su trata-—

miento metodoldégico.

Anflogo al punto 4, para un ejercicio de geometria del

espacio del pre universitario donde se apligquen las pro-

piedades de esta y se utilice la trigonometria entre
otros medios.

a) Confeccionar un problema vinculado con la prédctica
donde se utilicen unidades de medida usadas en Cuba
que no sean de SI. y gque parg su solucidén se tengan
que determinar primeramente al menos una variable
auxiliar.

b) Resolverlo y argumentar los pasos metodolégicos.

Analizar entrelazamiento de esta L. “irectri%w con las

restantes y realizar una exposicién de la vinculacidn

de la linea directriz, trabajo con magnitudes y cdlculo
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aproximado con las practicas sobre medicion del capitu-
lo 3 Fisica grado 12.Pda. parte).

8. a) Haga un estudio de las unidades de ensefianza que se
tratan en la secundaria bdsica y determine en cudles
se trata el cdlculo de 4reas y vollUmenes (precise
las figuras y cuerpos objeto de estudio).

b) Seleccione un sistema de clases sobre este contenido
en uno de los grados y realice la preparecién de las
mismas (Tome en consideracidén el contenido del capie

tulo 15).
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CAPITULO 11. TRATAMIENTO METODOLOGICO DE LA GEOMETRIA Y LA
TRIGONOMETRIA.

El origen de las primeres nociones geométricas y su
estudio sistemdtico, se pierde en la profundidad de la
historia de las civilizaciones primitivas mds avangadas.
Testimonios materiales de antes de nuestra era corrobo-
ran que los primeros conceptos geométricos surgieron en
la actividad prdctioca del hombre y atravesaron un largo
periodo de perfeccionamiento.

Asf{, por ejemplo, el papiro matemftico de Rhind con-
tiene problemas que para resolverlos requieren del ocdl-
culo de dreas de figuras planas, de la determinacidén de
las dimensiones de una pirdmide o de los- volumenes de
reralelepipedos y cilindros. Andlogamente, en otras cul-
turas muy antiguas como la babildénica, la china o la hin-
dd, se han hallado pruebas del surgimiento temprano y el
cardcter prdotico de las primeras nociones geométricas.

La construccién tedrica de la Geometria, sin embargo,
tiene sus origenes en las escuelas cientificas y filosé-
ficas de la Grecia Antigua. Los trabajos monumentales de
Tales, Pitdgoras, Euclides y tantos otros, trascendieron
8su época de manera tan significativa que la referencia a
Su obra es obligatoria en cualquier curso de Geometria.
Con ellos, se alcanzd un nivel de abstraccidn de los con-—
Ceptos geométricos cualitativamente superior, se introduje—
ron y perfeccionaron los métodos de demostracién y fue-—
ron escritos libros especiales en los cuales se exponian
con autonomfa y sistematicidad los fundamentos de la
Geometria y sus aplicaciones: con Descartes y su méto-—
do de coordenadas la Geometria encontré nuevos horizon-
tes; después de Lobachevaki y Bolyai surgieron las geome-
trias no euclideanas y tuvo que hablarse de sistemas geomé—
tricos en plural;la utilizacidn de los conceptos y métodos
del cdlculo infinitesimal condujeron al surgimiento y desarro-
1lo de la geometria diferencial; el interés creciente por
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el estudio de las propiedades de figuras que se mantienen
invariantes después de una transformacidén, ha dado lugar
a ramas de impetuoso desarrollo como la geometria proyec—
tiva.

De todo este magnifico universo de teoriasy sus apli-
caciones, s8lo es posible dar unas tenues pinceladas en
las mentes de los escolares (las indispensables para crear
8élidas bases generales y avivar el interés hacia el estu-
dio de las ciencias exactas). Significa desde luego un
€ran reto para los profesores, lograr que después de esta
8implificacién la Geometria no se convierta en una serie
de definiciones complicadas y de interminables cadenas de
deducciones de hechos gue son mfs evidentes antes gque des—
puéds de ser demostradoa.El éxito eatd comdicionado por el
dominio que estos tengan de los contenidos de la geometria
escolar y de la metodologia de su ensefianza, pero también
Por el despliegue de su ingenio y creatividad.

11.1 Realigacidn de 1a linea directriz Geometria

Mgdiante 1la ensefianza de la Yeometria se deben formar
en los alumnos ideas claraes sobre los objetos geométricos
del plano y del espacio, asi como sobre las relaciones en-—
tre ellos.,

Con este fin, deben tratarse en la escuela una cantidad
suficiente de figuras planas y cuerpos, de forma tal, que
los alummos sean capaces de describir (definir) los obje—
tos geométricos correspondientes y de explicar (fundamentar)
las relaciones entre ellos, en especial aquellas gque son
eésencisles para comprender la estructura de la recta, del
Plano y del espacio.

El curso de Geometria en la escuela cubana, abarca com-—
Plejos de materia que se suceden en los distintos grados
de la ensefianga primaria, media y preuniversitaria. En
Ocasijiones, los contenidos geométricos se tretan en unida-
des especiales, esbe circunstancia sin embargo no debe
conducir a un divorcio entre las clases de geometria y
las de aritmética o £lgebra.
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Para diserfiar un curso de Geometria pueden seleccionarse
diferentes variantes. Estas variantes pueden diferenciarse
por el sistema de axiomas escogidos, pero también por el or-
den en que se presentan los conceptos o las proposiciones,
por la variedad de procedimientos de trabajo, por la cali-—
dad de los ejercicios que se realicen, entre otros factores.

De manere que, para dirigir correctamente la ensefianza
je la Geometria en cada momento, el profesor de matemdtica
debe tener ineludiblemente una visidén total de la materia
elaboreda con anterioridaa e informacidén con respecto a la
disposicidén de los contenidos subsiguientes.

En la realizacidén de la linea directriz "Geometria™ en
la secundaria bdsica y en el preuniversitario de la escue-—
la cubana, se trabajan los distintos contenidos desde el
punto de vista metodolégico siguiendo la misma orientacién
g€enexal:

- Definir de conceptos que el alumno conoce de manersa
intuitiva desde greados anteriores.

- Estudio de teoremas y sus demostraciones, asi{ como de las
relaciones que establecen nuevas propiedades, empleando
diferentes procedimientos especiales de demostrecidén y
la realigacién de ejercicios portadores de nueva infor-
macidn.

- Trabajo en la solucidén de complejos de ejercicios para
fijar el contenido, que incluye problemas de cdloculo,
construccidén y demostraecidén convenientemente estructu-
rados pare lograr la sistematizacidén de los conocimien-—
tos esenciales.

- Vinculo de los conocimientos aritméticos, geométricos
Y algebraicos que poseen los alumnos, en problemas pro-
rios de la Geometria y problemas prdcticos de cardcter
geométrico, asi como en funcidén de la visualizacidén y
comprensibilidad de los conocimientos aritméticos y al-
€ebraicos,
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BEn 1la Beleccidn del sistema de métodos de ensefianza que

8e utilicen para el traetamiento del contenido,

68 necesf-

rio que se estimule constantemente el trabajo intelectual
de los alumnos.

El cuadro 11.1 recoge los objetivos y contenidos de la
ensefianza de la Geometria, de acuerdo con la variante es-
cogida para la educacién genersal en nuestro pais.

Cicles

Objetivos fundamentales

Contenidos principales

Propedeu~ Adquisicién de conoci-
tico (1ro mientos y capacidades

Pamiliarizacién con las
figuras y los cuerpos

a 4to relacionadas con los elementalea, descripcidn
grado. conceptos geométricos de sus propiledades. Puntos,
¥ su deascripcidn, asi rectas, segmentos, semi-
como el desarrollo de rrectas, relaciones de
habilidades en el tra— posicién, tridngulos,
zado y construccién cuadrildteros, circun-
de figuras geométri- ferencia y circulo. Planos
cas. y semiplanos. Angulos.
Ortoedro, cubo, pirdmi-
de y cuerpos redondos.
Igualdas de segmentos ¥y
de dngulos.
Segundo Adquisicién de cono- Profundizacidén de los
ciclo de cimientos y capacida— concepntos y propiedades
la ense- des relacionadas con de las figuras y cuer—
filanza los conceptos geomé— pos geométricos elemen—
primaria tricos y sus defini- tales. Ilgualdad y movi-
(5to0 y ciones, miento. Reflexidn,
6to gr.) Desarrcllo de habili- traslacidn y simetria

dades en el cdlculo
geométrico y la apli-
cacidén de Bucesiones
de indicaciones parsa
las construcciones.

central,., Relaciones en—
tre angulos, dngulos
entre paralelas. Tridn-
gulo, relaciones entre
lados, entre dngulos y
entre lados y déngulos.
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Ciclos

Objetivos fundamentales Contenidos principales|

Perimetros de poligo-
nos, Area del rectdn-
gulo y volumen del
ortoedro. Representa-—
cién de puntos en el
primer cusdrante de
coordenadas.

Secundaria
Bésica
(7mo-9no.
grado)

Adquisicién de cono-
cimientos y capaci-
dades relacionadas
con los conceptos
geométricos y sus
definiciones,
Aplicacién de las
transformaciones
geométricas funda-
mentales y sus co-—
nocimientos arit-
méticos, algebrai-
cos y trigonomé-
tricos a la reso-
lucidén de ejerci-—
cios y problemas,

Igualdad de triédngu-
los, teoremas sobre
igualdad de tridngu-
los, construcciones
de tridngulos. Rectas
notables de un tridn-
gulo, propiedades.
Cuadriléteros, propie-
dades. Circunferencig
y circulo sus elemen-
tos. Teoremas sobre
dngulos en la circun-—
ferencia. Poligonos
regulares. Represen-
tacibén de puntos y
rectas en un sistema
de coordenadas rectan-
gulares, Teoremas de
las transversales,
aplicaciones, Seme-—
Janza de poligonos,
seme janza de triéngu-
los, teoremas, apli-
caciones. Homotecisa,
propiedades. Grupo

de teoremas de Pitdgo-
Tas, razones trigono-
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Ciclos Objetivos fundamentales Contenidos principales
métricas en el tridngu-—
lo rectdngulo, aplica~
ciones,

Preuniver- Profundizacién y siste-— Razones y funciones

sitario matizacién de los co- trigonométricas, célcu—

(10mo .- nocimientos geométri- lo en un triféngulo

12mo. gra— cos elementales. Apli- cualquiersa, aplicacio-

do) cacidn de los métodos nes a la Geometria
trigonométricos y ana- plana. Ecuacibén de la
1lfticos en el estudio recta en el plano y en
de las figuras planes el espacio. Vectores,
Yy cuerpos. operaciones entre vec-
tores. Secciones céni-—
cas, sus elementos,
sus ecuaciones y repreJ
sentacidén gréfica. ite-
laciones entre rectas y
planos, relaciones en-
tre planos., Foliedros
regulares,
11. 2 Formacidén y asimilacién de los conceptos de con-

Las
tacado

gruencia y movimiento

transformaciones geométricas ocupan un lugar des-—

en la ensefianza de la Matem&tica.
los movimientos en el plano,

En el caso de

se exige de los alumnos el

dominio de sus propiedades fundamentales, de mansra que
puedan emplearlas en la resolucién de ejercicios de cédlcu-

lo de magnitudes,

construccidén y demostracién.

La introduccién relativamente temprana (en la escuela
primaria) del concepto de movimiento y el estudio de sus
propiedades crea condiciones para familiasrizer a los alum-—
nos con el método de las transformaciones geométricas vy
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disponer de un recurso tedérico de inapreciable wvalor para
la fundamentacién de resultados y de algoritmos de solu-
cién.

Existen en lo fundamental dos vias metodolégicas dife-—
rentes para introducir los conceptos de movimiento y con-
gruencia (o igualdad geométrica), atendiendo al orden de
precedencia entre estos en el curso escolar. Una de estas
vias se remonta a Buclides; en ella, los movimientos y sus
propiedades constituyen el punto de partida y la congruen-—
cia aparece como un concepto derivado (figuras que se pue-
den superponer mediante un movimiento, son congruentes).
La otra via esti asociada a los trabajos de Hilbert y
consiste en introducir como concepto bédsico el de con-
gruencia, definiendo después como derivado de aquel el
concepto de movimiento.

En las consideraciones del presente epigrafe se sigue
la segunda via mencionada. Esta orientacidén permite en
clases una introduccidén més simple del concepto de con-
gruencia, que parte de las nociones intuitivas obtenidas
por los alumnos a travds de su experiencia préctica en la
observacidén de objetos del mundo que les rodea.

Los alumnos comienzan a familiarizarse con el concepto
de congruencia desde el primer ciclo. En diversas situa~-
ciones aprenden a reconocer figuras igusles: segmentos,
polfgonos, lados de poligonos, radios de una misma cir-—
cunferencia y otras figuras conocidas. En el segundo ci-
clo se parte del concepto de congruencia que los alumnos
han fijado en grados anteriores; ellos deben comprender
ahora, que para comprobar que dos figuras planas son
iguales, basta "mover" una de ellas hasta hacerla coinci-
dir con la otra.

Un detalle importante de esta manera de proceder radica
€n que el concepto de movimiento se introduce antes que
8us casos particulares (reflexiones, traslaciones y rota-

civnes), Se denomina entonces movimiento, toda correspon-
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dencia entre los puntos del plano mediante la cual:

2) cade punto del plano tiene exactamente un punto corres-—
pondiente o imagene.

b) Una figura y su imagen son igusales.

Dicho de otra manera: Los movimientos del plano son
las transformaciones de éste gue conservan las distancias
entre los puntose.

RQpasogx sistematizacién de las propiedades de los movi-
mientos

El estudio de la Geometria Plana en la secundaria tiene
como premisa un dominio adecuado por los alumnos de 1los
movimientos y sus propiedades. Estos deben ser capaces
de construir imigenes de figuras sencillas (segmentos,
rectas, édngulos, tridngulos, cuadrilédteros y circunferen-—
cias) por los movimientos estudiados, ademés de reconocer
¥y aplicar sus propiedades en ejercicios variados.

A continuacién serén resumidas las propiedades de los
movimientos que deben fijar los alumnos al inicisrse el
ciclo de secundaria bédsica. Con la presentacién de estas
en esquemas, sSe sugiere un recurso para su sistematizacidn,.

Cuadro 11.2

REFLEXION

® A' es la imagen de A.

® A es el original de A'.

@ r: eje de reflexidn.

@ r es la mediatriz del seg-—
mento determinado por un
punto cualquiera y su ima-—
gens

m_]_r, A0 = TZKY.
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Propiedades de la Reflexidén

Original Imagen

= Recta s. Recta s'.

s Segmento AB Segmento E'BY
Se cumple que A'B'= AE

® Si s|ft, entonces s'||t'.

a Si 8 y k forman al cortarse N A}
un édngulo o, entonces s' y \_\01 -
k* forman el cortarse un e L
éngulo o' tal que oK =K' <)

Cuadro 11g

TRASLACION

PQ: Vector de traslacién.
A' es la imagen de A.

A es el original de A"
Todos los vectores deter-
minados por un punto y su
imagen son iguales a 56
(tienen le misma direccién, &
8]l mismo sentido y la misma

longitud).,. I;\-»

Propiedades de la traslacién

dngulo o, , entonces s* y k°*
forman al cortarse un dngulo
d’ tal que X = OC' ~

Original Imagen

- Recta =s. Recta s'.

- Segmento AB. Segmento E'BY. . »A‘

+ Se cumple que: s||s* y T"B"}| &B. B
- Si gj|t, entonces s'{| t* s e

- Si 8 y k forman al cortarse un o ™
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Cuadro 11.4

ROTACION

Rotacidén alrededor de A e
con el Angulo de rota-

28+7N\
cién o ¥ 180°. I . !

Rotacién alrededor de B
con el Angulo de rotacién a o'

B = 180° (Simetrfa cen-
tral).

P* es la imagen de P,

P es el original de P°'.

Propiedades de la rotacién

Original Imagen

« Recta s, Recta 8'. >

« Segmento AB. Segmento X'BY. \. s

« Se cumple gque A'B's= AB. E 4

. Si 8||t, entonces s*' || t'. -, s’

« 8Si 8 y k formen al cortar- . 4 &'
se un édngulo <K, entonces N e
8" y k* forman al cortarse *.
un édngulo oL'tal que i (8]
X'=

e« Si 0O es el centro de la
rotacién y P' la imagen de/////////
un punto P, entonces \

OP = 0OP'.
(BEn el caso particular de 1la

- -~

\

m’-

Bimetria central,0es el pun-
Jto medio del segmento deter-—

minado por un punto cual- \
[quiera Yy 8u imagen). /EE \

-
-

~ -

-

- -

--_.Dz\_-_--
/u’I

P
/)<
2
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Introduccién de los teoremas sobre la igualdad de trién-
gulos

La aplicacién del concepto de igualdad de figuras geo-
métricas a los triéngulos, requiere una clara nocidén
acerca de loe movimientos y sus propiedades, asi como
ciertas habilidades en el trabajo con &ngulos que sé ba~
san en el reconocimiento de relaciones entre ellos (ad-
yacentes, correspondientes, alternos y otros),

Para motivar el estudio de los teoremas sobre con-
gruencia de triédngulos y lograr que los alumnos compren-—
dan su relevancia, es recomendable seguir una via induc-
tiva. Una manera de hacerlo consiste en crear una si-
tuacién problémica que gire en torno a la siguiente in-
terrogante:

Dados dos tridngulos, se desea demostrar que son
iguales; scuédl es el minimo de igualdades entre elemen—
tos (lados o éngulos) de estos tridngulos, que se requie-
re comprobar?

El enédlisis se puede iniciar presentando construcecio-
nes de triédngulos que no estdn determinadas univocamente
cuando se han dado sdlo dos elementos.

Eemplo 11.1

Fundamenta apoydndote en los esquemas que se dan a
continuacién, por qué un tridngulo no se puede construir
univocamente cuando se han dado solamente:

a) Dos lados.
b) Dos édngulos.
¢) Un lado y el éngulo opuesto a €1.
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Pigura 11.1

a) Coincidencia b) Coincidencia c) Coincidencia
en a y en C. en X vy en © en o<Cy en a.
Ca
Ca Ca
CA a
o A o

Mediante este u otros ejercicios similares, los alum-
nos pueden llegar a la conclusién de que resulta insufi-
ciente considerar dos elementos solamente., De un modo
natural se pasa entonces al anfélisis de los casos en que
se dan tres elementos respectivamente iguales., Esta buls-
queda de relaciones y dependencias se ilustra en un cua-—
dro donde aparecen todos los casos posibles., Para los

casos 4 Yy e se pueden hallar contraejemplos, de mane-—
ra que obtenemos finalmente los teoremas de congruencia
b, 4y f.

Cuadro 11.5

a (®) c (@) E (£)
Tres dngulos Un lado y dos Dos lados y Tres lados
Yy ningdn lado, é4ngulos. un dngulo. y ningdn

dnsulo.
A A A
A ( ¢ N B

La necsesidad de realizar las demostraciones de las
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proposiciones halladas para los casos b, 4d y £f, resulta
del modo en que se han obtenido las suposiciones corres-—
pondientes. En cada caso los alumnos deben participar
en la bdsqueda de una idea de demostracién: considerados
dos tridngulos que cumplen las condiciones del criterio
que se va a demostrar, se fundamenta aplicando propieda-—
des de los movimientos por qué estos tridngulos necesa—
riamente al superponerse coinciden.

A continuacién se ofrecen algunas sugerencias para
conducir en clases las acciones de los alumnos en la
bdsqueda de la demostracién del "teorema de la igualdad

de triéngulos " {.a.f. v,

Ejemplo 11.2

Impulsos del profesor

Reflexiones de los slumnos

iDestaca las premisas y
la tesis del teorema y
explicalas con tus pa-—
labras!
(R.H. Separar premisa y
tesis).

Premisas:

Dos tridngulos tienen dos
lados y el édngulo compren-—
dido respectivamente igua—
les,

Tesis:

Estos tridngulos son igua-
les.

iRepresenta lea relacidn
a travéds de una figura
de andlisis!

(R.H. Confeccionar una
figura de andlisis).

!Formula las premisas y
la tesis utilizando las
variables de la figural
(R.H. Denominar los datos
con variables).

C
R
B
A
2 X
Pigura 11.2
Premisas:

En los tridngulos ABC y PQR
se cumple: BA = QP, BC = QR
YYABC = 3 PQR.

Tesis AABC = SPQR




Paqg. Anterior

Pag. Siquiente indice

(Impulsos del profesor

Heflexiones de los alumnos

(Cudndo podemos afirmar que
dos tridngulos son iguales?
(R.H. Sustituir conceptos
por sus definiciones).

Si todos sus elementcs son
respectivamente iguales, o
81 existe un movimiento que
transforma uno en el otro.

jVamos a tratar de encon-
trar este movimiento! ;Uti-
liza las premisas!

(R.H. Hacer mévil la figu-
ra)

Dadas las premisas se pued:

agsegurar que existen movimien-

tos (eventuslmente diferen-
tes) que transforman:

a) BX en QF

b) BC en QR

c) 4 ABC en 4 PQR

i,Cudl de estos movimientos
nos acerca médsg a la tesis?
(R.H. Buscar relaciones y
dependencias)

Si se aplica un movimiento

que transforma 4- ABC en

4 PQR, entonces:

- Q es la imagen de B (1)

- Ia gemirrecta QP es la ima-
gen de la semirrecta BA |

- La semirrecta QR es la imd-
gen de la semirrecta BC

iQué condiciones faltan pa-
& llegar & la tesisg?

(R.H. Comparer con la tesis
lo obtenido)

Hay que demostrer adn que por
este movimiento: P es imagen
de A y R imagen de C

misas estas condiciones!
(R.H. Sacar conclusiones de
las premisas que no se han
utilizado)

jTrata de deducir de las pre-

le semirrecta QP es imagen

de la semirrecta BA y Q imagen

de B. Como BX = QP (Premi-i

sa), entonces: |

- P es imagen de A (2)

- QR imagen de BC

- Q imagen de B y BY = QK
luego R es imagen de C (3)
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Impulsos del profesor Reflexiones de los alumos
1Qué podemos afirmar enton- Podemos afirmar que existe un
ces? movimiento que transforma el
(R.,Hs Buscar relaciones y D ABC en el & PQR (megin
dependencias) (1), (2) ¥ (3))

jCompara el resultado con 9i existe un movimiento que
la tesis! transforma el A ABC en el
(R,H, Sustituir conceptos A PQR, entonces A ABC = APQR
lpor_sus definiciones)

Si se compare el ejemplo anterior con la representacién
de 18 demostracidén contenida en un libro de texto, se com-
prenderd por qué resulta necesario que el profesor organi-
ce el proceso de bisqueda de manera que los detalles impor-
tantes no queden ocultos & los ojos de los alumnos y que
estos se percaten del proceder heuristico empleado para ha-
llar la cadena de inferencias que conduce de las premisas
a la tesis.

Después de la introduccidn de los teoremas de la igual-
dad de tridngulos, los movimientos y sus propiedades pasan
a un segundo plano pues los criterios obtenidos en estos
teoremas simplifican extreordinariamente las fundamentacio-
nes en ejervicios de cdlculo, construccién y demostrecidn
que se presentan en la ensefianza de la Geometria Plana,.

Las construcciones de tridngulos representan una buena
ocagién para fijar los criterios estudiados. Si se ini-
ciéd el estudio de los teoremas con un e jercicio similar
al del Ejemplo 11.1, estdn creadas las condiciones pare
fundamentar la unicidad de las construcciones que se
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propongan en clases de la asignatura.

EBn el estudio de las construcciones se deben emplear
esquemas apropiados que contribuyan a la memorizacidn de
los pasos, asf como a la sistematizacién de los casos que

se pueden presentar.

Cuadro 11.6
Construcciones de triéngulos (l.8.1), (1.1.1), (2.1.8).

1, (2) . (3) (4) ¢
(1) (2)
A e B A e
(1) (2)
/&\\\\‘
A ¢ (e A ¢

Los ejercicios para la fijacidén de los teoremas de
igualdad de trifngulos deben ser variades, seleccionados
Yy eraduados en atencidén a ciertas peculiaridades propias
del contenido geométrico. En la seleccién hay que tomar
en cuenta incluirs:

- ejercicios para la identificacién de las premisas de
los teoremas unida a la decisidén sobre la igualdad de
tridngulos y la determinacién de sus lados homélogos.




Pag. Anterior Pag. Siquiente indice

Esta identificacién no resulta siempre trivial y es
una condicién necesaria para la aplicacién de los cri-
teriog de congruencia.

— ejercicios de demostracidén y wvinculados a cdlculos.

- ejercicios en los que se presenta una figura y otros
donde se requiere de su elaboracién.

La variedad en este caso, ademés de por el intercambio
entre los elementos dados y buscados,se logra median-
te diversas érdenes o formulaciones que incluyan va-—
riados tipos de ejercicios (construccién, célculo, fun-
damentacién y demostracién).

En la graduacién de los ejercicios es conveniente tener
en cuenta comenzar por identificaciones y construccio-
nes sencillas y pasar después a ejercicios de cédlculo

y demostracién. Un ejercicio aumenta su nivel de di-
ficultad respecto a otros:

¢ 3i reguiere de la elaboracidén de la figura correspon-—
diente, o necesita de méds medios matemédticos y pasos
intermedios para su solucidn.

e si los conocimientos necesarios para la solucién son
conocimientos tratados desde hace mucho tiempo y poco
utiligados en las clases.

e 8i 1la figura necesaria para la solucidn del ejercicio
es compleja (hay tridnsulos u otras figuras superpues-—
tas que dificultan el reconocimiento de 4ngulos y/o
lados correspondientes a tridngulos).

Este reconocimiento es més sencillo cuando no hay su-
perposicién (figuras simples).

®* 8i los alumnos requieren tomar decisiones sobre los

tridngsulos cuya igualdad debe utilizar en la solu-
cidén del ejercicio.

Finalmente hay que tener en cuentsa que los ejercicios
de demostracién en que se aplican los teoremas sobre
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igualdad de tridngulos constituyen un medio importante
en el desarrollo de la capacidad para demostrar y estos

deben ser propuestos de manera frecuente y sistematica
vinculados a los conocimientos gque adquieren los alumnos
sobre cuadriliateros, mediatrices, bicectrices, medianas y
también de otras unidades de contenido geométrico en

otros gradose.

Sobre las propiedades de algunas figuras geométricas

I.os alumnos conocen de grados anteriores los conceptos
de rectas paralelas, de mediatriz de un segmento y de i -
sectriz de un dngulo; han asimilado incluso procedimien-—
tos para el trazado de estas. Antes de dedicarse al and-
lisis de propiedades de las rectas, segmentos y puntos
notables en los tridngulos, deben profundizar en la ca-
racterizacidén de las paralelas, mediatrices y bisectri-
ces como conjuntos de puntos con caracteristicas comunes;
ellos deben estar en condiciones de operar con las infe-
rencias que se derivan de los siguientes teoremas y sus

reciprocos:

= Si un punto C estd en la mediatriz de un segmento EB,
entonces los segmentos AT y BC son iguales entre si.

= Si un punto P estéd situado en la bisectriz de un 4ngu-
lo AOB, entonces sus distancias a los lasdos del &ngulo
son iguales.

— Si dos rectas son paralelas, entonces todos los puntos
de una de ellas estédn a la misma distancia de la otra.

El tratamiento adecuado de estos conceptos y teoremas
adiestra a los alumnos en el empleo del mé&étodo de los lu-—
sares geométricos,. El reconocimiento en diversas situa—
ciones de estos conjuntos de puntos y la aplicacidédn de
sus propiedades en la resolucién de ejercicios, forma
parte de las habilidades bédsicas a desarrollar a través
de lz ensefianza de la geometria.
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En el siguiente cuadro se resumen las construcciones

bésicas con regla y compés,
ofrece una oportunidad muy

mismas en este contexto,
apropiada para insistir en las propiedades de los puntos

de mediatrices, bisectrices y paralelas,

La sistematizacién de las

ya qQue el proce-

dimiento constructivo empleado se fundamenta en las pro-
pPias definiciones de estas figuras.

Cuadro 11.7

Construcciones geométricas bédsicas
Dado Construccidén
- -
c
\ | X© | ray
\ 'r 3 .I . y
— + .‘ —{ - A = -4 [ - =t —
A B A " B A ‘\ 4' 3 A “"1." (e
a ‘ l ! ‘/< c!
o < %

o '
’////,;///; J f>¥///7://*/;' /ﬁ*///‘;//*7:

c

Durante el estudio de las propiedades de las rectas,
segmentos y puntos notables de un triédngulo, no se deben
perder de vista las dificultedes que los a2lumnos afrontan

ante las notaciones introducidas.

Los ejercicios deben seleccionarse cuidadosamente de
manera que no se pierda la.nueva informacidén gue se trans-—

mite a travéds de ellos;

de manera activa los alumnos,

en su solucién tienen que trabajar

para familiarizarse con los
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métodos de resolucién de problemas geométricos y para do-
minar los recursos heuristicos que gufan la reflexién en
estos casos. A continuacién se muestran ejemplos del tra-

tamiento de tales e jercicios.

Ejemplo 11.3

Determina la posicidn del punto P que equidista de tres
puntos no alineados A, B y C.

Solucidén

El alumno debe percatarse de que dados tres puntos no
alineados A, B y C, se puede construir un tridngulo. [1
conjunto de los puntos que equidistan de A y B, es preci-—
samente la mediatriz de AB. Luego P se encuentra sobre
M.

Andlogamente se llega a la conclusién de que P esti
sobre M, (p sobre Mb). Por tanto, P es el circuncentro

del tridngulo ABC,.

Algunos impulsos que pueden resultar dtiles para en-—
contrar la idea de la s$olucién pueden ser los siguien-
tes:
éCuédles son las condiciones dadas en el ejercicio?... Con-
Sideremos entonces tres puntos cualesquiera no alineados
A, By C.

&Qué es lo que se busca o se pide en el ejercicio?
iTienes alguna idea de cémo hallarlo?

(Cuéntos puntos pudiéramos hallar que equidisten de A Y
B? (Cuéles son? ;Dénde se encuentran?

4Qué seré necesario hacer para encontrar ahora un punto P
que también equidiste de A y C?

E,iemplo 11.4
Construir un tridngulo ABC, dados el lado c, la altura
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R, ¥ el dngulo o .

Descripcidén de la construccidén

indice

Iniciamos la comstruccién con
el lado ¢, de manera que obrte-
nemoes los puntos A y B.
portamos el féngulo of de manera
que uno de sus lados es el rayo

Trans-—

AB y el otro queda libre,

C tiene que estars

- pobre el lado libre del dngu-

loLC .

- sobre la paralela aAB,ala

distancia hc‘

Esquema de la construccidn:

Datos Figura de andl
lisis.
C

h, =
AN
A

Figura 11.3

(1)

/B
A [

(2)

Los impulsos tipicos para el tratamiento de las cons-—
trucciones geométricas fueron tratados en el capftulo 6.

Ejemplo 11.5

Demuestra que las bisectrices de un tridngulo ABC se cortan

en un punto I

maos del profesor

Reflexiones de los alumno;

tesia!

!Destaca las premisas y la

!Explfcalas con tus palabras!

Premisa: ABC es8 un trién-
gulo.

Tesis: Sus bisectrices se
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—

Impulsos del profesor Reflexiones de los alumnos

Cortan en un punto I.

jConfecciona una figura de ABC triéngu]f
andlisis! bA’ bB - bc bil
jDenomina los datos con va- sectrices
riables! &

be

A
Figura 11.4

,Qué podemos afirmar en un Podemos afirmar que b, y ba

tridngulo ABC sobre b, ¥ se cortan en un punto al
bc? cual llamaremos l.

LQué condiciones faltan Hay que demostrar todavia
para llegar & la tesis? que la bisectriz bB también

pasa por I.

¢Qué significa que b, ¥ Significa que:
bp se cortan en el puntoI? (1) La distancia de I a AC es
igual a la distancia de I a

iOUtiliza la definicién AB, por ser I un punto de b, e

de bisgectriz de un 4dngu-—

lo! (2) La distancia de I a AC
es ipgual a la distancia de I
a Eﬁ, por ser I un punto de

bc.
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Impulsos del profesor Reflexiones de los alumnos
‘&Qué conclusiones puedes De (1) y (2) se obtiene por
'sacar de (1) y (2)2 cardcter transitivo que la
distancia de I a AB es igual
a la distancia de I a TUB.

iUtiliza la definicién de
bisectriz para saber de

dénde se puede concluir Por la definicién de bisec-

Ique bp pasa por I! triz, I es un punto de by ya
que equidista de los lados
del édngulo B.

{Leloduds)

L

11.3 Tratamiento metodolégico de la circunferencia

Con el estudio del complejo de materia "Circunferencia
¥ circulo" se continda al estudio sistemdtico de la Geo-—
metrfa Plana en el nivel secundario bésico.

Los alumnos aprendieron en grados anteriores a recono-
cer estas figuras en diversas situaciones, por ejemplo en
las bases de cuerpos redondos. Conocen también los con-
Ceptos de radio y didmetro, as{ como la relacién entre
Sus longitudes., Deben tener nociones acerca de la obten-
cién de imégenes de circulos como resultado de un movi-
Mente (basta mover el centro Y trazar otre circunferencia
de igual radio que 1la original) y haber desarrollado des—
trezas en el trabajo con el compés.

Zleboracién de los conceptos de circunferencia, circulo Yy

——

Sus elementos

Un propésito didédctico fundamental de este complejo de
Materia es el desarrollo de habilidades de los alumnos en
€l trabajo con conceptos.

Los conceptos de circunferencia ¥y c¢irculo se definen
SOmo conjuntos de puntos que poseen ciertas propiedades.
“8ta caracterizacién permite incorporarlos al arsenal de



Pag. Anterior Pag. Siquiente indice

que disponen los slumnos para aplicar el método de los
lugares geométricos en la resolucidén de ejercicios.

Con los conceptos de centro, radio, cuerda, didmetro y
arco debe operarse sobre una base més bien intuitiva para
evitar un exceso innecegario de formalizaecidén., No obstan-
te, a travéds de ejercicios se debe garantizar que los
alumnos desarrollen acciones de identificacién, realiza-—
cién y aplicacidén para la asimilacién de estos contenidos.
Un tratamiento similar debe darse a los conceptos asocia-—
dos a las relaciones de posicién entre una circunferencia
¥ una recta (exterior, secante, tangente), o entre dos
circunferencias (exteriores, interiores, concéntricas,

tangentes, secantes).

Los conceptos de dngulo central y de Angulo inscrito,
se definen a partir de la posicidén de sus vértices y la-
dos. La introduccidén previa del concepto "arco de circun-
ferencia" y la determinacidén de su amplitud a partir de la
del Angulo central correspondiente, permite simplificar el
tratamiento de algunos teoremas y ejercicios.

Otros conceptos cuya asimilacién resulta importante,
son los de poligono regular, poligono inscrito, poligono
circunscrito y sector circular.

En el tratamiento de los conceptos, los alumnos deben
desarrollar con una independencia cada vez mayor ejerci-
cios que conduzcan a su asimilacién, pues la comprensién
cabal de un concepto va mfés alléd de la reproduccidén mecéd-—
nica de su definicién, algunas de estos ejercicios exigens

— Determinar las caracteristicas comunes y no comunes de
un conjunto dado de representantesdeun concepto (even-—
tualmente no representantes del mismo o combinaciones
de estos).

— Identificar representantes de conceptos conocidos va-
riando las magnitudes, las proporciones entre é&éstas,
las posiciones Yy notaciones,entre otros elementos.
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- Analizar casos limites y casos especiales de un concep-
to tratado.

- Construir ejemplos (contrajemplos) de conceptos dados.
- Relacionar un concepto con otros conceptos ya conocidos.

— Reconocer diferentes formas de caracterizar un mismo
concepto.

- Sustituir concentos por sus definiciones (Definiendum
por Definiens) , sobre todo para buscar soluciones a
ejercicios de fundamentacidén y demostracién.

Ejercicios con estas exigencias demandan de la ejecu—
cién de las acciones tipicas para la fijacién de concep-
tos (identificacidén, realizacidén y aplicacién).

Los ejercicios de fundamentacién (entre ellos los de-—
nominados de "verdadero o falso'") en los cuales hay que
acudir a las definiciones para determinar el valor de ver-
dad de ciertas proposiciones,son muy favorables para pro-
mover las acciones mencionadas y descubrir eventuales
deficiencias en la asimilacién de conceptos.

Ejemplo 11.6

Di si son verdaderas o falsas las siguientes proposicio-—
nes y fundamenta tu respuesta:

2) Si dos cuerdas de una circunferencia son paralelas,
entonces hay un didmetro de la circunferencia que pa-
sa por el punto medio de estas cuerdas.,

V=<

FPigura 11.5
A
Solucidn

Para llegar a la conclusién de que esta proposicidén
€8 verdadera, hay que remitirse a los conceptos de cir-—

11=
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cunferencia, cuerda, didmetro, mediatriz y rectas para-
lelas. Asf se reconoce en la figura gque A y B estén so-—
bre la circunferencia, por ser AB cuerda.

De manera que A0 = OB, porque todos los puntos de 1la
circunferencia estdn a la misma distancia de su centro.
Luego O pertenece a la mediatriz de AB. Si EF es el dié-
metro contenido en la mediatriz de AB, entonces es un
didmetro que pasa por el punto medio de la cuerda AB.
Como este didmetro es perpendicular a AB, también lo es
a CD, porque AB||CD (premisa). Luego EF es perpendicu-
lar a CD y contiene al punto 0 que equidista de C y de
D. De esto Wltimo se deduce que EF estd contenido tam-—
bién en la mediatriz de TD y por tanto es un didmetro que
pasa por el punto medioc de la cuerda Tbh.

Los alumnos deberdn reflexionar si el caso contenido
en 1la figura de anflisis se puede generalizar.

Bisqueda de ideas de solucidén en demostraciones y ejer-—
cicios de determinacidén en la circunferencia

Otro propésito esencial del complejo de materia "Cir-
cunferencia y circulo" es continuar desarrollando capa-—
cidades y habilidades en la demostracién de proposiciones.
Para ello resulta dXil que los alumnos tengan sus cono-—
cimientos disponibles y listos para ser aplicados, asf
como organizados y sistematizados de manera que puedan
encontrar de modo racional los medios mateméticos necesa—
rios para la solucidn. Los alumnos deben recibir una
instruccidén heuristica, es decir, una ensefianza conscien-—
te y planificada de los procedimientos heurfsticos que
permitan racionalizar el trabajo en 1la bdisqueda de ideas
de soluciones, en particular, ideas de demostracién (ver
epigrafe 3.3 sobre los procedimientos de solucidén heuris—
ticos). Ademés los alumnos se deben familiarizar con las
formas de trabajo y de pensamiento mateméticos.

Entre las formas de organizar, sistematizar y tener
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disponibles los conocimientos matemédticos, de modo que
puedan ser dtiles para el empleo de las formas de trabajo
y pensamiento que tienen una connotacién especial en las
jemostraciones de este complejo de materia, estd el cono-
cimiento por los alumnos de que:

a)

b)

c)

Para lg demostracién de la igualdad de segmentos o én—
gulos, se acude frecuentemente a la superposicidén de
figuras mediante movimientos, pero se dispone también
de los teoremas sobre igualdad de tridngulos y algu-
nas propiedades de figuras conocidas (dngulos bases en
tridngulos isésceles, radios de una misma circunferen-—
cia, etédtera). En el caso de éngulos, ademés, estén
los teoremas de paralelas cortadas por una secante y
relaciones entre édngulos de un tridéngulo.

En la medida en que avanza el estudio de los conteni-
dos propios del complejo de materia, se incorporan
otras proposiciones que establecen relaciones de
igualdad entre édngulos, segmentos y arcos.

La demostracién del paralelismo entre rectas o segmen-—
tos se apoya en los reciprocos de los teoremas sobre
éngulos entre paralelas, pero también en propiedades
de los movimientos (conservacién del paralelismo).

Como medios de demostracién para verificar la perpen-
dicularidad entre segmentos se emplean las propiedades
de 1®s mediatrices o proposiciones conocidas en cuya
tesis se concluye que un édngulo es recto (por ejemplo:
s8i un dngulo es adyacente a otro igual a €1, entonces
este dngulo es recto). A estas inferencias se afiade
en el complejo de materia en cuestién, el teorema de
Tales sobre el dngulo inscrito, asi como el teorema
que establece la perpendiculeridad entre las tangentes
a una circunferencia y sus radios de contacto.

En cada uno de los siguientes e jemplos se muestra la

bisgqueda de una idea de solucién basada en las explicacio-
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nes anteriores.

Ejemplo 11.7

En una circunferencia de centro O, se han trazado los
didmetros AB y Th. Demuestra que las cuerdas CB y AD
son iguales y paralelas,

Idea de solucidén

Para demostrar la igualdad de las cuerdas, se puede
probar que existe una simetria central que transforma

CE en AD.

La demostracidén del paralelismo, se puede apoyar en el
reciproco del teorema sobre Adngulos alternos entre para-
lelas,

Al discutir retrospectivamente la demostracidén se debe; -

analizar otras vfas posibles, en este caso por e jemplo se
podria iniciar el trabajo aplicando un teorema sobre la

igualdad de tridngulos.

Ejemplo 11.8

2
En la figura: A/ Q
QE pasa por O, AB = IC ' c

y BM = MC. E

Demuestra qu~ AD | QE. D

Figura 11.6

Idea de solucién

¢Cémo puedes llegar a asegurar que AD | QE?

Demostrando que los éngulos adyacentes AEQ y DEQ son
iguales,

.C6émo demostrar que estos dngulos son iguales?

Probando que los tridngulos AEQ Y DEQ son igusales,
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JPuedes establecer la igualdad de algunos de sus ele-~
mentos?

Solamente que EQ es un lado comdn.,

sQué otras condiciones necesitas para concluir que los
tridngulos son iguales?

Bastaria con verificar que: AQ = DR y X AQE = X DQE.
;,Cémo demostrar gque AQ = DQ?
Probando que el tridngulo AQD es isésceles de base AD.

JPuedes deducir de las premisas que este tridngulo es
isésceles?
—~—~ ™~
De los datos AB = AC y BM = MC, se deduce que a los
éngulos inscritos ADQ y DAQ corresponden arcos iguales.

i,Cémo demostrar que 2 AQE = 2 DQE 9 SExiste
la posibilidad de considerar otros triédngulos? ;Cufles?

Trazando DO y UA se obtienen los tridngulos OAQ y ODQ.
Estos tridngulos son iguales ({. f. f;). por tanto:

¥ AQE = 4 DQE.

Plan de solucién
1. Trazar las lineas auxilisres UA y OD.
2. Probar que el triéngulo AQD es isésceles.

3. Concluir que AQ = DQ.

4. Probar que son iguales los trifngulos 0AQ y 0DQ.
5. Concluir que < AQE = <K DQE.

6. Probar que son iguales 1lo0s tridngulos AEQ y DEQ.
7. Concluir que ¥ AEQ = 4 DEQ = 90°.

En este ejemplo para llegar a probar la perpendicula-—
ridad se requiere incluso una construccién auxiliar, la
idea de la demostracién se encuentra con ayuda de la estra-—
tegia de trabajo hacia atrés Yy 1 plan de soclucién se
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elabora sobre esta base,

Ejemplo 11.9

En la figura, la semirrecta AC es
tangente a la circunferencia C (0;0B)
en A y X AOB = 120°. Halla X BAC. & &
(La orden puede sustituirse por: De-

muestra que X BAC = 60°). ¢

Figura 11.7

Idea de solucidn

&Qué informaciébn podemos obtener de inmediato a partir
de los datos?

El tridngulo AOB es isésceles de base AB pues OA = OB
(radiocs),

Ademéds x OAC = 90° pues la tangente es perpendicular al
radio que pasa por su punto de contacto.

cPodemos determinar shora la smplitud del % BAC? [;Cémo?
Hace falta restar ( & BAC = X OAC - X OAB)
isConocemos la amplitud del & OAB? ;Podemos calcularla?

Como 24 AOB = 120°y el triéngulo AOB es isésceles, enton-—
ces no hay problemas para ello,

Este es un ejercicio de cédlculo (determinacién de mag-
nitudes) en el que se exige hallar por métodos deductivos
la amplitud de un dngulo (también podria haber sido la lon-—
gitud de un segmento, perfmetroc o érea de figuras, etcéte-—
ra) y que requiere de razonamientos andlogos a los empleados
en los ejercicios de demostracién. En este casoc la idea de
la solucidn se encuentra con ayuda de la estrategia del
trabajo hacia adelante.

Algunas proposiciones importantes de la teoria pueden
introducirse a través de los ejercicios portadores de nueva
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informacién. En estos casos debe destacarse como una ga—
nancia metodolégica del ejercicio la nueva proposicidén ob-
tenida y amplearla con la mayor rapidez posible en la so-
lucién de otros ejercicios.

“jercicios de construccién en gue intervienen puntos de

la circunferencia

Un tercer propésito esencial del complejo de materia
fCirunferencia y circulo" estd dirigido al desarrollo de
habilidades en la realizacién de construcciones geométri-
cas.

En los ejercicios gus se realizan con este prépdsito,
se continda profundizando en la aplicacién del método de
los lugares geométricos. Los conceptos de circunferencisa
v circulo, las caracteristicas de algunos de sus elemen-
tos (redio, diédmetro, tangente, etcétera), asi como un
conjunto de relaciones importantes (relaciones de posicidn
entre una circunferencia y una recta, o entre dos circun-
ferencias; relaciones entre una tangente y su radio de
contacto; relaciones entre édngulos, cuerdas y arcos; en-
tre otras) se incorporan a los medios estudiados sistemé~-
ticamente en grados anteriores para la realizacidén de
construcciones geométricas.

Algunzs de las construcciones de este complejo entrafian
procedimientos que deben ser fijados como habilidades bé-
Sicas, entre ellos:

a) Trazar la tangente a una circunferencia por un punto
dado de ella.

b) Trazar la tangente a una circunferencia por un punto
dado exterior a ella.

¢) Comstruir la circunferencia gque pasa por tres puntos
dados.

d) Inscribir en (circunscribir a) una circunferencia un
polisono regular y viceversa.
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e) Construir un tridngulo rectdngulo en C, dados el lado
c ¥ la altura h, (aplicecidén del teorema de Tales).

Los alumnos no sélo deben aprender a realizar construc-—
ciones més complejas, también se exigird de ellos paulati-
namente un mayor desarrollo del pensamiento gmométrico
espacial en ejercicios que demandan un poder de absi.rac-—
cién elevado.

A continuacidén se presentan dos ejemplos de construc-—
ciones, la primera de ellas es8 de las consideradas bdsi-
cas, después se trata una que regquiere méAs medios para su
fundamentacién y una elevada abstraccién para hallar las
soluciones posibles.

Ejemplo 11,10

Construye un tridngulo rectdngulo ABC, sabiendo que su
hipotenusa ¢ mide 8 cm. y que la mltura relativa a ella

ho mide 3 cm.

Deascripcidén de la construccidén

Se conoce Se construye (Figura 11.8)

1. ¢ = 8 cm El segmento AB = c.

2. by, = 3 cm Una paralela a AB a una distan-—
cia de 3 cm,

3« X ACB = 90o La circunferencia con centro en
el punto medio de AB y diémetro
iB.

4, E1 punto C debe Uno de los triéngulos AC1B é

estar en la inter- AC,B (de existir dos interseccio=-
seccién de la para— | nes). Si no hay interseccién la
lela y la circunfe- | construccién no es posible.
rencia trazadas (si
esta interseccidén
existe).
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Figura de anflisis Construccién
'1'12 By4
e W
C SessestmgTTToTT = X - -
' i £ N
7 \he — 4 — = + —
2 2 A i & A ~M B

Figura 11.8

Ejemplo 11.11

Construye una circunferencia que sea tangente a una
recta t dada y que pase por un punto P situado fuera de
ella.

Idea de solucidén

El alumno conoce gue la circunferencia buscada debe
pasar por el punto P y por un dYinico punto T situado en
la tangente. El centro de la circunferencia buscada es-—
tard a la misma distancia de P que de T, luego estd si-
tuado sobre la mediatriz de PT. Pero, al propio tiempo
el centro ds la circunferencia estard sobre la perpendi-
cular a la recta t gque pasa por el punto T,

Este ejercicio aparentemente
sencillo, tiene infinitas solu-
ciones, Algunas de las solucio-
nes més evidentes se muestran

en la figura: Las circunferencias
(0 ; T3T5), (O,; O.T,) v Pigura 11.9
(03; BETS) pasan todas por P y

son tangentes a la recta t.

11.4 Aspectos metodoldgicos esenciales del tratamiento
de la seme janza
E1l complejo de materia "Seme janza" ocupa un lugar cen-—

123
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tral en el estudio de la Geometria del nivel medio bési-
co. Los gslumnos se familiarizan en este complejo con una
nueva correspondencia biunfvoca del planoc en s{ mismo

(1a homotecia), la cual en combinacién con los movimien—
tos ya conocidos conduce al concepto de transformacidén
seme jante.

En la direccidén de las actividades de los alumnos para
asimilar los contenidos de este complejo, se debe partir
de los conocimientos y habilidades adquiridos por estos
éen el trabajo con proporciones, con movimientos del plano,
con las propiedades de los poligonos y con los criterios
de congruencia de triéngulos.

Los aspectos metodoldégicos méAs importantes estdn rela-—
cionados con el tratamiento del teorema de las transver-—
aales)de los teoremas de semejanza de tridngulos, de 1los
conceptos de homotecin y transformacidén semejante, del
grupo de teoremas de Pitdgoras, asi como de la aplicacién
de estos conocimientos en la resolucién de ejercicios y
problemas,

Para estructurar estos contenidos existen diferentes
vias, de las cuales se describirédn agui sélo dos varian-
tes. In la primera de ellas: se comienza con una reacti~
vacién de los conceptos de igualdad y movimiento; una
vez consolidados estos, se construye (a través del anédli-
sis de ampliaciones y reducciones a escala) el camino que
conduce a la definicidén del concepto de homotecia; de ahf,
se pasa a la construccién de imégenes por homotecias 1o
cual crea el clima necesario para introducir el teorema
de las transversales; los teoremas sobre la seme janza de
tridngulos y el grupo de teoremas de Pitdgoras cierran
esta variante, En la segunda variante: los primeros con-—
ceptos que se definen son los de "razdén entre segmentos" Yy
"segmentos proporcionales", de manera que se pueda pasar
directamente al teorema de las transversales y sus apli-
caciones; después se introduce de forma intuitiva el con-—
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cepto "figuras geométricas semejantes", centrando la
atencién en los teoremas sobre semejanza de tridngulos;

a continuacién se estudian las homotecias y las transfor-
maciones de semejanza, con énfasis en la aplicacidén de
sus propiedades en la resolucidén de ejercicios de célcu-—
lc, construccidén y demostracién; por udltimo se trata el
srupo de teoremas de Pitigoras.

Las reflexiones de este epigrafe se realizarén siguien-—
do el hilo conductor de esta dltima variante,

Sobre el tratamiento del teorema de las transversales

Resulta conveniente rememorar previamente las cuestio-
nes relativas al cédlculo con razones y proporciones, A
través de ejercicios apropiados se repasan con esta in-
tencidén los siguientes conocimientos que sirven de base
al complejo de materia "Seme janza':

— Dos cantidades pueden compararse hallando la razén en-—
tre ellas, es decir, planteando el cociente y simplifi-
céndolo tanto como sea posible,

— 21 planteamiento de una igualdad entre dos razones se
denomina proporcién y en toda proporcién el producto
de los medios es igusal al producto de los extremos.

Los alumnos conocen por experiencia préctica y por el
trabajo que han desarrollado en otras asignaturas, que en
la elaboracidén de mapas y en otras muchas labores tienen
una gran importancia las reproducciones a escala. De ma-—
nera que, la motivacién del complejo de materia, puede
partir de 1la necesidad de definir el concepto de figuras
seme jantes y estudiar las propiedades que caracterizan
un nuevo tipo de transformacidén geométrica que constituye
la base de las ampliaciones y reducciones a escala.

Es importante que los alumnos comprendan el teorema de
las transversales y su demostracién. Como preparacién
previa estos pueden realizar ejercicios gque conducen a
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suposiciones ascciadas al teorema y gue paulatinamente in-
troducen las reflexiones que forman parte de su demostra-
cién, como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 11.12

En la figura, PAB es un trién-
gulo, hy y h, alturas. Deduce
la siguiente proporcidn:

Ejemplo 11.13

En la figura, AB || Cbp, hy ¥
h4 alturas respectivas de
los triéngulos ABC y ABD.

Demuestra que las Areas de
estos tridéngulos son iguales,

Figura 11.11

P
Ejemplo 11.14 /&\

En la figura, PCD es un trién-— ks /] } h
gulo, AB || CD, kB, ¥ h, son al- 3

turas respectivas de los
tridngulos PBC y PAD. Z:

Deduce la siguiente proporcion :

PC Ry Figura 11.12

PO h

1

Un alumno gue sge ha enfrentado con é€xito a la solucidn
de lo0os ejemplos anteriores, estd en condiciones de seguir
con comprensién la demostracién de la primera parte del
teorema de las transversales formulada de la manera si-
guiente:
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Teorema: Si dos semirrectas de origen comin PC y PD
(no situades sobre la misma recta) son cortadas por dos
rectas paralelas PC y BA, entonces se cumple que la razdn
entre dos segmentos de una de ellas es igual a la razdén
entre los dos segmentos correspondientes en la otra, es

decirs:

(1)

(2)

(3)

R ISEEL
9id e gl

FPigura 11.13

Nétese gue para la deduccién de la segunda proporcién
(2), después de resueltos los ejemplos anteriores, sélo
falta aplicar el carédcter transitivo en la igualdad
PE _ b, . PC y transformar convenientemente.
b2:} h, FD

Para facilitar aifn méds la comprensién de esta demos-—
tracién se deben emplear medios de ensefianza apropiados.
En este caso se ha desarrcllado un juego de retrotrans-—
parencias gque al superponerse componen la imagen visual
auxiliar necesaria (que se corresponde con la figura
11.13). E1 juego estd integrado por cinco lé&minas debida-

mente acopladas:

I. Lé&mina de bases
Paralelas AB y CD, asi como semirrectas PC y PD (color

negro)e.

II. Léminas para superponers:

a) Superficie triangular FPAB (azul), con alturas h,
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(roja) y h, (verde).

b) Superficie triangular ACB (roja), con altura h1
(roja).

c) Superficie triangular ADB (verde), con altura h,
(verde).

d) Alturas h3 Yy b, (negras).

Otro aspecto importante en el tratamiento del teorema
de las trangversales es el reconocimiento por parte de
los alumnos de las proporciones que se pueden establecer
en los casos en gue las paralelas y las semirrectas va-
rfen de posicidén en el gréfico. Algunos de estos casos
(Pigura 11.14) deben introducirse en ejercicios, para
alcanzar la generalizacidén indispensable sin abrumar a
los escolares con disquisiciones tedricas al respecto.

g P
a
" IR
_ N b
\C / \ a\\b\
allbllc Figura 11.14

En los ejercicios que realicen los alumnos con la fi-
nalidad de fijar el teorema de las transversales, resulta
importante variar las posiciones de las paralelas y de
las semirrectas de origen comin, de maenera que ellos sean
capaces de reconocer en diferentes figuras, cuédles son
las proporciones gque se pueden establecer., También se
tendréd en cuenta la resolucidén de ejercicios de c&lculo
(ejemplo 11.15) en los gue, dada la figura y las longitu-
des de tres de los segmentos correspondientes a unsa de
las proporciones, haya que determinar la longitud del
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cuarto segmento,

Ejemplo 11.15

Calcula las cantidades gue corresponden a los espacios
en blanco en la tabla siguiente (ver figura 11.13).

FA PC AT B TA EA
a) 6 cm |7,5 cm 3 cm
b) 2,1 cm 0, 6¢C 3, 15cm
c) 3,7cm|5,3 cm 16 mm

El teorema de las transversales tiene un conjunto de
aplicaciones gque permiten resolver con sencillez y ele-—
gancia problemas de cédlculo, construccién y demostracién
aparentemente muy complicados. El tratamiento de algunas
de estas aplicaciones en las clases de la asignatura con-—
tribuye al desarrollo de habilidades de los alumnos para
vincular la teoria matemdtica con la préctica. En los
textos escolares se incluyen generalmente con este pro-
pésito ejercicios que exigen:

— construir segmentos que estén en una razén dada o divi-—
dir interiormente un segmento en una razdén dada;

- determinar la distancia entre dos puntos de un terreno
cuando existen obstdculos en este gque no permiten apli-
cer procedimientos directos de medicién;

- estimar la altura de una torre (un édrbol, una antena,
etcédtera)colocando una estaca paralela a esta y apli-
cando el teorema teniendo en cuenta gque una semirrecta
estd orientada en la direccién de la base y la otra pa-—
sa por los extremos superiores de la estaca y la torre;

- reconocer el fundamento de algunas aplicaciones técni-
cas en teodolitos, compases de precisién, pantégrafos
o cufias de medicién, entre otras.
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Introduccién de los teoremas sobre la seme janza de triidn-

gulos

El concepto de figuras geomdétricas seme jantes puede
s8er introducido de manera intuitiva al igusl que en el
caso de la igualdad. Siguiendo este criterio, dos figu-
ras se denominarén seme jantes, s8i tienen la misma forma
ain cuando posean distintas dimensiones; tal es el caso
de las figuras obtenidas por ampliaciones o reducciones
a escala con las cuales los alumnos estén familiarizados
de antemano.

Para estudiar las propiedades de estas transformacio-—
nes se limita inicialmente el anédlisis a los tridngulos
seme jantes. Esta manera de proceder simplifica diddcti-
camente el tratamiento de la semejanza y la homotecia,
pero obliga a definir el concepto de semejanza de poligo-
nos sin mucho detalle previo con respecto a las caracte-—
risticas invariantes que componen su definicién:

Dos polfgonos son semejantes si tienen sus dngulos
respectivamente iguales y sus lados homélogos son propor-
cionales,

La introduccidén de los teoremas sobre semejanza de
triéngulos puede realizarse estableciendo analogfas con
los teoremas sobre la congruencia de estas figuras geomé-
tricas.

Por definicidén, dos tridéngulos ABC y DEF son semejantes
(y se denota A ABC o> A DEF), si tienen sus Angulos res—
pectivamente iguales y sus lados homélogos son proporcio-
nales.

Sin embargo, andlogo al caso de la congruencia, el nu-
mero de comprobaciones puede simplificarse, En el si-
guiente cuadro, 86 resumen todas las combinaciones posi-
bles de pares de lados y de dngulos con el objetivo de
racionalizar esta labor.
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Cuadro 11.8
Criterios de semejanza de tridngulos

Pares de lados proporcionales

0 1 2 3
ARDES N
y \\\ NN
Cantidad de pares '\p.a.\b\ \?g§\53§

de Angulos que
coinciden

[N D amma N
> SURSONNRY \\\\\\-\\\

x*\--\

w N |[= |O

?/r/
7wl

%a

En dependencia del nivel de abstraccidén y generaliza~—
cién que poseen los alumnos, se pueden asignar tareas dife-
renciadas para el anflisis de los casos extremos, de mane-
ra que se argumente en clases por qué basta considerar dos
dngulos iguales y se hallen contraejemplos que fundamenten
la razén por la cual no basta considerar dos lados y un
dngulo cualquiera.

Una vez que se hayan obtenido los teoremas sobre la
seme janze de tridngulos y haya sido motivada la necesidad
de su demostracibén, pueden emplearse diferentes procedi-
mientos para probar su veracidad lo cual depende de la
via seleccionada para estructurar el complejo de materia.
Una manera relativamente sencilla de hacerlo, se basa en
la introduccién previa del siguiente teorema (fundamental
de semejanza) con su demostracidn:

Toda recta parslela a un lado de un tridngulo, forma
con los otros dos lados (o con sus prolongaciones)
otro trifngsulo que es semejante al tridngulo dado.

Este teorema, como se muestra en el siguiente ejemplo,
puede emplearse como medio de demostracién para hallar la
idea de solucién en el momento de probar los teoremas so-—
bre semejanza en los cueles aparece como premisa alguna
igualdad de pares de éngulos.
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Ejemplo 11.16
Teorema(p.a2.p.): Si dos tridngulos tienen dos lados

respectivamente proporcionales e iguales el dngulo compren-—
dido entre dichos lados, entonces estos tridngulos son

Sseme jantes. A
Premisas: XA =< P
AC AB
—— = et —
PR PQ 5

Tesis: A ABC o A PQR

Demostracidn:

Si XA = XP, entonces existe un movimiento mediante
el cual se puedensuperponer estos dngulos de manera que
coincidan.

Si se aplica este movimiaento, el tridngulo ABC se trans-
forma en el tridngulo PB'C' y por lo tanto:

AABc = A PB'C* (1)

De donde: PC' = AC (2) (Por ser lados homdélogos
en tridngulos iguales)
PB' = AB (1)
Pero: AC _ AB (4) (Por premisa)
PR PQ
Sustituyendo (2) y (3) en (4), tenemos que: PC'_ PB'
PR PQ
Por tanto: C'B! Il RQ (Por reciproco del teorema de

las transversales).

Tenemos entonces, por un lado al tridngulo PQR y una
paralela B'C' al lado QR de este, y por otro lado podemo3s
sustituir a A PB'C’ por 4 ABC.

Luego APB'C' O APQR (5) (Por teorema fundamental

de semejanza).
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De (1) ¥y (5) podemos concluir gue DABC o~ A PQR
(l.Geeds)

Ejercicios de construccidén en gque intervienen homotecias

Los ejercicios de construccién en que se aplican se-—
me janzas, resultan de un alto grado de complejidad para
los salumnos de la ensefianza media. Su tratamiento en
clases debe estar dirigido al desarrollo de capacidades
para construir figuras y transformar estas mediante homo-
tecias o movimientos, teniendo en cuenta las condiciones
que aparecen en los datos. Un aspecto importante de este
adiestramiento radica en que los alumnos deben identifi-—
car cuél figura pueden construir inmediatamente con parte
de los datos y cuédles transformaciones tendrdn que reali-
zar para agotar las condiciones dadas en el ejercicio de
congtrucciébn.

En los libros de texto de la asignatura, las aplica-
ciones més frecuentes se dirigen a construir figuras
cuando los datos determinantes son proporcionalidades en-—
tre segmentos y a inscribir (o circunscribir) una figura
en otra dada. En cada caso se requiere elaborar en clases
un procedimiento de construccién claro y comprensible, asi
como su fundamentacién tedrica, con la participacién ac-
tiva de los alumnos.

Los pasos esenciales en la resolucién de estos ejerci-—
cios de construccién son los siguientes:

i) Construir una figura auxiliar que cumpla la mayor can-—
tidad posible de condiciones gque se exigen para la fi-
gura buscada.

ii) Construir la figura buscada, como imagen de la figura
auxiliar por una transformacién de seme janza.

Con el empleo de hojas de trabajo convenientemente
€laboradas y distribuidas por el profesor, puede ahorrar-
Se un tiempo considerable, tento @n clases como en el es-—

133
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tudio individual. De esta manera se logra que los alum-
nos geconcen trgn en lo esencial de la construccién y se
crean me jores condiciones para el control de los resulta-

dos.

En los siguientes ejemplos, se evidencia lsa compleji-
dad de estos ejercicios de construccién en los que la
idea de solucidén surge s6lo despuéds de profundas reflexio-
nes sobre el contenido.

Ejemplo 11.17

Construye un trifngulo ABC con a:c = 2:3; A= 300;

hc = 1 Clle

Plan de solucién

1. Primeramente, se construye Fipura 11.16
como figura auxiliar un
tridn;-uloe A'B'C'con c
at =2 cm, % = 3 om iy 4
= 30°. s e
Se traza ademés le altura //////' /L «
- A ]

2. EFl triféngsulo buscado es seme jante el tridngulo A'B'CY,
perc con hC = 1 cm.
wuste triéngulo se obtiene trazando una rccta r parale-—
o

la o ATBY que se encuentre a una distancia de C' igual

a 1 Ch;e

3. 5€ hace coincidir C con C' y se completa el tridngulo
buscado ABC, cuyos vértices A y B estdn situados en
las intersecciones de la recta r con los lados TA' ¥y
CB* (o con sus prolongaciones).
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Ejemplo 11+18

Inscribe un cuadrado en un rombo ABCD , con AB = 6 cr

y 4 aBC = 110°.

Pasos para resolver el eJercicio

1.

Se lee cuidadosamente el texto del ejercicio y se ana-
1izan las condiciones dadas para la construccién.
Estas condiciones se van resumiendo sistemdticamente

y se construye una figura de andlisise.

a) ABCD debe ser un rombo, Figura 11.17 C
con AB = 6 cm ¥y
X ABC = 110°.

b) Cada vértice del cuadra—
do Z=FGH debe estar situa-
do sobre uno de los lados
del rombo ABCD.

¢) Las diagonales del rombo
serédn ejes de simetria del
cuadrado (mediatrices de
sus lados). A

Se recuerda que ya han sido resueltos ejercicios si-—
milares (inscribir un cuadrado en un triéngulo © en
una semicircunferencia).

Siguiendo razonamientos andlogos a los realizados con
anterioridad, se llega a la conclusién de que existen
varios cuadrados gue cumplen las condiciones 8) ¥y C).
Se construye como figura auxiliar uno de estos cua-—
drados, es decir: se construye el rombo ABCD, se tra-
zan sus diagonales y se construye un cuadrado de ma-—
nera que estas diagonales sean mediatrices de sus
lados.

As{ pues, el cuadrado EFGH buscado es imagen de
E'F'G'H' por una homotecia de centro en F.
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le Palta sélo la razdén de homotecia para completar los
datos necesarios para llevar a cabo la construccién,
pero se conoce gque la imagen de cada vértice del cua-
drado imagen estard situada en la prolongacidén de una
de las diagonales de E'F'G'H' y ademéds en uno de los
lados del rombo ABCD.
Se indica el procedimiento y se realiza la construc-—
cién.

5. Se comprueba gue el cuadrildtero EPGH construido es
efectivamente un cuadrado y se discute la unicidad
de la solucidn.
Con respecto a la via de solucibén, se reconocen otras,
por ejemplo: considerar una de las diagonales del rom-—
bo como base de un tridngulo isdsceles, inscribir en
este tridngulo un recténgulo cuyos lados estén en la
razén 1:2, y obtener por simetrigacién la figura com-
pleta tomando la misma diagonal del rombo como eje de

sime tria.

Sobre el tratamiento del grupo de teoremas de Pitédgoras

Con ayuda de los teoremas de la semejanza de tridngu-
los, pueden deducirse con cierta facilidad otros teore-—
mas que expresan relaciones en los trifdngulos rectdngulos,
entre ellos el teorema de Pitégoras.

Antes de proceder a la introduccidén de este grupo de
teoremas en las clases de la asignatura, es necesario fi-
Jar algunos conceptos y denominaciones, as{ como ciertas
proporciones bédsicas que se cumplen en todo triféngulo
rectdngulo como las siguientes:

— La suma de las longitudes de los catetos es mayor que
la longitud de la hipotenusa.

— La suma de los éngulos adyacentes a la hipotenusa es
2 o
igual a 90 .
— Al mayor de los éngulos agudos se opone siempre el ma-



Pag. Anterior Pag. Siquiente indice

yor de los catetos.
— Los catetos son ademéds alturas del tridngulo.

- La altura relativa a la hipotenusa divide al tridéngulo
en otros dos tridngulos semejantes a €1,

Una vez fijadas estas relaciones, es posible construir
con la activa participacién de los alumnos el siguiente
cuadro con su figura de andlisis.

Cuadro 11.9

Figura 11.18

AABC | aaDC | aBoC
Hipotenusa c¢ | b a

Cate to ] &
opuesto al \ N\\\\\\

dngulo o€ a h P h

Cateto

opuesto DL C) 8
al dngu-— AH—Pa-qf =)

10 (3 b q_ h i~ = —=

Dada la semejanza entre sf de estos triéngulos, que
los alumnos deben ser capaces de demostrar de forma in-
dependiente, se puede arribar a la formulacién de un nui-
mero relativamente alto de proposiciones, De ellas, con-—
ducen a teoremas importantes, aguellas en gue se repite
uno de sus elementos:

h:p = gq:h (porque A ADC © A BDC)
a:p = c:a (porque 4 ABC o> A BDC)
b:q = c:b (porque A4 ABC o> a ADC)
Los teoremas deducidos de esta manera, una vez enuncia-—

dos, pueden ilustrarse con ayuda de las figuras gue se
reproducen a continuacién.
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Figura 11.19 Pigura 11.20 Figura 11.21
C C.
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-—"'l <" 2 s

stp.cl s=#<| lo=icsq

Estas ilustraciones constituyen un recurso para memo-
rizar los teoremas de las alturas y de los catetos formula-
dos como se ejemplifica seguidamente para el primero de
los casos (Pigura 11.19).

"En todo trifngulo recténgulo, €l Area del cuadrado
construido sobre la altura relativa a la hipotenusa
es igual a la del rectdngulo construido con los seg-—
mentos que la altura determina sobre la hipotenusa,

Conocido el teorema de los cutetos (Figuras 11.2C y
11.21), los alumnos deben llegar por si solos a deducir
el teorema de Pitégoras. De las iguseldades b2 = CaQq ¥
32 = C.py S€¢ llega fAcilmente a gue a° + b2 = CeP 4+ C.Q =
=c¢c (p + q) = c2.

Al hallar los reciprocos de estos tres teoremas, se
insiste en el cardcter reductivo de egte procedimientoc y
en la necesidad de proceder a la demostracidédn, jpara 1o
cual Be emplea el mé€todo indirecto. Bl siguiente cuadro,
que puede ser reproducido en un medio de enserianza apro-—-
piado puede emplearse en la sistematizacidn de dichos

teoremas,

Cuadro 11.10
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Teorema de Pitégoras: Reciproco del teorema de Pi-
Premisa: ¥ = 90° tdgoras:
Tesis: c2 = a2 + b2 Premisa: c2 = a2 + b2
Tegis: ¥ = 90°
Teorema de las alturas: Reciproco del teorema de las
Premisa: & = 90° alturas:
Tesiss: ]3 = p.q Premisa: B = Peq
Teiis: Z'= 90°
Teorema de los catetos: Reciproco del teorema de los
Premisa: ¥ = 90° catetos:
Tesis: 32 = CepP (b2=c.q) Premisas a2 = CepPo (b2 = C.q)
Tesis: X' = 90°

11.5 Aspectos metodolégicos esenciales del complejo de
materia trigonometria

11 contenido trigonométrico se enmarca dentro de la
materia de ensefianza en la linea directriz Geometria. En
sus ori~enes la Irigonometria tuvo por objeto el estudio
de las relaciones matem&ticas entre los lados y éngulos,
de un trifdngulo aplicéndolas a la determinacién de los
elemenios desconocidos deesle cuando es conocido cierto
nimero de ellos.

Actualmente la Trigonometria revine en una teoria dos
tipos muy diferentes de aplicaciones. Por una parte, los
elementos trigonométricos pueden ser utilizados para es-—
tudiar las relaciones numéricas entre los lados y 1los
édngulos de los triéngulos y por otra parte pueden utili-
zarse para analizar los problemas relativos =a los hechos
periddicose.

Problemas dentro de la primera aplicacién mencionada
pueden presentarse en el deslindamiento de terrenos, la
astronomfa, y la mecénica, y del segundo tipo pueden pre-
sentarse en el estudio de fendémenos eléctricos, de la
teoria de las vibraciones y en otras miltiples ramas de
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la ciencia y de la ingenieria moderna.

Bl estudio de la Trigonometria puede iniciarse en el
nivel secundario bédsico, con el tratamiento de las razo-
nes trigonométricas, para dotar a los alumnos de una he-—
rramienta que necesitan aplicar en contenidos fisicos ¥y
matem&ticos. E1 propésito fundamental de su tratamiento
es que los alumnos comprendan y utilicen las definiciones
de las razones trigonométricas seno, coseno y tangente
de un dngulo agudo en un trifngulo recténgulo y que pue-
dan aplicarlas a la resolucién de ejercicios de célculo,
haciendo uso de las tablas trigonométricas.

En el ciclo de profundizacidén se amplfan las razones
trigonométricas a dngulos cualesquiera y se introducen
las funciones trigonométricas, sus gréaficos y propieda~-
des (en especial la periodicidad). Aqui se forman y de-
sarrollan las habilidades de cdlculo trigonométrico que
ocupanel lugar central de este complejo en el ciclo. Ade-
més, se deben desarrollar habilidades en la resolucidn de
ecuaciones trigonométricds y contribuir al desarrollo de
la capacidad de demostrar mediante el tratamiento de las
identidades trigonométricas.

Al finalizar su preparacién en este nivel los alumnos
deben estar capacitados para utilizar libremente sus co-
nocimientos trigonométricos en la Geometrfa Analftica,
en la Geometria del Espacio y en el trabajo con los Nume-—
ros Complejos.

Dentro de las situaciones tipicas que estdn presentes
con mayor fuerza en este complejo de materia tenemos:

— Los conceptos y sus definiciones.

- Los procedimientos de solucién tanto heuristicos como
algor{itmicos.

Tratamiento de las razones trigonométricas

Una posibilidad para tratar metodoldégicamente las de-
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finiciones de las razones trigonométricas de un éngulo
agudo en un tridngulo rectdngulo, se describe a conti-
nuacién.

Como condiciones previas hay que asegurar la aplicacién
del teorema de Pitdgoras, los elementos de un tridngulo
rectédngulo y relaciones entre ellos, concepto de semejan-—
za de tridngulos y teoremas correspondientes.

La motivacidén puede hacerse con una situacién extra~-
matemética como la siguiente: Determina la altura de un
poste, si los elementos gque se conocen son el &dngulo de
elevacién &£ y la longitud de su sombra.

~

= ‘Eoste,

\
(T (LA R

Figura 11.22 sombra

Con los conocimientos gue posee el alumno no es posi-
ble determinar la via de solucién, se les orienta enton-—
cées que es necesario estudiar nuevas relaciones entre la-—
dos y éngulos de un tridngulo rectdngulo, que permiten
darle respuesta a probleméticss con estas caracteristicas
(determinar la longitud de un lado de un tridngulo rec-—
tdngulo, conocido un &ngulo agudo y otro lado).

El problema puede motivarse intramatemé&ticamente,
analizando que para un tridngulo rectédngulo se conocen
relaciones para determinar un lado, conocido los otros
dos (teorema de Pitédgoras) y dados dos dngulos de un
trifngulo cualesquiera, se puede determinar el tercer én-—
gulo (teorema de la suma de los éngulos interiores). En

ambos casos se conocen dos elementos Yy se determina el
tercero.
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sPodré determinarse la longitud de un ledo de un
tridngulo recténgulo conocido otro lado y un adngulo agu-—
do, o dados dos lados determinar la amplitud de un &angu-
lo agudo?

Se escuchan los criterios de los estudiantes y se
precisa el problema objeto de estudio.

Discutir que parsa resolver el problema planteado, hay
que trabajar con un tridéngulo recténgulo y buscar rela-—
ciones entre un dngulo agudo y dos lados cualesquiera,
luego vamos a construir un gréfico. (Fisura 11.23w

A cC A c c; Cu

(a)
Figura 11.23 (1e)

No es posible establecer ninguna relacidén entre esos
elementos del trifngulo ;Y qué sucede si formamos otros
triéngulos rectdngulos con el mismo édngulo agudo L, ?
(Pigura 11.23 b)

Se precisard en la busqueda de relaciones gque los
tridncsulos obtenidos son seme jantes.

,Qué relacién existe entre sus lados homélosos?

JVariard la razdén entre sus lados homélogos al formar
otros trifngulos rectdngulos que tengan a oG como Angulo
agudo? ;Por qué?

Del anédlisis concluir gue la razdén entre los lados no
depende de las longitudes de los lados del tridn;ulo
rectdngulo.

,Qué sucede si varfa la amplitud del #é&ngsulo agudo?
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Este relacidén puede analizarse en una lémina que lleve
el profesor y concluir que la razén depende de la ampli-
tud del édnsudo agudo escogido.

Indicar a los alumnos que formen razones entre los
lados siguientes de los tridngulos de la figura 11.23b

a) cateto opuesto al dngulo oL y la hipotenusa.
b) cateto adyacente al éngulo L y la hipotenusa.
¢c) cateto opuesto al dngulo L y el cateto adyacente.

Plantear que las constantes obtenidas en cada caso son
las razones trigonométricas en el tridngulo rectédngulo
(seno, coseno y tangente).

Introducir las notaciones correspondientes en cada ca-
so y exigir a los alumnos que expresen con sus palabras
la definicidn.

En las consideraciones finales destacar que pueden
formarse otras razones (reciprocas a las obtenidas), pero
gque por el momento no son objeto de estudio, resaltar que
para obtener la relacién entre lados y éngulos de un
triféngulo recténgulo nos apoyamos en triéngulos rectén-
gulos semejantes y buscamos relaciones entre sus lados
homélogose.

Retomar el ejercicio planteado en la motivacién y dis-
cutir la via de solucién a emplear, resaltar que el seno
del dngulo es un numero (es la razén entre las longitudes
de dos lados)que aparece en tabla.

En la fijacién de las razones trigonométricas intro-
ducidas, hay que considerar toda la variedad posible en
los ejercicios gue se propongan a los alumnos, no deben
faltar los siguientes:
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(¢) ejercicios de cédlculo trigonométrico (sin tablas y con
tablas)

() ejercicios formales y problemas (matemé&ticos Yy relacio-
nados con la prédctica).

Una wvez concluido el estudio de este contenido en el
nivel secundario,los alumnos deben dominars:

= Los valores del seno, coseno y tangente de un dngulo
agudo determinado son ¢gnicos.

= En las razones trigonométricas se encuentran relaciona~
das las longitudes de dos lados de un tridngulo rectén-—
gulo y la amplitud de uno de sus #éngulos agudos, por
lo que, conocidos dos de estos valores, podemos calcular

el tercero.

= Los valores de las razones trigonométricas no dependen
de las longitudes de los lados del triéngulo, sino de
las amplitudes de los Angulos agudos.

BEn el nivel preuniversitario lo fundamental a lograr
en los alumnos es que memoricen las definiciones de las
razones trigonométricas introducidas desde el nivel se-—
cundario (seno, coseno y tangente), y puedan aplicarlas
al célculo trigonométrico.

Un punto metodoldégico esencial para este nivel es el
tratamiento de los valores de las razones trigonométricas
de éngulos notables, cuyo objetivo es que los alumnos
memoricen los valores de las razones de ciertos dngulos co-
mo el de O; 30, 45; 60 y 90 grados, pues en gran medida
el desarrollo de las hsgbilidades en el c&lculo trigonomé-—
trico dependen de dicha memorizacién, pero no mecénica,
#ino que es necesario que fijen esos valores de forma
cdnsciente Yy Sean capaces de calcularlos, en caso nece-—
sario, si los olvidan.

Para lograr una memorizacién racional de los valores
de las razones trigonométricas de los éngulos notables,
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es necesario resaltar la necesidad de la tabulacidédn

de los més empleados, pues el proceso de dibujar el tridn-
gulo rectdngulo segin el éngulo dado, medir sus lados Yy
calcular, no es posible hacerlo cada vez.

En una conversacidén de clase debe recordarse que en
grados anteriores se demostrdé que "el lado d&e un tridngu-—
lo rectdngulo opuesto a un 4ngulo de 30° tiene una longi-
tud igual 2 la mitad del lado opuesto al #éngulo recto®,
luego esta relacidén puede ser aprovechada para la obten-—
cién de los valores de las razones trigonométricas de
los d4nsulos de 30o y 60°

Mediante una conversacidén de clase se precisard:

(> Caracteristicas del tridngulo rectdngulo en cuanto a
dngulos y longitud de sus dos lados (construir gréfi-

co).
(® Cémo determinar la longitud del otro cateto.

(® Determinar para cada édngulo agudo los valores de las
razones trigonométricas (30°y 60°).

© Expresar los resultados obtenidos como teorema.

Las ideas esenciales se recogerén en un cuadro de pi-
Zarra como el siguiente,

Cuadro 11.11
Triéngulo ABC ractdngulo en C‘ el lado € = 2a, ¥ A = 30°

c 127 J}ZB) sen 30 ='% sen 60° = %
B SEeT o /3 o 1
a b = 3a cos 30 = % cos 60" = -]
2 6O
2 3 b = J3a tan 3o°="§\ tan 60° = J3°

Teorema: Si un tridngulo es recténgulo con un édngulo agu-—
do de 30° entonces se cumple que:
a) sen 30°9 = % cos 30° = g; tan 30° = Jg‘

b) sen 60° = J;; cos 60° = %; tan 30° =
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Es importante aneli%ar el procedimiento seguido en la
obtencidén de los valores de las razones trigonométricas
para los 4dngulos notables de 30° y 60°; l1la relacidén esta-
blecida entre la longitud del lado opuesto al dngulo de
30° Y la hipotenusa (1:2), constituye el ndcleo del razo-
namiento y recordando esa razén es posible determinar
conscientemente el valor de cada razdén trigonométrica pa-—
ra angulos agudos de 300 Yy 600, basta realizar un esquema
como el sizuiente, calcular el otro cateto y aplicar la

definicién en cada caso.

/"/
—30°

Ll =£?Figura Tle24

En el andlisis perspectivo debe pensarse @n tridngulcs
recténgulos con caracteristicas especisles en cuanto a la-
dos o &ngulos, similar al caso tratado, como conclusién
se llegari al tridngulo recténgulo isdésceles, en el cusal
los catetos son igusles y los éngulos agudos de 45°. Pro-
cediendo an&dlogamente se puede deducir un teorema parsa
los valores de las razones trigonométricas de un dngulo
agudo de 45°.,

Se indicard este trabajo de forma independiente a los
alumnos y se concluiréd con una discusién del tratamiento
realizado, precisar que la relacidén entre los catetos,
es el centro del razonamiento para obtener los valores
de las razones, hasta calcular la longitud de la hipote-—
nusa y formar las razones.

Despué€s de obtenidos los wvalores de las razones de
los 4ngulos notables de 30°, 45° y 609 se deben obtener
los valores de las razones de los dngulos de 0° y 900,
para lo cual debemos hacer ver al alumno gque no es posi-
ble hallarlos a partir de la conastruccién de un triéngulo
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como hicimos para los valores de los otros édngulos, sino
gque tenemos que ampliar las definiciones dadas para las
razones trigonométricas, ahora en términos de las coorde-
nadas rectangulares, donde el vértice A del tridngulo ABC
coincida con el origen y el gje"x" contiene el cateto b. La
hipotenusa, segin el teorema de Pitédgoras queda expresada

como x4+ y¥ .
7}

B (x3v¥)
2
o
Y
A oc' ——
0 x C X
FPigura 11.25

En esas condiciones las razones trigonométricas del
dngulo ol pueden expresarse utilizando las coordenadas
(x;y) del vértice B.

BendS#ﬁ;coexz x ~t] tan o = —L—
x24y :7x¢+yl x

Si se le asigna 0° a o, el punto B estard en el eje
"x", 8i el dngulo oc = 90°, el punto B estard en el eje
W e

y".

Estas consideraciones nos permiten obtener los wvalores

de las razones trigonométricas de los dngulos notables de

o° ¥ 900.

sen 0° = O sen 90° = 1

cos 0o = 1 cos 90° = 0O

tan Oo = 0 tan 90o no definida.

Cuando las razones se definen en términos de las coor-—
denadas de un sistema rectangular, donde el origen se ha-
Ce coincidir con el vértice de los dngulos, el concepto
de dngulo se generaliza con ayuda del circulo trigonomé-—

147
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trico y esto nos permite calcular los valores de las razo-
nes trigonomé€tricas para 'dngulos cualesguiera, inclusive
de una amplitud mayor de unza vuelta completa. Este cdlcu-
lo lo podemos hacer aplicando el principio de analogfa
para fdngulos cuyo lado terminal coincida con uno de los
ejes, como sucede con 1los &ngulos de 180° y 2709, pues
cuando es de 3609, los valores de las razones trigzonomé—
tricas coinciden con los del Angsulo de 0°.

Para los restantes dngulos que no sean axiales, esto
es, que su lado terminal no coincida con unoc de los ejes,
los valores de las razones trigonomdtricas se obtienen
seziin el cuadrante donde se sitde su lado terminal. E1
alumno debe concluir, guiado por impulsos adecuados del
profesor, que esos valores coinciden en valor absoluto con
los del 4ngulo agudo asociazado al trifdngulo recténsulo del
primer cuadrante y gue el signo de las razoncs dependerd
de los de las coordenadas correspondientes, Zs necesario
que el alumno memorice gue para édngulos del segsundo cua~
drante ¢l valor del senoc es positivo y los restantes valo-—
res son negativos, para los del tercer cuadrante el valor
de la tongsoente es pogitive y los demés valores negativos hg
en el cuarto cuadrunte el que es positivo es el coseno y

los restantes son negativose.

Una vez lograda la comprensidén del signo del vaolor de
cada razdn trigonométrica en los diferentes cuadrantes,
puede apovarse la memorizacidn con un gréfico aque racio-

nailice el andlisis.

Las expresiones {1800 - X ) para el segundo cuadrante,
(1800 +eC) para el tercer cuadrante y (360° —eC) para el
cuarto cuadruante, permiten generelizar un procedimiento
de cdlculo que exige conocer el signo de las razones tri-—
conométricas en los diferentes cuadrantes, por lo que en
su fijacidén es necesario tratar ejercicics en los cuales
dada una razdén trisonométrica y el signo de otra razdn
(0 el cuadrante al gue pertenece el 4nsulo) se exija de-—
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terminar las restantes razones.

Las férmulas de reduccién correspondientes a cada cua-—
drante, son védlidas para calcular los valores de las razo-
nes trigonométricas de éngulos cualesquiera. El profesor
debe hacer énfasis en garantizar la comprensién por parte
del alumno de la ampliacién del concepto de #éngulo; es de-
cir, fingulos con una amplitud mayor de una vuelta, y lo
gue es més importante todavia; que los valores de las ra-
zones de estos édngulos mayores de una vuelta, coinciden
con los de los édngulos que tienen su mismo lado terminal.

Tratamiento de las identidades trigonométricas

En el preuniversgitario se estudia la resolucidén de
ecuaciones trigonométricas y la demostracién de identidades.

En las ecuaciones trigonométricas, el alumno se encuentra
por vegz primera con la situacidén de que al resolverlaspara
un dominio determinado, su conjunto solucién esté4 formado
por valores angulares y éste en muchas ocasiones es infini-
to.

El trabajo con las identidades permite aplicar los co-
nocimientos trigonométricos y contribuir al desarrollo de
la capacidad de demostrar. Es necesarig que los alumnos
memoricen un conjunto de identidades para emplearlas con
seguridad y de forma racional en la resolucién de los
ejercicios, las mismas se clasifican en tres grupos:

m Identidades fundamentales donde las razones gque aparecen
se refieren a un mismo dngulo.

® sen’x + cos®x = 1
® tan x = 828 X (x ¢ .1)
cos X 2

® 1 - tanx = ——— (x ¥ 1)
cos x 2

(¢) en 2x = 2 sen X CoO8 X
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() cos 2X = coazx - senzx

Hay que entrenar a los alumnos en las formas en que
pueden transformarse estas identidades para su apli-
cacidén.

m Identidades que relacionan las razones trigonométricas
de un 4ngulo con los del Angulo complementario y tam-—
bién las llemadas férmulas de reduccién de los diferen-—
tes cuasdrantes,

(G sen o = cos (%-—oﬁ)

() cos (180° 4 oL ) = — cos <

wm Identidades trigonométricas que se establecen para més
de un dngulo.

G 8en (X + (5) = 8eén X . co8 (L + coafh.senc

G cos (X + (5) = COB oK . cosfb: senc(. sen (>

En el tratamiento metodoldgico de las identidades es
importante gque los elumnos sepan diferenciar entre una
ecuacidn y una identidad trigonométrica, aunque en general
no resulta fécil identificarlas. Una ejercitacidén bien
concebida proporciona una gufa para le accién, aunque puede
ayudar a decidir la siguiente regla prdédctica:

Si se puede determinar algdn valor admisible que no
satisfaga la igualdad, egta no es una identidad, aungue
esa regla no indica cuando una igualdad es una identidad.

Segdn la definicién de identidad su demostracidn debe
probar que la igualdad se cumple para los valores admisi-
bles de la variable.

No existen procedimientos de validez genersal para la
demostracidén de identidades, aunque resulta dtil emplear
reglas especiales que contienen en s{ las acciones y ope-—
raciones a realizar para la busquedas de los medios gque se
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aplican a la demostracibn, entre ellas se destacan:

o) pecidir el miembro menos complejo para trabajar.
Descomponer en factores si es posible.

al Simplificar previamente antes de transformar.

E]aeducir todas las expresiones trigonométricas a términos
de seno y coseno.

&8 Sustituir una expresién segin una identidad.

E]Reducir un miembro a una misma razdn.

E]Transformar la igualdad a una identidad conocida.

Se recomiendan dos procedimientos generales de trabajo
para la demostracidén de identidades: transformar un miem—
bro en otro y trabajar en ambos miembros.

Para transformar un miembro en otro de la identidad hay
gue realizar dos pasos fundamentales.

1. Determinar todos los valores admisibles de las varia-—
bles en cada miembro de la igualdad.

2. Transformar el miembro que resulte menos complejo de
la igualdad, mediante procedimientos adgebraicos e
identidades conocidas, hasta obtener la forma exacta
del otro miembro. Comprobar la reversibilidad de los
pasos.

Se muestra a continuacidén una posivilidad de estructu-—
rar el proceder metodoldgico para la demostracidén de iden-
tidedes trigonométricas transformando un miembro en otro.

Ejemplo 11.19 Demuestra la identidad para los valores
admisibles de la variable.

sen4o( - cos4.-,c = 2 senzgc - 1

Indicaciones del profesor Acciones de los alumnos

= Decida cuédles son los - La igualdad admite cual-
Valores inadmisibles ded quier valor para o(.

= Analiza en qué miembro - E1 primer miembro puede des-—
existen més posibilidades componerse.
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Indicaciones del profesor

[Acciones de los zalumnos

para treabajar.

4,Cudl transformacidn
realizal para simpli-

ficar la identidad?®?

oCémo simplificar la
expresidén obtenida?

Analiza cade miembro,
squé expresién convie-—

ne sustituir?

;,Cémo transformar lo
que se tiene para ob-
tener la forma exacta
del miembro derecho?

Angliva si 2n cada
transformacidn realiza-
da estd fundamentada 1la

reversibilidad.

- Descomponer en factores (dife
rencia de cuadrados).

sen4d\— cos4d:= 2 sen%i ~ 1
(sen€x+ coszd) (sen%x— cos%u)g
2,
= 2 sen & - 1
T (senzc(— COSzo() =

= 2 sen20< - 1

Conviene sustituir coszd.
2
por 1-sen K

s&nzo& - T = aan = ol )
2 senzc( - 1

- Zliminar taréntesis y reducir

términos semejantes.

sen2c< - 1 + sen2cﬂ =
= 2 sen20< - 1
2 senzcx -1 = 2 sen2c><~ - 1

Pasos realizados:

1. descomponer la diferencia de
cuadrados
2. sustituir sen‘e + coa’x por 1.
3. aplicappropiedad distributi-
va
: : 2 2
4. sustituir cos"«K por 1 - send
5. eliminar paréntesis y redu-

|

cir términos semejantes.

Para lograr €xito en egste trabajo es necesario gue los
alumnos tengan dominio del célculo algebraico bédsico y co-

nozcan 1as

manera ouds

ciones necesarias en el miembro seleccionado,

identidades trigonométricas fundamentales,

ruedan realizar con

de
gseguridad las transforma—
hasta obte-—
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ner la forma exacta del otro miembro. ILs importante que
al concluir la bésqueda de los medios y transformaciones

a realizar, se precisen los pasos realizados y la reversi-
pilidad de los mismos, de manera gue se logre hacer cons-—
ciente el por qué de cada accién efectuada y cdémo proceder
ante este tipo de ejercicio.

A} aplicar el procedimiento de trabajar en ambos miem—
pros de la identidad, existen dos posibilidades para hacer-
lo: transformar ambos miembros de forma independiente has-—
ta obtener la misma expresién en cada uno y transformar la
ijdentidad original en otra conocida.

El principio de trabajo del procedimiento consiste en:

1. Transformar la identidad en otra conocida, pueden
afectarse ambos miembros, ya sea de forma independien-—
te o conjunta.

2, Deducir la identidad de otras conocidas, invirtiendo
los pasos dados en 1. (Comprobar la reversibilidad de
los mismos).

Se analiza a continuacién cémo proceder para demostrar
una identidad trabajando en ambos miembros, segin las dos
posibilidades planteadas.,

1 Z 1 — cos
Ejemplo 11,20: Demuestra que (cot x - ) =
sen X 1 + cos x
Resolucién:
Valores inasdmisibles de 1ls variable: x = E——; keZ °
2
- Se transform%_el miembro izgquierdo
(cotx — 1. )ccotzx _ 2 cotx - 12
sen x x sen x
coszx — 2 cosx + 1 _ (cos x — 1)2
sen“x sen“x

=~ Se transforma el miembro derecho.
1 - cosx _ (1-cosx) (1-cosx) _ (1—cosg)? _ (cosx -1)
1 + cosx (1+cosx) (1—-cosx) 1 - cos®x sen<x

2
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(cotx -~ =

Comprobar;: o) ~-1)2 -
i y2 - (cogx - _ 1 cosx (., kW, - )
sen x sen” x 1 + cosx 2

Los pasos realizados son reversibles, hemos utilizado

solamente igualdades.

1 + senx _ cos x

Ejemplo 11.21: Demuestra la identidad

cos X 1- enx

Resolucidn:

— Valores incdmisibles de la variable: x = —— (2k+1); keZ
2

— Se multiplican ambos miembros por cos x (1 =— n x) y se
obtiene:
(1 + sen x) (1 - sen x) = co8 X . CcOs X
1 - sen2 X = 0082x

Se ha transformado la identidad original en otra, de la
cual se sabe ue esa verdadera. La identidad no esti de-—
mostrada pero se ha inducido una via para su demostracidén,

La demostracidén se realiza invirtiendo los es de=-
cir, comenzando con la ipualdad conocida y terminando con
l1a que deseamos demostrar,

- Demostracidbn
(1) 1 - senzx = 0052x identidad fundamental

(2) (1+senx) (1-senx) = cosx descomponer en factores
1
(3) Jsenx _ cos x

multiplicar ambos miembros por
cosx T—genx 4

coa x (1-s8en x)

Para invertir los pasos hay gue estar signo que todas
las transformeciones realizaeas son reversibles, si en
alguna se introducen valores inadmisibles no pueden estar
en el dominio de la identided.

Zn el trabajo con estos ejercicios es necesario anali-
zar las caracteristicas de las identidades a demostrar, Y
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decidir la estrategia més conveniente a emplear. Iste
andlisis puede ser dirigido de la forma siguiente:

- Iniciar la demostracién por el miembro que dé més posi-
bilidades para transformar. Si no es posible, aplicar
el trabajo en ambos miembros (atender la reversibilidad
de los pasos).

- Descomponer en factores o simplificar, si es posible.

- Reducir todas las funciones a senos y cosenos, 8i no
encuentra un camino para empezar a transformar,

Aplicaciones de la Trigonometrfa a la Geometria

Aprovechando los conocimientos adquiridos por los alum-—
nos en relacién con los elementos de la Trigonometria, se
aplican a la resolucién de problemas geométricos y de la
prdctica. IEn este trabajo hay que activar los conocimien-
tos geométricos de los alumnos aprovechando su relacién
con la Trigonometrfia.

Se trata la resolucién de tridngulos de forma sisteméti-
ca primero mediasnte las razones trigonométricas en el
tridngulo rectingulo, después la de trifngulos cualesquie-—
ra aplicando la ley de los senos, la ley de los cosenos,

Y una expresidén trigonométrica para el 4rea de un tridngu-
lo,

La resolucién de tridngulos cualesquiera, ademés de su
significado para la Geometria, se aplica a le resolucidn
de problemas de la préctica.

Dentro de las condiciones previas que se deben gsegurar
estdn las referidas a las relaciones gque liisan los tres
lados y los tres éngulos de un tridngulo cualquiera, de
modo que conocidos tres de estos elementos, uno de los
Cuales al menos debe ser un lado, es posible calcular los
restantes. A este cédlculo de los elementos desconocidos
€8 lo que se llama resolver un tridngulo.
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Sabemos que no todos los elementos de un tridngulo pue-
den ser dados indepsndientemente, pues existen ciertas
relaciones que deben cumplirse, Xstas relaciones ligan
los elementos de modo que conocidos tres de ellos, es po=-
sible en ciertos casos calculer los restantes, ya que:

Un tridngulo estd determinado unfivocamente si se cono=-

cen:
~ Los tres lados (1,1,1)

— Dos lados y el 4dngulo comprendido (1,a,1).

= Un lado y los dos 4ngulos adyacentes (a,1,a).

En la& resoclucién de tridngulos rectdngulos el alumno
debe llegar a la conclusién gue basta con conocer dos ele-
mentos, pues siempre tiene un 4ngulo recto. Los estudian-
tes cuentan con los medios matemédticos necesarios para el
cédlculo de estos tridngulos: las razones trigonométricas,
el teorema de Pitégoras y la relacidn entre los Angulos

complementarios.

En estos momentos hay que insistir en cémo proceder
para calcular un triéngulo rectédngulo, destacar la nece—
sidad de representar en un gréfico los elementos conoci-—
dos y desconocidos (auxiliarse de lépices de colores),
eéscoger una relacidén que ligue A los elementos dados y el
que se va a determinar, realizar las transformaciones con-—

venientes y calcular.

Con esta sucepidén de pasos se propicia que el alumno
trabaje de forma ordenada. Se puede lograr que la inte-—
riorice y la fije a travéds de una cuidadosa seleccidn de
¢jercicios en los que se varfisan las condiciones dadas y
se exija establecer diferentes relaciones de los estudia~
das.

La resolucidén de triéngulos rectingulos se aplica a

la solucién de problemas relacionados con 1la préctica,
para lo cual hay que lograr la comprensién de los t&rminos
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siguientes: visual, dngulo de elevacidbén, élngulo de depre-
gién y otras,

La aplicacién del procedimiento de calcular un tridngu-
10 recténgulo a situaciones de la préictica debe motivarse
a partir de situaciones de la vida diaria, destacando a
través de una ldmina o esquema que la situacién descrito
modela un tridngulo rectdngulo y los elementos dados y
pedidos representan lados y éngulos del triéngulo.

Es aconsejable que el texto de los problemas esté re-—
lacionado con los intereses y vivencias de los escolares,
as{ se hace més comprensible y amena la situacién plan-—
teada.

Ejemplo 11.22: Un muchacho estd empinando un papalote:
El largo del cordel es de 100,0 m y el dngulo de eleva-
cidén del papalote es de 55: Hallar la altura a que se

encuentra el papalote (admitiendo que el hilo no forma

ondas y s8in tener en cuenta la altura del muchacho).

- Dibujamos un triéngulo rectdngulo denotando los elemen-—

tos conocidos y el desconocido.
ﬁk

X 55’» : g
C A
Figura 11.26

= Z1 elemento desconocido es un cateto, los conocidos son
la hipotenusa y el 4dngulo agudo opuesto al cateto des-—
conocido. La relacién que directamente resuelve el
problema es:

sen 55° = X

100
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y despejando x, se tiene x = 100 . sen 55°
Como 55° no es un dngulo notable, se busca en la tabla
el valor del seno. De donde x = 100 . 00,8192

Efectuando el producto y redondeando el resultado se ob-
tiene: x = 82,0 m.
Respuesta: La altura a gue se encuentra el papalote es

de 82,0 m.

Es importante gue el anélisis del ejercicio y la busque-
da de la idea de solucidén se estimule mediante impulsos,
como 1los siguientes:

(® ¢Qué nos piden hallar?

() ¢Qué elementos nos dan como datos?

() Representa la situacidén descrita en un gréfico.

(> Expresa los datos y la incdgenita segun la figura.

(® &Con qué figura matemética se ha representado la situa-
cidén descrita en el problema?

& &Qué relacidén del tridngulo rectdngulo asocia los ele-—
mentos dados y el buscado?

() &sCémo proceder entonces para resolver la situacién?

En las consideraciones finales del problema ademés de
evaluar la solucidén y la via, es importante gue se varien
las condiciones para generalizar la forma de trabajo em-—
pleada, formulando interrogantes como los siguientes:

= ;.Y cémo proceder para hallar el éngsulo de elevacidn co-
nocida 1la altura del papalote y la longitud del cordel?

= ;C6émo hallar la altura del papalote conocido el Angulo
de elevacibn y la distancia AC?

Se analizd como calcular un tridngulo recténgulo dados
dos elemontos,. Conocemos gque el Area de un tridn,ulo se

calcula mediante la férmula A = ELE, donde h es la altursa
2
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relativa al lado dado. En un tridéngulo recténgulo se tie-
ne que los lados que forman el édngulo recto (catetos) son
perpendiculares entre si, luego puede determinarse el érea
por el semiproducto de los catetos, A = 2:b.  Esta rela-

cién permite calcular siempre el Area de En tridngulo rec-—
tdngulo conocidos dos lados, de no conocerse ambos cate-—
tos, puede calcularse el gque falta por el teorema de Pi-
tdgoras.

Puede razonarse mediante una bidsqueda parcial, en la
posibilidad siguiente:

Si conocemos lados y édngulos de un tridngulo rectdngu-—
lo, ¢s8eréd posible calcular el drea de un tridngulo rectén-
gulo?

;,Cémo expresar la longitud de un lado de un tridngulo
recténgulo con esos elementos? (d4ngulos y lados)

Determine una férmula para calcular el 4rea de un
triéngulo ABC rectédngulo en C, si se conoce a, cy > .

A
a es un cateto, ¢ es la hipo-
< - tenusa éngulo (> es conocido.
(1) A = 8 b
e )
3 o c (2) b =c senp
Figura 11.27 (c) A =22 ¢ sen B
2

Luego, en un triéngulo recténgulo, el édrea puede de-—
terminarse conocido dos lados y el édngulo comprendido.

Para la resolucidén de tridngulos cualesquiera se estu-
dian la ley de los senos (ver ejemplos 2.4b y 3.13), 1la
ley de los cosenos y una expresiéh trigonométrica para el
érea de un triéngulo (ver ejemplo 3.10).

En la resolucién de tridngulos cualesquiera se le con-
cede gran importancia al enfogue geométrico, es por eso
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que en el enunciado de 1la ley de los senos (generalizada)
no sélo plantea la igualded de las razones entre un lado

y el seno del &Angulo opuesto, ademés se expresa la igual-—
dad con el difmetro de la circunferencia circunscrita. Es—
te teorema expresado asf, permite relacionar la trigono-—
metrfa con caracteristicas asociadas al trif4nsulo y brin-—
da la posibilidad de plantear y resolver problemas de na-—
turaleza geométrica tales como: c4lculo sobre poligonos
regulares, c&lculo en figuras planas y cuerpos, célculo

de é4reas y demostraciones de propiedades,

La resolucién de tridngulos cualesquiera, ademés de su
saignificado para la Geometrfia, se aplica a la resolucién
de problemas de la préctica.

Existen posibilidades diferentes para tratar la expre-—
8ién para el célculo de 4rea de un tridngsulo cualyuiera,
utilizando elementos de la trigonometrfa. Una pucde ser,
a partir de la relacién que se conoce para el trid&ngulo
recténgulo (A = =—=_CS Sen'p] Y tratar de generalizarla a
un tridéngulo cualquigra, esta se logra recurriendo a
tridngulos recténgulos con el trazado de la altura a un
lado. La relacidén debe ser demostrada para todo tridngu-

lo segin sus féngulos.

Otra posibilidad de tratamiento consiste en plantear
la tarea, como un ejercicio de demostracidn.

"Demuestra que el 4rea de un tridngulo es igual al se-—
miproducto de las longitudes de dos lados por el seno del
éngulo comprendido entre ellos". Hay que resaltar la ne-—
cesidad de considerar la validez para éngulos agudos,
obtuscs y rectose.

Un trebajo interesante para sistematizar los criterios
de igualdad de tridngulos y la relacién con las férmulas
para el célculc del é4rea, puede hacerse mediante un tra-—
bajo investigativo en el gque se establezcan dependencias
entre los criterios, elementos gque aparecen en la férmula
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y medios fundamentales para la obtencién de la misma.

cuadro 11,12
Sl

-.er (p-)(p-¥) (P-cy

a+b+cC
2

donde p=

Criterios Férmulas Medios fundamentales
pumm——— ] R
(1) lea.l.| A = %‘a.b.sen Dado: 0;%¥'; b A -'EEE
C
b - h = a.senY
A
2
c“sen sen a.c.sen®
(2) a.l.8. = Dado: L ; c3; ‘5 A = °—° =
2sen( + ) C 2
a = c.sen £
sen ¥
2 ?B\ sen¥=sen (1g0* (<+{)
A c ® I
= sen (+3)
(3) 1.1.1. Dados mphs€ | dow DeCoBpnet

2

senef= I‘l-coszac

(bi()q; bx2be vc

En los ejercicios gue se propongan para resolver un

tridngulo cualquiera, podemos seguir una sucesidén de pasos
Similar a la que se utilizdé en el caso de los tridngulos
rectdngulos y aplicando el principio de analogia proceder

a su resolucién,

teniendo en cuenta gque ahora se va a

utilizar el teorema de laz suma de los &ngulos interiores

de un tridngulo,

la ley de los senosyla ley de los cose-

nos y la férmula para el 4Area de un tridngulo. Aquf es
vdlido también lo que planteamos anteriormente en el caso
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de la resolucién de los tridngulos rectdngulos, para ga-—
rantizar gque el alumno interiorice y fije las nuevas le-
yYyes, es necesario una cuidadosa seleccién de los ejerci-
cios, de manera que se apliquen los teoremas a situacio-
nes diversas y el estudiante comprenda, que los conoci-
mientos matemAticos le son necesarios para conocer y re-—
solver problemas de la ciencia y del mundo gue le rodea,

Ejemplo 11,23

La distancia entre dos refugios P y Q es de 426 m y
los Angulos que forma dicha distancia con las visuales
dirigidas a la entrada de un tunel popular R, son de
70,4o \'g 44,20. Calcula la digtancia que hay del refugio
P a la entrada del tudnel,

Resolucién:

Se comienza interpretando el problema, lo que conclui-
r4 con una representacidén gréifica de la situacién descri-

ta.
e} @ P = 426 m (distancia entre

3ot ® QPR = 70,4° y A PQR = 44,2°

. ¥ ® Hay que hallar la longitud de

~
~

\(h PR (distancia del refugio P
a la entrada del tunel).

Figura 11.28

Se forma un triéngulo PUR del que se conocen un lado
Y los dngulos adyacentes. Tenemos gue hallar la longitud
del lado PR,

La relacidén gque conviene utilizar es la ley de los se-
nos, pero para ello necesitamos determinar la amplitud del
tercer éngulo.
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X PRQ = 180° - (70,4° + 44,2°)
X PRQ = 65,4°

P§____ __TE
sen 4 PRQ sen 3 PQR

ng.BGHJ-PQE
sen % PRQ
PH = 426 . sen Qiigo
sen 65,4°
PE = 426 . 0,6972
0,9092

PR =~ 327

Respuesta: La distancia entre el refugio P y la entrada

del td¥nel es de 327 m aproximadamente.

El trabajo con los ejercicios de aplicacién requiere

gue se analicen bajo direccidén slgunos ejemplos y que se
precisen indicaciones para organizar la bisqueda de la
idea de soluciébn.

Te

Ante cada ejercicio los estudiantes deben:

Leer el texto detenidamente hasta comprender la situa-—
cién planteada.

Representar en un gréafico la situacidén descrita en el
texto del ejercicio, destacando los elementos dados y
los que se buscan.

Determinar,si es necesario calcular al;in elemento
auxiliar,

Seleccionaer los medios matemiticos que relacionan los
elementos dados y buscados.

Expresar las relaciones matemdticas que conducen a la
solucidn,segdn los elementos dados y buscados.

Calcular segiin las expresiones obtenidas.

Comprobar los resultados calculados.
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8. Dar la respuesta al problema planteado.

Esta sucesidn de indicaciones para la accién se puede
utilizar en los ejercicios que exijan la aplicacién de las
relaciones trigonométricas estudiadas. La experiencia ha
demostrado que aiin sucesiones de indicaciones para la ac-
cidn suficientemente detalladas, no siempre garantizan un
transcurso fluido del proceso de solucidn.

E1l nrofesor debe controlar qué acciones resultan diff-
ciles a los slumnos, y ofrecer impulsos que 1le ayuden a
pensar, de manera gque asimilen las formas de trabajo y
pensamiento matemé&tico que le permitan capacitarse en la
resolucidén independiente de estos ejsrcicios.

11.6 Tratamiento metodolégico de la Geometria Analftica.

Se sabe gue la Geometrfa, tanto plana como espf&cial,
puede enfocarse en la Matemdtica desde dos puntos de vista
diferentes:o bien sSintéticamente 4 0 bien anal {ticamente.

Ya se han reslizado consideraciones para el tratamiento
metodoldgico de la Geometria escolar, sobre un enfogue sin-—
tético, ahora se hard con un enfoque analftico.

1 estudio de la Geometria Analftica en la escuela no
se reamliza como es tradicionsl en la Matemética, =a partir
del concepto de espacio vectoriale. Se ofrecen rudimentos
para trabajar con los métodos analiticos y vectoriales, &a
partir de los conocimientos que poseen los estudiantes de
grados anteriores, que en 10 fundamental se describen
seguidamentee.

En el segundo ciclo de la ensefianza primaria se intro-
duce el sistema de coordenadas y la representacién de pun-
tos en el primer cuadrante, trabajo que se profundiza ¥y
consolida con la confeccién de gréaficos para representar
la proporcionalidad directa, los por cientos y las clases
de funciones. En este ciclo ademéds, se introduce €l con-=

cepto de vector al estudiar loas movimientos del plano, 10
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que se aplica también en la secundaria bédsica y se pro-
fundiza en la asignatura de Fisica, al caracterizar mag-
nitudes que con s0l0 conocer su valor no ea suficiente,

es necesgario su direccién y sentido. Se definen geométri-
camente la suma y resta de vectores y la multiplicacién

de un vector por un escalare.

Pambién en la secundaria bédsica se define el concepto
de circunferencia como lugar geométrico, se caracterizan
sus elementos y se estudian relaciones de posicidén entre
uné circunferencia y una recta, asi como entre dos cir-
cunferencias. Al estudiar las funciones lineales se tra-—
ta 1la ecuacién general, de la recta: AX + BY + C = 0
con x, y€ TR, ; Ay B no nulos simul téneamente. En las
funciones cuadréticas se introduce "parébola’como la cur-—
va que se obtiene de la representacidn gréfica de los
puntos cuyas coordenadas se determinan por la ecuacidn
£ (x) - ax® + bx + c, a £ o; a, b, celR> ; xeW,. En la
funcién de proporcionalidad inversa f (x) = %, x £ o,
k€ IR:‘, se le denomine hipérbola equilédtera a la curva
que se obtiene al representarla.

Exigencias fundamentales de los programss de la escuela
en relacién con la ensefianza de la Geometria Analitica

En los programas aparecen objetivos dirigidos a los
tres campos de la ensefianza de la Matemética, los que se
relacionan a continuacidn.

Con respecto al saber y al poder se debe lograr que
los alumnos puedan:

— Explicar las definiciones de los conceptos fundamenta-—
less Lugar geométrico, coordenadas de un vector, vector
de posicién de un punto, vector director de una recta,
acciones cénicas como lugares geométricos (circunferen-—

cia, pardbola, elipse e hipérbola) y sistema de coorde-
nadas en el espacio.
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Aplicar al aenélisis de propiedades geométricas y situa-
ciones précticas, teoremas importantes referidos a: fér-
mulas bédsicas, ecuacidén cartesiana de la recta, condi-

ciones de paralelismo y de perpendicularidad, operacio-—
nes con vectores definidas en coordenadas, ecuacidén pa-
ramétrica de la recta, ecuaciones de las ggcciones céni-
cas, ecuacién de un plano y ecuacidén de una recta en el

espacilio.

Aplicar los procedimientos sobre sl trabajo con las
férmulas bédsicas, las ecuaciones de la recta en el pla-
no y en el espracio, el célculo de vectores, las ecua-
ciones de las secciones cénicas y la determinacidén de
ecuaciones de planos.

Definir los conceptos fundamentales a partir del reco-
nocimiento de sus caracteristicas esenciales.

Demostrar de forma independiente propiedades de las
figuras geométricas elementales aplicando el método
analftico.

Aplicar las relaciones de paralelismo y perpendiculari-
dad de rectas al cédlculo geométrico y a la escritura de

ecuaciones de rectas.

Aplicar los procedimientos analiticos en la resolucidén
de ejercicios de célculo y determinacién de las ecua-
ciones de los lugares geométricos estudiados.

En relacidén con el desarrollo intelectual general se

contribuye a:

— Continuar desarrollando las operaciones mentales de

andlisis, sintesis, comparacidén, abstraccidén, entre
otras, mediante la solucidén de ejercicios, la formacidén
de conceptos y el trabajo con los teoremas.

Trabajar para desarrollar el pensamiento 16zico de los
alumnos mediante:

1z resolucidén de problemas diversos,
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1la utilizacién de procedimientos légicos deductivos y
reductivos,

la elaboracién de conceptos y su asimilacidén,

Desarrollar el adiestramiento lé8gico-lingUistico a tra-
vés de la:

Formulacién de suposiciones,

buisqueda de demostraciones y su representacidn,
fundamentacién de suposiciones,

explicacién de procedimientos de trabajo,

utilizacién sistemfitica de variables, como una forma
natural de expresién del lenguaje matemético,

explicacién y definicidén de conceptos.

Asimilar los procedimientos para la racionalizacidén del
trabajo mental, al enfrentarse a diferentes situaciones
donde es conveniente emplear la analogia, la reduccién,
la diferenciacién de casas, etcédtera.

Desarrollar el poder de imaginacién espacial, al ima~
g&inarse objetos en el plano y en el espacio, asi como,las
relaciones entre ©llos, sobre la base de los datos ofre-
cidos en la situacidén planteada.

El tratamiento de la Geometrfa Analitica tiene poten-—

cialidades para contribuir a la educacidén ideolégica ae
los alumnos si se logra:

Motivar la introduccién de determinados contenidos por
necesidades prficticas e insuficiencias de la propia
ciencia Matemética.

Aplicar los métodos analiticos a la resolucién de pro-
blemas de la vida préctica.

Estas situaciones contribuyen a gque los estudiantes

Comprendan la relacién entre Matemética y realidad objeti-
vVa y que los conocimientos matem&ticos constituyen un va-
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lioso instrumento para conocer y transformar el medio en :
que viven y de esta forma contribuir a 1la formacidén de 1lag
concepcién cientifica del mundo.

— La resolucién de los ejercicios y problemas, en la Geo-
metrfa Analf{tica, asf{ €omo su revisidén,pueden contri-
buir(si se estimula adecuadamente)al desarrcllo de ras-—-
gos de la personalidad como: la perseverancia, la
constancia, el esmero, la limpieza y orden en el tra-
bajo, el espiritu critico y autocritico, la valoracidn,

y otros.

Al analizar los objetivos y lza materia de enserianza pa-
ra el tratamiento de la Geometria Analftica en el preuni-
versitario, se determinan los aspectos metodoldgicos
egenciales siguientes:

. La obtencién de las férmulas bdAsicas y su aplicacidén a
la resolucién de ejercicios de cédlculo y de demostracidn,

« Bl estudio de la recta en el plano y en el espscio.

« Identificacibn de las curvas de segundo orden mediante
sus ecuaciones y su determinacidén a partir del gréfico.

Seguidamente se ofrecen indicaciones para estructurar
el proceso de ensefianza al abordar estos aspectos.

Observaciones metodoldégicas para la obtencidén de las fér-

mulas bfsicas y su aplicacidn

En secundaria bdsica se introduce el tratamientc de la
recta como funcidn y se realiza un breve estudio analiti-
co de la misma, que se aplica para interpretar la solu-—
cién de sistemas de ecuaciones lineales.

Al estudiar la Geometria Analftica de la recta en el
plano, se introduce el método de coordenadas o analftico
como un instrumento de trabajo que se aplica a la obtencién
de algunas férmulas fundamentales, como las que expresan: ;
la distancia entre dos puntos, la pendiente de una recta
conocidos dos puntos de la misma, las relaciones de para-
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lelismo y perpendicularidad de dos rectas, las coordena-
das del punto medio de un segmento y, en general a todo
el trabajo que se realiza con la ecuacién de la recta y
su aplicacién al estudio de propiedades ya conocidas de
1a geometria elemental (figuras limitadas por rectas) y
los vectores.

En el tratamiento metodoldégico de estas relaciones hay
que evitar que su estudio se convierta en una memoriza-
cién mecdnica de férmulas y una aplicacién formal, por el
contrario, hay que lograr que los alumnos comprendan que
el dominio dg 1la Geometrfa Analfitica proporciona un mé-
todo de trabajo gue permite resolver numerosos problemas
tedricos y précticos, as{ como obtener nuevas férmulss y
resultados cuando es necesario.

Para cumplir esta exigencia, se hace necesario estruc-—
turar el tratamiento de los contenidos de manera que se
estimule en los alumnos la necesidad de buscar lo0s nuevos
resultados a partir de necesidades objetivas, que no pue-—
den resolver con los métodos conocidos, en tal sentido,
es dtil seleccionar motivaciones apropiadas que pongan al
estudiante frente a un problema y organizar la bdsqueda
de su solucién empleando métodos que propicien un nivel
de asimilacién productivo en los estudiantes,

Ejemplo 11.24

Férmula para determinar la distancia entre dos puntos
del plano conocidas sus coordenadas.

El tratamiento de este teorema puede realizarse por
vias diferentes; la que proponemos, consiste en deducirlo
a través de una conversacién de clase, que estimule la
actividad cognoscitiva de los alumnos y se apropien de la
utilidad del método analftico.

A continuacidén se relacionan las principales activida-
des del profesor y de los alumnos.



. Anterior Pag. Siquiente indice

Actividades del profesor Actividades de los alumnos
- ¢,C6mo determinar la dis- — Midiendo el segmento que
tancia entre dos puntos? los une.

.Y siempre es posible me-—
dir este segmento?
.Seré& esto posible 8i los -~ No siempre e€s posible ob-
puntos estén separados tener la distancia por
por un rfo, por un lago, medicidn.
una montafia?
(Puede mostrarse una 14—
mina) .
;,Cémo proceder cuando — Dan s8us criterios.
existe un obstdculo entre
ellos?
;Seré4 posible obtener las - Si.
coordenadas de esos puntos
en un sistema de coordena-—
das convenientemente pre-—
fijado?
Seréd entonces de gran uti-— - Escuchar y atender.
lidady hallar una expresidén
que permita calcular la
distancia entre dos puntos
del plano dadas sus coorde-—
nadas, vamos a proponernos
esgsa tarea en la clase.
Mostrar una ldmina (Figu-— = Observar y analizar.
ra 11.29a)
[ R.H. Andlisis de ca-|
| 8S0s especiales. _
oQué posicidn tiene el - P,P, es paralelo al eje X.
segmento P1P2 con res-—

pecto al eje X%

Si proyectas el segmento — Son igzguales.
PP, sobre el eje x, ob-

tienes un nuevo segmerito.
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Actividades del profesor
iQué relacién puedes es-—
tablecer entre ambos seg-—
mentos?

,Cémo determinar la dis-
tancia entre los puntos
P, V¥ P, =a partir de sus
coordenadas?

a (Pq; Pp) =[xy = x,|=
=]1-5[=4

(Aclarar que empleamos mé-
dulo;porque la diferen-
cia puede ser positiva o
negativa, pero la distan-—
cia entre dos puntos es
una magnitud positivﬁ).

Se presenta una lédmina
como la siguiente (Figu-
ra 11.29b)

Se procede andlogamente
el caso anterior.

Continuar variando las
condiciones, preguntar
para ello$

;,Cémo determinar ahora
la distancia entre P, ¥
P, =i el segmento no es
paralelo a ninguno de
los ejes coordenados.

Pregsentar la siguiente
lémina (Figura 11.29c).

Si los estudiantes no

pueden responder, indi-
car:

Actividades de los alumnos

Restando las abscisas.

— Observar la lémina, ana-

lizar las preguntas for-
muladas.

— Responder a las indica-—

ciones dadas.

— Observar la ldmina y ex-—
presar sus criterios.
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Actividades del profesor

cPodrénobtenerse en la
figura segmentos para—
lelos a los ejes, con
esas coordenadas? ;C6-
mo? (Ficura 11.294).

_11. H. Reduccié_{lj

P.H. Trazado de lfineas |
auxiliares.

,Qué coordenadas tiene
el puntc P?

;,Cufiles son las distan-

cias de P a los pun-—

tos P1 Y P2?

Adn no hemos determinado
la digtancia de P1 a Psj
sin embargo conocemos la
de pa'P1 y de Pa PZ‘

i,Serd pogible hallarla
a partir de lo que te-—
nemos? ;Cémo?

r_—.‘:'l.H. Comparar lo gque
se tiene con lo gque ss8

| busca.

| rrespondiente.

Actividades de los alumnos

R. H. Recordsr relaciones
del dominio matemdtico co-

S{, trazando una paralela
al eje x por P, ¥ una para-
lela al eje y por P1 as{
obtenemos los segmentos §F2
y FP1.

P (1; 1,5) o sea P(xq; ¥,)
a(Pq; P) = l4,5 — 1,5 = 3
a (P2; P) =[5 -1|= 4

- S1, mediante el teorema
de Pitégoras.

- 2 2 2 2
P iPs= /??1 £ ?‘P‘z =/3 + 4
=25 = 5

- :Qué problema nos propusi- — Hallar una expresién para

mos resolver al inicio?

calcular la distancia entre
dos puntos del plano dados
por sus coordenadas.
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Actividades del profesor Actividades de los slumnos

- Exprésela segun las
coordenadas dadas para

dos puntos cualesquie-— a ( e : Pﬂ = f()g- xlf‘ +(y 1-31\1
ra del plano,

[:P.H. Genera.].izacidn;]

(Destacar que el ordena-—
miento de las coordenadas
puede tenerse en cual-
quier orden, pues l&
distancia es dnica, por
lo que las expresiones
2 2
(x,=x3)" + (y4=¥2)" ¥
(xp=x1)% + (y,-¥,)% son
equivalentes) .
— Bscribe la expresidén en Si P1(x1; y1) ¥y Polxys y2)
forma de teorema. son puntos cualesquiera de un
plano, entonces la distancia
entre ellos se calcula.

2 &
da (P.'; Pz) =ﬁ‘f"z) +(‘51-.-12)

- Precisemos cémo repre-—
sentar la demostracidén
de este teorema:s

— Separen premisa y te-— P: Py(x5y4) ¥ Polxys ¥5,) pun-—
s8is. tos del planoe

: 2 2.°
R.H. Separar lo dado T A(p.‘; P,) -j@(,,-’(?_) -\-\9;':!,)
Y lo buscado.

- ¢Qué teorema aplicar — E1 teorema de Pitégoras.
en la demostracidén?

- ¢Se utilizd directa- — Fue necesario trazar lineas
mente o hubo que rea-— auxiliares para formar el
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Actividades del profesor

Actividades de los alumnos

lizar algdin trabajo
previo?

- ;,Qué pasos seguir en la
representacién de la de-—
mostracidén?

- Indicar realizar de formsa

independiente la represen-—
tacién de la deduccidén del

triéngulo recténgulo.

— Pasos a seguir,

1. Trazar las lineas au-~

xiliares convenientes,

2. Aplicar el teorema de

PitAgoras.

3. Transformar la expre-—
8ién hasta llegar a la

tesis,.

Trabajar independientemen-—
te.

(d)

teoremsa,
A (a) (b)
-
+ P 2}
R S I ..
o[ 4 ) 5 of 4

e e

Figura 11.29

Al realizar las consideraciones retrospectivas y pers-—

pectivas precisar:
,Qué hemos deducido?
¢Cémo llegamos =z la férmula?

;cPuede aplicarse el método en
lar?

,Cémo determinar la distancia
pacio tridimensionagl?

algin otro problema simi-

entre dos puntos en el es-—

Los ejercicios para fijar las férmules bdadsicas que
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gparecen en el libro de texto son variados y estdn diri-

gides & aplicar propiedades ya conocidas de la geometria

plana, permitiendo reactivarlas y que se apropien de otras

nuevas.

Para la seleccidén y graduacidén de los ejercicios que

se indican a los estudiantes dirigidos a fijar las fér-
mulas bédsicas, hay que incluir en las coordenadas de los
puntos dados nimeros enteros, fraccionarios, racionales Yy

reales. Por otra parte, los mismos debeh abarcar las di-
ficultades siguientes:

Ejercicios formales de cédlculo aplicando las férmulas ba—
sicasB. El nivel de exigencia puede elevarse consideran-—
do las posibilidades siguientes: aplicarlas directamen-—
te, transformarlas para determinar alguna de las coor-
denadas, que sea necessario decidir qué férmula aplicar o
que seB necesario utilizar més de una férmula.

Ejercicios paera aplicar las férmulas bésicas al cédlculo
relaciongd® con figuras geométricas elementales en un
plano coordenado,

Ejercicios de cédlculo que se vinculen a problemas de la
préctica.

Ejercicios de fundamentacién o demostracién, donde hay
que aplicar las férmulas bédsicas para obtener propieda-
des de figuras geométricas elementales.

Al trabajar con estos ejercicios es necesario destacar

qQue la introduccidén de un sistema de coordenad®s conve-

Rientemente seleccionado es un componente esencial de la
€eometrfa analftica, por lo gque es necesgario entrenar a

los alumnos en esta direccién y hacer consciente en cada
Oportunidad de las ventajas del sistema seleccionsado.

Ejemplo 11.25

-

"Demuestra gque en un paralelogramo las diagonales se

A7
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cortan en su punto medio". (Aunque no existen reglas
generales sobre la introduccidén del sistemsa de coor-
denadas, para resolver ejercicios de egate tipo, es8
dtil escogrer como origen de coordenadas un vértice

de la figura y hucer coincidir al menoes uno de sus
lados con uno de los ejes. Destacar gque las relacio-
nes qgque se demuestran son independientes del sistema
que se seleccione, se hace por conveniencia, para
hacer el trabajo més sencillot).

L

D(%a3Y) c (xat¥g34)

A (9;9 X4 ™ (X270) %rx, X
Figura 11.30

Hay gue demostrar gue M es punto medio de AC y de BD
¥ que sus coordenadas son Unicas; lo cual resulta muy
sencillo.

Observaciones metodoldgicas para el estudio de 1la recta

en el plano y en el espacio

El trabajo realizado con las férmulas bésicas simpli-
fica notablemente el estudioc de la recta en el plano,
pues permite utilizar el método de coordenadas para ini-
ciar el tratamiento de la ecuacién cartesiana., Se comien-
za definiendo primeramente el concepto de lugar geométri-—
co y su representacién mediante ecuaciones, esta condi-
cidén garanti:a la traduccién de la ecuacién
AX + By + C =0 (A ¥ 0 6 B # 0) como la representacidn
de la recta.
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Se trata posteriormente el procedimiento & seguir para
determinar la ecuacién de una recta dad@ la pendiente y
un punto, o dados dos puntos; se determina 1l1a relacidn de
posicidn de dos rectas conocidas sus ecuaciones y se es-—
tudia el teorema que relaciona la distancia entre un punto
del planc y una recta dada.

El tratamiento de la ecuacidén cartesiana es muy senci-
1lo, permite integrar conocimientos de grados anteriores
sobre procedimientos y teoremas conocidos ¥y aplicarlos al
estudio de figuras limitadas por rectas utilizando el
método analitico.

Ejemplo 11.26

Las ecuaciones de los lados de un triéngulo son res-—
pectivamente 3x + 5y — 16 = 0, x =y =0 ¥y 3x +y + 4 = 0.
Halla la distancia de cada vértice al lado opuesto, y la
amplitud de los éngulos interiores.

Para dar solucién a este ejercicio se necesita:

- Determinar las coordenadas de los vértices (resolver
sistemas de ecuaciones lineales).

— Determinar la distancia de cada vértice al lado opuesto
(distancia entre un punto y una recta dada).

- Representar el triéngulo en un sistema de coordenadas
pare determinar la amplitud de sus éngulos interiores,
(aplicando relaciones con la tangente del édngulo de in-—

clinacién de los lados del tridngulo y de édngulos en
tridngulos).

Los ejercicios a emplear para fijar lo tratado en la
ecuacién cartesiana de la recta en el plano, deben reco-
ger las exigencias siguientes:

« Determinar la ecuacién de la recta dado un punto y la
pendiente, dados dos puntos, dado un punto y el éngulo
de inclinacién de la recta con el semieje positivo Xx.
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« Hallar la distancia de un punto a una recta.

. Calcular los puntos de interseccién de dos rectas dadasg
laes ecuaciones, y dada una ecuacién y condiciones para
obtener la ecuacidn de la otra recta.

. Hallar la distencia de rectas paralelas (y perpendi-
culares) a una dada que pasa por un punto dado.

e Aplicar las relaciones estudiadas al célculo de figuras
geométricas planas.

« Aplicar de forma combinada férmulas bdsicas y relacio-
nes estudiadas al cdlculo de figuras planas limitadas
por rectas. (Ejemplo 11.26).

Para tratar la ecuacién paramétrica se realiza un es-—
tudio de los vectoreas y sus operaciones en un planoc coor-
denado, no se hace un tratamiento profundo del método
vectorial, sino una interpretacidén de los vectores median-
te coordenadas puesto que ya son familiares a los alumnos
desde primaria y sus operaciones 1lastrabajarédn en la
asignatura Fisica.

El trabajo sintético con vectorea no se hace, su egtu-—
dio se realiza desde el punto de vista analftico, lo cual
no requiere de un trabajo tedérico propio del Algebra Li-
neal. En este sentido el trabajo se desarrolla en la me-—
dida necesaria para ilustrar algunas aplicaciones y prepa—
rar condiciones para el estudio de la ecuacidén paramétrica
de 1la recta.

Se introducen las coordenadas de un vector
ay = rgl cos 6y a_ = [g\ sen © , donde B es el 4ngulo

hA
que forma el vector a con el semieje positivo ¥y

-
[a] = \/azx -+ azy. Debe insistirse gue en el trabajo
con vectores una expresidn muy udtil, es agquella que nos
permite hallar las coordenadas de un vector conocidas las
de sus extremos, para ello se restan a las ccordenadas

del extremo, 1las del origen del vector, en ege orden,

. —
Si A(aq; a,) y B(b,; by,), entonces AB (b,-8; b,—b,)
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Un concepto gque debe gquedar claro en este trabajo es
el de "Vector de posicién de un punto™, lo que debe ilus-
trarse mediante un gréfico y precisar que las coordenadas
de un punto coinciden con las de su vector de posicién.

Es fundamental trabajar en el cédlculo de las operacio-
nes con vectores dados por coordenadas, por lo que el
teorema que las presenta debe ser analizado detalladamen-—
te con la activa participacién de los alumnos y tratar de
inducir la idea de la demostracién. Al analizar la mul-
tiplicacién de un vector por un ndmero real, debe desta—
carse que los vectores a A’ 22 son paralelos y asi se va
preparando la condicién de paralelismo entre vectores que
se estudiard més adelante.

Para introducir el producto escalar de dos vectores:
debe recordarse la expresifén para el trabajo realizado
por una fuerza y aplicarla en la solucién de un ejerci-
cio, después analizar las caracteristicas de esa opera-
cién entre vectores y dar su nombre, sefialar gque aungue
la operacidén se realiza entre dos vectores, el resultado
es un nmero real, (escalar): el = RN \-:5\ s cos X (E’,E’).
A partir de esa expresién se enuncia el teorema que plan-—
tea cémo calcular el producto escalar de dos vectores
conocidas sus coordenadas.

Una vez fijado el teorema se introducen las condicio-
nes de paralelismo y de perpendicularidad de dos vecto-
res, la primera se sugiridé analizar al trabajar la mul-
tiplicacién de un vector por un escalar y a la segunda
8e llega al analizar la expresién del producto escalar
en funcidn del édngulo entre los vectores cuando el
Coseno del éAngulo es cero.

La unidad termina con el estudio de la ecuacién para-
métrica de la recta Yy las relaciones entre la ecuacidn
Cartesiana y la paramétrica, debe insistirse en que se
trata de otra forma de representar la recta y que deben
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poder pasar de una forma de representacién a otra. Es
importante incluir en el tratamiento situacionee en las
que sea evidente la ventaja de utilizar ecuaciones para-
nédtricas, asi como aplicaciones que 86 faciliten con esta
ecuacién, de modo que los estudiantes comprendan que Cada
forma tiene sus ventajas y utilidad especifica.

Bn este aspecto el profesor debe lograr que los estu-
diantes determinen una ecuacién paramétrica de una recta,
conocidos algunos elementos, y aplicar la ecuacién para-
métrica de la recta a la resolucidén de ejercicios.

La ecuacidén paramétrica de la recta al igual que la
cartesiana se presenta mediante un teorema. Resulta
conveniente antes de enunciar el teorema aclarar que se
van a estudiar otras formas de expresar las coordenadas
de un punto cualquiera de la recta en funcién de una va-—
riable independiente llamada pardmetro y por ello se de-—
nominan paramétricas.

Para la demostracién del teorema es necesario confec-
cionar una figura segin sg recomienda en las orientacio-
nes metodolégicas (puede ser confeccionada en lédmina)e

4
Y P

-7
a

/ .

X

()
-

Figura 11.31

Destacar que:

. r es un vector de posicién de un punto P cualquiera de
la recta (vector wvariable).

. r,es un vector de posicién de un punto dado de la rects
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(vector conocido)e.
- < -
2 un vector director (vector conocido).

t es una variable que recorre el dominio de los ndmeros
reales (pardmetro).

Cuslquier vector paralelo a & determina también la po-
sicidn de la recta y por ello todos se llaman "“vectores
directores de la recta".

Para Caracterizar la recta hay que encontrar la condi-
cién que cumple un punto P cualquiera de la misma.

Segin se aprecia en la figura el vector Poi, que es8
igual a la dlferencla de los vectores T - r,, es paralelo
a el vector a, luego por la condlcldn de paralellsmo se

tiene r—r = ta, transponiendo r° se obtiene T = ro + €t &

o

Esta relacién se fijerd proponiendo ejercicios donde
se halle la ecuacién de la recta conocido un punto y un
vector director,o dos puntos. Debe insistirse que si
tomamos otro punto de la recta, para otro vector director
paralelo al vector @ se obtiene otra ecuacién paramétrica,
que representa la misma recta; lo que significa que parsa
una misma recta existen infinitas ecuaciones paramétri-
cas, por el cardcter arbitrario de la seleccidén del punto
Yy del wvector director.

Sefialar gue es usual escribir la ecuacidén paramétrica
de la recta en forma de un sistema de manera que a cada
coordenada corresponda una ecuacién, esta se puede reali-
Zzar efectuando en la misma:

(x,5) = (x5 v,) + ¢t (ag; ay) que €S equivalente al sis-—
temas
X = X, + tax

Yy =Yg * tay
Una vez obtenida esta forma, se destacard su utilided

Para: calcular puntos de la recta conocido el paréme tro,
determinar si un punto pertenace o no a la recte y obtener

181
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la ecuacidén paramétrica de una recta perpendicular a otra
dadsa.

Cuando los alumnos conocen gue la ecuacidén de una rec-
ta 3$e puede expresar de dos forma diferentes, es necesa-
ric hacerles comprender gue para resolver un determinado
problema resulta més conveniente una de ellaswAs{,ae ne—
cegita dada la ecuacién cartesiana expresarla como para-—
métrica o viceversa,  C6mo introducir el procedimiento
a seguir?

Primeramente los alumnos deben comprender la relacidn
que existe entre la pendiente de una recta y su vector
director; lo que puede lograrse conocidos dos puntos de
una recta dada, para le cual se determinan ambos elemen-—
tos (pendiente y wvector director) y se buscan relaciones
entre ellas, concluyendo que:

m o= -% -';i, luego un rector director es (-B; A).

Al lograr la comprensién de la relacidén entre la pen-—
diente de una recta y su vector director, se buscardncon
la participacién de los alumnos los elementos que faltan,
aprovechando las relaciones ya conocidas, hasta obtener los
pagos a seguir en cada caso, quedando asi establecido el
procedimiento a emplear. Otra variante a utilizar puede
ser gque los propios alumnos trabajando independientemente
con 8u libro de texto y analizandoc los ejemplos que apareé-
cen resueltos, lleguen a fijar los pasos a seguir.

Este procedimiento se fijard en clases posteriores Yy
se aplicaré para el estudio de las relaciones de posicidn
de dos rectas en el plano, retomando 1los conocimientos
que poseen los estudiantes sobre la resolucién de siste-
mas de dos ecuaciones con dos variables.

Los ejercicios que se sgeleccionan para la fijacidn
deben abarcar todas las formas posibles de plantearlos ¥y
trabajar las dificultades siguientes:

. Expresar la ecuacién paramétrica de una recta conocidos
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un punto y el wvector director,o dos puntos.

Determinar ecuaciones paramétricas de rectas paralelas
(y perpendiculares) que pasen por un punto dado, cono-—
cida la ecuacién de una recta.

Egscribir la ecuacidén cartesiana de una recta conocida
la paramétrica y viceversa.

Determinar puntos de interseccién de dos rectas,dadas
sus ecuaciones en una misma representacién o en dife-—
rentes representaciones. '

Aplicar las relaciones estudiadas al cédlculo de figuras
geométricas limitadas por rectas.

Aplicar las relaciones estudiasdas para demostrar teore-
mas de figuras geométricas elementales.

En el estudio de la recta en el espacio tridimensional,

el alumno debe reconocer gque hay que representarla como

un sistema de ecuaciones lineales por ser la interseccién

de dos planos.

Ejemplo 11.27

Dado los planos
ol 2x + 3y = 6
(58 Y =+ z = 1

representa la recta interseccién de los planos deter-
minados por esas ecuaciones.

v

£
A
ol
/ "

Figura 11.32

a0n
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El plano X es paralelec al eje z y pasa por los puntos
(330;0 y (0;2;0), ? es paralelo al eje x y pasa por los
puntos (0;1;0) y (0;0,1).

El sistema de ecuaciones
ayx + byy + Cq2z = d1
a,x + b2y + CoZ = d2
representa una recta,si los vectores (a1; b1; c1) Y

(32; b2; 02) no son paraleles (recta de interseccidédn de
los planos determinados por esas ecuaciones).

Cuando se g¢onoce un punto Po(xo; Yoi3 zo) ¥y un vector
director (a,b,c) de una recta, la ecuacidén puede escri-

birse:

X - X, = A a

Y - J5 = AD 2 e R,

zZ -z, = AcC
Yy 8i a ¥ o, b £ 0, ¢ ¥ o, se obtiene la llamada ecuacién
simétrica de recta:

— - Z -
x x, Yy Yo z

a b c

Observaciones metodoldgsicas para el tratamiento de las
curvas de segundo orden

El trabajo con estas curvas tiene que propiciar la
integracién de los conocimientos gque poseen 1los alumnos
Y los nuevos que se tratan al aplicar los procedimientos
anal{ticos; por esa razén, el estudio de la circunferen-—
cia se realiza sobre la base de las propiedades conocidas
desde la secundaria bésicay la pardbola se analiza a par-
tir de la ecuacidén ya conocida, antes de estudiar la

elipse y la hipérbola,

Estas curvas se estudian como lugares geométricos del
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plano y se aplica el método analftico en la obtencién
de sus ecuaciones canénicas, Es necesario lograr en el
trabajo de busqueda de los nuevos conocimientos, que se
utilicen conscientemente los recursos de la Geometria
Analftica que dominan los alumnos y qué no se aprendan
las férmulas de manera mecénica.

En el desarrollo de la unidad hay que lograr que los
alumnos asimilen la propiedad geométrica caracteristica
de estas curvas: son conjuntos de puntos del plano que
cumplen determinadas propiedades; y su caracteristica
comin algebraica: sus ecuaciones son de segundo grado.
Para lograr esto, es necesario comparar entre sf las ca~-
racteristicas y ecuaciones de les diferentes lugares geo-
métricos ya conocidos, con los que se van presentando,

o sea, ir sistematizando los conocimientos sobre las cur-—
vas de segundo orden en la medida que se estudian.

En el tratamiento hay que lograr la caracterizacidén
de las definiciones de las curvas como lugares geométri-
cos, reconocer sus diferentes elementos, graficar las
mismas segin la influencia de sus elementos y conocer las
ecuaciones cartesianas de las curvas referidas al centro
o vértice en el caso de la parébola, de manera que se
pueda construir la gréfica a partir de la ecuacién; por
Ultimo,deben determinar relaciones relativas entre cdénica
Yy rectas, y entre cénicas,

Ejemplo 11.28

Ilustraremos lo expresado anteriormente mostrando, una
POosibilidad para el tratamiento de la deduccién de 1la
ecuacién candénica de la circunferencia.
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Actividades del profesor Actividades de los alumnos
-~ Plantea un e jercicio — Resolver de forma indepen-—
que exija trazar una diente.,

circunferencia y sefia-—
lar sus elementos fun-—
damentales,

— Oralmente se controla-— — Atienden y responden.
rdn las soluciones dadas.

— En una conversacidén de — Atender y participar.
clase se discutiré:

a) ;Cémo se define una — BExpresar la definicién.

circunferencia®?

b) ;C6émo se calcula el — Conocidas sus ecuaciones
punto de intersec— se resuelve el sistema
cidén de dos rectas que resulta,

del plano conocidas
sus ecuaciones?

c) ¢(Cémo calcular los - Expresar sus criterios; de-—
runtos de intersec-— ben plantear gue no conocen
cién entre una rec-— la ecuacidén de la circunfe-—
ta y una circunfe-— renciae.
rencia?

— Aclarsasr gue para resol-— - Atender,

ver este problema de
igual forma que entre
dos rectas es necesario
buscar la ecuacidén de
los puntos'de las cir-—
cunferencias, expresa
el objetivo.

— Plantea las interrogan-
tes siguientes:

a) ;Cémo denotar un pun— = P (x,y)

1RA
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Actividades del profesor Actividades de los alumnos

to cualquiera del
plano a través de
sus coordenadas?

b) ;Qué condicién cum-— - Estén a igual distancia
plen los puntos de (equidistan) del centro
la circunferencia (punto fijo C).

con respecto al
centro C?

c) ;Cémo expresar esa — da (C3P) = r.
relacién en el len-—
guaje mateméAtico?

d) ¢(Cémo determinar la — Empleando la férmula de
distancia entre los distancia entre dos pun-—
puntos C y P? tos.

e) ;Qué datos necesita-— - Las coordenadas de 1los
mos para utilizar di- puntos P y C.
cha férmula? YA

- Representa una circunfe-— b ]

rencia congiderando 1los k

puntos P(x,¥y) y C(h;k)
en un sistema de coorde-—

nadas. E i .
(4} h x X
Figura 11.33
- ¢(Cémo calcular shora la d(C,P) = r
distancia? ﬁx_h)z & (,’_k)zj o
- Expresa la relacidén de (x—h)2 ” (y_k)z -

forma méAs sencilla (sin
utilizar raiz cuadrada).

— Expresa esta relacién me— — Expresar con sus palabras
diante un teorema y re-— el teorema y representar su
presenta su demostracidén. demostracidn.

187
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El profesor aclara que:

— Esa es la eouacidén de una circunferencia con centro en
un punto cualguiera del plano y nos permite obténer fé-
cilmente las coordenadas del centro y la longitud del
radioc.

— Para demostrar que la ecuacidén obtenida es un lugar
geométrico, es necesario demostrar también la relacidn
reciproca, es decir, que todo punto gue satisface a la
ecuacién pertenece al lugar geoméirico; aquf no es ne-
ceaario hacerlo porque todos los pasos de la demostra—
cién son equivalentes.

— Si el centro de la circunferencia coincide con el ori-
gen: ;Cémo guedaria expresada esta ecuacidn? ( Eata es
1a forma candénica de la ecusacidén de la circunfe-—
rencié).

Como se observa en el ejemplo anterior,el profesor de-
be lograr que los estudiantes se familiaricen con el mé—
todo analitico de estudio de las secciones cdénicas en
ias curvas conocidas y con los dos problemas fundamenta-—
les de la Geometrfa Analftica: dado el lugar geométrico
determinar la ecuacién,y dada la ecuacién. determinar el
lugar geométrico. Una vez lograda la familiarizacidn con
edtos procedimientos, los aplica al estudio de la elipse
y la hipérbola,

Hay que lograr en el estudio de 1la unidad que los
alumnos aprendan a utilizar el método analftico como un
método de estudio de la geometria, y que, al mismo tiem-—
po, reconozcan los objetivos y propiedades geométricas en
juego. Una via de reafirmar esta idea es la de recurrir
constructivamente a las ilustraciones geométricas en un
plano coordenado; el alumno debe gprender &a razonar sobre
eatas ilustraciones y comprender que no se trata de memo=
rigzar férmalas, sino de saplicar sus conocimientos funda-
mentales y razonar a partir de situaciones gque pueden 86T
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representadas gr¥dficamente.

Ejemplo 11.29

El punto 0(33;-1) es el centro de una circunferencia
que intersecta a la recta 2x~-5y+18 = 0; =i la longitud de
1a cuerda que determina esta recta es 6, halla la ecuacid
de la circunferencia.

- DpDado:
o (3; = 1);

recta que intersecta a la circunferencias
2x-5y+18 = O0; longitud de la cuerda que determina esta
recta: 6.

- Se busca: ecuAacidén de la circunferencia.

(Se necesita determinar la longitud del rudio
- Representacidén grdfica:

} Y
A 2x-5y+18=0
A M
P -
o \ _
Q AB = 6

= Al analizgar la situacidn grdfica se observa que:
« Puede hallar r, 8i conoce los catetos del tridngulo

BOM. —_
- BM = -—ég—— = 3, ya que la mediatrigz de una cuerda de

la circunferencia pasa por su centro.
- ILa longitud de MO es la distancia de la recta al
centro de la circunferencia. 4 (0;r) = \/ 29.

189
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Aplicando el teorema de Pitdgoras se tiene que

coJm s m - /2959 = 3®

De agui gue la ecuacidén de 1= circunferencia es:
2
(x = 3)° + (y + 1)° = 38

Al desarrollar el estudic de las cuatro curvas, los

ejercicios se seleccionarédn considerando las exigen-—
cias que se plantean para la fijacién de conocimien—
tos y habilidades matem&ticas, de manera que se traba-

je de forma intensiva en:

. Escribir la ecuacién de las curvas conocidos sus

elementos y viceversa.

. Determinar los puntos de interseccién entre Curvas
y rectas,y entre curvas.

. Resolver ejercicios de célculo aplicando las ecua-
ciones de las curvas estudiadas,

. Representar grédficamente estas curvas dadas sus
ecuaciones y viceversa.

. Resolver ejercicios de célculo geométrico aplicando
las ecusciones de las curvas estudiadas.

. Aplicar las ecuaciones de las cénicas a resolver
ejercicios relacionados con la practica.



Pag. Anterior Pag. Siquiente indice

11.7 Elementos de la Geometria del Espacio.

El concepto de espacio se interpreta de maner= diferen—
te dentro de las ciencias. Como categoria filoséfica, es
una de las formas de existencia de 1la materia. En la cien-—
cia Matemftica se interpreta como la forma del medio real,
incluyendo sus relaciones cuantitativas, que sSon 3su objeto
de estudio.

Le Geometria del Espacio, Bstereometria o Geometria de
los sélidos, como toda geometria, tiene su origen en las
primeras civilizaciones. Se conoce quse los egipcios ¥y
babilonios poseian conocimientos estereométricos, los
griegos comienzan el estudio geométrico de los sé6lidoas en
la escuela de Pitdgores,y Buclides dedica tres libros de
su obre "Los Elementos" a construir la Geometria del Es-—
pacio, pero se completa tal como la conocemos hoy con los
trabajos de Arquimides.

En nuestra escuela,desde el primer ciclo,se abordan
en la ensefianza de la Matemdtica contenidos de la Geome-—
trfa del Espacio, y se plantean exigencias en relacién
con el desarrollo del pensamiento geométrico espacial.

El Dr. Armando Fldrez Arco, en su tesis de opcidn
al grado cientifico, explica esta forma de pensamiento
¥y al respecto plantea:

Ba un tipo de pensamiento matemditico gque se basa en
el conocimiento del eapacio fisico tridimensional como
reflejo generalizado y mediato de dicho espacio, tiene
una fuerte base senso-—perceptusl gue se inicia desde las
Primera relaciones del nifio con su medio y se sistematiza
Y generaliza con el estudio de los contenidos geométricos
en la escuela.

Por su significado diddctico se distinguenen el pensa-
miento geométrico espacigl los niveles esenciales siguien-—
tes:

- Conceptualizacidn, representacién e imaginacidn.
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Vamos & explicar en qué consiste cada uno de estos ni-

veles.,

La conceptualizacidén: debe lograr la formacién de aguellos
conceptos y relaciones esenciales que resultan de la abs-—
traccidn inmediata de la imagen senso-perceptual del es-—
pacio real y constituye un modelo de este espacio fisico
tridimensional.,

La representacidn geométrica espacial es un sistema
de capacidades gue permite realizar una modelacidn de 1la
realidad objetiva ya sea en la mente del individuo O
materializada a través del dibujo o en objetos construi-
dos, para destecar relaciones de posicidn, de orden, de
tamafio, de continuidad, de igzualdad y otras; asi como,
movimientos de cuerpos emn el eSpPacio.

Ia representacidon mental le permite al hombre prever
Ssituaciones, estimar distancias y tamario, asi como orien—
tarse en el espacio fisicoe.

La imaginacidn geométrica espacial, es una representa-—
cidn ideal en l1la mente del homire de cuerpos y relaciones
geométricas en el espacio gue €l no ha observado con an—
terioridad, por lo tanto, tiene un sentido relativo con
respecto & la situacidn objeto de estudio, no obhstante,
estas situaciones puseden ser muy variadas y 8e pueden
crear muchas de ellas transformando y complicando las
circunstancias,

En el estudio y comprensidén del espacio euclideo tri-
dimensional, la imsginacidn gLeométrica espacial es un
elemento necesario de la actividad creadora del hombre,
contribuye a la crezacidn de un modelo psiguico de resul—
tados final<es e intermedios de propiedades seométricas
espaciales,

En la imaginacidn espacial se pueden distingacuir dos
niveles: un primer nivel en gue las imdgenes son cres —

das a posrtir de revresentaciories y relaciones conocidas

1Q2
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mediante la realizacion de transformaciones y un segundo
nivel que opera con imdgenes que son creadas sSin una re-—
1acién directa con otras conocidas por el sujeto, este
nivel se corresponde con el pensamiento creador y estd
asociado directampente a la fantasia del individuo.

Aunque con fines diddcticos se han separado estos ni-
veles, en la prdctica los tres niveles del pensamiento
geométrico espacial se entrelazan.

En el proceso metodoldgico la formacidn de los concep—
tos propios de la geometria espacial, sus relaciones,
as{ como la comprensidén de los simbolos y el lenguaje
técnico que se emplea y de las representzciones ldgicas
de situmaciones geométricas, requiere del profesor que
asegure en primer lugar los conceptos bdsicos de la geo-—
metria plana (punto, recta y plano) a partir de objetos
geométricos.

En el estudio de la geometria, la profundizacidn se
logra en la escuela en tres direcciones fundamentales:

1« Se hace un estudio de las relaciones esenciales en

el espacio de modo que los alumnos adguieran conoci-
mientos gue por un lado consoliden las cuestiones fun-—
damentales de la geometria bdsica ya estudiada y por
otro amplien esos conocimientos aritméticos, algebrai-
cos, trigonométricos y por supuesto geométricos, para
gque sean capaces de integrarlos durante el tratamiento
de loa contenidos de la Geometria del Espacio.

2. Se sistematizan las propiedades geométricas estudiadas,
promiciando un adecuado ordenamiento y reconocimiento
de los conceptos, procedimientos de trabajo y propo-
Biciones matemdticas, estando presente en esta siste—
matizacidén el establecimiento de analogias y diferem-—
cias- entre lo estudiado en geometria plana y los que
aborda en la Geometria del Espacio,.

3. Se introducen las nociones bédsicas de un sistema de
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axiomas para la construccidén de la Geometria plana y
la del espacio, donde implicitamente se comprenda

por parte del alumno el papel fundamental de las demos-—
traciones como unica via de aseguramiento cognosciti-
Vo en Matemdtica y al mismo tiempo reconozcan la nece-—
sidad de admitir proposiciones sin demostracion, como
es el caso de los axioma2s.

- Observaciones sobre el tratamiento de 1a Geometria del

Espacio en la escuela primarife.

Diversas actividades se realizan en el primer ciclo

de la enseiianza primaria con el objetivo de contribuir

al desarrollo del pensamiento geométrico espacial, entre

ellas se pueden safialar algunas:

Ejercicios de orientacidén en el espacio y en la hoja
de trazado, empleando las expresiones: "a la derecha'",
"a la izquiexrda'", "arriba', "abajo', "delante" y "de—

trdas".

Ejercicios de movimientos y trazado segin instrucciones
dadas sin emplear otros medios auxiliares,

Reconocimiento de objetos del medio gue tienen forma
de loa cuerpos estudiados (ortoedro, cubo, cilindro,
esfera, pirdmide y cono)

Reconocimiento, centro y medicidn de vértices, aristas
y caras,

Reconocimiento de segmentos paraelelos y perpendiculares
en ortoedros y cubos,

Reconocimiento de prismas en objetos del medio circun—
dante y en modelos.

Comparacidén, descomposicién y desarrolloc de ortoedros
¥y cubos.

Modelado de los cuerpos estudiados con plastilina.

Descripcidén de objetos del medio circundante Yy repre-—
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sentaciones grdficas empleando los conceptos aprendidos.

Con estas actividades se logran nociones sobre el espa—
cio tridimensionmsl y la adquisicién de conocimientos
espaciales que lg permiten al nifio orientarse en el re-—
conocimiento de relaciones entre los objetos que le ro-—
dean en el medio, e interpretar el espacio geométrico

a partir de sus dimensionesj; todo esto garantiza la
comprensién de propiedades del espacio fisico. Los alum-—
nos comienzan & .utilizar la terminologia y simbologia
propia de la Geometria del espacio y aplicarlas en la
resolucidén de ejercicios.

Se contribuye al desarrollo del pensamiento geométrico
espacial pues se forman los conceptos de espacio, cuerpo
geométrico, figuras y de relaciones esv¢nciales que pueden
eatablecerse entre ellos, de posicidn, tamario,etc. Realij —
zar representaciones de 1los cuerpos en plastilina (mode-—
lan), 1o que les permite establecer relaciones entre sus
caras, aristas,etc. Esta actividad tiene un gr-n valor
educativo pare la formacién de cualidades morales.

En las actividades de repaso y sistematizacidén deben
realizarse ejercicios que contribuyan al desarrollo de
la imaginacidén geométrica espacial en este primer ciclo,
complicando las circunstancias planteadas.

Ejemplo 11.30

Los siguientes cubos, representan las cabezas de tite—
res,

-
[y!"k d 5
\ ;‘. s o o 7

- T T
L ‘leluul

(<)
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Diga en cada caso s8i la oreja que se observa es la de-
recha.

[ﬁate ejercicio contribuye a profundizar en las relacio-
nes conocidas para orientarse en el esPacio}.

Ejemplo 11.34

Al someter un cubo 2 un determinazdo movimiento, el mis-
mo queda en la pesicidn que se indica en la figura.

Sefiale la posicién en gque se encontrard la arista se-—
finalada con una marca, conocida la posiciédn en que se en-—
cuentran las aristas senaladas con dos marcas,

\,
s

R

[
|

E3
|
[

— — -

A

e s

I\x v .5
’ S

Ay
N
hY

N
~

~4
~

Figura 11,36

[Este ejercicio puede ser presentado también,empleando
modelo de cubos con aristam de colores diferentes]\

Bn el segundo ciclo de la escuela primaria se estudia
81l ortoedro, sus prropiedades y el cdlculo del drea total
Y del volumen. El =2istema de ejercicios que se propone
resulta adecusado pare el logro de los objetivos plantea-—
dos en este nivel., No obstante, recomendamos que se tra-—
bajen ejercicios dirigidos a establecer relaciones espa-—
ciales cuantitativas entre vollmenes de cuerpos conocidos.

Ejemplo 11.32

sCufntos cubitos pequerios serdn necesarios para comple—
taxr el cubo?
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Figura 11.37

EEeta actividad permite profundizar el concepto de vo-
lumen y contribuir al desarrollo de la directriz "trab=ajo
combinatorio y pensamienta probabilistico"} .

Un ejercicio que permite la conceptualizacion del
volumen de un cuerpo y Su relaciédn con el largo, el ancho
y la altura, es el siguiente.

Ejemplo 11.33

Sea el ortoedro cuyas unidades de longitud eatdn seria—
ladas en las aristas.

Figura 11.38

Sefiale con una cruz el cubo que cabe exactamente tres
veces en el ortoedro.
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(A)

(®)

e

"/)_:"J:j A

Figura 11.39

— Observaciones metodoldgicas para el tratamiento de la
Geometr{a del Espacio en la secundaria bdsica.

Bn este nivel se profundiza el estudio de los cuerpos
geométricos introducidos en el primer ciclo de 1la escuela
primaria. Se define cada uno y se obtienen las fdérmulas
para el cdlculo del drea y el volumen; camO une &aplica-—
cién, se calculan cuerpos compuestos y se resuelven pro-
blemas relacionados con la prdctica.

Al elaborar las definiciones de los cuerpos se trabaja
en el desarrollo de la conceptualizacidén y representacidn
espacial, pues al realizar la busqueda de las caracteris-—
ticas esenciales de un prisms8 Se observaron varios modelos
¥ los alumnos comprenden que tienen dos bases iguales
¥y paralelas (estd implicito el concepto de planos parale—
lo8). En el tratamiento de los conceptos de cilindro,
ocono y esfera, al realizar el experimento de rotar una
£tgurae sobre uno se sus lados que genera al cuerpo, se
trabaja la capacidad de imaginacidén geométrica espacial
al crear imdgenes de cuerpos conocidos a partir de
transformaciones en figuras planasdadas.

En el trabajo de obtencidédn de las férmulas se realiza
una fuerte contribueidédn al desarrollo del pensamiento
geométrico espacial, pues al presentar un prisma y una
pirdmide con igzual base e igual altura se analiza:
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. 4Cufdl tiene mayor volumen?

. iCufntas Veces es mayor el volumen del prisma que el
de la pirdmide?

. ¢Serd dos veces mayor, tres veces, cuatro vecea? &Cémo
comprobarlo?

Ante esta situacidn, el alumno hace una representacidn
en su mente de los cuerpos dados, establece relaciones
entre sus volimenes y estima el de la pirdmide a partir
de las relaciones visibles, lo que verifica experimen -
talmente.

En las aplicaciones de la férmula al cdlculo de cuerpos,
se hace conveniente representar la situacién descrita en
el texto mediante dibujos para su mejor comprensién, por
lo que es8 necesario aprender a hacer esos dibujos. la
principal dificultad consiste en que el cuerpo cuenta con
tres dimensiones (ancho, altura y profundidad) y un
plano (pizarra, hoja de papel) sélo cuenta con dos: ancho
y altura.

la motivacidn pare introducir el procedimiento debe
realizarse mediante situaciones prdcticas, destacando
la necesidad de que la deformacidén sea minima pare obte-
ner una imagen lo méds real posible.

El objetivo de la representacidén de los cuerpos es
contribuir al razonamiento del estudiante en la resolucidn
de ejercicios de cdlculo, de manera que lesreconozcan
Y representen con claridad.

El procedimiento debe darse elaborado y ejemplificar

la via en ejemplos propuestos, puede apoyarse el trabajo
con el libro de texto.

Una via a emplear puede ser, analizar por el libro de
texto los pasos del procedimiento y aplicarlo en las si-

tuaciones que se plantean en una hoja de trabajo como
la siguiente:
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Cuadro 11.13.

HOJA DE TRABAJO

Completa en cada figura la imagen del cubo en
perspectiva caballera. Ten en cuenta lo relacio-
nado con la visibilidad de las aristas.

F

Al representar los cubos gque aparecen en 1la hoja de
trabajo, en cada inciso se eleva la exigencia, hasta tener
que ejecutar todos los pasos del procedimiento en el d1-
timo. El estudiante se enfrenta a situaciones similares,
donde tiene cada vez gue reproducir los pasos ya reali-
zados en la figura anterior e incorporar uno nuevo, tenien-
do como base de orientacidn la representicidn realizada
en el inciso anterior.

Esta habilidad de representar cuerpos gZeométricos co-
Nocidos mediante el dibujo, es un medio que tiers el alum—

no par<e aplicar en la blsqueda de la viz de solucidn de
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ejercicios que conducen al cdlculo de cuerpos. En est
cgs0os8 esS necesario insistir en realizar la representa
con la mayor claridad posible, de manere quse facilite
comprensién del problema descrito.

Ejemplo 11.34

Un obelisco de granito tiene la forma de una pirdm:
rezgular de base cuadrada, cuya arista de 1a base mide
6,0 m y la altura de una de sus caras mide 4,0 m.

a) Calcula su drea total

b) Calcula la longitud de una arista lateral y la
altura del obelisco.

Para resolver el inciso ano necesita representar 1
pirdmide, pues conoce que la base es3 un cuadrado de ax
ta 6,0 m y las caras sSon tridngulos de base 6,0 m y al
tura 4,0 m; hasta aplicar 1la férmula conocida y calcul
En el inciso b)es imprescindible el andlisis de la 8it
cidén en un dibujo, para reconocer que la via de soluc
consiste. en calcular lados de un tridngulo aplicando
teorema de Pitdgorasi deno realizar la representacién
cuerpo y buscar relaciones antre los elementos dados Yy
los que piden calcular, no se hace visible gque esos el
mentos forman tridngulos rectdngulos en 1la pirdmide.

(situacién con estas caracteristicas aparece con fr
cuencia en los libros de texto de la eacuelé}-

Unz habilidad necesaria en la resolucidén de ejercici
de calculo de cuerpos, es la de reconocer los objetos
representados de manera que sSe determine con las relac]
nes dadas en la figura, la via a seguir para determinaz
la solucidn. El trabajo con estos ejercicios exige que
el estudiante represente en su mente relacibhes entre
cuerpos geométricos conocidos, pare obtener objetos qu
no ha observado con anterioridad e imagine en el espa
cio su forma y tamafio, y que asocie pare su cdlculo op
reciones matemdticas entre las 4reas y volumenes de cue

201
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geométricos conocidos.

Ejemplo 11.3§
Calcula el volumen y el drea total del cuerpo repre-

sentado en la figura,.

2,0 cmn

\S

8V em

fizura 11.40

El alumno tiene gque reconocer gue el cuerpo a calcular,
8e obtiene por un cono con una perforacidn cdnica; ambos
conos tienen como base el circulo de 3,0cm de rgdio y al-
turas diferentes (h‘ mayor que h2).

Si se denomina al cono mayor cuerpo 1 y al otro cuerpo
2, Bse tiene gue el volumen del cuerpo representado es la
diferencia del volumen del cono 1 y el del cono 2

(V=1 Tl'r2 (h1 - h2)), y el drea total pedida es la

3
suma del drea lateral de ambos conos (A = T.r (g, + &5))-

De ser posible,el maestro debe apoyar el andlisis del
cuerpo representado, construyendo el modelo con cartulina
u otro material, de manera gque se puedan analizar las
relaciones que se establecen entre los cuerpos geométri-

cos conocidos. Este trabajo propicia el desarrollo de los
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diferentes niveles del pensamiento geométrico espacial.

Observaciones metodoldgicas para el tretamiento
de la Geometria del Espacio en el preuniversita-—
Yrioe.

En el estudio de las "“Aplicacionea de la Trigonometria"
se profundiza y reactiva lo relacionado con el cdlculo
de cuerpos, ya tratado en grados anteriores. Se aplican
las relaciones trigonométricas conocidas al cdlculo, lo
que aporta une heryamienta matemdtica nueva para el estu-—
diante, que le permite resolver problemas = conocidos otros
elementos de los cuerpos=—,

Para el tratamiento de estos ejercicios de cdlculo de
cuerpas es necesario comenzar con ejemplos sencillos e
ir aumentando el nivel de dificultad; lo esencial es que
los alumnos apliquen la Trigonometria para su resolucidn.

En los ejercicios se debe dirigir el andlisis mediante
preguntas,de manera gque el estudiante de formae natural
encuentre la via de solucidédn a utilizar aplicando sus
conocimientos,.

Ejemplo 11.36

Un tanque de agua estd constituido por un cilindro
de 1,5 m de radio y dos semiesferassegin se plantea en
la figura, Si el dngulo & es igual a 60°, halla el vo-
lumen del tanque.

- e - = e — e e e e W w e em o e -

Figura 11.41
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P:iAnalicen el ejercicio!

A: L.os &lumnos leen el ejercicio en voz baja, puseden
situar en el gridfico la longitud del radio y ampli-
tud del dngulo.

P: ;,Qué nos piden hallar?

A: El volumen del tanque formado nor dos semiesferas
Y un cilindroe.

P: ;Qué nos dan®

A: r % 1,5 m (del cilindro y de las semiesferas)
e< = 60° (dngulo que forma el radio con el sezmento

gque une un punto de la base del cilindro con
el centro de la otra base)

P:;.Qué necesitamos para calcular el volumen del tanqueT?

A: Necesitamos el volumen de las semiesferms y el volu—

men del cilindro.
P: ;Cémo podemos calcular lo gue necesitamos?

A: El volumen de las semiasferas es el volumen de la
esfera de radio 1,5 mj; puede calcularse sin 4difi-
cultad.

V=4 Imwr.
3

El volumen del cilindro se calcula: V:7Tr2.h;
necesitamos conocer la altura del cilindro.

P: ;C6mo determinar la altura del cilindro con los da-—
tos gque nos dan®

h

A: tan o< k1 luego h = r . tan X

P: Entonces es posible ahora, calcular el volumen
del tanque, ;cémo proceder?

A: 1. Calcular volumen de la esfera: Vc == % 7T'r‘3
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2. Hallar n=o1xr.e tan &
3., Determinar volumen del cilindrozs Vc = 7T .r2.h
4., Calcular el volumen del tanque: V = Ve i Vc

Concluido el andlisis y precisado el proceder, los
alumnos trabajan independientemente en la bisqueda del
resultado. En la evaluacién de la via se debe resaltar
que se determindé la altura aplicando los conocimientos
sobre rezones en el tridngulo rectdngulo, en lo cual es
conveniente pensar cuando nos dan la amplitud de un dAn-—
gulo y la longitud de una arista,radio, didmetro o altu-—
ra.

En el preuniversitario se concluye el estudio de la
Geometria en la ensefianza general, al trabajar la unidad
de Geometria del Espacio, en la que se continda desarro-
l1lando la visidn espacial y se contribuye a lograr una
me jor interpretacién del mundo que nos rodea.

L2 unidad se inicia con el estudio de las propiedades
que carecterizan a los planos y la posicidén relativa de
rectas en el espacio, aquif se incluyen propiedades que
en una construccidn axiomdtica serian axiomas, es decir
que no se demuestran, y que aqui se ilustren y analizan
de forma tal que los alumnos comprendan que representan
propiedades del espacio fisico.

Lo funddmental a lograer con los 2lumnos, es que fijan
las relaciones de posicidén de dos rectas y las distintas
formas de determinar un plano, de manera gue las apliquen
a la resolucién de los ejercicios.

Una via para motivar el estudio de la unidad consiste
en indicar a un estudiante que dibuje y denote un prisma
recto de base cuadrada en el pizarrén y basdndonos en
el esquema, analizar relaciones de posicién entre las
aristas, Resaltar gue existen relacioncs que contradicen
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a las estudiadss en el plano; puede hacerse también lle-—
vando una ldmina con un prisma recto representado y pro-
ceder de manera andloga & la §3@8 sugerida en la via ante-—
rior. Otra poaibilidad consiste, en llevar un modelo de
prisma recto con laas aristas pintadas de colores dife—
rentes y analizar las relaciones de posicién de las mis-—
mas, de maners que se encuentren las contradicciones con
respecto & las relaciones entre rectas de un plano.

En el trabajo con esta temdtica es fundamental el em-—
Pleo de medios de enserianza, los cuales pueden ser vari-
llas finas, alambres y ldpices pare las rectas, y peda-—
zos de cartdén, placas pldsticas, las paredes del aula U
otro material fino pare los planos.

Al estudiar la caracterizacidén de plano (axiomas de
incidencia) debe ilustrarse cada una, de manera gue se
logre una representacidén mental clara de ellos.

Para ilustrar que "por tres puntos del espacio, no
situados en linea recta, pasa un plano y =0lo uno'", pueds
tomarse **una cartulina o placa y apoyzarla sobre las pun-—-
tas de tres ldpices no situados en 1linea recta o dedos.
(relacionar esta situacidn con las bases de instrumentos

de medicidén), Para represcntar que si dos planos tienen
un punto comin entonces tienen una recta comin gque contie=

ne a ese punto (recta de interseccién)', pueden tomarse
las placas de cartulinas segiin se aprecia en la fipgura
(1a 1lfnea discontinua en a y b es la carta).

R

(B (©)

Fisura 11,42

206
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Bn el caso de la afirmacidén "si una recta tiene dos
puntos en un plano, entonces estd contenida en dicho pla—
no"; debe insistirse en gue el plano es la iunica super-
ficie que tiene esa propiedad, pues existen otras super-
ficies que pueden contener dos puntos de una recta y no
contenerla,

r

Figura 11.43

Esto puede ilustrarse con un tubo plédstico vacio (de
desodorante) o enrollar una placa para Iformar una super-—
ficie curva y un alambre para representar la recta.

En la temdtica estudian diferentes formas de determi-
nacidn de plano, las gue se tratan como teoremas.

Ejemplo 11.27

"Dos rectas gque se cortan determinan un plano y 3solo
uno".

Una posibilidad para estructurar el proceso de bisque-
da de demostracidn, es la siguiente.

Accidén del profesor Accidén de los alumnos
= Formula el teorema en la -"Si p y q son dos rectas
forma "sji...entonces...” que se cortan en un pun-—
[R.H. Pormular el teorema de o Ay SOvonGEs detewbuls
forma convenienté} nan un plano y solo

uno®
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— Separen la premisa y la P: p ¥y q@ rectas que s8e cortan
tesis en el punto A.
(R.H. separar premisa y T: p y q determinan un plano
tesis] y solo uno
— Representa la relacidn en
un gréfico

r . .
| RaHe confeccionar figzura

de andlisis | Z

N
—
Figura 11.44

- i<u8 pluntea la tesiz del

teocreaema? - L& exXpresan con sus pala-—
bras.

[R.{l. Analizar la tesis pare

seleccion:r el mitodo de

dem05traciénj

- ;Cémo estd caracterizado
un nlano®? —Por tres puntos no alineados

lR.H. Sustituir coricepto
por su defininridn)

— Lueyio,necesitamos encon— — Escuchan atentamente
trar tres puntos no ali-
neados y ademds yue lus
rectas esten contenidas
en el plano.

- ;Cudndo una recta asta

contenida en un plano. — 31 tiene Jdos puntos en el
Mmismo.
l?.H. Recordar relaciones del
dominio matemdtico co-—-
rrespondiente]
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— Luego, ®ezun 1la tesis
nay que probar:

Que existen tres puhtos
"no alineados en el es pa—
Oio-

2. Que las rTectas p y q
estdn contenidas en el

plano

[R.H. Precisién de condicio-
nes necsesarias pare
la demostracidn.]

- 4Con cudntos puntos conta-
mos parae demostrar?

— 4Cémo buscar los otros dos
puntos que necesitamos?

- ¢Cudntos puntos se netesi——
tan para determinar una
recta?

1?.3. Recordar relaciones del

dominio correspondien
te. ]

- ,Qué otros puntos tomamos
ademds de A7

(,Cémo probar la relacidn
de que lasrectas estén
contenidas en el plano?
sPoxr qué?

El profesor con ayuda de
sos de la demostracién,los

lo

209

que
zarra segiin se representa en el
tard a los estudiantes la tarea

Atienden Yy participan

Con uno, el punto A.

Expresan sus criterios.

Dos puntos diferentes

Tomamos dos puntos cuales-—
quiera diferentes de A,
uno en la recta p ¥y otro

en la recta qg.

Probando que existen dos
puntos del plano gque estdn
en la recta.

s alumnos precisara los pa-—
debe escribir
cuadro 11. 14

en la pi-

y le orien—
de fundamentar cada uno.
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Cuadro 11.14

Pasos Fundamentacidn

(1) EL punto Pep y P £ A
(2) E1 punto Q € q y Q £ A

(3) Segtin (1) y (2) se tie-
ne gque A,P y Q determi-—
nan un plano X y solo

o .
(4) A4,P € X, pe
(5) A,Q¢ , a € X
e S

Los restantes criterios de determinicidén de planos
se dan mcdiente ejemplos, por lo gque debe analizarse
en cada c«S0 como se procedia para probarlo, de manera
que los alumnos se apropien de las formas de pensamiento

y de trabajo que hay que aplicar.

Se continua el estudio de la unidadcon el tratamiento
de las posiciones relativas entre rectas y planos. Lo
esencial en la temdtica es aplicar esas relaciones, las
condiciones de paralelismo y perpendicularidad de recta
Y plano y el teorema de las tres perpendiculares a la
resolucidén de ejercicios de cdlculo geométrico y demos—
tracidn.

En esta temdtica el estudio del criterio de paralelis-—
mo de recta y plano necesita de un tratamiento cuidadoso,
Pues es un teorema gue su demostracidén se realiza por el
método indirectoeempleando 1la demostracidn del contra-—
rreciproco.

Para lograr la comprensién por parte de los alumnos
de la estructura del teorema y la idea de la demostre—
cidén se hace necesario realizar un andlisis detallado
de su texto. Yara ello se indica representar grdficamente
la relacidn, enunciarlo de otra manera y expresarlo en
simbolos.

210
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Ejemplo 11.38

Teorema. "Una recta es paralela & un plano 8i es paralela

a una recta contenida en dicho plano."

Representacidén gredfica.

[~ A

(o)
(o

Pigura 11.45

Ia representacidn grédfica puede ser apoyada con un

medio de ensefianza (placa con una recta trazada y una
varilla), lo que ayuda & la comprensién del teorema y a
que el alumno lo formule de otree forme con sus palabras.

1.

Otres formulaciones sont

“Sji una recta estd contenida en un plano y es paralela
a otra recta, entonces la segunda recta es paralela
al plano".

"Si una recta pertenece & un plano,entonces si esa

recta es paralela a otra, se cumple gque la segunda
recta es paralela al plano"

"Si le recta & pertenece al plano o(,entonces si a es

paralela a la recta b se cumple que b es paralela
al plano = "

En simbolos: (e ll b A a€c )— b \\ < o transfor-

mando el teorema segin el enunciado3: aedkd—(a |l b — bllk)

Lo que se demuestra es el contrarreciproco del teore-—

ma interior:
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El tridngulo rectdngulo rayado se fija por el cateto
que B8 sita sobre 1la recta s y se va moviendo de manera
que el cateto situado sobre la recta T esté contenido
ann una recta oblicua al plano < y perpendicular a la
recta s, tal que la recta r sea su proyeccidn.

Un aspecto importante de la unidad lo constituye el
eatudio de las relaciones entre planos, lo gque incluye
el concepto de dngulo diedro y la perpendicularidad
de planos. Es esencial que todas las propiedades trata-
das se relacionen con cuerpos geométricos conocidos.

El estudio de los poliedros se realiza como aplica-
cién de las propiedades estudiadas y ademds tiene como
objetivo la introduccién de los poliedros regulares
como un complemento de la formacidn cultural de los alum-—
nos.

Hasta este momento el concepto de espacio se ha carac-—
terizado como un conjunto de puntos en el cual hay algu-
nos subconjuntos llamados rectas y otros subconjuntos lla-
nados planos.

El complejo de materia termina con la introduccién de
la Geometria Analitica del Espacio, donde lo fundamentsdal
es gue los alumnos comprendan la ampliacién del sistema
de coordenadas al espacio y puedan representar puntos e
identificarlos a partir de su representacién en el mismo.
En cuanto a las relaciones analiticas, es fundamental el
dominio de la fédrmula de distancia entre dos puntos y el
reconocimiento de la ecuzscidén de un plano.

El concepto de espacio se ha ido generalizando de
miltiples- formas con el desarrollo de la Matemdtica, ahora
podemos identificar todo punto del espacio tridimensional
con un trfo ordenado de nimeros reales, haciéndole corres—
ponder a cada punto del espacio tres coordenadas y vice-—
vVversa, o sea, se asocia a una terna de nimeros reales
Cualesquiere, el punto del espacioc cuyas coordenadas coin—
ciden con los nimeros dados, representdndose el espacio
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El tridngulo rectdngulo rayado se fija por el cateto
que se sitéa sobre 1la recta s y se va moviendo de manera
que el cateto situado sobre la recta r esté contenido
eann una recta oblicua al plano < y perpendicular a l&a
recta 8, tal gque la recta r sea su proyeccidn.

Un aspecto importante de 1la unidad lo constituye el
eztudio de las relaciones entre planos, lo gque incluye
el concepto de dngulo diedro y la perpendicularidad
de planos. Bs esencial que todas las propiedades trata-—
das se relacionen con cuerpos geométricos conocidos.

El estudio de los poliedrosS ge realiza como aplica-
cién de las propiedades estudiadas y ademds tiene como
objetivo la introduccidén de los poliedros regulares
como un complemento de la formacidén cultural de los alum-—
nos.

Hasta este momento el concepto de espacio se ha carac-—
terizado como un conjunto de puntos en el cual hay algu-
nos subconjuntos llamados rectas y otros subconjuntos lla-
nados planos.

El complejo de materia termina con l1la introduccidén de
la Geometria Analitica del Espacio, donde lo fundamentsal
es gue los alumnos comprendan la amplidacidn del sistema
de coordenadas al espacio y puedan representar puntos e
identificarlos a partir de su representacién en el mismo.
En cuanto a las relaciones analiticas, es fundamental el
dominio de la fédrmula de distancia entre dos puntos y el
reconocimiento de la ecuscidén de un plano.

El concepto de espacio se ha ido generalizando de
miltiples- formas con el desarrollo de la Matemdtica, ahora
podemos identificar todo punto del espacib tridimensional
con un trfo ordenado de nimeros reales, haciéndole corres—
ponder a cada punto del espacio tres coordenadas y vice-
Vversa, o sea, se asocia a una terna de ndmeros reales
Cualesgquiere, el punto del espacio cuyas coordenadas coin—
ciden con los nimeros dados, representdndose el espacio
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tridimensional como el conjunto de todos los trios o ter.
nas de nimeros reales (X,Y,2)

3}

T
,’ l‘ :
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Pigura 11.48

Esta es una interpretacién analitica que nos permite
resolver problemas geométricos del espacio por el método
de coordenadas,
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TAREAS DEL CAPITULO

1. 8) Reaslice una panorfémica sobre el tranacurso de la
1fnea directriz "Geometria" de séptimo a duodécimo
grado de la E.G.P.L.

b) Ejemplifique cémo se realiza esta linea directriz
en el tratamiento de otras unidades de materia en
dichos grados, en especial en el "Célculo de Cuer-—
pos" en secundaria bésica y la unidad de "Sistema-—
tizacidén™ en el preuniversitario.

2., a) Analice y resuelva los ejercicios siguientes:

I. En la figura 11.49 ABCD es un trapecio isésce-—
les, AD || EC, E es punto medio de AB.
Prueba que los triféngulos AED; EBC y CED son
iguales e isdésceles.

II. En el recténgulo ABCD de la figura 11.50,
CTELED, AB = 12 uy AD = 9 u.

a) Pruebe que A ABD ~ QA DCE.
b) Calcule la longitud de la poligonal ADEC.

IITI. Los éngulos interiores de un triéngulo estén
en la relacidén siguiente: el primer éngulo es
el duplo del segundo y el tercero es el triplo
del segundo. Clasifique el tridngulo segin
sus angulos.

IV. En la figura 11.51, RT es tangente a la
¢ (0,0K). Si ®F = 15 cm, %A = 35°. Halle

RE, A y X%R.

V. Conservando la base de un cono de 5,0 cm de
radio y 30 cm de altura, se obtuvo
otro cono desperdiciando 471 cm3 de ese mate-—
rial. ;Cudnto disminuydé la altura del primer
cono?
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A

D A
D c
\e
e
L L &
Pigura 11.49 figura 11.50 Figura 11.51

b) Explique a partir de qué grado pueden proponerse
egstos e jercicios a los alumnos.

¢) Determine qué conocimientos y habilidades para el
trabajo geomdétrico se aplican en la resolucién
de estos ejercicios y con qué otros conocimientos
v habilidades mateméticas estén estrechamente re-—
lacionados.

Elabore una ponencia sobre el desarrollo histérico
de la Geometrfa en la gque aborde los aspectos si-

guientes:

. Panorédmica sobre el surgimiento y desarrollo de la
Geometria Plana (Geometr{a Analitica y Vectorial,
Geome tris del Espacio y Trigonometria).

. Matemdticos que més aportaron al desarrollo de
cada una.

« Ejemplos de motivaciones extramateméticas de ca-—
rdcter histérico a utilizar en la introduccién de
algunos contenidos en la escuela.

Describa en uns panorémica los conccimientos y habi-
lidades que deben tener los alumnos al concluir el
6to. grado, en relacidén con el trabajo con &dngulos

y tridngulos. Elabore dos esquemas gue resuman €
jlustren gr&ficamente los siguientes contenidoss

a) Relaciones entre pares de éngulos: adyacentes;

opuestos por el vértice; alternos, correspondientes

216
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1C .«

¥y conjugados entre paralelas.

b) Clasificacién de los triéngulos segiin sus lados y
segin sus dngulos; Teoremas sobre Angulos interio-
rea y exteriores de un triéngulo. Desigualdad
tricngular., Relaciones entre lados y édngulos de
un tridngulo.

Estructurg metodoldégicamente un grupo de ejercicios
para fijar los contenidos correspondientes a "Cons-—
trucciones de tridngulos" en Tmo. grado y expongsa
los puntos de vista esenciales que hay cque tener en
cuenta para seleccionar los enunciados y elaborar
una base de orientacidén para los alumnos en cada ca-—

S0 .

Planifique en detalles la primera clase sobre "Rela-—
ciones de posicidén entre dos circunferencias". Pres-—
te especial atencién a la confeccidén de medios de
ensenanza y planifique previamente cémo utilizaré

el pizarrdén.

Tstructure metodoldédgicamente una clase de repaso sBO-
bre "“"Relacidén entre Angulos centrales y sSus arcos y
cuerdas correspondientes'", sin emplear ejercicios
contenidos en el libro de texto vigente para el 8vo.

erado.

Desarrolle tres posibilidades diferentes de hallar en
clases el teorema de TALES, de manera que se garanti-—
ce en alto grado la actividad independiente de los
alumnos.

Realice un corte vertical del tratamiento de los po-—
li,sonos en 7Tmo, 8vo y 10mo grados. Exponga en sinte-—
81s los conceptos, teoremas y procedimientos que se
estudian, as{ comoc las habilidades gue deben desarro-—
llar los slumnos a través del estudio de estos con-—

tenidos.

Analice en 7Tmo. grado la introduccidn de los teoremas

217
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11-

12.

13.

14,

de la igualdad de triéngulos y realice:

a) Una propuesta de objetivos para las clases del

sistems.
b) Unsa dosificacidén para esa unidad teméAtica.
c) Planifica en detalles unza de las clases.

d) Haga una propueata de los ejercicios que utiliza-
ria en las clases para la fijacidn de estos teo-

Iremas.

Realice un estudio de la unidad de Tmo. grado corres-
pondiente a los cuadrildteros convexos y prepare una

clase dirigida a la sistematizacién de los conceptos

y propiedades de estas figuras geométiricas.

Planifique el sistema de clases y elabore los medios
de ensefianza a emplear en ellas para €l tratamiento
de las relaciones de posicidén entre dos circunferen-—
cias.

Realice un estudio de la unidad temética "“Circunfe-
rencia trigonométrica.

a) Proponga el sistema de objetivos a lograr en su
tratamiento y una posibilidad de dosificacidn.

b) Estructure el proceso de obtencién de las férmulas
de reduccién para los diferentes cuadrantes.

¢c) Determine los medios de ensefianza & emplsar, ex-
pligque cémo utilizarlos.

d) Explique qué lineas directrices estén presentesen
el desarrollo de la temédtica.

Para la unidad "Aplicaciones de 1la Trigonometria”
elabores:

a) Una panorémica de la materia de ensefianza.
b) Una propuesta de trabajo de control parcial.

¢c) La planificacidn en detalles de la clase psara es-—

2af
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tudiar la "Ley de los cosenos" empleando métodos
problémicos.

15. Realice una panorédmica sobre los conocimientos y ha~—
bilidades que deben poseer los alumnos &l iniciar el
tratamiento de la Geometria Analftica en relacidén al
trabajo con:

a) Vectores.
b) Sistema de coordenadas.
c) Rectas y funciones.

Consulte en cada caso el programa, 1libro le texto ¥y
orientaciones metodoldédgicas necesarios.

16. Para la unidad "Geometrfa Analitica de la recta en
el plano" elabore:

a) Una panordmica de la materia de ensefianza.
b) Un corte horizontel del contenido.
c) Una propuesta de trabajc de control parcial.

17. Realice un estudio de la unidad teméAtica "Ecusacidn
paramétrica de la recta en el plano”:

a) Proponga el sistema de objetivos a lograr y una
dogificacién para su tratamiento.

b) Planifique en detalles la clase para el estudio de
la ecuacidén paramétrica de la recta en el plano.

c) Estructure la obtencién del procedimiento para ex—
presar una ecuacidén paramétrica en una cartesiana
¥y viceversa, empleando el método investigativo.

18. Estudie la unidad temé&tica "Elipse" (Hipérbola).

a) Derive los objetivos a lograr en el sistema y
propenga una dosificacién para su tratamiento.

b) Planifique en detalle 1la clase del sistema para
introducir la ecuacién de la curva.

219
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19.

20.

2% .5

c) Proponga un grupo de ejercicios para fijar el pro-
cedimiento "Calcular aplicando l=a ecuacidén de 1la
curvea" . Pundamente.

Revise el tratamiento que se propone a la temé&tica
wGeometrfa Analftica™ en el espacio y realice:

a) Une propuesta del sistema de objetivos a lograr y
de dosificacién pera su tratamiento.

b) La planificacién de la clase parxra introducir la
férmula de distancia entre dos puntos del espacio,

c) Una propuesta de los medios de ensefnanza a emplear
en la temdtica con indicacioneés para Su uso.

Realice un estudio de la unidad "Geometria del Espea-

cio™ en el preuniversitario y elabore:

a) Una panordédmica de la materia de ensenanza.
b) Un corte horizontal del contenido.

¢) Una propuesta de trabajo de control parcial.

d) Una propuesta de medios de ensefianza para el tra-
tamiento de los poliedros. (Confeccione los mo-
delos de medios).

Estudie la unidad temética "Rectas y planos”.

a) Derive los objetivos a lograr en su tratamiento Yy
proponza una dosificacidén para el sistema de cla~-
Ses.

b) Planifique en detalles una clase de ejercicios de
demostracién, fundamente cémo procedid para selec—
cionar los mismos y de qué forma va a estimular el
trabajo independiente de los estudiantes.

c) Proponga un grupo de ejercicios para desarrollar
nebilidades en el cédlculo geométrico con rectas Yy
planos, argumente me todol8gicamente su propuestsa.



Pag. Anterior Pag. Siquiente indice

cAPITULO 12, TRATAMIENTO DE LAS ECUACIONES E INECUACIONES

varios han sido los mateméticos que & lo largo de la
pistoria de esta ciencia se han destacaedo en el trabajo con
1es ecuaciones, Dentro de los més célebres se encuentran:
piofanto de Alejandria, Luca Pacioli, Francois Vieta, René
pescartes, Carlos F. Gause y otros,

Precisamente, el tratamiento de las ecuaciones consti-
guye un punto bédsico de la formacidén matemédtica para la
realizacién de los objetivos de la ensefianza de esta asig-
natura y es determinante para todos los grados escolsares,
Al trabajo con las ecuaciones se dedica gran parte del
tiempo en toda la ensefianza de la Matemédtica en la Educa-
cién General Politédcnica y Laboral. Su tratamiento se
realiza de forma explicita o implicita en diferentes com-
plejos de materia,

En las asignaturas correspondientes a lasciencias
naturales, asi{ como en otros campos de la ensefianza y,
principalmente en las especialidades tdcnicas y la précti-
ca profesional, desempefian las ecuaciones una funcién im-
portante, Ademéds, el tratamiento de las ecuaciones en las
clages permite contribuir al desarrollo intelectual de
nuestros jévenes, a través del desarrollo de su pensamien-
to 1égico deductivo, del pensamiento creativo con fanta-
sfa, por medio de la racionalizacién del trabajo mental,
etcétera.

Algo esencial en el tratamiento de las ecuaciones e
inecuaciones, son las posibilidades que ofrece este tema
para contribuir a la educacidén ideolégica de los alumnos,
fue tanto influye en la formacién de la personalidad. Lo
anterior se manifiesta, por ejemplo, cuando el profesor:

* muestra a sus alumnos que muchos problemas de la vida
88 resuelven a través de una modelacidén que conduce al
Planteamiento y solucién de una ecuacidén (una inecuacién
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0o o un sistema de ecuaciones) como se analizé en el capi~
tuloc 7.

. exige a sus alumnos que discutan la solucién de una ecuge
cidn en colectivo o gue critique lo que hacen los demés
y se autocritiquen; gue sean constantes en el trabajo,
gque laboren con limpieza, exactitud y planificadawmente,

. hace que sus alumnos comprendan (y no "mecanicen') los
algoritmos para la solucién de ecuaciones, inecuaciones
y 8sistemas de ecuaciones. FPor ejemplo a partir de la
gsolucién de ecuaciones por reflexiones légicas, los
alumnos pueden obtener algoritmos que racionalicen la
determinacidén del conjunto solucién.

12.1 Descripcién de la lfnea directriz ecuaciones e ine-—
ocouaciones, Sistemas de ecuaciones.

Bl tratamiento de este complejo ee materia comienza de
forma implicita desde el primer grado.

En el ciclo propedéutico los nifios se van familiarizan-
do con las variables en forma elemental y & partir del
trabajo con conjunvos. Ademés, mediante reflexiones 18gi-
cag y sobre la base del dominio de los ejercicios de cédlcu-
lo, aprenden a resolver ecuaciones e inscuaciocnes senci-
llas como: 5 + x = 103 8 — b > 5; donde el dominio parcial
de los nimeros naturales, constituye en cada daso el domi=-
nio bédsico de las variables.

Todo 1o cnterior contribuye a la fijacidén de las habi-
1lidades de célculo mediante nuevas formas de ejercicios
y al tiempo que prepara para el trabajo futuro en la solu~
cién elgoritmica de ecuaciones € inecuaciones.

n el segundo ciclo se exige desarrollar habilidades en
la solucidén de ecuaciones lineales con una veriable y su
aplicacién a la solucidén de problemas sencillos; se amplian
y profundizan los conocimientos en el trabajo con las sucag~

ciones e inecuaciones; se consolidan las habilidedes de
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cdlculo en la solucién de ecuaciones y se introducen al-
cunos congceptos relativos a la teoria de las ecuaciones
(ecuacibn, inecuacién, conjunto solucién, etcétera).

El nivel bésico tiene por objetivo desarrollar habili-
dades en la resolucidén de ecuaciones lineales, fracciona-
rias y cuadréticas y los sistemas de dos ecuaciones linea-
1es con dos variables de manera que puedan resolverlas
con seguridad y aplicarlas a la solucién de problemas. En
41 se introduce el concepto de sistema de dos ecuaciones
lineales con dos variables y se estudian los diferentes
métodos (gréfico y analiticos) de resolucidén de estos.
Ademds se abordan las ecuaciones de segundo grado, primero
empleando la descomposicién en factores y después aplican-—
do la férmula general para su solucién., En este nivel
juega un papel importante la aplicacién de estos conoci-
mientos a la solucidén de problemas tanto intramateméticos
como vinculados a la préctica y otras esferas del saber
humano.

En el ciclo de profundizacién, sistematizacién y gene-
ralizacién, cuyo objetivo central es desarrollar habilida-
des y utilizarlas en el despejo de férmulas y en la reso-—
lucién de ejercicios con texto y problemas, se continida
profundizando el estudio de los sistemas de ecuaciones,
abordéndose por primera vez los sistemas de tres ecuacio-
nes lineales con tres variables, considerando como base
para ello, la resolucién de sistemas de dos ecuaciones li-
neales con dos variables y también los sistemas formados
por una eg¢uacidén lineal y una cuadrdtica. En eate nivel
se tratan, entre otras, las ecuaciones trigonométricas,
las exponenciales y logaritmicas sencillas asi como ecua-
Ciones diferenciales muy simples, se trabaja con inecua-—
Ciones y se aplican las propiedades de las funciones al
trabajo con desigualdades.
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12,2 Aspectos metodolégicos esenciales del complejo de
materia "Ecuaciones e inecuaciones"”.

12.2.1 Resolucién de ecuaciones e inecuaciones por feflexio.

nes l1l6gicas.

Por solucidén seguin reXllexiones 16zicas sobre el conte -
nido, se consideran 1los procedimientos de solucidén para los
cuales no se cmplean férmulas o reglas de transformacidn,
sino la solucidén se logra a través de la aplicacidén de co-
nocimientos sobre el significado de las operaciones de
cdlculo vy sus operaciones inversas, la relacién de orden,
en el dominio cue se trabaje, la aplicacién de definicio-
nes, de prusbas sistemdticas y a través de la aplicécién
de leyes de cédlculo.

Los procedimientos de solucién de ecuaciones por feflexiog-
nes 16gicas sobre el contenido son aplicables a todos los
tipos de ecusaciones que se estudian en la escuelsa. E8ta
focrma de resclver ecuaciones e inecuaciones ofrece la poBi=-
bilidad de fijar conocimientos sobre conceéptos, teoremas
y procedimientos sin necesitar para ello una estructura—
cién metodoldégica detallada, aungue es8 necesario hacer
consciente sl alumno de que al aplicar este procedimiento,
se emplean conocimientos ya estudiados.

Ademéds, los primeros ¢jemplos pueden tratarse de modo

diferente para lograr la comprensién del procedimientos

. E1 profesor expone cémo trabajar en el pizarrén o apo-
véandose en otro medic (hoja de trabajo, retrotransferen—
cia, etcétera).

. Se elabora de nmanera conjunta.

. E1 alumnc determina lz via de forma indepcndiente,

Ejemplo 12,1

(®» Alumnos con conocimientos sobre la potenciacidén y sus
propicdades pueden resolver por reflexiones 16;;icas al
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siguiente ejercicios
Determina el valor de x si 7x = 49,

Una forma de reflexionar podria ser identificar 7% como
una potencia con resultado 49, si la base es 7 y el ex-—
ponente x, entonces x = 2, pues 72 = 7 « 7 = 49.

Lo anterior guede escribirse en forma resumida 7x = 49
luego ™* =7 ; ¥ de este modo x = 2.

En el caso del ejercicio:s

Determina la solucidn de la ecuacidn 36x+3 = 216,

cémo proceder en este caso para resolver la ecuacidn?
Los alumnos deberén comprender que ambos miembros de la
ecuacién deben expresarse en la misma base., De esta
forma se estd en presencia del caso anterior y todo re-
sulta méds sencillo.

@ Alumnos que conocen las operaciones y el orden en el do-—
minico de los naturales pueden resolver el ejercicio si-
guiente por feflexiones légicas.

Para qué ndmeros naturales "n" se cumple que 3n - 1 £ 14
Los nifios pueden acometer la solucidén por tanteo, hacien-—
do pruebas sistemédticas, en el mejor de los casos siguien-—
do el orden de los ndmeros naturales., Asi comprueba que
todos los naturales menores o iguales a 4 cumplen esta
desigualdad.

La necesidad del empleo del método de solucidén de ecua~-
ciones por reflexiones légicas sobre el contenido en la
ensefianza de la Matemdtica resulta de que:

« La comprensién del contenido en el tratamiento de las
ecuaciones e inecuaciones posibilita la formacién de ca-—
pacidades mentales generales importantes y valiosas cua-—
lidades del cardcter.

+ La aplicacién de las reflexiones légicas posibilita la
asimilacidén del contenido de conceptos fundamentales ¥y
capacita a los alumnos para aplicarlos de forma segura.
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. E1 saber y el poder en el trabajo por reflexiones légicag
sobre el contenido contribuye de forma decisiva a la
comprensidén y la aplicacidén razoneble de los procedimiena
tos de solucidn segdn el cdlculo algoritmico.

Resolver ecuaciones por reflexiones lé6gicas del contenji-
do exige de los azlumnosg un gran trabajo mental, por lo que
resul tarfia interesante pensar en otra via de solucién.

Esta via denominada procedimiento de solucidédn segin cdlcu-
lo algor{itmico se caracteriza por:

- Ser aplicable a todas las ecuaciones e inecuaciones de
un tipo determinado;

. asegurar la determinacién de todas las soluciones para
este tipo de ejercicio;

- posibilitar sl trabajo racional y el uso correcto de
la terminologia y simbologia matemédticos.

Para la solucién de ecuacjiones o inecuaciones segin el
procedimiento antes descrito, se deben diferenciar (como
en todos los casos en que se aplica una sucesidn de indi-
caciones con cardcter algoritmico) las acciones de identi-
ficacibn, encaminadas a reconocer la ecuacidn, inecuacién
o0 sistema de que se trate, para determinar el algoritmo a
emplear, y llevar a cabo las acciones de transformacidén
correspondientes. De esta forma se contribuye a desarro-—
llar en los alumnos tanto la capacided de identificacidn
como la de transformacidn, que son de gran importancia ea
la matemética.

Al abordar las ecuaciones lineales en la enselianza me-—
dia, lo esencial es que los alumnos desarrollen habilida~
des en su resolucidén (o aguellas que conduzscan a lineales),
aplicando los procedimientos algebraicos estudiados, como
g8e aprecia en el siguiente ejemplo:

Resuelve y comprueba las ecuaciones siguientes:

a) 9x = (5x = 2) =x = 8 4+ (4 - 2x)
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p) (2x + 1) (2x = 1) + 13 = 2x® - 10x
¢) 3x = [2(x + 5) - 4] =17x

Para resolver el inciso (a) hay que eliminar primera-—
mente los paréntesis aplicando el procedimiento conocido
por los alumnos. En el caso (b) aparece incluido el pro-
ducto de dos polinomios, luego, primero hay que calcular-
1o8. En el inciso (c) se eliminan primeroc los signos de
agrupacién segin sus prioridades y luego se resuelve la
ecuacidén resultante.

Une de las formas de resolver ecuaciones lineales es
a través del uso de las reglas de transformacién. El pro-
cedimiento empleado para ello se identifica con el cédlcu—-
lo algoritmico., Estas reglas plantean lo siguientes

A) Cuandoc se suma o se resta un mismo ndmero o la misma
expresidén algebraica a ambos miembros de una ecuacién
(inecuscidn), se obtiene una ecuacién (Inecuacidén)
equivalente.

B) Cuando se multiplican o dividen ambos miembros de una
ecuacién por el mismo ndmero, distinto de cero se ob-
tiene una ecuscién equivalente,

C) Cuando se intercambian los miembros de una ecuacidn,
se obtiene otra ecuacién equivalente. En el caso de
las inecuaciones cambia el signo de la desigualdad.

Observacién: Para las inecuaciones en el caso (B), si el
ndmero por el que se multiplica o divide ambos miembros es
menor gque cero, cambia el signo de la desigualdad.

Estas reglas de transformacidén equivalentes permiten la
transposicién de términos en ecuaciones e inecuaciones.
Existen otras reglas de transformacién que no mantienen la
equivalencia y cuya aplicacién exige de la comprobacidén pa
ra verifica; cudles de los valores obtenidos como resulta-
do de las transformaciones son solucién de la ecuacidn.

En el caso de la comprobacién de las ecuaciones linea-—
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les, independientemente de que esta debe aparecer escri-
ta solo cuando se especifica en la orden del ejercicio,
debe quedar biecn claro parsa los alumnos gue la misma
posibilita verificar su trabajo y analizar los errores
de cAlculo que puedan haber cometido. La prueba se debe
hacer sgsiempre en la ecuacidén original y si se obtiene
como resultado una proposicién verdaders, entonces el
alumnc puede aceptarla como solucidén. En las ecuaciones
con radicales debe comprobarse siempre, pues al elevar

a potencias pueden introducirse soluciones a la ecuacién
transformada que no sean solucidén de la ecuacidn origi-
nel, o sea, rafices extrafias.

En resumen:

« En el tratamiento de escuzciones e inecuaciones resulta
conveniente considerar, por una parte, la solucidn de
éstas e través de reflexiones légicas sobre el conte-—
nido, y por otra parte, aplicandc procedimientos de
cdlculo algor{itmico, pues ambas formas de trabajo con-
tribuyen a la formacién de la personalidad de los
alumnos., Ademés se diferencian esencialmente y no de-
ben ser tratados a la vez,.

« En 1la solucidén de ecuaciones e inecuaciones semsin re—
flexiones légicas sobre el contenido, predomina el as—
pecto seméntico, o sea, el referido a la comprensién
del contenido, al si;nificado de las palabras; mien—
tras gue en la solucidn segin procedimientos algorit-—
micos, resalta el asnecto sintdctico, es decir, el re-—

ferido a los simbolos y series de simbolos.

12.2.2 Procedimientos para la resolucidn de sistemas de
ecuaciones lineales,

Después de abordar el tratamiento de las ecuaciones
lineales con unza variable, es evidente gue el pase a
otros tipos de ecusciones €s razonable en dos direc—
ciones diferentes: Aumentdndose el ndmero de variables



Pag. Anterior Pag. Siquiente indice

gin veriar su grado. 0 sumentando el grado conservando
une variable.

En la ensefianza de la Matemédtica se abordan ambas.
En ella se tratans

- Los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos varia-—
blesSe.

~ Los sistemas de tres ecuaciones lineales con tres va-
riables.

- Los sistemas cuadrdticos.

Algo esencial en el tratamientc de los sistemas de dos
socuaciones lineales con dos variables consiste en el de-
sarrollo de conocimientos seguros y un poder sélido en la
aplicacién de las mismas.

El primer método que se trata en la ensefianza media para
resolver sistemas del tipo anterior, es el método gréafico.
Lo fundamental aqui radica, en que los alumnos representen
gréficamente rectas en un sistema de coordenadas rectangu-
lares, pues de las relaciones de posicidén entre las rec—
tas, cuyas ecuaciones conforman el sistema, depende el po-
der asegurary si dicho sistema tiene una, infinitas o ningu-
na solucidén, como se puede apreciar en el siguiente ejem-—
Plo:

Resuelve grédficamente los sitemas de ecuaciones

a) X+ g = 3 P)( x+y -3 =06 c) 3x + 5y = 12

2x — g =0 2x + 2y = 8 1,5x +‘g Yy = 6

Al representar gréficamente las rec tas cuyas ecuacio-
nes conforman cada sistema, sucede lo siguiente:s

&) Las rectas se cortan en el punto P (13 2), luego, 1la
solucidén del sistema es el par (1, 2), es decir, el
sistema tiene solucidén dnica.

b) Las rectas son paralelas no idénticas, por tanto el
eistema no tiene solucidén.
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c) Las rectas son paralelas coincidentes, por tanto el
sigtema tiene infinitas soluciones.

La desventaja fundamental que presenta este procedi-
miento radica en que, por lo general, las soluciones quse
se obtienen son gaproximadas, el método es muy engorroso
y requiere de mucho tiempo y cuidado para obtener las s0-
luciones, =Zsto puede constituir una motivacién para bua-

car nuevos métodos que permitan resolver sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos variables de forma exacta y

segura,

E1l nivel de partida puede asegurarse reactivando séli-

damente los conocimientos esenciales para la comprensién
de los métodos analiticos. Por ejemplo, los slumnos deben
conocers

. El concepto de ecuacidén lineal con una variable,

» COdmO resolver gucaciones lineales con una variable.
« la solucidén de una ecusacidén lineal con dos variables.

e €1 conjunto solucidn de un sistema de dos ecuaciones
lineales con dos variables,

« que una solucién debe ser siempre un par ordenado.

« que una solucién debe satisfacer siempre ambas ecua-—
civones del sistems.

Dentro de los tipos de ejercicios que pueden ayudar
al aseguramiento del nivel de partida se encuentrasn los
siguientes:

1. Ofrece algunas soluciones de la ecuacién x + 3y = 6.

2, Investiga cudles de las siguientes ecuaciones se sa-
tisfacen por el par odenado (-2 3 2).

a) =x — y = 1 c) x =2 - 2y

b) x =y - 1 d) x + y =0
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3. Escribe una ecuacién lineal con dos variables que ten-
ga como solucién el par ordenado (1 ;3 -2).

A. Escribe un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
varjiables que tenga como conjunto solucién el par
(33 1o

Una posibilidad para la elaboracién de la nueva materia
puede ser: comenzar con un ejemplo de un caso particular
de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos varisables
como el siguijiente:

x + 3y = 6(I)
5X = 2y = 13(11)

Un sistemsa como este puede ser resuelto por reflexiones
16gicas sobre el contenido (a través de pruebas sistemdti-
cas) de forma rédpida por los elumnos, luego, esto podria
ser una invitacién por parte del profesor hacia estos. Asi
podrfa obtenerse en muy poco tiempo, que el par (3 ; 1)
es solucién del sistema (previa comprobacidén).

Una vez hecho esto, preguntamos a los alumnos si onocen
algdn método analftico que les permita resolver el siste-
ma anterior de una forma més racional y exacta. Este did-
logo nos permitiréd abordar el nuevo método, para el cual
es necesario considerar de antemano que el sistema dado
tiene una solucién (x1 : y1). Para ello proponemos unsa
conversacién de clases. Asi son los propios estudiantes,
guiados por el profesor, los gque obtienen el procedimiento.
Para ello pueden realizarse algunas preguntas como las si-
guientess

LQué tipos de ecuaciones sabemos resolver?

JPodria obtenerse de este sistema una ecuacidén lineal
con uns variable?

,Cémo lograrlo? (de ser necesario, ofrecer mds impul-
sos).
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Mediante impulsos el profesor debe conducir al alumno
a percatarse de que serfa conveniente despejar en una
ecuacién y sustituir en la otra. Mediante e jemplos se
concluye con los alumnos los pasocs & seguir para la re-—
solucién de estos sistemas de ecuaciones por el método de
sustitucidén.

Durante el proceso de fijacién del procesamiento se
deben proponer ejercicios que tengan solucién dYnica, in-
finita o ninguna solucidén.

Para la asimilacién y fijacién de las ecuaciones, ine-
cuaciones y los sistemas, resulta recomendable elebarar
comple jos de ejercicios que refle jen completamente, y en
la mayor cantidad posible, las relaciones que sirven de
base a esta materia. Nosotros haremos referencia solo a
tres de las diferentes posibilidades que existen para for-
mar los complejos de ejercicios antes mencionados.

Primera Posibilidad: Ecuacién (inecuacidén, sBistema de

ecuaciones), dominio bésico, con-—
junto solucidn.

Tipo 1: Dada 1la ecua- Tipo 2: Dado el con-| Tipo 3: Da~

cién (inecuacién, sis—| junto solucién y el das la ecusa-
tema de ecuaciones) ¥y dominio bdsico ds cién (ine-
el dominio bésico. una ecuacidén (ine- cuacidn,

Hallar el conjunto so-— cuacién o0 sistema).| sistema de

lucidn. Hallar una ecuacién ecuaciones),
y el conjun=
to soluciéne.
Hallar el do-
minio bésicO:
Nuestros 1li-
bros de tex-—
to carecen df

este tipo de

JECEE S S

Este tipo de ejerci-— (inecuacidén o un

cios es el que més sistema).

abunda en nuestros Ejemplos:

libros de texto. 1) Escribe una

T W W S ecuacién cuadréti-

el conjunto solucién ca definida en %

de la ecuacidén que para las solu-—

A7y —_Ax — 10 = 0O ciones
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Con x € 7 Xy = % ¥  me v=d fne:a:;::cz:i::
2) Indica una ecua- dominio bésico
cidén lineal con en el cual la
x € N que inecuacién
tenga por con- x+ 8 >» 10 tengi
Junto solucién infinitas solu-
S = {1, 2, 3} ciones, las so-
luciones 3 y 4,
0 ninguna solu-
cién.

En una segunda posibilidad, se tienen en cuenta la
equivalencia de ecuaciones (inecuaciones) y el dominio bé-
sic . Aquf, también se diferencian los tipos siguientes:

Tipo 1:

Ejemplo:

Tipo 2:

Ejemglox

‘1‘120 3t

Ejemglo:

Dadas dos ecuaciones (inecuaoionoe). Analiza su

equivalencia en un dominio dado.

Analiza si las siguientes ecuaciones son equiva-
lentes en el dominio de los nUmeros naturales
X+ 3>2x=-2 y 6x+ 17 ¢ 4x + 27

Dada la ecuacidén (inecuacidén) y el dominio bédsi-
co. Hallar una ecuacién (inecuacién) que sea
equivalente a la dada en ese dominio bésico.

Escribe una ecuacién lineal gque sea equivalente
a la ecuacién cuadrética x2 + X = 12 = 0 en el
dominio de los ndmeros naturales.

Dadas dos ecuaciones (inecuaciones). Determinar
un dominio bésico donde ambas ecuaciones (ine-
cuaciones) sean equivalentes.

Indica un dominio bédsico en el cual las siguien-—
tes ecuaciones cuadrdticas sean equivalentes.

x2 + g x - % -0 ¥y x2 - 3x - 18 =0
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Por dltimo gueremos hacer referencia a una tercera po-
sibilidad, en la cual se deben tener en cuenta los ele-

mentos:

"Tipo de ecuaciones (inecuaciones), sistemas de ecuacio-

nes) en particulare.

Uno de los tipos de ecuaciones (inecuaciones, sistemas de
ecuacién) mencionados anteriormente, pueden ser aguellos

en 103 que aparecen parédmetros y se solicita, dadas cier-—
tas condiciones, hallar los valores que los satisfacen,

Veamos los siguientes ejemplo:

1) ¢(¢Qué nimeros naturales deben formar el dominio de la
variable a, para que las soluciones del siguiente sis-
tema sean nimeros naturales?

5ax — y = 32
-ax + y = 0
2) Determine para gquéd valores de K la ecuacibn

x2 + 6x + k = O tiene una solucién, dos soluciones o
ninguna solucidén real.

12.2.3 Tratamiento metodolégico de las inecuaciones cusa-—
drédticas:

Lo fundamental que debe lograr el profesor en el trata-
miento de las inecuaciones cuadrdticas, es gque sus alumnos
dominen el procedimiento de solucién de las mismas, pero,
i,cémo obtener dicho procedimiento?.

Para asegurar el nivel de partida, el profesor debe ac-

tivar en los alumnos conocimientos sobre:

— Solucidén de inecuaciones lineales, teniendo en cuenta
para €llo el caso en que el coeficiente de la variable
es positivo o negativo y precisa bien cuando el signo
de l1la inecuacién cambia.

— So%uci6n de ecuaciones cuadrédticas de la forma
ax + bx 4+ a = 0.
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- Representacién gréfica de funciones cuadrédticas.

_ Representacidén gréfica de las soluciones de una inecua-

cidn lineal.
En la reactivacidén de los conocimientos anteriores pueden

ayudar los siguientes ejercicios:

@ Resuelve y representa grédficamente la solucién

1.1) 3 (a8 = 5)< 5 -2 (-a + 1)
1.2) (2x + 5) (x - 1) 2 2x (x + 6) + 13
1.3) =4 + 0,4x > 0,6x = 2

@ Determine el conjunto solucidén de las siguientes ecua-—

®

ciones:

2.1) x° — 10x + 25 = O

2,2) 20y2 + 7y — 6 =0

Representa gréficamente las funciones siguientes
3.1) £(x) = x° + 3x + 2

3.2) y(x) = x° - 4x + 4

La motivacién y orientacidén hacia el objetivo Puede re-—

syltar a partir de la solucién del siguiente e jercicio

Resolvers

a)

P

x2 - 7x - 82 0

:Qué expresién tenemos que resolver?
Una inecuacién cuadrédtica.

i{Cémo proceder para ello?

En la clase hay vamos & preciassr cudl es el proce-
dimiento, en gran parte conocido por ustedes, que nos

permite solucionar todo tipo de inecuacién de la forma

2
ax + bx +c 20 6 a.x2+bx+c50cona>o

Para solucionar estas inecuaciones, debemos analizar el
signo del trinomin ax2 + bx + ¢. Ahora bien, cémo ave-—
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riguar para qué valores de x este trinomic es8 mayor o

menor que cero,

Participan expresando sus opiniones sobre las preguntas
que realiza el profesor.

;.Qué nos podrfia ayudar a determinar el signo del tri-
nomio?

;Quién recuerda cuél es la representacién gréafica de
las funciones de la forma f(x) = ax2 + bx + ¢ con &> 0%
Luego, de gué depende el signo del trinomio.

.Cudntos ceros puede tener esa funcidén?

Aquf los alumnos pueden ofrecer tres respuestas, las
cuales analizaremos segin la siguiente diferenciacidén de
casoB8.

Caso 1: Dos ceros cuando el discriminante e€s mayor que

cero. y A

\_| /

AN /%
|

cEn cudles intervalos queda dividido el eje x y qué
signo toma la funcidn anterior en ellos?

(-co x1) es +

[xo , ©0) es +

&A gqué conclusidén podemos arribar del anédlisis ante-
rior?

Cuando 1la funcidén tiene dos ceros, cambia de signo
en cada uno de los intervalos determinados por ellos,
en los cuales el 8izno se alterna.

Caso 2: Un cero cuandce el discriminante es igual a cero
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Se procede de forma andloge al caso anterior y se lle-—
ga a la siguiente conclusién:

Cuando 1la funcién tiene un uUYnico cero, se anula para
éste, pero su signo es positivo en el resto.

Caso 3: Ningdn cero cuando el discriminante es menor que
cero -Y'*

-
r

X

Aquf, procediendo como en los dos casos anteriores se
concluye que:

Cuando no hay ceros, la funcidén tiene un todo momento
signo positivo.

Observacidén: Los impulsos del profesor a través de las
preguntas, tienen un todo momento un cardidcter problé-
mico o motivacional.

Ahora estamos ya en condiciones de solucionar el ejer-—
cicio.

a)x2-7x-8),0
Esta inecuacidén estd expresada en la forma

axz + bx + ¢ > O con a » O
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Analicemos el signo del trinomio x2 - 7Tx - 8
Para ello, calcula los ceros de la ecuacidén
x2 - 7x - 8 = 0O

;,Cémo proceder en tal sentido?

Una forma podria ser a través de la descomposicidn
en factores

(x — 8) (x + 1) =0
xq = 8 X, = =1

Como lz ecuacidén tiene 408 CEIros8, segidn ceso 1, exis—

ten tres intervalos en los cuales el sSigno se alter-
Nnae

Representemos eastos ceros sobre una recta y escriba-—
mos l1os signose.

T = +
A, 8

iCusdl es la solucidén? ;Cdémo egcribirla?

Rta: x€(-oc0 3 1] U f8 ; 00)

Se debe analizar con los alumnos

iPor qué no se considera el intervalo (-1 ; 8)
b) x2 + 25 > 10 x

Primeramente expresamos la inecuacién en su forma

canénica x2 — 10x + 25 > O y después, procediendo
como en el casoc anterior, obtenemos que los ceros
de la ecuacién x° — 10x + 25 = O son: X, = X, = 5

Geométricamente el signo se comportaria, segin caso
2, de la siguiente manera.

+ +
P
=7

.-
>

luego x2 + 25 > 10x para toda x C R\{S}
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c)

Anglicemos por Udltimo el siguiente inciso
-5x2 + x £ 2

ILlevando la inecuacién a la forma candénica obtene-—
mos:

5x> — x + 2 2 0

Ahora procedemos a calcular los ceros de la ecua-—
cidén 5x2 - X + 2 = 0, 8i existen. Para ello proce-
dimos & través del discriminante como otra forma de
hallarlos,

2

D=Db° —4ac = 1 — 4(5) (2)
D = 1-40
D= =39 0O

La ecuacién no tiene solucién, o sea, estamos en
presencia del caso 3, el signo del trinomio es
constante y positivo. Imego se cumple gue

-512 + x <X 2 para todo x € R

Una vez resuelto el ejercicio, proponemos que a par-—
tir de €1 se obtenga el procedimiento algoritmico que
permite solucionar inecuaciones cuadrédticas.

Procedimientos

1. se

2. Se
si

2,1 sSi

lleva la inecuacién a la forma candnica.

determinan los ceros de la ecuacidén ax2+bx+c=0,
existen.

tiene dos ceros, represéntalos y analiza segin el

signo de la inecuacidn, cuédl o cudles de los interva-
los forman parte de la solucidén.

2.2 Si

tiene un dnico cero, represéntalo y analiza si éste

forma o no parte de la solucidén de la inecuacidén.

2.3 si

el trinomio no tiene ceros, entonces el conjunto

solucidén es el conjunto de todas las xé;gb
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Fara la fijacién del procedimiento anterior, resulta

necesgarioc seleccionar ejercicios que abarquen todas las
formas posibles de plantearlos y cuidar de su graduacidén,
para asi garantizar la mayor independencia posible en al
trabajo con los estudiantes.

€

~—

Algunos de estos ejercicios podrian ser los siguientes;

Resolvers:

2

a) x° + 10x + 16 < ©

b) 2x2 + 11x — 6 < 0.
Como se puede observar, en estos cascs se aplica el
procedimiento sin necesidad de realizar transformacio-
nes, pues ambas inecuaciones se encuentran en su forma
canénica,

2
c) y -4y > 0
a) 3z > 222 + 5
En el caso (c) el estudiante reconoce que el tercer tér-
mino de la inecuacidn cuadrdtica no aparece y esto fa-
cilita la solucién de la misma. Ya en el inciso (d4) si
resulta necesario realizar transformaciones para expre-

sar la inecuacién en su forma general. Ademés se em—
plean otras notaciones para las variables.

e) x (x + 3) > 5x + 3
£) (x + 4)°> 2x (5% — 1) = 7 (x - 2)

La inclusidn de signos de agrupacién en estos casos,
eleva considerablemente el grado de dificultad de 1los
ejercicios y exigir de los estudiantes una mayor con-—
centracién y abstraccidén para su realizacidén.

Dadas las funciones f(x) = —5x2 + x = 2

g(x) = 4x2 - 28x

Para qué valores de x se cumple gue:

a) f(x) > O
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bp) g(x) £ - 49

Aunque en esencia, este ejercicio se resuelve tal y
como se procedidé con el primero, su planteamiento ha
variado con relacién a éste.

12.3 Tareas del capftulo

1.

Describa el transcurso de la linea directriz ecuacio-
nes/inecuaciones en la ensefianza de la matemitica de los
grados Tmo a 9no. Ejemplifique ademéds cémo se manifies-
ta esta linea en el tratamiento de otras unidades de
materia en dichos grados.

Estudie la unided tem&tica "Métodos analiticos para re-—
solver sistemas de ecuaciones lineales. Resolucién de
problemas™ y:

a) Derive los objetivos a lograr en el sistema y pro-—
ponga una dosificacién para su tratamiento.

b) Planifigque una clase, en detalles, para introducir
el procedimiento de adicién y sustraccidén para re-—
solver sistemas de dos ecuaciones lineales en las
variables.

c) Realice una valoracién de los ejercicios de epigra-
fe y fundamente los que no deben dejarse de resol-
ver para cumplir los objetivos propuestos.

Desarrolle el bosquejo de una clase a través de la
cual asegure el nivel de partida, motive y oriente
hacia el objetivo en el tratamiento de las ecuaciones
con radicales.

Trabaja con los programas, libros de texto y las
orientaciones metodoldégicas para la secundaria bédsi-
ca ys

&) Determina la unidad dedicada a las ecuaciones cua—
dréticas y los objetivos fundamentales que deban
lograr los slumnos en la misma.

b) Explica mediante ejemplos, cémo se aplican los co-

241
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nocimientos y habilidades adquiridos por los alum-~
noas en la resolucién de ecuaciones cuadrédticas.

5., Seleccione un sistema de ejercicios gque permite fijar
el procedimiento de soclucidén de sistemas de dos ecua-
ciones lineales con dos variasbles. Fundamente la se-
leccién, variedad y graduacidén de los ejercicios pro-
puestos,

6. Estructure el proceder metodolégico para el tratamien-
to de las inecuaciones fraccionarias.
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cAPITULO 13. TRATAMIENTO METODOLOGICO DE LAS FUNCIONES
El estudio de las fumciomes tiene gram importaacia. La
ciencia Matemédtica que gemeralmente em sus imvestigacio-
pes busca relaciomes y dependemcias d& especial sigaifica~
do a las funciomes., Muchas de las situaciomes précticas
que el hombre enfremta encuemtran interpretaciomes y so-
luciomes com ayuda de las funciomes, Este elememnto hace
evidente la posibilidad que encierra este comtemido para
jlustrar la relacién matemdtica y la realidad objetiva y
comprender la matemdtica como um medio para transformar la
realidad., Emn la escuela este tema constituye cemtro para
el estudio de otras uamnidades temédticas que proporcionan
ung sdélida formacidém matemética en los estudiamtes, Me—
diante su estudio se brimda uma comtribucidém al desarrollo
del pemsamiento fumcional emn los alummos como una forma
especifica del pensamiento matemAtico, Para lograr esto
debemos partir de considerar relaciones o dependencias en-
tre conjuntos, magnitudes, varimsbles, etcétera, tratando
de delimitar como unas determinan las otras, En general
el pensamiento funcional se desarrolla descubriendo o de-
terminando cantidades variables, y las relaciones que de-
terminan unas cantidades en dependencias de las otras, es
decir, deascubriendo relaciones entre objetos matemédticos
u objetos de la vida cotidiana, donde uno depende del otro,
teniendo en cuenta una ley de formacién. La ensefianza de
la matem&tica tiene potencialidades para contribuir al de-
sarrollo del pensamiento funcional cuyo aprovechamiento
debe ser plsnificado.

13.1 Panorémica sobre el desarrolloc de la lfnea directriz
correspondencia, transformacién, funcidn.

Esta linea directriz se desarrolla durante todo el pe-
rfodo escolar, desde los primeros grados hasta los grados
Buperiores.

S an
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El concepto de funcién se prepara a largo plazo me-—
diante un trabajo sistemético (ver cuadro 13.1). Este
ae realiza a través de unidades teméticas que no sSe re-
fieren especificamente a funciones, constituyendo la
etapa propedéutica en la formacidém del concepto de fun-
cién en la escuela.

La preparacién para el trabajo con las funciones co-
mienza con la comprensiém por parte de los alumnos de
las ideas del concepto de correspomdencia. Desde los
primeros afios de vida el mifio tiene relaciones coa si-
tuaciones del mundo que lo rodea que representan corres-—
pondencias, asi por ejemplo; comoce que &a cada nifio le
corresponde su cuna; a cada juguete su nombre, etcétera,

En el nivel primario los slumnos comienzan la prepa-
racién para el trabajo con las funciones cuando egstudian
los ndmerog naturales y aprenden que todo ndmero ratural
tiene exactamente su sucesor o antecesor (excepto el 0)

y conoce un procedimiento para el trabajo con las dife-—
rentes operaciones de cflculo, A través de estos con-
tenidos no es evidente mostrar la idea del concepto de
corregpondencia en los slumnos, por lo sue el profesor
debe insistir en que cada ndmero natural tiene un Ymico
antecesor o gue para cada par de numeros naturales le
corresponde un dnico numero natural mediante una de estas
coperaciones, Para ello puede apoyarse em los siguientes
ejercicios, 1o0s que tambidn contribuyen al desarrollo del
pensamiento funcional.

Te Determina el antecesor y el sucesor des 2, 5, 6 ¥ 23.

2. Teresa tiene 40 fotografies de lugares en gue ha e8-
tado de paseo. Pega en su album 23 fotos.  Cudntas
fotos le quedan a Peresa sin pegar en su album?
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CUADRO 13.1

RESUMEN DE IOS TRABAJOS PREPARATORIOS MAS IMPORTANTES PARA EL TRABAMIENTO DE LAS FUNCIONES

TRABAJO CON

CORRESPONDENCIAS

Ordenacién de ob-
jetos,

A cada par numé-
rico le corres=
ponde un ndmero
mediante las di=
ferentes opera-
ciones de célcu=-
lo,

Representacién
de nimeros na-
turales en el
rayo numérico,.

BLES Y ECUACIONES

TRABAJO CON VARIA=-

Trabajo con varia=
bles en la intro=-
duccién y desarro-
1lo de las opera~
ciones de cédlculo
en el dominio de los
némeros naturales,

CICIO TRABAJO CON TRABAJO CON
CONJUNTOS PARES ORDENADOS
Primer Trabajo intui- Formacién de pa=
ciclo tivo con con=- res numéricos en
juntos. la adicién, sus-
traccién, multi-
plicacién y di-
visién de nime-
ros naturales,
Segundo Introduccién de | Al par de nime-
ciclo los conceptos ros (a;b) se le
conjunto y sub- 1llama coordena~-
conjunto (come das del punto A,
plejo de mate-
ria mfltiplos y | Concepto frac-
divisores). cién como par
de nimeros na-
turales,

Representacibn de
nimerog fraccio-
narios en el rayo
numérico,

A cada par numé-
rico (a;b) le co-
rresponde un pun=-
to en el plano

Trabajo en la deter-
minacién de valores
de la variable en
igualdades y/o de-
gsigualdades.,

Trabajo con varia-
bles en la resolu=-
cién de ecuaciones,
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CICIO

—

TRABAJO CON
CONJUNTOS

TRABAJO CON
PARES ORDENADOS

TRABAJO CON
CORRESPONDENCIAS

TRABAJO CON VARIA-
BLES Y ECUACIONES

Segundo
ciclo

Relacién entre
conjuntos de la
ampliacidén de
los dominios nu-
méricos,

Trabajo con con-
junto en la so-
lucién de ecua-
ciones,

(Sistema de coor-
denaduas),

Introduccién del
concepto movimien-
to como una co=-
rrespondencia
especial de puntos
del plano,

Tratamiento de la
reflexién del pla-
no en una recta,
traslacidn en el
plano y simétria
con respecto & un
punto, utilizando
los conceptos
original e imagen.,

Trabajo con férmu-
les para determinar

el érea y el volumen
de figuras y cuerpos

determinados.,

Secunda~
ria Bési=-
ca

Relaciones entre
conjuntos en la
ampliacién de los

dominios numéricos.

Representacién de
nimeros racionales
y reeles en la
recta numérica.

minacién del valor
de un término,

Trebajo en la deter=-
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CICLO TRABAJO CON TRABAJO CON TRABAJO CON TRABAJO CON VARIA-
CONJUNTOS PARES ORDENADOS | CORRESPONDENCIAS |BLES Y ECUACIONES
Trabajo con con= Trabajo con fér- Trabajo con varia-
Juntos en la so- mules para deter- |bles en la resolu-
lucién de ecua- minar el 4rea y cién de ecuaciones,
ciones, el volumen de
figures y cuer- Trabajo en la deter-
pos determinados, [minacidn del valor
de una expresidn
Secundaria Ampliacién del algebraice.,
bésica concepto sistema
de coordenadas
rectangulares,
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A través de diferentes contenidos geométricos también
se puede contribuir a la preparacidén del concepto de fun-
cidén, pues el alumno reconoce que a determinadas figuras
¥y cuerpos se les hace corresponder un Area o0 volumen me-
diante las férmulas correspondientes; gque con el trata-
miento de las transformaciones geométricas profundiza més
el concepto de correspondencia, pues reconoce que a cada
punto del plano se hace corresponder un dnico punto del
mismo mediante un movimiento dado.

Bl siguiente ejercicioc sirve para (que los alumnos COm=-
prendan las ideas antes expuestas con respecto a las trans-
formaciones geométricas.,

3. En la figura el punto B es la imagen de A por la re-
flexidén de eje ﬁ.

=

8) ;Cuél es la imagen de B?

b) ;Di cudles son los puntos imégenes de E, Hy G ¥y
cudles son las coordenadas de dichas imdgenea®?

. o e .

\o

Ed
2 o
] E e

. 2 » >
O} 2 W e e 5 e N

También en este nivel de ensefianza los alumnos se fami-
liarizan con los conceptos de varisbles y ecuaciones, pues
posteriormente al estudiar las funciones ellos reconocerdn
gue ung forma de representarlas es mediante ecuaciones que
contengan variables, A través de los siguientes ejerci-
cios el alumno asimila sl uso de las variables,

4. (Para qué valor de c la expresién 2 + c toma el valor

de 6, el valor de 8? ;Puede ser esta suma igual a 2,
1?

5. Calcule el valor de la expresién 4 + 3 para los valo-

raes de g:
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al o 2 3 |7 18
d+3
En este dltimo ejercicio se utiliza una tabla de valo-—

res, las cuales igualmente juegan un significativo wvalor
en la preparacidén del concepto de funcién, pues ellas

constituyen una forma de expresar las mismas, que poste-—
riormente conocerén.,

Al estudiar el tema "Ecuaciones"” los alumnos resuelven
ecuaciones del tipo y = ax y y = ax +c (a, ¢ € N) las que
contienen variables y que posteriormente reconocerén que
eatos tipos representan ecuaciones de funciones,

Por dltimo es importante destacar que la representacidén
de puntos en la recta numérica y en el plano mediante un
sistema de coordenadas los prepara para €l trabajo con la
representacién grifica de la proporcionalidad directa y el
trabajo con las ecuaciones que ellas describens. Podo 1o
cual sirve de preparacidén del concepto de funcién y su re-
presentacién gréfica.

Con los ejercicios siguientes se asimilan estos conteni-
dos y se continua desarrollando en los alumnos el pensa-
miento funcional.

6. En el sistema de coordenadas siguiente , representa
los puntos de coordenadas (3; 1,5), (2,5; 4). Deter-
mina las coordenadas de los puntos A y B.

Ys | i

4 t+

3 A

3

B

© 1+ 2 3 4 5 B 2 & A4 <

7. E1 ndmero de piezas fabricadas por un equipo autométi-
co es proporcional al tiempo de trabajo (en horas). EL
factor de proporcionaslidad se denota por k.
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a) k = 35 b) k = 42

Escribe la ecuacidén gque representa la dependencia en-

tre el némero de piezmas fabricadas y el tiempo de tra-
bajo utilizado. ¢Cudéntas piezas se fabrican en 3, 5,

7 ¥ 20 horas?

Bn Secundaria Bédsica se sistematizan y profundizan las
ideas expuestas anteriormente, En este nivel aun no ha
concluido la etapa propeddutica de formacidén del concepto
de funcién, el alumno aprende gue a cada ndmero racional
(real) le corresponde un dnico puato en la recta numérica,
un dnico opuesto, un udnico reciproco si es distinto de ce-
ro. Asimismo, en el desarrocllo de la lfinea directriz se
aprovechan las férmulas s = vt, m = £ V introducidas en
la asignatura de Fisica para posteriormente reconocerlas
como funciones. Se continua con la definicién de funcién
como correspondencia entre dos conjuntos. Se comienza el
estudic de las funciones lineales, sus grificos y prople-
dades. Estos conocimientos son la base para el estudio
posterior de las clases de funciones. Por dltimo se tra-
tan las funoiones cuadrdédticas y la funcién de proporciona-
lidad inversa, suse grdaficos y propiedades fundamentales.
Con el estudio de estas funciones se fija el concepto de
funcién sstudiado anteriormente,

En el nivel preuniversitario el estudio de las diferen-
tes clases de funciones permite continuar la profundiza-
cién y la sistematizacién de estos contenidos, Se profun-
diza el concepto de funcién &l definirloc como conjunto de
pares ordenados. Se estudian las funciones potenciales,
trigonométricas, exponencimles y logar{tmiocas, as{ ©omo
las numéricas con sus respectivos grdficos y propiedades.

En cada uno de los programas de este nivel se destaca
como caracteristica esencial en el estudio de las funcio-
nes el trabajo primero con las imdgenes y posteriormente
con las funciones, asi por ejemplo, antes de las funciones
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potenciales se estudian las potencias y ralices; antes de

1as funciones trigonométricas las razones trigonométricas
en trifngulos recténgulos y antes de las funciones expo-

nenciales y logaritmicas se estudian los legaritmos.

El estudio de las funciones continua con el trabajo en
el tratamiento del cdlculo diferencial e integral al estu-—
diar, por ejemplo, funcién derivada, derivacidén de funcio-
nes, cdloulo de extremos de funciones y otras posibilida-—
des para esbozar la representacidén gréfica de funciones.

En resumen, el estudio explficito de las funciones se
concentra en el nivel secundario y preuniversitario de la
escuela cubana. Para el tratamiento de las diferentes
funciones en la escuela el programs exige para los alumnos
los siguientes objetivoss:

- comprender el concepto de funcidén, como una correspon-—
dencia entre dos conjuntos y como conjunto de pares orxr-
denados,

- reconocer las diferentes formas de representar una fun-—
cién,

- desarrollar habilidades en la representacidén gréafica de
las funciones, apoyédndose en la representaciém de puntos
en un plano coordenado,

= dominar las propiedades fundamentales de las diferentes
clases de funciones que se estudian,

- reconoger la relacién entre el grafico y las propiedades
de las funciones,

= identificar ejemplos de funciones, grédficos y propieda-—
des de funciones dadas.

13.2 Aspectos metodolégicos esenciales sobre el tratamien—
to de las funciones,

Teniendo en cuenta los objetivos y los contenidos de
los programas se consideran puntos metodolégicos
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esenciales para el dessrrollo de este temas
- El tratamiento metodoldégico del concepto corregspondencia,

» El tratamiento metodoldégico de la formacién y asimila~
cién del concepto funcidn.

« El1 tratamiento metodoldégico de las clases de funciones,

A continuacidén desarrollaremos e€stos puntos metodoldgi-
cos esenciales, apoydndonos fundamentalmente en los cono-
cimientos que poseen los estudiantes de la situacidén tipi-
ca "Conceptos y sus definiciones™,

13.2.1 Consideraciones generales para el tratamiento meto-
dolégico del concepto de correspondencia.

En los programas actuales de mateandtica no aparece pre-
vista una definicidén del concepto de correspondencia, pues
este concepto se introduce teniendo en cuenta los conoci-
mientos que poseen los alumnos. Sin embargo debido a que
la definicién del concepto de funcidn se basa en &1 con-—
cepto general de correspondencia, consideramos que resul-
ta Util definirlo, pues los alumnos por su conocimientos
estdn en condiciones de asimilar su definicién y por otra
parte facilita comprender més claramente el concepto de
funcién por correspondencias entre dos conjuntos Yy la pro-—
fundizacibén que de este se hace en el nivel preuniversita-

ric,

Un proceder metodoldgico puede ser el siguiente: Los
alumnos conocen generalmente de las clases de geometria
diferentes tipcs de correspondencias, estas deben ser re-—
cordedas por el profesor, pero en el momento de introducir
este conceptc se debe tomar un e jemplo (o varios) aritmé-—-
ticos, pues esto facilia mostrar las diferentes formas de
representar correspondencias. Un ejemplo puede ser: Dado
los conjuntos A = {—2, =Ty Uy 1y 2} y B =§-4, -2, 0, 2, éw
Establezca una relacidén entre los elementos del conjunto A
Yy los elementos del conjunto B, de forma tal gue los ele-
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mentos del conjunto B sean el dobles de los elementos del
conjunto.A. Esto se puede designar de la siguiente forma
con ayuda de flechsas.

A B

O —_ 5 O

1T 6= > 2

2 e 4

Se debe destacar que cada elemento del conjunto A se

puso en correspondencia con un elemento del conjunto B,
es decir, hemos establecido una correspondencia entre los
elementos de los conjuntos A y B. Después del andlisis
de otros ejemplos seme jantes de correspondencias a los
alumnos se les puede definir este concepto de la siguien-—
te formas

“"Sea X e Y dos conjuntos. Uns correspondencia ertre
el conjunto X y el conjunto Y significa indicar uns
regla, segin la cual para cada nimero x Jdel conjunto
X Be elige uno, varios o infinitos elementos y del
conjunto Y" (1)

Para fjijar este concepto es necesario seleccionar ¢ jer-—
cicios los cuales permitan mostrar las diferentes fornes
de representar correspondencias.

Ya se mostré al introducir el concepto una forma, con
ayuda de flechas, otra es mediante diagramas de Venn, por
e jemplos:

(1) Manual de Matem&tica para la ensefianza media. Autor
A. G. Teipkin. Moscd, Editoriasl MIR, pig. 246.
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A B
-2 T e 44 ™
=1 'l , to =2 .‘/

o F—fa |

1 b2

2 TN N /S

Igualmente una correspondenciea puede ser representada

mediante una tabla de valores.

a -2 -1 0 1 2
b -4 -2 0O 2 4

Es necesario aclarar gue esta forma de representar co-
rrespondencias (mediante tablas de valores) es sélo posi-
ble con la utilizacién de conjuntos finitos.

Otra forma de representar correspondencias es mediante
una ecuacién. Las ecuaciones permiten el paso de la re-
presentacién de las correspondencias entre conjuntos fini-
tos a conjuntos infinitos. Siguiendo con el mismo e jem-—
plo, esta correspondencia 8se puede representar por una
ecuacién con dos variables x e y asi:

X =Yy = 2X.

Por 1iltimo, las correspondencias pueden repregsntarse
mediante un sistema de coordenadas o en una red de puntos.
Apoyédndonos en los conocimientos que poseen los alumnos
de grados anteriores de representar puntos en el plano =86
puede mostrar esta forma con el e jemplo anterior, pars
ello hay que representar en el plano de coordenadas 108
siguientes puntos: A(~2, -4), B(-1,-2), C(0,0), D(1,2),
B(2,4)»
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"T ™
3 3
2t *
1
N R T R

.-21.
3}

- #T

La representacidén de esta correspondencia en una red
de puntos es como sigue:s

-4 @ L J * L J -

-2 e @ e =
O « o @& = =
2 o« & © @ =
4 ° K3 @ e @
-2 -1 o0 1 2

Al conjunto de estos puntos se le llama gréfico de la
correspondencia entre dos conjuntos.

1.3.2.2 Tratamiento metodolégico de la formacién y esimi-
lacién del concepto funcidn.

Si a los slumnos antes de definirle el concepto de fun-—
cién en la escuela se le define el concepto de correspon-—
dencia, entonces el proceder metodolégico para formar este
concepto se simplifica. De esta afirmacién se infieren dos
vias para definir el concepto de funcién.

Primera via. La via inductiva. Para ello, se parte de
ejemplos de correspondencias geométricas y matemdticas de
diferentes tipos y apoyéindonos en la definicién de corres-—
pondencia llegar directamente al concepto de funcién. No
constituye centro en este proceder el concepto de corres-—
pondencia, pues los alumnos tienen dominio del mismo., Una
vez definido el concepto de funcidén se les puede pedir a
los alumnos ejemplos de correspondencias de la vida préc—

tica que representen o no funcién y que Jjustifiquen sus
afirmaciones.
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Segunda via. ILa via deductiva. Esta via no es recomenda-
ble s8i sae pretenden aprovechar al méximo las posibilidadeg

de este contenido para contribuir al desarrolio del pensa-
miento de los arjlumnos.

Otra situacidén se nos presenta s8i a los slumnos no se
le define el concepto de correspondencia, aungue ellos tigw
nen conocimientos intuitivos de este, por tanto una tercersa
posibilidad para definir el concepto de funcidén en la es—

cuela es la siguiente.,

Fara el aseguramiento del nivel de partida el profescor
debe reactivaerae sus alumnos los concocimientos gque e€ellos
poseen sobre €l concepto de correspondencisaa FPara ello
puede proponerle l1os siguientes ejercicios:

1. Complete la siguiente tablac:

=t I a + 5
2

a4
10

2. Determine los divisores de cads elemento del conjunto
A, i A =281, 2, 4, 5% .

3. Determine la imagen de los puntos My N, P por una re-—

filexidn de eje 8. e~
# N B
. ;/

Estos ejercicios constituyen objetos de investigacidn
rara los alumnos y puaden ger aprovechados por el profesor
para orientar y motivar el concepto gue se desea definire.
Mediante los mismos se puede precisar el concepto de co-—
rrespondencia, que es el concepto central para definir el

de funcidn.

Seguidamenrtc el profesor puede mostrarle a los alumnos
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correapondenciau,laa cualesg ellos conocen antes de comenzar
su vida escolar; asi por ejemplo:

- a cada casa le corresponde un ndmero,
- a cada escuela le corresponde un nombre,
- en gensral conoce que
a los objetos se le hacen corresponder nombre.

Otros ejemplos de correspondencias pueden ser:

Ansliza las relaciones que se presentan entre los ele-
mentos de las situaciones siguientes:

a) Las bicibletas que estén estacionadas en un parqueo y
los comprobantes asignados a sus conductores.

b) Los espectadores que se encuentran disfrutando de una
pelicula en el cine y las papeletas de entradas vendi-
das.

¢) Las excursionistas que estédn instalados en una base de
campismo y las habitaciones donde se hospedan (Hay ha—
bitaciones para 2, 4, 6 y 8 personas).

Precisamente en la vida y en la ensefianza de la matemd—
tica se presentan ante nosotros muchos ejemplos de corres-—
pondenciss como los anteriores, los cuales en la matemédtica
caractericen un nuevo concepto. Antes de definir el nuevo
concepto hay que tener una visidén clara del concepto de
correspondencia. Para ello el profesor puede pedirle &
los alumnos gue representen mediante diagramas de Venn los
3 primeros ejercicios.

A B
% 3
2
4 9
10 S

Profesor: Es importante destacar en estos e jemplos que en
las correspondencias representadas intervienen
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dos conjuntos A y B y una ley que asocia los
elementos del conjunto A con los elementos del
conjunto B. Estas ideas las podemos generalizar
a travéae del siguiente esquema.

A B
Regla
X
o
ley

Profesors Analizando los disgramas anteriores. ;Ea posi-
ble hacer corresponder en todos los casos a cada
elemento del conjunto A un UYnico elemento del
conjunto B?

Alumno: En el caso de las correspondencias 1 y 3 esto es
posible), pero en el caso del ejemplo 2 no esa po-
sible.

Profesor: Precisamente en los casos gque esto es posible, es-
tas correspondencias caracterizan un nuevo con-—
cepto matemdtico muy importante en el estudio de
las matemdticas, el cual definiremos en esta ac-—
tividad.

Profesor: Del andlisis de losgs ejemplos que estamos estu-—
diando podemos inferir la naturaleza de los ele-
mentos de ambos conjuntos. ;Cémo son los ele-
mentos de los conjuntos A y B? ;Qué tipo de
elementos estamos considerando en cada caso?

Alumnoz: L.os elementos de los conjuntos A y B son diferen-
tes. En dos casos son nuimeros y el otro caso
letras.

Profesort: Por dltimo que podemos inferir de los casos 1 Y
3. ¢Cudntos conjuntos intervienen en estas co-
rrespondencias? ;Qué relacidén podemos describirT
entre los elementos de ambos conjuntos?
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Alumnos Intervienen dos conjuntos A y B.

A ceda elemento del conjunto A le corresponde un
dnico elemento del conjunto B mediante una regla
o ley que los relaciona,

profesor: Teniendo en cuenta fundamentalmente estas dWlti-
mas ideas, podemos decir que correspondencias
asf definen un nuevo concepto en la ensefianza de
la matemdtica. Precisamente este concepto es el
concepto de funcién. ;Cémo usted lo expresaria
con sus palabras?

Ofdas las explicaciones de los alumnos el profesor plan-—
tearfa que & partir del anédlisis de los casos tratados po-
demos generalizar estas ideas (principio heuristico de ge-
neralizacién) en la siguiente definicién:

Definicién: Una funcién es una correspondencia que a cada
elemento de un conjunto A asocia un dnico ele-—
mento de un conjunto B.

Con essta definicién hemos concluido el proceso de for-
macién del concepto de funcidén por correspondencia entre
dos conjuntos.

Asimilacién del concepto funcidén

Para asimilar el concepto de funcién, el alumno debe a
través del trabajo con los ejercicios realizar las accio-
nes siguientess

« Identificar el concepto,
- Realizar el concepto,
« Aplicar el concepto.

El desarrollo de estas operaciones exige a partir de la
formacién del concepto de la elaboracién de una base de
OSrientacién. En nuestro caso:

1. Analiza si lo que aparece indicado es una correspon-—
dencia de un conjunto X en un conjunto Y,



Pag. Anterior Pag. Siquiente indice

2e Determina si & cada elemento del conjunto X le corresg.
ponde un dnicc elemento del conjunte Y,

Importante resulta en el trabajo con esta base de
orientacidér el reconocimiento de 1la condicidén 2. En asaste
sentido se pueden seguir lss8 bases de orientacidén siguien-
tes segiin la forma en que se presente la correspondenciasa
a aneligars

— Diagramas de Venn, De cada elemento del dominioco de de-
finicidén parte exactamente una fle-
cha.

- Taebla de wvalores. A un mismo valeor x no pusde Correge—
ponderles diferentes valores y.

— Representacién de puntos =2n una red. En cada columna
solamente puede aparecer un punto,

— Hepresentacidn gréfica en el sistema de coordenadsas,
Sobre cade X € X hay exactamente un
punto. Cada paralsla al eje y corta
al gréfico en un punto.

Ahora los alumnos deben decidir en varios e jemplos Yy
ante distintos tipos de representaciones, s8i se trata de
funciones o no. Ejemplos para l1la identificacibén del con-

cepto pueden ser:

1. Determine en cada uno de los casos sSi representan fun-—

cién o no las gggzgspondencias dedas.

N

a) . = 54 em2 b) [E3 STATS5
(O - 7 em® b lol1l21314a]s
l. "“ I - ‘J;/’__ it P 2 ‘ .
\ g ™2 cm
€ M g e a) Be > 1
) boA_ e S e 2
\ Ce 33
Qg == e 204

¥

[ep]
e
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2, ©Se establece una correspondencia del conjunto de los
ndimeros naturales en el conjunto de puntos del rayo
numérico. ¢(Es esta correspondencia en la que a cada
nimero le corresponde un punto, una funcidén?

j, Analiza cuédles de las siguientes correspondencias son
funciones y cudles no. Fundamenta tus respuestas.
a) A cada ndmero real se asocia su duplo.
b) A cadae nmimero natural se hace corresponder sus divi-
sores.
c) A cada nimero real se hace corresponder su raiz cui-
bica.

Con estos ejercicios se puede continuar desarrollando en
1los alumnos €l pensamiento funcional.

Para la asimilacién se deben aprovechar también las ac-—
ciones de realizacién de conceptos; para ello se pueden
utilizar los siguientes ejemplos,

C:) Transformacién de correspondencias no univocas, en co-—
rrespondencias univocas,

Ejemplo 1. Dada la siguiente correspondenciae. Varia
las fechas de forma tal gque se obtenga una

funcién.

A o —e 2
@-><
T - 7= 3
?. %04

Ejemplo 2., Dada la sigulente tabla de valores, Trans-—
forma la misma de forma tal que se obtenga
una funcién.

t | 2
v |8|[1

4 | 5 [2
12 |14 | 9

3
O

(:) El establecimiento de correspondencias entre conjuntos,
de forma tal que se formen correspondencias univocas,
utilizando distintas formas de representacidén es una

261
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forma de realizar el concepto,

Igualmente para la asimilacién del concepto de funcidén
se debe aprovechar la accifbn de aplicacién, para ello

veamos 1los sifuientes e jemplos.

1. Dadas las funciones f y g, tales que f(x) = 10x + 14
v g(x) = 2x - 2, Pruebe gque: f(a) + g(a) = 12(a + 1),

2. Un mévil se desplaza con movimiento rectilineo uniforme
a una velocidad de 6 m/s. Exprese mediaente una ecua~-
cién la correspondencia entre el desplazamiento (s) y
el tiempo empleado (t) y fundamente por gué es una
funcidén.

3. Un obrero gana %1,67 por horas. ZExprese su salario
s (en pesos) en funcién del numero h de horas que tra-
bajd.
Por dltimo debemos destacar que otra forma de aplice—
cién del concepto de funcidén estd en el estudio de las
clases de funciones, sus graficos y propiedades,

13.3 Tratamientoc metodolégico de las clases de funciones.

Para realizar el tratamiento metodoldégico de las clases
de funciocnes gque se estudian en la escuela debemocs tener
presente algunas consideraciones generales; es decir, 8©
debao:

1.| definir la clase de funcién que sBerd objeto de estudio,
' considerdndose previamente algunos aspectos metodolé-

£icos,

2.| realizar la repreasentacién grédfica de forma general 0 &

través de un caso particular de la clase de funcién,
3. analizar las propledades fundamentales de la clase de
funcidén a partir del gréafico,

4.\ fijacién de 1la clase de funcién estudiada, su repre~
sentacién gréfica y propiedades.

A continuaecidén expondremos a través de algunos casos
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particulares algunas ideas en cadsa uno de estos aspectos.

1.| Parae el desarrollo de este aspecto tomaremos como caso
particular la clase "FPuncidén cuadrédtica”.

En el aseguramiento del nivel de partida se debe reac-—
tivar en los alumnos los conocimientos sobre el concepto
de funcién, funcién lineal, su representacidn gréfica y
propiedades. Para ello se pueden resolver ejercicios ta-
les como:

a) Determina cufles de las siguientes porrespondenoias son
funciones y cufles no. Fundamenta tu respuesta.

- A cada ndmero natural se asocia su duplo,
— A cada némero natural se hace corresponder sus divi-

sores,

— A cada nimero real se hace corresponder su mo-
dulo,

— A cada ndmero real se asocia su cuadrado disminufdo
en 2,

b) Dada la funcién lineal y = 3x - 5.
- Calcula su Cero.
- Represéntala grdficamente,
- Determina dominio e imagen.
— Analiza la monotonia.

Para la motivacién y orientacién hacia el objetivo se
debe partir de los conocimientos que poseen los alumnos
sobre funcidén lineal y la ecuacién que esta representa.

El alumno conoce gue una forma de representar una funcidén
lineal es mediante una ecuacién de la forma f(x)=mx+n

(x€ R, myn € R) y que la variable x tiene como exponente
el valor 1, asi como que la representacidén gréfica de esta
funcidén es una recta.

Una primera variante para motivar y orientar hacia el
cbjetivo se muestra con el siguiente ejercicio.

1. Ansliza =i las siguientes correspondencias son funcio-—
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nes o no.
a) A cada x & R se hace corresponder 2x”.

b) A cada x £ R se hace corresponder x? - 5x,
C) A cada x € R s8e hace corresponder x° + 5x + 6.

Los alumnos al responder easte ejercicio se apoyarén en
lo8 conocimientos que tienen del concepto de funcidén; asi
por ejemplo en el inciso a) responderén que ea funcidén
porque el cuadrado de todo nimero real es dnico; asf{ como
el producto de dos nimeros realss. Al concluir el ejer-
cicio el profesor debe preguntar, ;Representan funciones
linealea las correspondencias dadas en el ejercicio ante-
rior?

Alumno: No, pues las ecuaciones que ellas representan no
son de la forma y = mX + n.

Profesor: Precipamente estas correspondencias no estédn
dadas por la forma de expresar funciones linesales,
ellas caracterifan un nuevo tipo de funcién., En
ella la variable aparece con exponente 2, Luego
el nuevo tipo de funcidén se denomina Funciédn cua~
drdtica.

Definicidén: La correspondencia gque a cada x & R le hace
corresponder el numero real f(x) = ax2+bx+c(aﬁb),
donde a, b y ¢ son ndmeros reales dados, se deno-—
mina funcién cuadrdtica o de segundo grado.

Igualmente para motivar y orientar hacia el objetivo el
concepto de funcién cusdrdtica se puede partir del an&li-
8is de férmulas conocidas por los alumnos, las cuales pos—
teriormente las reconocerd como scuaciones de funciones
cuadrédticas, as{ por ejemplo:

- El1 érea del circulo estd dada por la férmula
A(r) = TX r® (re R, > 0, r-radio) y la relacién en-—
tre el espacio y el tiempo en un movimiento uniforme-—
mente acelerado estd dado por la férmula
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a(t) = 1/2 atz (= 0; - constante). El proceder meto-—
dolégico es seme jante al descrito anteriormente.

Y por dltimo una tercera posibilidad pera motivar y
orientar hacia el objetivo el conopeto de funcién cuadrdé-—
tica es relacionando las dos posibilidades anteriores.

lz.lRepreeentaoién gréficea.

Al estudiar algunas clases de funcionses se debe comen-
gzaxr desde el principio de la unidad creando las bases pa~
ra el estudio de las funciones a partir del trabajo con
1as im#genes, lo cual cambia el tratamiento gue se les
ven{ia dando al estudio de las funciones. A partir del
trabajo con las imédgenes y la vinculacidn con su represen-—
tacién gréaifica se infieren las propiedades. En resumen,
no se trata de hacer representaciones de funciones conoci-
das las plantillas, ni de hacer desplazamientos con los
gréficos, sino que se debe insistir en el "ploteo" de pun-—
tos, reduciendo la representacién gréfica de una funcién
a algo ysa conocido (Principio heurfstico de reduccién), es
decir a la blsqueda de sus imdgenes, Esta variacién que
se recomienda para el trazado del gréfico de funciones,
basado en el "ploteo" de algunos puntos y después en el
ajuste de la curva se ha realizado porque en la préctica
ee necepario trazar gréficos aproximados de funciones y
se necesita que el alumno domine este procedimiento; ade—
més porque, cuando el alumno determina puntos fija mejor
1la relacién entre el gré&fico y la funcién.

En la escuela en general la representacién gréfica de
las funciones se realiza a aguellas que estén dadas median-—
te una ecuacidn. En este sentido sugerimos la siguiente
sucesién de pasos. Esta sucesién no puede interpretarse

rigfidamente, por el contrario debe ajustarse a las carac-—
teristicas de cada alumno.

Sucesién de pasos para construir el gréfico de una
funcién dade por una ecuacidn.
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a) Teniendo en cuenta la ecuacién dada, determina de qué
tipo de funcidén se trata (lineal, cuadrdtica, etc.)
(Esto permite gque el alumno reconozca que el grafico
gque trazard sea una recta o una curva) y cuenta con
un elemento de control.

b) Determine puntos caracteristicos, lineas auxiliares,
asfi como otros puntos con ayuda de una tabla de valo-
res (ceros, vértices, eje de simetrfa, puntos de in-

terseccién con el eje de las ordenadas, puntos conve-
nientes segiin las caracteristicas de la funcidn).

c) Trace un sistema de coordenadas y represente los pun-
tos calculados.

d) Una los puntos. Y aai se obtiene el gréafico de la
funcién dada (verificar la correspondencia del grdfi-
co obtenido con la ecuacién de la funcidén).

En la representacidn griafica de funciones, el profesor
debe insistir que en la medida en que calculemos una
cantidad mayor de puntos de modo que cada vez =Sea uno m&as
préximo al otro, obtendremos una representacidén més exac-—
to del gréfico; aunque debe igualmente quedar claro en
los alumnos que por l1la densidad del dominioc nunca podre-
mos calcular todos los puntos.

Ejemplifiquemos lo dicho anteriormente con la funcidén
cuadrética y = axz(a ¥ 0), considerando el caso a = 1;
es decir y = X .

Determine algunos puntos de esta cuncién cuyas coorde-—
nadas estdn dades por la ecuacidén y = 12.

x -2 -1,5 -1 —0,5 o! 0,5 |1 1,5 |2
¥ 4 2,25 1 0,25/ o0 | 0,251 | 2,25

Teniendo en cuenta todas las orientaciones dadas en
el trasado de gréafico, se concluye gue el grédfico de es-—
ta funcién no es una linea recta, ni es una poligonal



Pag. Anterior Pag. Siquiente indice

abierta, sino es una lfnea curva que se obtiene uniendo to-
doB los puntos representados. En nuestro caso, esta curva
ge denomina parédbola y su grdfico es el siguiente.

4
4
_____ 4’_4»-__- - ==/

1

|

1

f

'

1
|

|
1
| 1
L '
4

t

>

< X

R

- " —
|
1

2+ -7 © i

Hemos analizado cémo se puede construir el gréafico de
funciones dadas, pero no siempre el alumno tiene esta ta-
rea ante s8{, en ocasiones debe reconocer si una represen-—
tacién gréfica es una funcién o no, ;Cémo debe entonces
proceder para responder rédpidamente? Para ello, el alum-—-
no puede trazar rectas paralelas al eje y y si cada una
corta al gréfico dado en un s6lo punto, entonces puede
afirmar gue cada valor del dominio tiene una y solo una
imagen, por 1o que dicho gréfico representa una funcidn.
El alumno no debe utilizar para todos los casos este proce-—
der, pues €é1 se utilizea para reconocer rédpidamente si una
representacidén gréafica es funcién o no. Este procedimien-—
to no fundamenta dicha afirmacién, para ello el alumno de-
be analizar la ecuacién que define a la funcién.

3.1 Propiedades fundamentales de las clases de funciones.

En la escuela cubana se tratan diferentes tipos de cla-—
8es de funciones. Al analizar las propiedades de cada unsa
de ellas observamos gque algunas propiedades esenciales son
Comunes para todas las clases (dominio, imagen, cero y mo-
notonfa) y otras propiedades van apareciendco en la misma me—
dida en que se egstudian las clases de funciones. El cua-
dro 13,2 resume esta idea.
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CUADRO 13.2

Clase de funcidén Propiedades
. FPuncién cuadrética. e Valor méximo, minimo
« FPuncién de proporcionali- (Vértice).
dad inversa. « Simetrfia
- Punciones potencialesa. . Paridad.
. Punciones trigonémétricas. . Paridad.

. Valor mé&ximo, mindmo,
. Pericdicidad.

« FPunciones exponenciales Yy . Valor méximo, minimo.
logarf{tmicas. . Paridad.
. Periodicidad.
. Puncionesg numéricas . Paridad.

« Valor méximo, minimo.
. Inyectividad.

(Vinculadas a los conceptos . Diferenciabilidad.
bdsicos del cédlculo diferen-— . Polos.

ciml e integral. « Comportamiento en el
e 1fmite. intinito en el entor-
» continuidad. no de los puntos.

. derivacidne. . Asintotas.

« integral indefinida. . Extremos loceles,

« integral definidsa. . Integrabilidad.

{

Para anaslizar las propiedades de alguna claese de fun-
0ién debemos partir de la representacibén gréfica de les
funciones gue representen esta clase, aungque no podemos geé~
neralizar esta idea pues hay propiedades que se utilizan
para la representacidén grédfica (los ceros; el vértice, 1la
simetria) y otras que se obtienen del gradfico (la monoto—
nia, el valor méximo o minimo y la imagen). Teniendo esto
en cuenta veamos cdémo proceder metodolégicamente &l tratar
algunas propiedades en particular,

A1 estudiar las funciones lineales los alumnos, conoceb
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1a8 propiedades dominio e imagen de esta clase. Fero,
;,cémo identificard en el gréfico estas propiedades? FPara
e1 caso del dominio se le planteard cue proyecte la grafi-—
ca en el cje x; obteniendo asi que la proyeccidén del gréi-
fico de la funcidén sobre el eje x ocupa todo este eje, por
10 que se puede afirmar que el dominio de la funcidén son
1o0s nimeros reales (R). Y ,Cuél serdéd la imagen de estas
funciones) Utilizando el mismo procedimiento (Principio
neuristico de analogia); es decir proyectando el gréafico
de la funcién sobre el eje y, este ocupa todo el eje, por
lo tanto la imagen de la funcidén son los ndmeros reales.

A partir de este momento el alumno tiene para analizar
estas propiedades un procedimiento; es decir basta con guse
ante cualquier clase de funcidén lo apligue andlogamente
a como lo estudio en el tema funcidén lineal.

Veamos otro caso particular, ;Cémo estudiar la pr pie-—

dad paridad en la funcién potencial y = x3.

Este estudio no debe partir de la fefinicidén de la pro-
piedad, sino debe comenzar del anflisis del comportamiento
de las imégenes de la misma, para ello el alumno ya cons-—
truyé el gréfico de la funcidbn y = x3 apoyédndose en una
tabla de valores como la siguiente,

x =D -1,5 = 0 1 1,5 | 2
y -8 -3,4 = 0 i | 3,4 | 8

Como nuestro objetivo es introducir una nueva propiedad,

debemos tratar que el alumno muestre interés por descubrir
la esencia de esta propiedad. Para ello el profesor par-
tird de una conversscién de clase, donde le recuerda a los
alumnos que ellos conocen la propiedad de simetria con
respecto a los gréficos cuando estudiaron las funciones
Cuadrédticas y que en ese tema habfan ccncluido que los
gréficos de funciones cuadrédticas son simétricos con res-—
becto &l eje y, porgque argumentos opuestos tienen imégenes
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iguales. En este momento el profesor preguntari .Y cdémo
serd el gré&fico de la funcidén y = x3 con respecto al ori-
£gen de coordenadas Yy con regpecto al eje y? Seguidamente
mostrard una 14mina como la sigulilente:

Y reflexionard conjuntamente con 10s alumnos de la
siguiente forma. Como se observa si consideramos dos
valores opuestcs X, y —X4 cualquiera, los cubos respecti-
vos que ellos determinan son ndmeros opuestos X4 y —x31.

Geoom&tricamente estc significa que los puntos (x1; x31) y
(—x1; —x31) son simétricos respecto al origen de coorde-—
nadas, por 1o gque podemos generalizar que el gréfico de
la funcidén y = x3 es simétrico respecto al origen. De
donde se concluye que esta funcién es una funcidén impar,
1o que se expresa simbélicamente asi f(-x) = —f(x). Vea-
mos como esto se nota en los valores de la tabla.

e Si x = 1 entonces —x = —1, de donde f(—1)=(-1)3 = —1
y £(1) = 13 = 1,
luego f(=-1) = —f(1) por tanto
f(—x) = —f(x).

- Si x = 1,5 entonces =x = =1,5 de donde f(-1,5) =
luego: £(1,5) = -£(1,5)
por tanto f(-x) = —-f(x)

A partir de este momento y utilizando el principio heu-
ristico de analogfia, el anélisis de la pariedad de una
funcidn dada se hace de forma similar al realizado con 8~
ta funcidén en particular,
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Como ya habfamos afirmado no todas las propiedades las
podemos inferir a partir del conocimiento del gréfico de
la funcién, este es el caso de la propiedad periodicidad
de la funcién seno, que se debe partir del enunciado de
la misma, Veamos un proceder para esta propiedad.

El alumno conoce que todos los dngulos coterminales
con uno dado tienen el mismo seno, es decir:
sen (< +2U1)= sen , con k & 2. Con este conocimiento
al alumno se le puede definir el concepto de periodicidad

de una funcidén de la siguiente forma.

Una funcién real f, es peridédica si existe un ndmero
real T, tal que para todo elemento x, del dominio

de la funcidén se cumple f(x) = f(x + T). El némero T
recibe el nombre de perfodo de la funcién.

Teniendo en cuenta el enunciado general de esta defini-
cidén se concluye que la funcién seno es perifdica de pe-
riodo 2 k con k € Z. Geométricamente esto significa
que el gréfico de esta funcién se obtiene trasladando el
gréfico correspondiente al intervalo Eb,at{] en ambos
sentidos tantas veces como sea necesario.

Por dltimo, al estudiar la funcién coseno, el anélisis
de esta propiedad debe ser a partir de la representacién
gréfica, pues ya los alumnos conocen el concepto perfodo
de una funcién.

4. Fijacién de la clase de funcién estudiada, su repre-
sentacidén gréfica y propiedades.

La fijacién del concepto correspondiente a la clase de
funcién estudiada se desarrolla a través de acciones de
identificacién, realizacién y aplicacién.

Las acciones de identificacién se presentan mediante
ejercicios en los cuales los alumnos deben reconocer la
funcién estudiada dadas:

correspondencias (expresadas en diferentes formas)
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ecuaciones y representaciones gréficas en el sistema de
coorde:izadas. En cads caso se debe cuidar mezclar reée-—

presentantes ¥y no representantes del concepto.

Las acciones de realizacién se presentan en ejercicios
que exigen: representar grificamente la funcién dada la
ecuacibn y viceversa; determinar la ecuacidén de 1la
funcidén & su gréafico, a partir de conocer ciertas propie-

dades de 1lu funcidn.

Las acciones de aplicacién se presentan a través de
cjercicios donde los conocimientos sobre el concepto de
la funcidn, su gréfica y propiedades se utilizan para re-
solver situaciones de otros dominios matemé&ticos, para
demostrar propiedades © interpretar y resolver situacio-
nes de la préctica.

Tareas del capitulo

1. Planifique una clase para introducir el concepto fun-
cidén lineal, teniendo en cuenta los aspectos metodolé-
gicos esenciales en el trabajo con la situacidén tipica
conceptos y sus definiciones.

2, Utilizando los programas, el libro de texto y las
orientaciones metodolégicas de matemética para Secun-
daria Bésica:

a2) determine las unidades temAticas especificas que
tratan el estudio de las funciones,

b) determine los objetivos fundamentales que el pro-—
grame plantea lograr con lus alumnos en cada unidad.

c) plantee una propuesta de dosificacidén del sistema
de clases de una de las unidades teméAticas.

d) planifique 2 clases de tratamiento de la nueva ma—
teria, teniendo presente los aspectos metodoldégicos
egenciales en el trabajo con la situacién tipica
que trabajard y 2 clases de ejercitacidén, donde se
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muestre la seleccidn, variedad y graduacién de los

e jercicios propuestos.

Seleccione de pre-universitario una de las clases de
funciones de las que se tratan en este nivel.

a) determine los objetivos fundamentales que deben lo-
grarse en la unidad seleccionada,.

D) hags una propuesta de dosificacibén del sistema de
clase de la unidad.

c) planifique una clase donde se introduzca la repre-—
gsentacidn grafica de la clase de funcidén o de un
caso particular de esta, Plantee los objetivos
que ge propone en la actividad.

d) planifique una clase donde se introduzcan algunsas
de las propiededes fundamentales de la clase en
cuestién. Plantes los objetivos gue se propone en

la actividad.

De 1a unidad "Funciones cuadréticas'™ elabore un pro-
yecto de trabajo de control en €l cual aparezcan los
objetivos propuestos a evaluar, las preguntas, las
respuestas y la clave para la calificacién.
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CAPITULO 14. TRATAMIENTO METODOLOGICO DE LOS ELEMENTOS
DEL ANALISIS MATEMATICO

14.1 PANORAMICA DE LA LINEA DIRECTRIZ "PROCESOS DE APROXI-
MACION. LIMITE Y CALCULO INFINITESIMAL"

Le importancia del estudio de los elementos del Anédli-
eis Matem&tico es tal gue constituye una de las lineas
directrices de la ensefianza de la Mgtemdtica en la escue-
la.

La idea de aproximacién en Matemdtice encuentre inter-—
pretacién geométrica con ayuda del treabajc con magnitudes
y con nimeros. De este modo el desarrollo de esta linea
directriz comienza desde los primeros grados de la prima-—
ria con un carécter propedéutico, fundida con las lineas
directrices: Geometrfa, Cédlculo con masgnitudes y valores
aproximados y Dominios numéricos.

Un momento importante de su realizacidn es la introduc-
cién en el segundo ciclo del nivel primario de las reglas
de redondeo. Por primera vez, los glumnos trabajan en la
clase de Matemédtica conscientemente con valores aproxima-—
dos.

Posteriormente se continda el desarrollo de la linea de
diversas formas. Por un lado, se trabaja con aproximacio-
nes en el "estimado" previo del cédlculo numérico, al re-
dondear a miltiplos de 10, 100, 1000 u otro convenientes
los nimeros con que se va a operar, También se trabaja
con aproximaciones en la introduccidén de la divisién
inexacta de nimeros naturales. Un tercer momento de tra-—
bajo con aproximaciones se presenta en la comparacién de
magnitudes como: kg y 1lb; cm e iny; vy m2 y cab; es en ecte
contexto que se introduce en la Escuela el signo de
"gproximadamente igual a" ( = ).

E]l finel del segundo ciclo constituye un momento impor-
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tante del desarrollo de esta linea directriz. Se utilizan
aproximaciones en la divisidén inexacta cuando se represen-—
ta el cociente como expresién decimal, o0 sSea en el plan-
teamiento de expresiones decimales infinitas obtenidas por
divisidén, en la utilizacién de reglas de redondeo para ex—
presiones decimales, en la representacién de expresiones
decimales en el rayo numérico y en le medicién de segmen-—
tos. Se trabaja explicitamente por primera vez el célcu-
lo con valores aproximados. Se introduce por esta razdén
el concepto de "“cifras significativas de un ndmero”™ y las
reglas para el cédlculo con velores aproximados,

En la secundaria bédsica se retoma, durante el estudio
de los nimeros racionales, el trasbajo con expresiones de-—
cimales (finitas o infinitas peridédicas) y se introducen
los nimeros irracionales (expresiones decimales infinitas
no periédicas). Estos aspectos, como el anélisis mismo de
la densidad de Q, constituyen momentos del trabajo con la
linea directriz, en lo que a valores aproximados respecta.
Otros elementos importantes los constituyen el cédlculo de
cuadrados, cubos, raices cuadradas y raices cdbicas utili-
zando las tables, la determinacidén del Area total y el vo-—
lumen del prisma y la pirémide, y la resolucidén de e jer-—
cicios con texto que contienen valores aproximados.

Otro momento importante de la linea directriz es cuando
se obtiene la férmula del Area de un circulo como el 1imi-
te del Area del poligono reguler de n lados, gque se obtie-—
ne cuando n aumenta ilimitadamente, Se trata de un proce-—
80 infinito de aproximacidén, de significativo valor prope-—
déutico para el posterior tratamiento del concepto de 11—
mite de una funcidén numérica en un punto.

En ese momento se presentan también posibilidades de
cdlculo con valores aproximados en la determinacidén de
longitudes de circunferencias y voldimenes de cilindros,
conos y esferas; asi como en la resolucidén de problemas
que contienen datos con numeros no exactos.
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Al inicio del preuniversitario, ademés de lo anterior,
se trabaja con valores aproximados de potencias de eéeXpo-—
nente racional e irracional.

E1 momento culminante de la directriz lo constituye,
sin discusidén, el tratamiento de los complejos de materia
de Limite, Jerivadas e Integrales de funciones numéricas,
A las particularidades de estos nos referiremos en el
epigrafe siguiente.

14.2 PANORAMICA DE LOS CONOCIMIENTCS Y HABILIDADES A A3I—
NILAR PCR LOS ALUMNCS EN LOS COMPLEJCS DE MATERIA:
LIMITE, CALCULO DIFZRENCIAL Y CaLCUIO INTEGRAL.

=1 concepto de limite es un concepto muy importante de
1a Matemdtica y su estudio en el preuniversiterio consti-
tuye un momento muy especial para los alumnos, pues a npar-—
tir de su introduccidén pasan de la latemética elemental a
la Matemdtica superior, al tratar los elementos del célcu-
lo diferencial e integral.

En nuestra escuela no se desarrolla un curso de sndli-—
sis como tal, sd8lo se pretende lograr la comprensién de
los conceptos més importantes de €1, y desarrollar las ha-—
bilidades correspondientes y sus aplicaciones bésicas.

Se reconoce gque los contenidos de estos complejos de
materia no son sencillos y por lo tanto es indispensable
su estructuracidén metodolégica adecuada para poder lograr
alcanzar los objetivos propuestos en el programa de la
apignatura. Estos objetivos, en lo esencial plantean las
experiencias siguientes:

EN EL CANPO DEL SABER:

— Reconocer los conceptos fundamentales: 1limite de una
funcidén en un punto, continuidad de una funcidén en un
punto, derivada de una funcién en un punto, primitive
de una funcidbdn, integral indefinida e integral defini-
da.

- Reconocer tecremas importantes gue trata sobre: opera—

276
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ciones con limitesy 1fmites notables, continuidad de las
funciones derivables, ¥reglas de derivacidn, derivadas
de funciones trigonométricas, ®©exponenciales y logarit-
micas, ©orecimiento y decrecimiento de las funciones en
un intervalo, criterios para la determinacién de extre-
mos locales de una funcién, Primitivas inmediatas, pro-
piedades de la integral indefinida y propiedades de la
integral definida.

- Aplicar procedimientos para: cédlculo de 1limites, célculo
de derivadas, ®aadlisis del crecimiento de una funcidn,
determinacién de valores aproximados, cédlculo de inte-
grales y cédlculo de Areas.,

EN EL CAMPO DEL PODER:

- Definir los conceptos fundamentales a partir del recono-
cimiento de sus caracteristicas esenciales,

- Realizar demostraciones simples y fundamentaciones en
forma independiente. En particular la demostracién del
limite de funciones sencillas.

- Aplicar la continmuidad de las funciones elementales al
cédlculo de limites.

— Aplicar las reglas del cédlculo de derivadas e integra-
les indefinidas al cédlculo y a la resolucién de proble-—
mas simples.

- Resolver mediante reflexiones légicas ecuaciones dife-
renciales muy simples que se reducen a la bisqueda de
primitivas.

EN EL CAMPO DE LAS CAPACIDADES MENTALES GENERALES:

= Desarrollar el pensamiento 1légico de los alumnos median-—
te:

- la elaboracién y asimilacién de los conceptos,
» la solucidén de problemas,
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. la introduccidén de conceptos como: cendicidén necesa—

ria y suficisnte.
— Desarrollo de la expresién oral y escrita mediante:

. la correccidén y coherencia al responder preguntas Yy
problemas. Formular suposiciones, fundamentar afir-—
maciones y explicar procedimientos de trabajo,

. la utilizacién de variables de manera sistemética,
como una forma natural de expresidén del lenguaje ma-—

— Desgsarrollar el adiestramiento l1l6gico mediante:
. la bidsqueda de demostruciones,

« la representacibén de demostraciones (empleoc de infe-—
rencias 16gicas),

. la utilizacién de medios para la racionalizacién del
trabajo mental (por ejemplo, del principio de analo-
gfa y del principio de reduccidén a un problema ya re-—
suelto).

— Modelar situsciones mediante el planteo y la solucién
de problemas de cardcter extramatemético.

EN EL CAMPO DE LA EDUCACION IDEOLOGICA:

. Las caracteristicas especificas del cAlculo infinitesi-
mal posibilitan el logro de objetivos de la formacién
ideoldégica de los alumnos si tenemos en cuenta lo si-
guiente:

. El1 concepto de limite surge debido a las necesidades
précticas del hombre y sirve de base a conceptos que
se estudian en otras ciencias.

. En el cédlculo diferencial se aprenden criterios parsa
la existencia de valores extremos que pueden ser apli-
cados en la solucién de problemas de la propia Mate-—
mé4tica y de las ciencias naturales, tdécnicas y econé-
micas.
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La aplicacidén del célculo del éAdrea mediante la integral
definida a la solucidén de ejercicios tomados de 1la
préctica.

Con estas consideraciones se contribuye a la compren-—
gién del origen préctico de la Matemédtica y su cardcter
de instrumento para conocer y transformar la realidad
circundante y de esta forma profundizar en la concepcidén
cientifica del mundo,

Del anélisis de los objetivos y de la materia de ense-—

fianza se desprenden puntos metodoldégicos esenciales para
cada complejo de materia.

Complejo de materia: Punto metodoldégico esencial:

- Limites e Formacidén y asimilacidén del
concepto de 1limite de una
funcidén.

« Estructuracién metodoldégica
de sistemas de ejercicios pa-
ra el desarrollo de habili-
dades en el cédlculo de 11-
mites.

« Teoremas.,

- Cdlculo diferencial « Formacidén y asimilacién del
concepto de derivada.

« Direccién de las activida—
des de los alumnos en la
aplicacidén de las derivadas
a los problemas de optimiza-
cibne.

= Cdlculo integral « Tratamiento metodoldégico de
las integrales sencillas.

e Direccidén de las activida-—
des de los alumnos en las
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Comple jo de materia: Punto metodoldégico easencials:
aplicaciones de la inte-
gracidén al cédlculo de é4reas,

. Teoremas.

A continuacidén trataremos estos puntos importantes y
para ello nos apoyaremos, fundamentalmente, en 108 COnociw
mientos adquiridos en el estudio de la estructuracidén me-
todolégica de las situaciones tipicas de la enserianza de
la Matemética.

14.3- LIMITZS

14.3.1 PORMACION DEL CONC-PTO DE LIMITE D UNA FUNCION EN
UN PUNTO

Este concerto puede ser tratado aplicando el concepto de
1imite de una sucesidén numérica, peroc generalmente se sim-
plifica el proceso empleando las ideas intuitivas de “acer-
camiento" y "bandas' mediante ilustraciones gréficas.

No repetiremos el procedimiento gue sugieren el texto ¥
las orientaciones metodoldégsicas, sélo daremos algunas in-
dicaciones sobre aspectos muy importantes.

Nivel de partida:

Los alumnos deben conocer el concepto de funcién numé-
rica y ser capaces de represgentarla gréaficamente. Deben
poseer habilidades en el trabajo con inecuaciones y valo-
res absolutos por ser contenidos que estén presentes en
la definicidn.

Motivacidn:

La imposibilidad de calcular el Area del circulo me~
diante 12 deacomposicidén en trisfny;ulos conduce a una con-
tradiccidén y crea la necesidad de utilizar procesos infi-
nitos come la inscripcidén en la circunferencia,de poligo~
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nos regulares de n lados cuando n crece ilimitadamente.

Sin embargo, para asegurarnos de gue los alumnos com-—
prenden bien por gué deben elaborar un concepto matemdtico
complicado, nos parece que la motivacidén puede ser reforza-—
da con el anélisis de problemas que muestran cémo, ideas
intuitivas del concepto de 1limite pueden llevar a contra-—
dicciones con conceptos matemédticos v4&lidos.

Nos parecen apropiados 1los ejemplos tratados en el li-
pro "Conferencias sobre metodologfa de la ensefianza de 1la
Matemdtica 3" (pdg. 189-190) y que reproducimos aquis

Ejemplo 14.1:
a) Tesis: La longitud de la Hipotenusa de un tridngulo

rectdngulo es igual a la suma de las longitudes de sus
catetos,

La "curva escalonada"™ que surge a partir de la primerxra
dlvisién decimal (Fig. 14.1), tiene la longitud:

1, = 10 [a/1o + b/1o] = a+ b

%0 @

Mediante otra divisidén decimal surge otra "curva esca-—
lonada", con la longitud: 1, = 100 [2/100 + b/100] =
= a + b

Despuéds de n divisiones decimales, se obtiene igual-
mentes
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b)

Por otra parte, parece como sSi s8€ aproximaran cada vez
més las "curvas escalonadas"™ que han aparecido como
resultado de la divisién decimal de la hipotenusa, es
decir, la hipotenusa c tiene la longitud a + b. Esto
contradice el hecho:

c -\/az + b2 que se cumple segin el teorema de Pitédgo-~

rase.

Si se traza una semicircunferencia sobre cada uno de
los lados de un poligono regular de n lados (Pig. 14,2)
entonces, entre el perimetro Pn del polfgono y la lon-—
£itud 1n de todas estas semicircunferenciaes, existird
la relacién siguiente:

™
In=% P

Para n creciente, tanto el polfigono de n lados como las
1ineas que se forman a partir de las semicircunferen-—

cias, se aproximan (aparentemente) a 1la circunferencia
circunscrita al poligono, de forma que, finalmente, 8e€

cumple: 1, = p,- De agui resulta gue /2 = 1 6 Ti= 2.

Orientacién hacia el objetivo:

En los ejemplos dados se utilizan expresiones como "ge

aproxima'", "tiende", '"se diferencian cada vez menos" O
wserdn cada vez més pequefios'". Los aslumnos deben compren=
der la necesidad de describir matemAticamente dichas ex-—
presiones y ademés se les informa que sus reflexiones en
los ejemplos geométricos pueden ser aplicadas en procesos
infinitos andlogos como seria el andlisis del comporta~—
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miento de los valores de una funcidén cuandn la variable
independiente se aproxima a un valor dado, y de esta mane-
ra se plantea el objetivo de precisar matemédticamente esta
nueva relacidn.

Trabajo en €l problemsa:

En esta fase se pueden utilizar gréficas de funciones
con las distintas posibilidades para analizar su compor-—
famiento. Por e jemplo: N+!A 94

f“&-e X Foo “'/r
- N > % T =
%5 X, X#8 X X x
Fic. 123
Los alumnos deben comprender los siguientes aspectos

fundamentales:

— 8¢ habla de limite cuando al aproximarnos a un punto del
dominio los valores de la funcidén se aproximan a un
nimeroe.

- el valor del limite puede coincidir o no con el valor de
la funcidén en el puntoe.

Finalmente serfa recomendable trabajar analiticamente
algunos ejemplos:

Ejemplo 14.2

Sea f(x) = 2x - 1; se representa gré-zii ; /[}6_

ficamente (fig.14.4). Se puede ana-— ,

lizar en una table qué ocurre con

los valores de f(x) cuando x toma 1]

valores préximos a 2 (no necesaria-

mente el valor 2), L’
x|1,9]1,99]1,999|2,001|2,01]|2,1 & Fo. 144

f(x) = y | 2,8|2,98|2,998]3,002| 3,02]3,2
La aproximacién de f(x) = 2x - 1 a 3 depende de la
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aproximacién de x a 2.

Se puede decir:

1,9 ¢ x & 2,1

Anflogamente:
1,999 < x < 2,001

2(1,9)-1 ¢ 2x - 1 & 2(2,1) -1
2,8 < £(x) < 3,2
Si x estd a_ una distancia

2(1,999) -1 <2x-1<2(2,001)=-1
2’998 <E(x) <L 3,002

Si x estd4 a una distancia

menor que O,1 de 2, menor que 0,001 de 2,

entonces f(x) estard a una entonces f(x) estard a una

distancia menor que 0,2 de 3. distancia menor gue 0,002

de 3.

valores absolutos:

Si | x-21< 0,001 entonces
. vy,

Se puede sugerir el uso de
Si 1} x-21« 0,1, entonces

1£(x) =31 £ 052

o ; £
La relacidén esencial entre ¢ y ¢ surge de manera natu-—

S
| £(x) =3 \ { .0,022,
ral: § = ¢/2 y se puede concluir que los valores de
f(x) pueden diferenciarse de 3 una cantidad tan pegueiia
como se gquiera, si x es suficientemente préximo a 2 (sin

ser igual a 2).

Este hecho se denota por }imz(Zx—1) = 3 y se lee: "el
e

1i{mite de (2x-1), cuando x tiende a 2, es 3".

EJEMPLO 14.3
o . { /@(x\
Sea g(x) = x“-9/x-3 (Fig.14%). BEn |_-.. _ g~ =~ __.

la tabla X ’
x |2,9/2,99]/2,999[3,001[3,01][3,1 k///

g(x)=y(5,9 5,99(/5,999|6,001(6,016,1 7

+
podemos observar que s8i x estd : . ! e

muy préximo a 3 (no puede tomar el

valor x=3), entonces g(x)=x2—9/x—3=

= x+3 estard muy prdéximo de 6. Figura 14.5

de 3 entonces
g(x) estard a una distancia menor gue 0,01 de 6, etcétera.

Si x estd a una distancia menor gue 0,01

Para cualquier ¢ se puedse hallar un $ que depende de

~ -
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¢ en este caso { =f . Explicado en valores absolutos:

Si 0 <1 x=31¢¢§ , entonces |g(x)-6|<¢ , ¥ se puede
escribir: l1lim x -9 e
x—3 x -3

Este ejemplo contribuye especificamente a la idea de
que el valor de g(x) en »=3 no se considera, ademés rea—
firma que la diferencia entre x y 3, s decir § , depen-—
de de £ , que es la diferencia entre g(x) y 6. Todas
estas ideas constituyen caracteristicas esenciales que
deben ser descubiertas por los alumnos para finalmente
incorporarlas al concepto que se trata.

SOLUCION DEL PROBLEMA
Los slumnos deben estar en condiciones de formular

la definicidn:

Sean f una funcién numérica y x, € R, se dice que L
es el 1limite de la funcién en xX,s © que f(x) tiende a
L (£(x) —L) cuando x tiende a .x (x—vxo), y se de-—
notas lim f(x) = L

H—> X,

o

8i cualquiera sea el £>0, es posible entonces encon-
trar un ndmero $> O que satisface: si 0< |[x-x_ (< S ,
entonces |f(x)-L (< E

CONSIDERACIONES RETROSPECTIVAS Y PERSPECTIVAS:

- En este caso j;cuédles fueron los medios o procedimientos
empleados que permitieron elaborar la definicién?

1. El empleo de ilustraciones gréficas con las diferentes
posibjilidades, a través de las bandas horizontal y ver-—
tical, resultd sugerente para la introduccién de ¢ y

S .

2. Trabajar numéricamente algunos ejemplos esclarecié
la relacidén entre £y G .
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- Se debe comprobar gue cuando una funcién numérica tiene
1f{mite este es unico.

- La definicién puede ser usada para comprobar que un
nmero dado es un limite, pero no se puede utilizar
para calcularlo, por lo que se hace necesario encontrar
procedimientos que permitan el célculo de limites de
funciones.

144.3.2 ASIMILACION DEL CONCEPTO DE LIMITE DE UNA FUNCION
EN UN PUNTO. ESTRUCTURACION METODOLOGICA DE SISe
TENMAS DE SJBRCICIOS PARA EL DESARROLLO DE HABILIDA-
DES EN EL CALCULO DL LIMITES.

Para gu¢ un grupo de ejercicios sea considaredo como
un sistema, €8s necesario tener en cuenta, fundamentalmente,
qué funciones rectoras puede realizar cada uno, qué obje-
tivos especificos nos proponemos alcanzar mediante ellos
y qué condiciones concretas presentan los alumnos. Este
dltimo recuisito determina la diferenciacién de cada
sistema en relacién con el nivel de conocimientos y habi-
lidades de los alumnos para los cuales se estructura. Por
eso, nos referiremos aguf solamente a algunos aspectos
importantes que contribuirén a la estructuracidén del
siptema de ejercicios cuyo objetivo fundamental es la
asimilacidén del concepto de limite de una fuucién en un
punto.

Recordemos que para la asimilacién de un concepto los
alumnos deben realiser diferentes accioness
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jdentificar el concepto,
, realizar el concepto,
» aplicar el concepto.

El concepto se 1lfmite de una funcién en un punto es un
concepto de relacidén y para su asimilacidén es recomendable
que Se propongan ejercicios donde estén presentes las ac-
ciones mencionadas.

Después de la formacidén del concepto deben plantearse
ejercicios para su identificacién, por ejemplo: se dan gré-—
ficos de funciones y se pide que analicen si existe el 11—
mite en puntos indicadoss 4

A partir del siguiente gréfico analiza

s8i exisgste el 1limite de la funcidén en
los puntos indicados. __,//’F\\\ &

[

|

I

I

1

|
(Pig. 14.6) rm x,;,, Y =

En estos casos la actividad del alumno se orieéta

gréficamente mediante el uso de bandas horizontales y ver—

ticales.,

Otro ejemplo: Probar que: lim 2x = 4
x—2

Los alumnos deben emplear la definicidén como base
orientadora de la accidén de identificacidén.

Para la realizacidén del concepto deben tenerse en
Cuenta las siguientes variantes:

= dada una funcién y un ndmero a quien tiende 1la variable,
determinar su limite,

= dado un ndmero real y otro al cual se aproxima la va-—
riable, determinar una funcién que tenga como lifmite el
Primer ndmero,

= Proponer ejemplos de funciones con sus limites.

La definicién no permite determinar directamente el
1imite de una funcién en un punto, por 1o gque no es posi-
ble 1a realizacidén del concepto hasta que no se conozcan
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los 1limi tes de =algunas funciones sencillas como3

- o1 1fmite de una funcién constante,
— el 1fmite de f(x) = X 4 ¥
- o1 1imite de f(x) = vx ; y las operaciones con 1fmites,

Ejemplot Calcule el siguiente limite: 1lim x + 3
X —s4 x + 1
1im (x + 3) 1im 4 + 1lim 3
- x—=4 - x—o 4 x—=4 4 + 3 _ 1
1im (x + 1) 1im x + lim 1 4 + 1 5
x—4 x—> 4 x—oif

Se debe considersar que en este complejo de materia 1lo
fundamental es lograr el desarrollo de habilidades en el
cdlculo de 1limitea, es decir acciones de realizacidén, sin
embsrgo, son solamente 108 ejercicios relacionados con la
primera variante los més frecuentes en los libros. Para
gque la coleccién de ejercicios sea variada es necesario

proponer también aguellos que contemplen las otras varian-
tes.

El concepto de 1fmite de una funcién en un punto se
aplica en el tratamiento del teorema de la unicided del
1i{mite, en el teorema sobre las operaciones con limites,
etcétera, y en la formacidén de otros conceptos importan-—
tes como son el de continuidad Yy el de derivada.

En este caso se advierte que la aplicacién se da en 18
elaborecidén de la nueva materia, ¥ conduce a gque su asi-—
milacién se logre a mé&s largo plazo, 1o gque se correspon-
de taembién con su complejidad.

Es necesario tener esta concepcibn de la aplicacidén €
integrarla & la estructuracién de la ejercitacidén que =86
elabore para gque esta pueda tener propiamente un cardcter
de sistema.
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14.4 FORMACION Y ASIMILACION DEL CONCEPTO DE DERIVADA.

Uno de los conceptos mateméticos més importantes es,
sin duda, el concepto de derivada. Sobre él1 descansa el
cdlculo Infinitesimal, una de las ramas de la Matemdtica
que més aplicacién tiene a la ciencia y tdcnica contempo-
rédneas.

Correspondientemente, este concepto tiene gran impor-
tancia para la formacidén politécnica en general, y la ma-
temé&tica en particular. Se trata de un punto culminante
de la linea directriz "Procesos de aproximacidén, limite
y cdlculo infinitesimal" y un momento de interrelacién
de casi todas las lineas directrices de la ensefianza de
la Matemética.

El tratampiento del complejo de materia, del cual é1
forma parte, estd concebido como un curso introductorio
de cédlculo de derivadas de funciones elementales,

Constituyen conocimientos precedentes fundamentales
al trabajo con este complejo de materia,el concepto de
lidmite y las propiedades y grédficos de las funciones ra-
cionales y trascendentes.

Una forma conveniente de estructurar este complejo de
materia es:

Tangente una curvae.
Derivada de qu funcidén.
Reglas de derivacién.
Derivadas de fun-— ‘(” ‘\\‘Derivadaa de fun-
ciones racionales., ciones irracionales.

Cédlculo de derivadas,

Aplicaciones de las derivadas Otras aplicaciones
al andlisis de funciones. de la derivada.

En ella se refleja el lugar central del concepto de
derivade, que constituye juntoa a sus aplicaciones (andli-
8is de la monotonfia, determinacién de extremos y resolu-—
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cién de problemas sobre valores extremos) los puntos me-
todolégicos fundamentales de este complejo de materia en
la escuela.

Lo hasta aguf dicho justifica por si solo la necesidad
de un tratamiento detallado del concepto de derivada, con
independencia de la via metodolégica seleccionada.

En correspondencia con ello se recomienda utilizar més
de una situacién motivacional para atraer la atencidén de
1os alumnos hacia el nuevo concepto gue se pretende defi-
nir. En este sentido son particularmente dtiles tres
problemas que histéricamente incidieron de manera directa
en el surgimiento del concepto de derivada: la determina-
cién de la tangente a una curva en un punto, de la valo-
cidad instantdnea de un mévil en un instante dado, y de
1a densidad de una linea materiasl en un punto determina-
do (1)

La estructuracién de esa motivacién podria ser la que
resulta de la siguiente explicacién del profesor a sus
alumnos.

P: "Acabamos de ocuparnos de la problemética de la deter-—

minacién de la pendiente de la tangente de una curva en
un punto. En el mismo observamos que tal pendiente
no queda correctamente determinada por las pendientes
m = y/x de las diferentes secantes que pasan por el
punto prefijado del grafico.
"Situacjones similares se presentan en la Pisica. Por
ejemplo, la velocidad promedio de un mévil que se des-
plaza mediante movimiento rectilineo uniforme es per—
fectamente calculable a través de la expresidn:

\' = 8/ t (donde 8 es el incremento del esPecio reco—
rrido y t el del tiempo transcurrido). sQué sucede si

(1) Valdés Castro, C. "Anédlisis matemético" (tomo II).
Editorial Pueblo y Educacién. Ciudad de La Habana,
1983, p. 1-6.
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1o que se necesita determinar es la velocidad del mévil
en un instante preciso del desplazamiento?... ¢ Es ca-—
racteristica del mismo la expresién V = 8/t ?... BEvi-
dentemente gque no,

#Si de l1lo gque se trata es de la densidad de un hilo
homogéneo, entonces su valor promedio puede estimarse
mediante la expresién & = m/S (donde m representa el
incremento de la masa y 8 el de la longitud conside-
rada). Pero, squé sucede si se presenta la necesidad

de determinar la densidad en un punto preciso del hilo?...
.Ea caracteristico de €1 el velor de $?... Claro que no.

"Es decir, nos encontramos ante la necesidad de definir,
con rigor, expresiones de 3 situaciones que presentan

un elemento comin: la determinacidén de una magnitud en un
valor instantédneo. ;Es posible est07... ;,Cémo definir
el "ingtrumento” matemédtico que caracteriza tales si-
tuacionesfees ™

Una caracterizacién de las diferentes vias metodoldégi-
cas posibles de utilizar es la siguiente:

VIA INDUCTIVA:
Situaciones de Tangente & una curva en
Trabajo en partidas un punto, velocidad ins-
tantdnea de un mévil, den-
sidad de una l1linesa mate-—
rial en un punto.

el problema:

Estrategia:z Anfdlisis de diferencias y
8imilitudes entre ellas.

Situaciones de la fisica
unas y de la matemética
otra; representaciones de
las funciones correspon-—
dientes, distinta posicidén
de los puntos elegidos,
etcétera.

Caracteristicas
no comunessg
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Solucidén del
problemas:
Existencia en todos
los casos de un limite
de la razdén del incre-
Caracteristica mento de ls funcidn y
comin—esencials: 61 incremento de la
variable indepsandiente
cuando este Ultimo tien-
de a cero,

Definicidén del concepto.

VIA C ONSTRUCTIVA:

La via constructiva, variante de la via inductiva, puede
desarrollarse a partir de la determinacién de la ecuacién
de la tangente a una curva en un punto, sobus laz base de
la construccidén de 1la recta tangente como caso 1limite de
las secantes & la curva que pasan por el punto prefijado,
La definicién previa del concepto de tangente a una curva
en un punto puede justificarse & partir de la necegidad
de encontrar una caracterizacién rigurosa y general de
tangente a2 una curva més alld de los casos particulares es-
tudiados (circunferencie, elipse y pardbola). Sobre la
base de este concepto se define entonces el de deriveda
de una funcidén en un punto.

VIA DEDUCTIVA:

Se parte, como se conoce, de la definicidén y se expli-
ca esta a travds de una o varias de las situaciones sefia—
ladas, entre las cuales la tangente a una curva sigue ocu-
pando un lugar preferencial por tratarse de una situacién
propiamente mateméAtica y por sus posibilidades de ilus-
tracidn.

Una vez definido el concepto, se deben realizar algu-
nas consideraciones retrospectivas y perspectivas. En

232
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el1l1as se incluyen la problemética de la existencia de la
jerivada de una funcién en un punto (recuérdese el caso
cld4sico de y = x en x = 0), y la relacidén entre continui-—
dad y derivacién.

Como se conoce del tema IV, el tratamiento de la forma-
cién de un concepto puede requerir de més de una clase, Yy
el caso del concepto de derivada parece ser un ejemplo ti-
pico de ello. Esto debe tenerse en cuenta al realizar la
dosificacién del complejo de materia correspondiente.

Sabemos que & la fase anterior sigue la de fijacidén del
concepto. Como se trata de un concepto de relacidn, deben
utilizarse tanto acciones de realizacién como de identi-
ficacién. Para el primer tipo de accidén es conveniente
que los alumnos deriven de la defincién una sucesidn de
indicaciones como la siguiente:

(1) Sustituir x por x + A x y hallar f(x + A xX).

(2) Hallar el incremento de la funciéni: Ay=f(x+ Ax)-£f(x).
(3) Dividir por A x: Ay/ A x = f(x+Ax)-f(x) : 4 x.

(4) Calcular el limite cusndo & X tiende a cero:

1lim Ay/ A x = £ (x)
x—a0

Sobre la base de ella los alumnos pueden resolver e jer-
cicios como el siguiente: "Calcula la derivada de la fun-
cién en el punto indicado:

a) y = 2x + 1 4 x,= 1
b)yax-—z,xo-—Z
c) y = 2¢ - tz, to= -1, etcétera”.

Como parte de la necesidad variacién de la formulacién
de los ejercicios, es de utilidad incluir también durante
la realizacién del concepto tareas como la siguiente: "La
Tecta de ecuacién y = 5x - 1/2 es tangente al grédfico de
la funcién £ en el punto x = 2., Determine f* (2)",.
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Un momenic de profundizacibén del concepto lo constituye
una relacién de ejercicios como la que sigfue:
y 4

~

"Bn la figura 14.7 aparece
representada la funcién f.

Calcula £°(5) y £(5)". ‘////T‘ y=F(x)
[e]
; 30

-2 O

N e -~
M

(Fige 14.7)

La accidén de identificacién de este concepto se lleva a
efecto mediante el reconocimiento de puntos de un gréfico
dado, en los cualee la funcidén tiene o no derivada. Por

e jemploz:
"Observa la curva representada A
en la figura 14.8. LEn cué- &

les de los puntos: x = O,
X wi g X=2; E=239%
x = 3 eg derivable la fun-

cién que representa la cur-—
va?

o
e
Ny -
W~
Y 3

(Pig. 14.8)

También se trabaja en la identificacidén del concepto
durante la resolucién de ejercicios donde, dada la fun-
cién y el punto, el alumno debe comprobar gque el valor
también dado constituye o no la derivada de 1la funcién en
el punto. Por ejemplo:

“Comprueba que 4 es la derivada de la funcidén y = x2 + 1

en el punto x = 2,

La accién de aplicacidén del concepto de derivada se poné
de manifiesto en un nidmero grande de situaciones que van
desde el andlisis de funciones hasta el cdlculo integral. D®
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ello debe estar consciente el profesor; especialmente del
cardoter propedéutico que para el tratamiento del dltimo
aspecto tiene este concepto.

A 1o largo de esta fase es conveniente incluir ejerci-
cios gque exijan, de forma original, la utilizacién por los
alumnos, entre otros aspectos, del poder y el saber rela-—
tivo al cédlculo de derivadas de funciones. Un ejemplo de
ello podria ser el siguiente: A

|

"En la figura aparece el esbozo |
del gréfigo de la funcién i
f(x) = (x° + 2) : (2x - 1). I
|

a) Determine los valore
11. ng 13’ y4. :
Analiza la monotonia de +
I
|

b)
la funcién para x < =3,

c)

I

|

JPara qué valores de x [
el dngulo de inclinacién |
|

I

I

|

|

de la recta tangente a 3Q
la curva en el punto
(x3f(x)) es obtuso?
A continuascién analizaremos, desde el punto de vista

me todolbgico, uno de los principales campos de aplicacidn
del concepto de derivada: la resolucién de problemas de
optimizacién.

DIRECCION DE LAS ACTIVIDADES DE LOS ALUMNOS EN LA
APLICACION DE LAS DERIVADAS A IOS PROBLEMAS DE OPTI-
MIZACION.

La resolucién de problemas de extremos constituye, Jjun—
to al andlisis de funciones,uno de los principales campos
de aplicacién del concepto de derivada, por lo que su tra-

2as
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tamiento en la escuela es recomendable. Se trata de un
contenido de amplias potencialidades instructivas y educa-
tivas, pues contribuye & ilustrar el papel de 1la Matemd—
tica como poderoso instrumento de transformacidén del me-
dio, & la vez que un momento de consolidacién de los con-
ceptos de derivada y de funcién, asi como de las habili-
dades en el cdlculo de derivadas y la modelacién de pro-
blemas extramateméAticos.

Se trata entonces de otro complejo de materia que re-
quiere del profesor un trabajo riguroso en pos de un
aprovechamiento mé&ximo de esas potencialidades. Entre
los elementos que en ese sentido ee recomienda tener en
cuenta se encuentra la conveniencia de elaborar, de ser
posible con los alumnos, una sucesidén de indicaciones
apropiadas para la direccién de la accién. Una sucesidn
tal podrfa ser la siguiente:s

1) Determinar l1los datos y la incégenita, y elaborar
una figura de anédlisis (si es necesario).

2) Precisar la magnitud a optimizar (es decir, maxi-
mizar o minimizar).

3) Expresar esa magnitud en funcién de una sola va-
riable,

4) Determinar el extremo pedido.

5) Comprobar que los valores calculados satisfacen
las condiciones del e jercicio y responder a 18
pregunta contenida en su texto.

Nétese que a diferencia del paso 4, que tiene un mar-—
cado cardcter algorfitmico, el importante paso 3, requie-—
re de reflexién y trabajo de biusqueda, 1lo que exige pa-
ciencia y adiestramiento heuristico.

Muy relacionado con lo anterior se encuentra la re-
comendacién de atender debidamente a la graduacidén de
las dificultades de los problemas seleccionados. 5Se
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puede comenzar con ejercicioa con texto matemético sen-—
cillios (de corte numérico preferiblemente), como por
ejemplo: "Halla dos ndmeros naturales cuya suma sea 120
de tal manera que el producto de uno de ellos por el
cuadrado del otro sea médximo", Después puede pasarse a
situaciones extramatemédticas, por ejemplo: '"Se necesita
una superficie rectangular cercada por tres de sus lados
con tela metédlica y por el cuarto lado con un muro de
piedra. Se dispone de 20 me tros lineales de tela metd—
lica. Calcula las dimensiones gque ha de tener la super-—
ficie para que su Area sea la mayor posible". Un ter-
cexr nivel de dificultad lo constituyen agquellos proble-
mas donde se expresan s8lo relaciones entre variables
gque designan las magnitudes contenidas en su texto; por
ejemplo: ";Qué relacién debe haber entre el radio y la
altura de un cilindro circular recto de volumen dado V
para que su édrea total sea 18 menor posible?”.

En relacién con el pasoc 5 de la sucesidén de indica-
ciones es importante que se garantice que el valor en-—
contrado es un extremo absoluto en el intervalo dado.

Un ejemplo de direccién de la actividad de los alum-—
nos en la resolucidén de ejercicios de este tipo podria
ser la siguiente, donde se utiliza el primer ejemplo de
ejercicio extramatemético antes referido.

Ejemplo 14.4:
P: ;Qué datos nos ofrece el problema?

As Se conoce gue:s

- la superficie es rectangular,

- 1la tela metdlica abarca sdélo 3 de sus 4 lados,

- la cantidad de tela disponible es de 20 m de largo
P: .Y cuél es la incégnita?

A: Se desea conocer las dimensiones que
debe tener la superficie para que

297
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su drea sea mAxima.

sConviene hacer una figura de anAlisis?

7S T A S S I U S 2 7 £

.,Cémo debe ser esta?

(Se construye la figura de andédlisis).
x x

(Pig. 14.10)

Ahora bien, para hablar un &rea méxima necesitamos de
una funcidén cuyas imédgenes sean precisamente 4dreas.
sQué férmula podemos utilizar?

A = X o y
Pero necesitamos que la funcidén esté expresada en una
sola variable. ;Cémo pudiédramos lograrlo?... iExiste

alguna informacidén en el texto del problema que pueda
ayudarnos en esa tarea?

Se dice que: x + y + x = 20, luego y = 20 - 2x.

.Cémo nos queda expresada entonces la funcién?

A(x) = X « ¥ = x (20 — 2x) = 20x - 2%,

Debemos determinar ademé&s el intervalo donde la funcidn
estd definida. 4Cuél es en nuestro caso?... (Puede ser
acaso x, cero © un ndmero negativo?... ;Se obtiene un
rectdngulo si: x > 10 7

0 £ x < 10.

Y
a
determinar el extremo. Cémo procedemos?

venemos la funcién y su dominio, corresponde ghora

A' (x) = 20 — 4x, 20 — 4x = 0 81 x = 5.

A'* (x) = —4 < O para toda x, luego en x = 5 hay un
méximo local.

;Cumple x = 5 con las condiciones del e jercicio?

sf, 0 < 5 < 10,
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P: Pero hemos dicho que debemos, ademés, garantizar que el
valor encontrado sea un extremo absoluto en el interva~
lo: jcumple x = 5 con esa condicidén?

A: Sf, pues A (0) = O y A (10) = O mientras que A(5) = 50,
yv A(x) es una funcién continua en el intervalo.

P: ;Cuédl es entonces la respuesta de nuestro problema?

A: Las dimensiones han de ser: 10 m de largo y 5 m de an-—
cho.

P: ;Qué pasos debimos dar para resolver un ejexrcicio de
este tiPO? eeoe

Es conveniente, finalmente, insistir en las potenciali-
dades educativas de estos ejercicios y la necesidad de un
trabajo consciente del profesor en ese sentido. Se trats,
fundamentalmente, de gque los alumnos comprendan la impor-—
tancia que tiene la Matemética para dar solucién a las
exigencias sociales dentro de las distintas ramas de apli-
cacién, que aprecien la relacién de la Matemética con
otras asignaturas (la Pisica especialmente) y que desarro-
llen la tenacidad y el colectiviamo.

14,5 TRATAMIENTO METODOLOGICO DE LAS INTEGRALES SENCILLAS.

En el desarrollo histérico de la Matemédtica, el anéli-
s#is de situaciones directamente relacionadas con el Célcu-—
lo integral desempefié un papel importante: la determina—
cién de 4remss de curvas y voldmenes de sélidos dieron im-—
pulso & numerosas ideas y consideraciones mateméticas de
incalculable valor para esta ciencia. (1)

Pero el CéAlculo integral no sdélo resulté trascendente
para la ciencia Matemética, otras ramas del desarrollo

(1) Campistraus, L. y otros. "Matemética 11. grado". Edi-

torial Pueblo y Educacidén. Ciudad Habana, 1990, ppe.
310-311.
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cientifico-tdcnico han sido también beneficiadas con sus
conceptos y procedimientos. Basta seilalar como ejemplos
la solucién de los problemas inversos de las dos situa-
ciones fisicas enunciadas en el epigrafe 3.1: es decir,

la determinacién de la ley de movimiento de un mévil coneo-
cida su velocidad en cada instante de tiempo y el cédlculo
de la velocidad en cada instante conocida 1la aceleracidn
del mdévil.

Consecuentemente con ello, el tratamiento del Célculo
integral en la escuela contemporénea se considera una ne«
cesidad. Se trata de dotar a los alumnos de un componente
bédsico de la formacidén matemética vinculada al estudio de
procesos infinitos, de la posibilidad del cédlculco de Areas
de figuras que no poseen una férmula bésica para ello y de
la descripcién de nuevas situaciones de la vida préctica
con precisidén.

No obstante, su inclusién en el programa escolar de
Matemédtica se realiza sin mayores pretenciones que una
introduccién elemental al cdlculo integral. O ses, el
propésito fundamental es el desarrollo de un curso bésico
de cédlculo.encaminado principalmente a sus aplicaciones
y el inicio del desarrcllo de habilidades en el célculo
infipitesimal. Este complejo de materia ofrece ademéds la
posibilidad de dar continuidad al trabajo en el célculo
numérico y algebraico que a 1o lar& de toda la escuela
se realiza en lg asignatura.

La unidad puede estructurarse de la siguiente forma:s
Primitiva de uns funcidn.
Integral %?dafinidam“f———”\\~“‘Integral*gefinida.
Integrales inmedistas. Propiedades de lsa
Propiedades de la in- integral definida.
tegral indefinida. \\\\NL ‘t,/’//
Aplicaciones del
célculo integral.
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Como puede apreciarse el objetivo fundamental es que
1os alumnos, sobre la base de la comprensién del concepto
de integral indefinida, reconozcan primitivas inmediatas
de funciones elementales conocidas y, junto a las reglas
fundamentales del cAlculo de integrales indefinidas y de-
finidas, calculen integrales y resuelvan problemas senci-
1los de célculo de éreas.

El concepto de derivada de una funcidén y las reglas de
derivacién constituyen conocimientos precedentes decisi-
vos para el desarrollo de este complejo de materia. Es
igualmente necesarif, la Treactivacién de conocimientos y
nabilidades vinculados al cédlculo de nimeros y variables
y al trabajo con funciones elementales.

Fn el tratamiento escolaer del CAlculo integral pueden
seguirse dos vias diferentes. Una de ellas es la gque to-—
ma como punto de partida el concepto de primitiva para,
sobre la base de su cardcter de "antiderivada", introducir
el concepto de integral indefinida y posteriormente defi-
nir con ayuda de este Yltimo el de integral definida. En
la segunda via Be parte del problema de la determinacidn
del Area bajo una curva en un intervalo de su dominio de
definicién, para sobre esa base, introducir el concepto de

integral definida y posteriormente el de integral indefi-
nida. (1)

En el primer caso se tiene la ventaja de una més rdpida
vinculacidén con el complejo de materia precedente y de su
utilizacién como procesos inversos mutuamente relaciona-—
dos, de obvio provecho para el aprendizaje.

También se evita por esma via la introduccién de numero-
80s conceptos colaterales (como los de: particidén de un

(1) Lemke, H., y otros. "Matemédtica 11. grado". Editorial
Pueblo y Educacién. Ciudad Habana, 1978, pp. 123-
150.
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intervalo, suma de particiones, sucesién de particiones,
etcétera), que ademés resultan "todos de diffcil compren-
sién para los estudiantes de este curso”. (1)

La introduccién de las reglas de integracién debe rea~
lizarse apoyédndose en los conocimientos de los alumnos
sobre 1a definicién de primitiva y las derivadas de fun-—
ciones elementales, e independientemente de la extensidén
del trabajo gque en este sentido se realice no debe per-—

derse de vista que la memorizacién de ellas es insosla~
yable.

DIRECCION DE LAS ACTIVIDADES DE LOS ALUMNOS EN LA
APLICACION DE LAS INTEGRALES AL CALCULO DE AREAS.

Ya en el epigrafe anterior se habia sefialado que el
cflculo de Areas constituye un punto metodoldégico fun-—
damental del complejo de materia Cédlculo integral, y su
principal campo de aplicacién. En correspondencia con
ello se expondrén a continuacién algunas consgideraciones
de orden metodolégico gque deben ser tenidas en cuenta por
el profesor durante su tratamiento.

Un primer aspecto es la organizacifn que ha de darse
a los diferentes gredos de dificultad de los ejercicios,
10 cual determina al mismo tiempo el proceder metodolé—
gico de este complejo de materia.

(1) Palacios, J. J. "Propuesta para una nueva estructu-—
racién en el tratamiento del CAlculo diferencial e
integral en la enseflanza preuniversitaria en Cuba”.
Tesis en opcién al grado cientifico de Candidato a

Doctor en Ciencias Pedagdégicas. ISPEJV. Ciudad
Habana, 1988, p. 16.
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1
4 f00
T a b
(Pig. 14.11) (Pig. 14.12) (Pig. 14.13) (Pig. 14.14)

Primeramente debe tratarse el cédlculo del érea debajo
de una curva de ordenadas sélo positivas (al menos para el
intervalo de integraciémn) y el eje x (Fig. 14.11), segui-
damente el cédlculo del 4res determinada por una funcidén
continua de ordenadas s6lo negativas y €1 eje de las abs-
cisas (Fig. 14.12), a continuacidén el caso en que se tra-—
te de una funcidén continua de ordenadas positivas y nega-—
tivas en el intervalo de integracidén (Pig. 14.13), y por
dltimo la determinacidén del érea comprendida entre el
gréfico de dos funciones (Pig. 14.14).

Asociado al aspecto anterior estd la conveniencia de la
formulacidén de sucesiones de indicaciones apropiadas sara
la accidén correspondiente, e incluso la posibilidad de
elaboracidén de una sucesién de indicaciones suficientemen-—
te general como para abarcar los cuatro casos sefialados.

En el segundo de ellos es importante la utilizacidén
del médulo, teniendo en cuenta que el 4rea no puede ser
negativa.

En el tercer caso, ademés del elemento anterior se debe
tener eén cuenta la determinacién de los ceros en el inter—
valo de integracidén (si no se dan como datos).

Si la gréfica de la funcién no estd dada o no es sen—
cilla de representar, entonces basta con analizar el cambio
de signo con ayuda de las propiedades ya conocidas de la
funcidén y la descomposicién factorial, en el caso de

2.A"
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funciones racionales.

En el Gltimo caso, lo fundamental reQae en la determi-—
nacidn de las abscisas de los puntos de interseccidén que
se obtienen.

En cada uno de los caso0s8 S€ puede tener en cuenta, a
su vez, la graduacidén del gredo de dificultaed de los ejer—
cicios a comnsiderar, tal como aparece en el texto "Confe-
rencias sobre Metodologis de la enselfianza de 1la Mateméb—
tica 3", péginas 218-219.

Finalmente haremos referencia a las potencialidades
educativas de este complejo de materia y que obviamente
deben ser utilizadas por el profesor durante su trata-—
miento. Aauf se destaca el hecho de que fue precisamente
el cédlculo de é&reas uno de los problemas gue dio origen
al C&lculo integral. La inclusién de ejercicios con tex—
tos de la prdctica social, y de la técnica, en particular,
puede ser utilizada para reforz&r el carécter politéc-—
nico de la ensefianza y la importancia de la Matemdtica
como instrumento de transformacidén del medio.

TAREAS DEL CAPITUILO:

1s Sefiale los objetivos fundamentales del tratamiento, en
la escuela, del complejo de materia siguiente y des-—
cribe panorédmicamente los aspectos del contenido que
lo conforman, clasificéndolos en: conceptos, teoremas,
y procedimientos.

a) Limites.
b) Cdlculo Diferencial.
c) CéAdlculo Integral.

2. Desarrclle una proposicién para el tratamiento metodo-
16sico de la elaboracién de los tegremas siguientes:

a) Unicidad del limite de una funcidén en un punto.
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b) Limite de la suma de dos funciones en un punto.
c) Relecién entre continuidad y derivabilidad.
d) Relacidén entre drea bajo una curva e integracifn.

Elabore una proposicidén para el tratamiento me todoldé—
gico de la obtencién, con ayuda del cédlculo infinite-
simal, de una sucesién de indicaciones para:

a) El anélisis de la monotonia de una funcidén numéri-
ca en su dominio de definicién,

b) La determinacién de los extremos locales de una
funcién numérica.

¢) La resolucién de problemas de optimizacién.
Desarrolle la planificacién de una clase para:

a) La formacidén del concepto de continuidad de una
funcién en un punto.

b) La fijacién del concepto de derivada de una funcién
en un punto.

¢) La resolucidén de problemas de optimizacidén mediante
la aplicacidén de derivadas.

d) La formacién y fijacidén del concepto de integral
indefinida.

Elabore una proposicidén para el tratamiento metodolégi-
co de la resolucién de un ejercicio con texto sobre:

a) Optimizacién, (utilizando el CéAlculo diferencial).
b) Cékculo de &reas bajo una curva.

Realice un trabajo investigativo en diferentes fuen-—
tes bibliogréficas relacionadas con la historia de la
Matemdtica, acerca del surgimiento del Célculo infini-
tesimal. Elabore una posible motivacidén extramatemd-
tica para los alumnos,
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CAPITULO 15. LA PLANIPICACION Y EVALUACION DE LA ENSE-
RANZA POR EL PROFESOR

Los resultados elevados alcanzados en el perfecciona-—
miento de los programas escolares de Matemdtica no se
traducen automdticamente en unsa mayor calidad de la en-—
sefiangas para ello es necesario una eficiente direccidén
del procesoc Ade aprendizajes en la que juega un papel
primordial la tarea de planificacién y preparacién de la
enseflanza por el profesor,

La planificacién de la enseiilanza eS8 un proceso comple-—
jo» que no se desarrolla linealmente y gque exige creati-
vidad del profesor.

La premisa fundamental de todo el proceso de plani fi-
cacidén de la direccidén del aprendizaje de los alumnos es
el dominio del contenido matemdtico y el estudio de las
exigencias que respecto a este contenido debe plantearse
a loe alumnosS.

En la planificacién el profesor debe tener en cuentas
a partir de las exigencias de los programas, los siguien—
tes aspectos:

© El nivel de partida y las potencialidades de desarro-—
110 de los alumnoss

Las actividades a realizar por los alumnos en la cla -
8.

La vinculacién de la clase con actividades extradocen-—
tes y las experiencias de los alumnos.

El empleo de formas de organizacién y cooperacién efec—
tivos para la ensefianza.

© 0 0 0

ElL empleo de métodos de ensefianza gque propicien la
participacién activa de los alumnoss y un aprendizaje
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efectivo con mediocs apropiados.

(& La estrategia a seguir para la fijacién de los cono-
cimientos; habilidades y hdbitos los alumnos,

(® La seleccién y graduacidén de los ejercicios necesarios
para el logro del desarrollo de las habilidades previs-

tas,

(3 La utilizacién flexible de distintas variantes, vias
de solucidén o formas de razonamientos, por parte del
profesor, que puedan ser seguidas por los alumnos du -
rante la clase,

(> La estrategia a utilizar para estimular el desarrollo
intelectual y contribuir a la educacién de los alum-—
nos.

15.1 Documentos bédsicos y medios auxiliares de la pla-
nificacién de la ensefianza por el profesor

La planificacién se lleva a cabo con ayuda de medios
auxiliares y documentos que tienen un cardcter bésico.
Forman parte de estos documentos las Tesis y Resolucio-
nes del Partido Comunista de Cuba sobre Polfitica Educa-
cional, sobre la formacién de la nifiez y la juventud,
los planes de las organizaciones Jjuveniles y otros docu-—
mentoss que tienen influencia directa en la planificacién
de la labor escolars, y los8 programas de cada asignatura,
que de conjunto deben influir en la formacidén de la per-
sonalidad de los alumnos.

El Programa contiene todos los componentes de la mate-—
ria de enseflanza de la Matemdtica en forma ordenada y
sistemética, y las exigencias sociales para su ensefianza,
expresadas mediante :

- 10 que se tiene que lograr (objetivosl;a través de qué
se debe logrer (contenido);

- en términos generales cémo se debe lograr (métodos
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fundamentales) asi comoys

— 4ndicaciones para 1la divisidén de la materia en unida-
des o capftulos y epigrafes, unida a las considera-—
ciones del tiempo disponible para su desarrollo.

Los medios auxiliares de 1la planificacién tienen el
cardcter de recomendaciones. Entre ellos se encuentrani:
Las orientaciones metodolégicass, los l1ibros de textos, 1la
1iteratura pedagdégicas diddcticas psicolégicar y metodo-—
16gica de la matemdticas colecciones de ejercicios, apun-—
tes tomados durante la carrera © en cursos de superacidn,
as{ como materiales de profesores de avanzada» de jorna-—
das pedagégicas, o de experiencias realizadas.

Las Orientaciones Metodoldégicas (0.M.) y el Libro de
Texto constituyen los medios auxiliares mds utilizados
por el profesor éen 1la planificacién de la ensefianza.

L.as O.M. se han elaborado en correspondencia con los
objetivos y contenidos del curso escolar de Matemédtica,
proporcionan un punto de partida para el trabajo de plani-
ficaciédn y ofrecen posibilidades sobre cémo es posible
desarrollar las clases, de manera que 5@ contribuya al
logro de los objetivos propuestos.

No se pretende la aplicacién mecdnica de las sugeren—
cias contenidas en las O.M., se trata més bien de inter-—
pretar y comprender 1o esencial de los objetivos de 1la
ensefianza, las exigencias planteadas por estos y la es-—
trategia para su cumplimientos adecudndola razonablemen—
te a las condiciones concretas del grupo de alumnos.

El Libro de Texto ofrece una representacién de los
contenidos del grados en correspondencia con los progra-
mas. El ocupa una posicién especial entre los medios
auxiliares pues, si bien los elementos diddcticos de la
representacién del contenido en l1os diferentes capitulos»
no es obligatoria para el profesors sf{ lo es el conteni-
do matemdtico» en lo concerniente a su terminologia y
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extensibn.

15.2 Etapas fundamentzles en la planificacién de la en—
sefianza por el profesor

Para lograr un saber sélidos un poder aplicable ¥y
convicciones en los alumnos, la ensefianza de la Matemé-
tica debe entenderse CcoOmO un proceso de desarrollo a lar-—
go plazo y dirigido consecuentemente. Todo esto requie-
re una planificacién de las unidades de ensefianza (capi-
tulos) & desarrollar durante el curso escolar, previendo
el perfodo de tiempo a dedicar a las clasess los periodos

evaluativos parciales y finales, las actividades extra-—
docentes y extraescolares, ¥y también posibles afectacio-
nes como por ejemplo los dfas festivos y conmemoracioness
entre otras. Esta es la planificacién de la ensefianza
a largo plagos para todo el curso en los diferentes gra-
dos, incluida la planificacién de unidades de materia
(capftulos) por el profesor.

Para la planificacién de unidades (capftulos) o unida-
des temdticas se debe considerar que éstas no tengan un
alto nimero de horas clases, pues el proceso de planifi-
cacién puede resultar muy complicado.

En la planificacién de unidades temdticas hay que con-
siderars:

1. La determinaciéns con ayuda del programas de los obje-~
tivos del saber y el poders del desarrollo intelectual
y educativos, para el capftulo y la unidad temdticas
as{ como los objetivos especificos mds importantes pa-
ra cada clase (derivacién gradual).

Se deben examinar las condicionss para la realizacién
de los objetivos en cuanto al saber y el poder, las
cualidades de la conducta de los alumnos asi como otras
condiciones externas existentes y tener en cuenta que
los objetivos planteados estdn en correspondencia con
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las exigencias minimas de la unidad y las caracteris—
ticas de su grupo de alumnos.

2., La dosificacién de la materia a partir de un estudio
profundo de las bases y medios auxiliares de la pla-
nificacién con respecto al contenido de ensefianza que
debe ser eleborado y fijado para la realizacién de los
cbjetivos.

Al planificar la materia hay que:

# determinar los puntos esenciales del contenido a tra -
tar en la unidad y una estrategia de trabajo para pro-
piciar el logro de los objetivos planteados,

# considerar las lineas directrices que inciden en el
desarrollo de la unidad temdtica y las exigencias que
estas plantean al trabajo en la miama,

# Adistribuir las clases disponibles teniendo en cusenta
los objetivos referidos a la apropiacién de nuevos
contenidos o su fijaciéns eventualmente las evaluacio-
nes,

% valorar posibles afectaciones externas al desarrollo
de la unidad temdtica.

3. La planificacién de la estructura metodolbégica y or-
ganizativa partiendo de reflexiones sistemdticas sobre:

% el nivel de partida necesario y cémo asegurarlo (en
breve, mediano y largo plazo) mediante ejercicioss pre-—
guntas, tareas para la casa y durante el desarrollo de
lo8 nuevos contenidos de la unidad»

% los medios de ensefianza méds adecuados, seglin los obje-
tivos previstos,

% las medidas para el control de la realizacién de los
objetivos (preguntas, tareas, controles sistemdticos,
etcétera).

# 1los métodos y formas de organigacién fundamentales a
emplear en cada una de las clases.

S an
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con

las posibilidades de diferenciacién de la enseiianzas
entre otros aspectos necesarios para una buena prepa-
racién organizativa y metodoldgica de la unidad teméd-
tica.

La planificacién de unidades temédticas debe culminar
un plan por escrito. Para su presentacidén no existen

reglas especificas, aunque un esguema con los cuatro pun—

tos

siguientes, puede ayudar a su comprensidén y ejecu-—

cién.

®
@

€2

Tema de la unidad, grado y nimero de clases;

Andlisis de la situacién del grupo.

Esto comprende la evaluacién del estado de desarrollo
actual en cuanto al saber, el poder y cualidades de
la conducta del grupo y de cada alumnos; su actitud
ante el estudios al grado de independencia alcanzado,
la disciplina, las condiciones psicopedagdégicas, hi-
giénicas y materiales.

Objetivos generales mAds importantes de la unidad te-—
méitica.

Dosificaciédn o distribucién de las clases.

No. Tema de | Objetivo Planificacién Medidas
de la especi{fico|(de 1la materia organiza-—
clase clase méds impor-|a reac-|a ela- tivas y
tante tivar borar metodolé—-
£icas

A través del siguiente ejemploc se ilustra el esguema

presentado.
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RJEMPLO 15.1

&
@

Unidad Temdtica: 2.2 Potencia de exponente racional.
Propiedades. 10. Grado (8 h/c)

Andlisis de la situacidén del grupo: Valoracién acerca
de los conocimientos adquiridos por los alumnos en el
trabajo con las potencias de exponente entero, grado
de desarrollo de las habilidades en el cdlculo con
ndmeros fraccionarios y racionales asi como en el
cdlculo con potencias de exponente enteros conoci-
mientos acerca de la definicidén de rafz n-ésima; dis-
posicién para el aprendizaje e independencia lograda,
necesidad del trabajo diferenciado con los alumnos,

etcétera,
Objetivos generales mds importantes:

Lo esencial de la unidad temdtica radica en desarro-
llar habilidades de cdlculo con potencia®s de exponen-
te racional y para ésto los alumnos deben aprender
la definicién de potencia de exponente racional, as{
como sus propiedades,; también hay que lograr que los
alumnos reconozcan la radicecién y la logaritmacién
como operaciones inversas de la potenciacién.
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Dosificacidén o distribucidén de las clases

Objetivos especificos

Planificacién de la materia

-
Medidas organi-

No, y Tema de la clase més importantes Materia a Materia a zatives y me-~
reactivar elaborar todolégicas
1 2 3 4 p)
1. Potencia de expo- Reconocer e}a con= Potencia de ex- Definicibn: Medios de en-
nente racional, cepto a? ponente entero ) n": geflanza L.T.
(0sR 000, mnc s ) "= Pdg. 94-95
Elaboracién

Gt S B e M e e et e 9 et e e e S S Gt e s P e M md el et e et ey e e e e el e e e emd et b ot e

2, Pijacibn del con-
cepto de potencia
de exponente ra-

cional.

reproduciendo la
definicién con sus
palabras

Calcular con poten-
cias de exponente
racional, aplican-

Propiedades de (HTB.-IMO
la potencia de

exponente ente- MMN el
ro. “M)
Definicién de

rafz n-ésima,

Célculo con

nimeros frac-

cionarios y

racionales,

de cuadros de
pizarra, hoja
de trabajo.

L.T. pédg, 96
Ejercicios 1y

2.3y4
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2 3

— e . m rm = e m em e =

3, Propiedades de las
potencias de expo-
nente racional

P R T

4, Propiedades de la
potenciacién con
exponente racional

5y 6, Bjercicios de
cdlculo aplicando
las propiedades de
la potencia con

do la definicién co-
rrespondiente
ﬁeébﬁbégr_iah—ﬁ;ogi§-~ ﬁfabfééﬁdes de
dades de las potencias las potencias
para calcular con po-

tencias de exponente

con exponentes
enteros,
Cdlculo con
Pundamentar los cdlcu- potencias

los aplicando las
propiedades de las

racional,

de exponen-
tes enteros.
potencias

N e

Demostrar proposicio-
nes aplicando las pro=-
piedades de las poten=
cias

Calcular independien=
temente con potencias
de exponente racional
en ejercicios que

-— e em e o sm e e =

de las po- seflanza: L.T.
tencias pdg. 97-98
con expo-
nentes
racionales
cuales-
quiera y
bases po-
8itivas
B _—D;;ogkf;--‘ i;dios &S en:
cién de geflanza L.T.
las pro-  pdg. 98
pledades
"~ L. phe. 98-
99
Ejercicios del
1al8

Propiedades ¥edios de en-




Pag. Anterior

Pag. Siguiente

indice

SLE

1

2

2

exponente racional.

e e e e e em e e e e e e o e e e e e e Y ek e mm e e e e em e em e

7. Potencias de expo=-
nente irracional.
Propiedades.

fe e e e - e - - — e —

8. Ejercicios de
cdlculo con lo-
garitmos,

combinen las propie=-
dades de las poten-
cias

Reconocer la existen=
cia de potencias con
exponente irracional.
Reconocer el concep-
to de logaritmo re=-
produciendo la defi-
nicién,

P T —

Reconocer la logarite-
macién como operacién
inversa de la poten-

ciacién aplicéndola a

la resolucién de ejer-

Potencias de
exponente
racional,
Reglas del
célculo
aproximado
Radicacién
COmo Opera=
cidén inversa
de la poten=
ciacibn,

Informa-
cién sobre
las poten-
cias de
exponente
irracional
y Sus pro-
pledades.

Definicion
de loga-

— e e e e e e e e ke e e e e e - -

Aplicacién de
un trabajo de
control eseri

—

seflanza: L.T,
pég. 100=101
Lémina donde
s8e distinguen
los elementos
de la poten-
ciaciény, ra-
dicacién y
logaritmacién,

L.T.pég. 102-
103» 140,
Ejercicios del
1 al 4,
Ejercicio 7
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La glanificacién de la ensefianza a corto plazo. Con-—
siste en la preparacién de los sistemas de clases y cada

una de las clases gque conforman una unidad temdtica. BEn
esta actividad es donde se concretan las acciones del
profesor y los alumnos de acuerdo con la planificacién
realizada a largo plazo. Aqui se pone a prueba la capa-
cidad organizativa, creadora y dirigente del profesor.

Se describen & continuacién las etapas que se deben
tener en cue.ta para la preparacidén de las clases y se
anexsn algunas indicaciones para su realizacién.

ﬁ;] Estudio del contenido y los objetivos relacionados con
el tema de clase.

Los estudios ya iniciados en la preparacién de la uni-
dad temdtica continuan shora en profundidad. El estu-
dio detallado del Libro de Texto se amplia con la
consulta de otras fuentes bibliogrdficas, otros enfo-
ques y ejercitacién del contenido.

A partir de los objetivos del grado, la unidad y la
unidad temdtica, y de acuerdo a las valoraciones so-
bre el desarrollo de la clase anterior y la estrategia
trazada para el desarrollo de la unidad temdtica se
precisan los objetivos de cada clase. Como resul ta-—
do de estas valoraciones u otras afectaciones, pueden
ocurrir cambios.

Bl contenido de la clase es analizado atendiendo a:

% s8sus potencialidades para contribuir al desarrollo del
pensamiento de los alumnos y su educaciéns, lo cual
ayuda a precisar los objetivos en estos campos. Agqui
deben coneiderarse posibilidades para fijar conoci-
mientos y continuar desarrollando hdbitos y habilida -
des independientemente de su relacién con el tema, por
ser estos nicleos bdaicos de la formacidédn matemdtica.

% el nivel de partida gue debe ser asegurado en cuanto
al saber (conocimientos sobre conceptos, procedimien-
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toss proposiciones) y el poder (hdbitos, habilidades
y capacidades)s asi como otras premisas para la ense-
flanza de la matemdtica y el aprendizanje de los alum-

nos en general.

el nivel de dificultad y asequibilidad por parte de
los alumnos., Incluso pueden hacerse valoraciones sSo-—
bre la necesidad de utilizar medios de enseflanza, bus-—
car otras formulaciones gue permitan una mayor compreéen-
sibilidad, variar el orden en la presentacién del con-
tenidos establecer clierto ordenamiento para los ejer-
cicioss o0 determinar actividades para los alumnos de
forma diferenciada.

Planeamiento del transcurso de la clase,

En la preparacién de 1la clase es necesario tener en
cuenta el papel que esta Jjuega dentro del sistema de
clases; la situacién o situaciones tipicas de la ense-—
flanza de la Matemédtica presentes; si predomina la ad-
quisicién de nu=vos conocimientos o la fijacién; pues
ello tiene influencia en relacidén con las decisiones
metodolégicas a tomar para la estructuracidén de la cla-

Cualquiera gque sea la situacidén es necesario gue, de
acuerdo a l1los objetivos y el contenido de 1la clase sBe
medite y tomen decisiones respecto a:

las actividades a realizar por el profesor y los alum-—
nos en cada momento de la clases, especialmente gqué ds-
ben anotar los alumnos en sus libretas,

la estructura metodolégica de la situacién tipica de
la ensefianza de la Matemdtica con gue se rslaciona y
la realizgzacién de las funciones diddcticas (motiva-
ciéns orientacidén hacia el objetivo, aseguramiento del
nivel de partidas posibilidades para el control (oral
0 escrito) del rendimiento de los alumnos y para la
fijacibén de lo aprendido);
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% los métodos segin la via 16gica para adquirir los co-
nocimientos (deductivos o reductivos), segdn el tipo
de comunicacidén con los alumnos (expositivo, elabora-—
cién conjunta o trabajo independiente), segin el ni-
vel de asimilacién (reproductivo, productive o creati-
vo)s entre otros, y las formas de organizacidén ade-
cuados &1 logro de 1los objetivos previstos;

¥ el empleo de los medios de ensefianza (cudles, en qué
medidas cuando y como participan los alumnos). Se
refiere, entre otros, al trabajo con el texto, tablas,
instrumentos de dibujor, modelos y en particular a la
utiligacién ordenada y cuidadosa de la pizarra;

¥ 1la distribucién del tiempo durante la clase;

¥ los ejercicios a proponer (su seleccidén, graduacidn,
variedad), su inclusién en las tareas para la prepa-—
racién del trabajo con nuevos contenidos y la fijacién
de lo aprendido segin la estrategia prevista a media-
no y largo plazo;

¥ la instrumentacién de medidas diferenciadas instructi-
vas y educativas en correspondencia con las peculiari-
dades de los alumnos;

¥ la forma y el momento adecuado de hacer resdimenes par—
ciales o totales, sistematizaciones o destacar "“ganan-—
cias metodolégicas”™ (formas recomendables de proceder).

Para tomar estas decisiones cada vez con mayor proba-—
bilidades de éxitosr me requiere de una constante autopre-
paracidén y consulta de las obras y publicaciones pedagéd -
Zicas, psicolégicas y metodolégicas que se relacionan con
la ensefianza y en particular con la ensefilanza de la NMate-—
mética.

Dada la complejidad de las condiciones a tener en cuan-—
ta en el proceso de instruccidbébn y educacidédn, estas indi-
caciones no representan en general una sucesidén estricta
de pasfos, su aplicacién estéd en dependencia de muchos fac—

218
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toress entre ellos la experiencia del profesor.

La preparacién de la clase, por la comple jidad de la
direccién del pensamiento o hilo conductor de las ideas
de los alumnos para su aprendizaje, requiere de una guia
escrita gque orienta las actividades del profesor: la pre-—
paracién escrita de la clase.

No hay una tUnica forma de reflejar por escrito la pre-—
paracién de la clase, como tampoco €8 posible dictar
normas sobre el nivel de detalle necesario o suficiente
para gue un profesor desarrolle una clase de calidad.

En este particular tiene mucho que ver las caracteristi-
cas del profesor, su experiencia en el trabajo con el
programa y su maestria pedagdgica, entre otros aspectos.

En nuestro texto, con el propdésito de crear el hdbito
de realizar una preparacién escrita de la clase, que sea
lo m€s completa posible y permita desarrollar habilidades
en la planificacién, sugerimos emplear el siguiente es-—
gquema .

I. Introduccién o encabezamiento: Que incluye el tema y
los objetivos de la clase.

II. Fund:unentacidn psicopedagdgica, higiénica y diddctico
metodoldgica de la clase.

Esta incluye el andlisis de la situamacidén del grupo (va-—
loracidén del desarrollo de los alumnos en cuanto a su sa-—
ber y poder: grado de independencia alcanzado; su conduc—
ta y cualidades; su actitud en general y en particular
ante el estudio; lz tendencia de su rendimiento; su dis—
ciplina e intereses; los problemas sociales; familiares
o de cualquier otro tipo gue puedan afecta:r su formacidn
integral y en particular su formacién matemdtica y la
fundamentacidn sobre el contenido y metodoldgicas (posi-
cién de 1la clase en la unidad, conocimientos previocas ne-—
cesarios y futuro empleo o utilizacidén del contenido de

la clase, su estructura diddctica y metodoldgica)

319
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Bl andlisis de la situacidn del grupo debe realizarse
basada en los resultados obtenidos de l&a aplicacidén de
diferentes técnicas de investigacidén pedagbzicas,

III. Planeamiento del trenscurso de la clase.,

Recomendamos que esta se haga con ayuda del siguien-—
te modelo:

Ti empo Funciodn Contenido Estructuracidn metodolgl
diado— de la gica y organizativa de
£1E0, ans afianza la clase.

(Actividades del profe-—
sor y los alumnos, oOb-—
servaciones sobre méto—
dos, medios, formas de
organizacidn y control]

A continuacién se ofrece un ejemplo de preparacidn
escrita de una clase, En el mismo se omiten conasideracio—-
nes que no esten vinculadas directamente al contenido ma-
temdtico y el tratemiento metodoldgico en general.

EJEMPLO 15.2

T. Unided Temdtica: Potencia de exponente racional. Fro-—
priedades.
Asumto: Concepto de potencia de exponente recional
Objetivos: Los alumnos deben:

Reproducir con sus palabrer o por escrito la defini-
cién de exponente recional y aplicarla en la resolucién
de ejercicios de cdlculo sencillo y en la transformacidn
de términose.

Utilizar correctamente el lenguaje y l& terminologia
matemdtica.

Trabajar con limpiegza, orden, cuidado y exactitud en
1la resolucidn de ejercicios.



Pag. Anterior Pag. Siquiente indice

II. La clase forma parte de la unidad Potencias. Funcio-
nes potenciales y se ubica en la temdtica 2.2 del
Programa., Como premisa para el desarrollo de la cla-
se los alumnos deben tener habilidades en el cdlculo
con numeros fraccionarios y racionales y con potencias
de exponentes entero, conocer la definicidén de raiz
n-ésima y exponente entero asi como las propiedades
de los exponentes y radicales.

El eseguramiento del nivel de partida de la clase se
realizard a través de la revisidén de la tarea de la clase
enterior y la solucidén de ejercicios relacionados con el
cdlculo de potencias de exponente entero aplicando propie-—
dades,.

El planteamiento del problema, la motivacién y la orien-
tacién hacia el objetivo se hard destacando que hasta
el momento se han estudiado potencias donde se han con-
siderado como exponentes numeros enteros.1Es posible rea-
lizar la potenciacién cuando el exponente es un nimero

m{n €& Q con myn éZ Y n)1,7 como por ejemplo,
22 (motivacidén intramatemdtica por completitud).

Ie elaborecidén de la definicién se realiza a partir
de la investigacién de diferentes representantes del con-

cepto y mediante una generalizacidén se llega a la formu-
lacién de la definiciédn,
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111, Planeamiento del transcurso de la clase.

Tiempo  Puncién Contenido de Bstructuracidn metodolégica y organizativa de
diddotica la enseiianza la clase

8:00 Asegureamiento  Ejercicio 1: Cal- Actividades del Actividades de los
del nivel de  cula aplicando profesor alungs
partida las propiedades = Revisa la tarea - (alculan de forma in-

de las potencias = Plantea los ejerci-  dependiente en sus
1 cios en la pizarra,  cuadernos
[(%)%}' (%)4 fxige trabajo en - Un alumno de bajo apros
2 3 8 [, ' vechamiento y otro de
) (1) - Atiende el trabajo aprovachanients prones
: de'los alunnos ée dio trabajan en la pi-
Ejerciciol. :Jo zproveccl;:zien: ZArre.,
LT, 40.qrwds y aprovechanien
EJem‘a‘o b M.% Yo promedio.

8109 Notivacién/  En cada operacion -Plantea la siguien- - Pormulan sus conoci-
Orientacién  de cdlculo se tie- te pregunte, mientos el respecto y
hacia el ob-  ne que dado dos nd Cuando estudiamos un alumno de alto apro-
jetivo, meros se puede de- en la primaria y vechamiento resume lag

terminar exactamen-la secundaria bd-
te un tercer nime- sica 1as operacio-

insuficiencias que pre-
gentaban 1as operacio-
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ro, En algunos
casos hubo que
introducir "nue-
vos" nimeros pa-
ra que esto se
cumpliera (por
ejenplo para la
sustreccidn y
divisién)

En el tratamien-
to de la poten-
ciacién se pro-
cedié de forma
andloga, primera-
mente se estu- -
diaron las po-
tencias con expo=-
nente natural y
luego se amplid a
exponente entero

nes de cdlculo en
los dominios numé-
ricos ﬂJ, @%+;yﬂl
nog encontramos que
algunas de estas no
eran siempre reali-
zables, ;Qué opera~
cién no se podia
realizar siempre

en cada uno de és-
tos dominios que
motivé la amplia=
cion de cada uno

de ellos?

Plantea ejemplos

en la pizarre de
potencias con
exponente natural,
entero y formula
las siguientes

y ahore: se amplia- preguntas:

rd a exponente
racional,

nes de célculo

en N, (Q+ y@
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Elaboracion
(Se seguird
en general la
2, via propues
ta en las O.M.

pdg. 83)

Ejemplos:

Partir de ejem-
plos (represen-
tantes) del con-
cepto los cuales
deben satisfacer
las propiedades
de las potencias
ya conocidas.
Mediante una ge=
neralizacién

indice

. Observen 1los &jem-
plos, & qué domi-
nio numerico perte-
nece el exponente?

. ;Serd posible tam-
bién tener como
exponente un nu-
mero fraccionario?

Plantea el problema:
Dar respuesta & esta
@Wltima interrogante

- Invita a los alumnos
a dar ejemplos de
potencia con expo-
nente fraccionario.

- A partir del ejemplo
seleccionado formu-
la la siguiente
pregunta:

- Escuchan y reflexionan
pobre las preguntas

- Presentan ejemplos
A
tales como 5 *
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llegar a la defi- ;Serd posible,em~ -~ Realizan de forma in-
nicidn: pleando las pro- dependiente las tarea
A o2 ‘/ "/ piedades de la sefialadas en la hoja
5 »a ,a a

potencia, conver- de trabajo.
tir a 5./" en una

potencia conocida
P. e€jemplo en 51‘?

De 5“211egar al
8ig. conocimiento:
542 [5' y genevalitar:

- Un alumno de alto
aprovechamiento en
la pizarra: nuevo

4 2
= ; é70 - Entrega hoja de conocimiento adqui-
(cuadro de pizarra 1) trabajo rido:

Por Gltimo genera-

lizar el denominador =~ Analiza pon los 5'/1- =F’:‘
del exponente: alumnos las posi-
bilidaedes de con-

LV
D\Aﬂf;; a>0,neZ W1 vertir a sz'en 54

(cuadro de pizarra orientado en las

2a é 2b) propiedades:

De aqui obtener. al' | gft o M 4
/ m - ‘ 77.

A =a (a"') (a@)? - gmn |

de ';l:nd:: - Plantea otros ejem— .Toman en sus cuader—
A= IQ"‘ Plos tales como nos lo esencial del

(a > Osm,ne Z ; 3 3 T ,.etc. b q‘n'—""l"“cuadro de pizarra 1
n>1) a¥z =
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~Generaliza el denomi- af o ry

nador del exponente
a partir de ejemplos
particulares, Elabo-
ren cuadro de piza-
rra 2a) 6 2b) de acuer-
do a la propiedad de la
potencia seleccionada,
- Formula la siguiente
pregunta:
¢Cémo podemos trans-
formar el exponente
de 18 potencia 572
aplicando la propie-
dad
(a®)2 « @& g
Cémo podriamos ex-
presar entonces 572
mediante raiz?
= Plantee otros ejem-
plos y llega por ge=-
neralizacién a la de=-
finicidn,

a >0

= Participan

ectivemente en

la obtenecidn

del nuevo cono=

cimiento,

Anotan en sus

cuadernos lo

esencial,

8.%= I:/E(B) 03
nefs n>1)

Expresan sus

cgzocigi;ntos

5 =57°% =

= (5%

Responden:

Como (53)i =

= 53 , entonces

ngg];T

= Anotan en sus

cuademmos la
definicidn
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1, Fijacidn
(ejercitacién) (Realizacién)
1. Escribe las

8135

Ejercicios:

siguientes
potencias
como rei-
ces:

A4
e) 13 :
0 g™,

(LT. pég.
96),

8:40 Hesuren y control

Tarea: LT.Pdg 96

1.Escribe las si-
guientes poten-
cias como rei-
cess

indice

- Atiende el trabajo de

-Desarrollan los ejer-

\ dop
Q,Wh: a’l'ia‘am}h=@;\

t cicios del LT en sus
Orienta los ejercicios Gliaddmab
por el LT.

Un alumno de bajo aprow
vechamiento trabaja en
la pizarra el ¢); un
alumno de aprovechamien-
to pronedio el d) y un
alumno de alto aprove-
chamiento el i).

los alumnos y realiza
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(Ver LT, pdg 96)

Controla los resulta-
dos obtenidos en los
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atendiendo a las
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8) 11/4 (Pare alumno de
bajo aprov.)
g) (112)5/6 (alumnos aprov.
promedio)
8) (0,06)'2/3 (alumno al-
to aprov.)
3. Escribe las siguientes
raices como potencias:

a) Ef;l (alumno bajo aprov,)
3 .
£) ’(;)4 (Alumno aprov.
promedio)

4) ‘r—“w (a+b0)
(Alumno alto A\vrovz)
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Generalizacién de 1la base

LA RREN Y RNN]

at - A (A0

Cono cimienty:

d/'t.’ J’;

Generalizacién del denominador del exponente

Cuadro pizarra 1

Segun propiedads: i ¥

A=[B. A

a=ath, s, gl

.1.- . ..i.;.i.;.:::;.l
A" = n n n
A = nJ——A- . nﬂ-' i A

1 n
conocimiento: AH = \{ A

Segyn propiedads

‘mn = (Am)n
A4 = Ai ° A‘b

A= ([A)?

PO N

A= (A"

Conocimiento:{ alhh_ YA

Cuadro pizarra 2 a)

Cuadro pizarra 2b)
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HOJA DE TRABAJO

1.

Coloque en el espacio en blanco la propiedad de la
potencia aplicada:

e ik T

b) 5 ¥-2 _ =5

De acuerdo a tus conocimientos sobre reices responde:

a) LQué numero debe representar 5% para gque se cumpla
que multiplicado por s8i mismo de 5=

.

-3
s D% - i
+ .

- = 'S

b) (Qué numero debe representar 5* para gue sSe cumpla
gque su cuadrado de S5: [

(5"")2 = 5

()2=5
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15.3 Consideraciones sobre la evaluacidén de la ensefianza
de la matemdtica por el profesor.

ILa clase es la forma de organizacidén de la ensefianza
donde fundamentalmente se concreta el trabajo de planifi-
cacién. De ahi que el andlisis de cémo se estructurd el
procesc de ensefianza, bajo las condiciones de la escuela y
los resultados alcanzados, constituya un elemento importan-—
te & tener en cuenta en la evaluacidbén de la ensedanza y su
perfeccionamiento.

Loe pedagogos W. Jungk, en su libro "Conferencias sobre
Metodologia de la Ensefianza de la MatemdAtica", y W. Zillmer
en "Complementos de Metodologia de la Ensefianz& de la Ma-—
temdtica"™ exponen las tres direcciones en gque sé lleva a
cabo la evaluacidén de la ensefianza: los resultados; las
las condiciones (internas y externas) y la estructuracidn
del proceso de ensefianza, También explican cémo hacer el
andlisis en cada direcciédn.

ILa experiencia del trabajo de atencidén a los estudian-—
tes duraente su prdctica docente también indica la necesi-
dad de trabajar sistemdticamente en la capacitaciém de los
estudiantes para la realizaciédn de un andlisis "completo”
y detallado de su proceder en las clases y sSu fundamenta-—
cid,, desde posiciones cientificas.

Nos proponemos en este texto ofrecer algunas indicacio-
nes para la valoracidén y andlisis de las clases de matemd-—
tica tomando como aspecto central su estructuracién meto-
dolégica, e integrando a ella el andlisis de las condicio-
nes (internas y extermas) y los resultados obtenidos.

En el andlisis y discusidén de las clases de matemdtica
recomendamos seguir una base orientadora para la evalua-—
cién compuesta por los siguientes pasos:

1 Andlisis de la clase desde el punto de vista del conte—
nido

2. Andlisis de los objetivos formulados parae la clase



Pag. Anterior Pag. Siquiente indice

3, Andlisis de la estructure diddctico-metodoldégica de la
clase

4. Andlisig de cada eslabén o proceso parcial de la estruc-
tura diddctico-metodolégica

5. Consideraciones retrospectivas y perspectivas sobre el
desarrollo de la clase.

Estos pasos se encuentran estrechamente vinculados. Su
separacién formal en una sucesién de pasos estd encamina-
da a ayudar a organizar la actividad mental del profesor
durante el andlisis de la clase y evitar que se pasen por
alto aspectos importantes a considerar. A continuacién
se explica cada paso y se exponen algunas preguntas que
pueden ayudar a orientar el andlisis.

1. ANALISIS DE LA CLASE DESDE EL PUNTO DE VISTA DEL CONTE-
NIDO

El punto medular de este andlisis radica en la represen
tucidn del contenido de la clase, su papel dentro del sis-
teme de clases de 1la unidad (nexos con las demds clases) ¥y
su correspondencia con las exigencias del programa. Aqui
también se incluye la fundamentacidén matemdt.ca del con-—
tenido de la clase. Este aspecto se refiere & relacionar
y explicar los nexos existentes entre el contenido de la
clase (tal y como lo exige el programa y la l1légica de 1la
asignatura) y el contenido de la ciencia Matemdtica, esta-
bleciendo las simplificaciones, que en un sentido diddcti-
co son necesarias hacer en la escuela.

Preguntas para orientar el andlisis:

Qué contenido se trata en la clase?

s Cémo se fundamenta el contenido de la clase desde el
punto de vista matemdtico?

¢ Se corresponde el contenido de la clase, con la profun-

didad gque exige el progruma?

¢ Existieron dificultades desde el punto de vista cienti-
fico en la clase? Hubo errores de contenido?
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s Se utilizé correctamente el vocabulario matemdtico?
g Se estructuré légicamente el contenido de la clase?
2. ANALISIS DE LOS OBJETIVOS PORMUL:ADOS PARA LA CLASE.

Este andlisis comprende la correspondencia de los obje-
tivos de la clase con l1las exigencias del programa y la de-—
rivacidén correcta de los objetivos del saber y el poder,
el desarrollo intelectusal y educativos, asi como su rela-
cidén con los objetivos de las demds clases del sistema.

Preguntae para orientar el andlisiss

Qué objetivos se plantearon a la clase?

y Se corresponden estos con las exigencias del progrems y
las caracteristicas del grupo?

¢ Se incluyeron tanto objetivos instructivos como educati-

vos?

< Estéan correctamente formulados los objetivos para la
clase?

& Cémo se relacionan los objetivos de la clase con los ob-—

jetivos de las deméds clases del sistema?

3. ANALISIS DE LA ESTRUCTURA DIDACTICO METODOLOGICA DE LA
CLASE.

El puntc medular de este andlisis estd en la determina-
cién de la estructure diddctico-metodoldégica de la clase en
correspondencia con los objetivos parciales, las funciones
diddcticas y las situaciones tipicas de la ensefilanza de la
matemdtica gque se reconozcan en la clase.

Se trata, por ejemplo, de determinar gué parte de la
clase se corresponde con el aseguramiento del nivel de par-
tida, la motivacidén, la bisqueda de l& solucidén de un pro-—
blema, o la fijacién de teoremas, entre otros aspectos ti-
pPicos de la ensefianza de la especialidad,

Preguntas pare orientar el andlisis:

4 Qué eslabones o procesos parciales se estructuren duran-—
te el desarrollo de la clase (segin funciones diddcticas
0 situaciones tipicas de la ensefianza de la Matemdtica)?

b 1 B )
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iCon qué etapas o periodos de la clase se identifican?
iCuédl fue su tiempo de duracidén?

4. ANALISIS DE CADA ESLABON O PROCESO PARCIAL DE LA CLASE
EN SU ESTRUCTURA METODOLOGICA.

En cada eslabén o proceso parcial de la clase se ana-—
lizan los métodos y procedimientos empleados, B8€ funda—
nenta su utilizacidén y correspondencia con los objetivos
parciales de la clase. Aqui es necesario tener en cuenta
las condiciones del grupo, los factores gue favorecen O
entorpecen el desarrollo de la clase y los aspectos posi-—
tivos en la direccidén del aprendizaje.

Preguntas para orientar el anélisiss

- ¢Qué métodos y procedimientos de enserfianza se utiliza-—
ron parsa cada fase de la clase?

« sFueron bien seleccionados los métodos? gPor qué?

.&Se utilizaron estos métodos y procedimientos correcta—
mente y en correspondencia con las exigencias del pro-
grama?

. Favorecen los métodos y procedimientos empleados la
atencién a las diferencias individuales, la participa-—
cién activa y el desarrollo del pensamiento de los alum-
nos en la clase?

e ;Cémo se utilizan los medios de ensehanza en la clase
(pizarra, léaminas, instrumentos de dibujo, tablas, cal-
culadgoras, plantillas, computadoras, etcétera)? Funda—
menta.

e ¢Cémo valoras la calidad de los medios de ensenanza
utilizados en la clase?

e ¢4Se utilizd racionalmente el tiempo de la clase?

e ;C6mo valoras la consideracidén de factores higiénicos,
psicolégicos y pedagbgicos en cada eslabén del de-—
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5.

sarrocllo de la clase? ;Por qué?

i,Cémo se pone de manifiesto la relacidén entre los obje-
tivos, el contenido y los métodos en la clase?

&EBn qué aspectos se encuentran los logros y las defi-
ciencias en la direccidén del aprendizaje de los alum-—

nos?

CONSIDERACIONES PERSPECTIVAS Y RETROSPECTIVAS SOBRE
EL DESARROLLO DE LA CLASE.

En este paso deben tomarse en consideracidén tres as-—

pectos:

La verificacién del cumplimiento de los objetivos de la
clase (considere los objetivos del saber y el poder,
del desarrollo intelectual y educativos).

La determinacién, en forma generalizada, de los logros

Yy deficiencias en la direccidén del procesoc docente
educativo. Aqui se tendréd siempre en cuenta el cumpli-
miento de los aspectos pedagdbgicos, higiénicos, psicoldé-
gicos y metodolégicos en la clase. No es conveniente
hacer una larga lista de insuficiencias, sino conside-

rar las fundamentales.,

La determinacidén de las conclusiones y recomendaciones
necesarias para perfeccionar los logros y erradicar las

insuficiencias.

Preguntas para orientar el anédlisis

i:Dénde se encuentran los principales logros y dificul-
tades del desarrollo de la clase?

4Qué conclusiones pueden derivarse para el perfecciona-—
miento del +trabajo futuro®?

SEn qué medida se cumplieron los objetivos y bajo gqué
condiciones podria aplicarse una estrategia similar?

En la prédctica el anédlisis de las clases siguiendo estsg
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base de orientacién debe iniciarse giferenciando cada
uno de los pasos (puntualizando en qué consiste su reali-
zacién) y c6émo puede hacerse el anélisis en cada caso’
néds tarde esta base orientadora debe reducirse, uniendo
los pasos 1.- 2, y 3.~ 4.



