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Prefacio v

Prefacio

El éxito de la Teoria de Grupos es impresionante y extraordinario. Es quizas,
la rama més poderosa e influyente de toda la Matemadtica. Influye en casi todas
las disciplinas cientificas, artisticas y en la propia Matemdtica de una manera
fundamental. Lo que realmente se ha hecho en la Teoria de Grupos, es extraer
lo esencial de diversas situaciones donde ocurre. Dado un conjunto no vacio,
definimos una operacién binaria en él, tal que cumpla ciertas axiomas, es decir,
que posea una estructura, (la estructura de grupo). El concepto de estructura
y los relacionados con éste, como el de isomorfismo, juegan un papel decisivo en
la Matemdtica actual.

La teoria general de las estructuras es una herramienta muy poderosa. Siem-
pre que alguien pruebe que sus objetos de estudio satisfacen los axiomas de cierta
estructura, obtiene, de inmediato para sus objetos, todos los resultados validos
para esa teoria. Ya no tiene que comprobar cada uno de ellos particularmente.
Actualmente, podria decirse que las estructuras permiten clasificar las diversas
ramas de la Matemética.

Este texto contiene el trabajo escrito a lo largo de varios anos del material
correspondiente a mi curso sobre la materia que he impartido en la Facultad de
Ciencias de la Universidad Nacional Auténoma de México. Después de haber
ofrecido el curso con excelentes textos, algunos citados en la Bibliografia, decid{
escribir uno que siga el enfoque de mis propios libros [L11] y [L12]. Es decir,
escogi una presentacién moderna donde introduzco el lenguaje de diagramas
conmutativos y propiedades universales, tan requerido en la matematica actual
asi como en la Fisica y en la Ciencia de la Computacién, entre otras disciplinas.

El texto consta de tres capitulos con cuatro secciones cada uno. Cada
seccién contiene una serie de problemas que se resuelven con creatividad uti-
lizando el material expuesto, mismos que constituyen una parte fundamental del
texto. Tienen también como finalidad, la de permitirle al estudiante redactar
matemadtica. El libro estd disenado para un primer curso sobre la Teoria de
Grupos el cual se cubre en su totalidad en cuarenta horas de clase.
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Introduccion

La Matemadtica existe desde que existe el ser humano. Précticamente todo
ser humano es un matemadtico en algin sentido. Desde los que utilizan la
Matematica hasta los que la crean. También todos son hasta cierto punto filéso-
fos de la Matemaética. Efectivamente, todos los que miden, reconocen personas
o cosas, cuentan o dicen que “tan claro como que dos y dos son cuatro” son
matematicos o filésofos de la Matemdtica. Sin embargo, hay un nimero muy
reducido de personas que se dedican a crear, ensenar, cultivar o divulgar la
Matemética.

La Matemética es pilar y cimiento de nuestra civilizaciéon. Desde la primera
mitad del siglo XIX, debido al progreso en diversas ramas se le dio unidad a la
Ciencia Matemética y justificaron el nombre en singular. Segiin me coment6 mi
querido amigo, Arrigo Coen, Mathema significa erudicién, manthénein el infini-
tivo de aprender, el radical mendh significa en pasivo, ciencia, saber. Luego, es
lo relativo al aprendizaje. Asi que en sentido implicito, Matematica significa:
“lo digno de ser aprendido”. También se dice que Matematica significa “ciencia
por excelencia”.

Sin embargo, de muy pocas personas podria decirse que poseen informa-
cién correcta y actualizada sobre alguna de sus ramas o subramas. Los ninos
y jovenes de nuestros dias pueden poseer una imagen bastante aproximada de
electrones, galaxias, agujeros negros, cédigo genético, etc. Sin embargo, difi-
cilmente encontrardn durante sus estudios, conceptos matematicos creados més
alla de la primera mitad del siglo XIX. Esto es debido a la naturaleza de los
conceptos de la Matematica.

Es muy comin la creencia de que un matemdtico es una persona que se
dedica a realizar enormes sumas de nimeros naturales durante todos los dias de
su vida. También, la gente supone que un matematico sabe sumar y multiplicar
los nimeros naturales muy rédpidamente. Si pensamos un poco acerca de este
concepto que la mayoria tiene acerca de los matemadticos, podriamos concluir
que no se requieren matemadticos ya que una calculadora de bolsillo realiza este
trabajo.
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También, cuando uno pregunta jcual es la diferencia entre un matematico
y un contador? la consideran una pregunta equivalente a jcudl es la diferen-
cia entre x y x? Es decir, suponen que hacen lo mismo. Si uno dice que un
matemdtico rara vez tiene que realizar sumas o multiplicaciones, les resulta
increfble. También les resulta increible el que los libros de Matemédtica rara
vez utilizan nimeros mayores que 10, exceptuando quizéds los nimeros de las
paginas.

Durante muchos anos, a los ninos se les ha hecho énfasis en el aprendizaje
de las tablas de multiplicar, en el cdlculo de enormes sumas, restas, multipli-
caciones, divisiones y raices cuadradas a ldpiz pero de nimeros muy pequenos
(para los nimeros grandes, la mayoria de las personas tiene poca idea de su
magnitud). Después, cuando jévenes, aquellos que sumaban y multiplicaban
polinomios eran considerados por sus companeros como genios poseedores de
un gran talento matemadtico y posteriormente a éstos, si tenfan suerte, se les
ensenaba a sumar y multiplicar nimeros complejos.

Pareciera ser, entonces, que el matemdtico es aquel ser que se pasa la vida
haciendo sumas y multiplicaciones (de nimeros pequefios), algo asi como un
encargado de la caja de un negocio. Esta impresién subsiste en una gran mayoria
de las personas. Nada mds lejos de esto. Los matemdticos no son los que
calculan o hacen cuentas sino los que inventan cémo calcular o hacer cuentas.
Hacer Matemédtica es imaginar, crear, razonar.

Para contar fue necesario representar los nimeros de alguna forma, por ejem-
plo, los dedos de la mano. Después, el dbaco constituyé un paso todavia ligado
a contar con los dedos, el cual todavia se utiliza en algunas partes del planeta.
Posteriormente la méquina aritmética de Pascal inventada en 1642 permitia
efectuar sumas y restas mediante un sistema muy ingenioso de engranes. En la
actualidad, las calculadoras de bolsillo permiten realizar, en segundos, célculos
que antes podrian haber llevado anios enteros y también le permitieron a uno
deshacerse de las famosas tablas de logaritmos y de la regla de célculo.

Sin embargo, en general, los alumnos de cualquier carrera y los egresados
de ellas a los cuales se les pregunta, -;qué es la suma? o mejor dicho, jqué
es la adicién?- simplemente encogen los hombros, a pesar de que han pasado
més de doce anos sumando y de que la suma es un concepto muy primitivo.
También suele suceder que cuando un nino o un joven o un adulto profesionista
se enfrenta a un problema, no sabe si debe sumar, restar, multiplicar o llorar.

El concepto de operacién binaria o ley de composicién es uno de los maés
antiguos de la Matemdtica y se remonta a los antiguos egipcios y babilonios
quienes ya posefan métodos para calcular sumas y multiplicaciones de niimeros
naturales positivos y de niimeros racionales positivos (téngase en cuenta que no
poseian el sistema de numeracién que nosotros usamos). Sin embargo, al paso del
tiempo, los matematicos se dieron cuenta que lo importante no eran las tablas de
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sumar o multiplicar de ciertos “nimeros” sino el conjunto y su operacién binaria
definida en él. Esto, junto con ciertas propiedades que satisfacian dieron lugar
al concepto fundamental llamado grupo.

Histéricamente, el concepto de operacién binaria o ley de composicién fue
extendido de dos maneras donde solamente se tiene una resemblanza con los
casos numéricos de los babilonios y los egipcios. La primera fue por Gauss,
al estudiar formas cuadraticas con coeficientes enteros, donde vio que la ley
de composicién era compatible con ciertas clases de equivalencia. La segunda
culminé con el concepto de grupo en la Teoria de Sustituciones, (mediante el
desarrollo de las ideas de Lagrange, Vandermonde y Gauss en la solucién de
ecuaciones algebraicas). Sin embargo, éstas ideas permanecieron superficiales,
siendo Galois el verdadero iniciador de la Teoria de Grupos al reducir el estudio
de las ecuaciones algebraicas al de grupos de permutaciones asociados a ellas.

Fueron los mateméticos ingleses de la primera mitad del siglo XIX los que
aislaron el concepto de ley de composicién y ampliaron el campo del Algebra
aplicdndola a la Légica (Boole), a vectores y cuaternios (Hamilton), y a ma-
trices (Cayley). Para finales del siglo XIX, el Algebra se orient6 al estudio de
las estructuras algebraicas dejando atrds el interés por las aplicaciones de las
soluciones de ecuaciones numéricas. Esta orientacién dio lugar a tres principales
corrientes:

(i) la Teoria de Numeros que surgié de los mateméticos alemanes Dirichlet,
Kummer, Kronecker, Dedekind y Hilbert, basados en los estudios de Gauss. El
concepto de campo fue fundamental.

(ii) la creacion del Algebra Lineal en Inglaterra por Sylvester, Clifford; en
Estados Unidos por Pierce, Dickson, Wedderburn; y en Alemania y Francia por
Weirstrass, Dedekind, Frobenius, Molien, Laguerre, Cartan.

(iii) la Teoria de Grupos que al principio se concentré en el estudio de gru-
pos de permutaciones. Fue Jordan quien desarrollé en gran forma el trabajo de
Galois, Serret y otros de sus predecesores. El introdujo el concepto de homo-
morfismo y fue el primero en estudiar grupos infinitos. M4ds tarde, Lie, Klein
y Poincaré desarrollaron este estudio considerablemente. Finalmente se hizo
patente que la idea fundamental y esencial de grupo era su ley de composicién
u operacién binaria y no la naturaleza de sus objetos.

Fl éxito de la Teoria de Grupos es impresionante y extraordinario. Basta
nombrar su influencia en casi toda la Matematica y otras disciplinas del conoci-
miento. Los ejemplos escritos en 1.1 podrian dejar perplejo al no ilustrado en
matemadtica con un pensamiento acerca de los pasatiempos que los matemati-
cos inventan combinando “nimeros” de una manera perversa. Sin embargo ahi
hemos considerado ejemplos vitales para la Teorfa de los Nimeros (se podria
reemplazar el nimero 3 por cualquier nimero natural n (si n = 12 obtenemos
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los nimeros de los relojes) o por un nimero primo p obteniendo conceptos y
resultados importantes) y para la propia Teorfa de Grupos (grupo diédrico y
simétrico). Al observar esto, lo que realmente se ha hecho en la Teorfa de
Grupos, es extraer lo esencial de ellos, a saber, dado un conjunto no vacio,
definimos una operacién binaria en €l, tal que cumpla ciertas axiomas, postula-
dos o propiedades, es decir, que posea una estructura, (la estructura de grupo).
Existen varios conceptos ligados al de estructura, uno de los mds importantes
es el de isomorfismo.

El concepto de estructura y de los relacionados con éste, como el de isomor-
fismo, juegan un papel decisivo en la Matemadtica actual. Las teorias generales
de las estructuras importantes son herramientas muy poderosas. Siempre que
alguien pruebe que sus objetos de estudio satisfacen los axiomas de cierta estruc-
tura, obtiene, de inmediato, todos los resultados védlidos para esa teoria en sus
objetos. Ya no tiene que comprobar cada uno de ellos particularmente. Un uso
actual en la Matematica, de las estructuras y los isomorfismos, es el de clasificar
las diversas ramas de ella (no es importante la naturaleza de los objetos pero st
lo es el de sus relaciones).

En la Edad Media la clasificacién en ramas de la Matematica estaba dada
por la de Aritmética, Musica, Geometria y Astronomia las que constituyeron el
Cuadrivium. Después y hasta la mitad del siglo XIX, las ramas de la Matemética
se distingufan por los objetos que estudiaban, por ejemplo, Aritmética, Alge-
bra, Geometria Analitica, Andlisis, todas con algunas subdivisiones. Algo asf
como si dijéramos que puesto que los murciélagos y las dguilas vuelan entonces
pertenecen a las aves. Lo que se nos presenta ahora es el ver mds alld y extraer
de las apariencias las estructuras subyacentes. Actualmente existen 63 ramas
de la Matemdtica con mas de 5000 subclasificaciones. Entre ellas se encuen-
tran la Topologia Algebraica (estructuras mixtas), el Algebra Homolégica (la
purificacién de la interaccién entre el Algebra y la Topologia, creada en los afios
cincuenta del siglo pasado), y la K-Teoria Algebraica (una de las més recientes
ramas, creada en los anos setenta del siglo pasado).

Algunos piensan que la Matemdtica es un juego simple que sola y friamente
interesa al intelecto. Esto seria el olvidar, asienta Poincaré, la sensacién de la
belleza matemstica, de la armonia de los nimeros y las formas, asi como de la
elegancia geométrica. Esta es ciertamente una sensacién de placer estético que
todo verdadero matemético ha sentido y por supuesto que pertenece al campo de
la emocién sensible. La belleza y la elegancia mateméatica consisten de todos los
elementos dispuestos armoénicamente tales que nuestra mente pueda abarcarlos
totalmente sin esfuerzo y a la vez mantener sus detalles.

Esta armonia, contimia Poincaré, es, de inmediato, una satisfaccién de nues-
tras necesidades estéticas y una ayuda para la mente que sostiene y guia. Y al
mismo tiempo, al poner bajo nuestra visién un todo bien ordenado, nos hace
entrever una ley o verdad matemdtica. Esta es la sensibilidad estética que juega
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un papel de filtro delicado, la cual explica suficientemente el porqué el que carece
de ella nunca serd un verdadero creador, concluye Poincaré.

Para el autor de este texto, la Matematica es una de las Bellas Artes, la
més pura de ellas, que tiene el don de ser la més precisa y la precisién de las
Ciencias.



Introduccion
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Capfitulo I

I.1 Operaciones Binarias

En esta seccién presentaremos uno de los conceptos mds antiguos de la
Matemadtica, la operacién binaria o ley de composicién. También veremos qué
tan ciertos son unos "dichos populares" como son los de "tan claro como que
dos y dos son cuatro" y "el orden de los factores no altera el producto".

Recordemos algunos conceptos elementales.
Primero, recuerde el conjunto de los niimeros enteros

Z={.—-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,..}

Segundo, pregintese: -;cémo se relacionan dos conjuntos “adecuadamente”?
Sean A y B dos conjuntos cualesquiera. Diremos que f : A — B es una funcién
de A en B si a cada elemento de A le asociamos un elemento tnico de B.

Por ejemplo, si A = {a,b,c} y B ={p,q,r, s} entonces f: A — B dada por
la siguiente asociacién

a — p
b — ¢

cC +—— T

es una funcién, mientras que la asociaciéon

a — p
a — g
b — ¢
c — T

no es una funcién, puesto que a un objeto de A no se le asocia un unico elemento
de B, (a a se le asocian p y ¢). Los conjuntos A y B se llaman dominio y
codominio, respectivamente, de la funcién f.

El subconjunto del codominio que consiste de los elementos que son asociados
a los del dominio se llama imagen de f. Asi, en la funcién anterior, la imagen
de f es el conjunto {p,q,r}; el elemento s de B no estd en la imagen de f, es
decir, no es imagen de ningun elemento de A bajo f.
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Utilizamos la siguiente notacién para denotar las imdgenes de los elementos
de A bajo f:
f: A — B
a +— f(a)=p
b — f(b)=q
¢c — flo)=r

Tercero: considere el producto cartesiano de un conjunto A que se denota
A x Ay que consiste de todas las parejas ordenadas de elementos de A, es decir

Ax A={(a,b)|a,b e A}

Ahora ya podemos definir el importantisimo concepto de operacién binaria o
ley de composicién. Sea G un conjunto no vacio. Una operacién binaria o ley
de composicién en G es una funcién f : G x G — G donde (x,y) — f(z,y).

Como es obvio, podemos denotar una funcién con cualquier simbolo, por
ejemplo f,g,h, ¢, A, &, O, X, ®,*, etc. Asi, en Z podemos tener una operaciéon
binaria

f: Zx7 — Z
(,y) —  [flz,y)

y por abuso o conveniencia de notacién denotamos f(z,y) como zfy. Por
ejemplo, (3,2) — f(3,2) = 3f2.

Si la operacién binaria f la denotamos simplemente como + (la suma usual
en Z) entonces (3,2) — +(3,2) = 3 + 2 que es igual a 5. Si la operacién
binaria f la denotamos como - (la multiplicacién usual en Z), entonces (3, 2) —
-(3,2) = 32 que es igual a 6. Observe que una operacién binaria se define en
un conjunto no vacio G.

1.1 Ejemplo. Definamos un conjunto de la siguiente manera: considere
tres cajas y reparta los niimeros enteros en cada una de ellas de una manera
ordenada como sigue:

6| 5| 4
3| 2| -1
0 [ 1|2
3 4] 5
6 | 7|8
9 [10 |1
Lo [ O] ][]

Las cajas las denotaremos asi: [0] por contener al cero, (o bien 0 + 3Z, es
decir, los multiplos de 3), [1] por contener al uno (o bien 1+ 3Z, es decir, los
multiplos de 3 mas 1), y caja [2] por contener al dos (o bien 2 4 3Z, es decir,
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los muiltiplos de 3 mas 2). Asignémosle a la caja [0] el nimero 0, porque sus
elementos dan residuo 0 al dividirlos entre 3; andlogamente asignémosle a la caja
[1] el nimero 1y a la caja [2] el nimero 2, pues sus elementos dan residuo 1y 2
respectivamente, al dividirlos entre 3. Consideremos el conjunto Zz = {0, 1, 2}
llamado juego completo de residuos mdédulo 3, pues al dividir cualquier
entero entre 3 da residuos 0,1 ¢ 2. Definamos en él una operacién binaria que
podriamos denotar con f, g, h, ¢, A, &, O, X, ®, *, etc; escojamos +. Asf

—|—ZZ3XZ3—>Zg

con
(1,1) — +(1,1) =1+1=
(0,1) — +(0,1) =0+1=1
(1,0) — +(1,0) =1+0=1
(2,1) — +(2,1) =2+1=
(2,2) — +(2,2) =2+2 =

Escribamos su tabla de sumar:

Veamos otro

1.2 Ejemplo. Consideremos el juego completo de residuos médulo 5, es
decir, los posibles residuos que se obtienen al dividir cualquier nimero entero
entre 5, el cual denotaremos con Zs = {0,1,2,3,4}. Dibuje usted las cajas.
Definamos una operacion binaria en Zs

: Z5 X Z5 — Z5
de la siguiente manera:

—~
N
[\

— (2,2

(2,3 =23=1
(3,4)— (3,4) =34 =2

Es comin oir el dicho “tan cierto como que dos y dos son cuatro”. Sin
embargo, como hemos visto en los ejemplos anteriores 2+ 2 =1, 24+ 1 = 0,
2:3 =1, 34 = 2, etc. y claramente 2 + 2 # 4. En los ejemplos anteriores
hemos considerado los conjuntos Zs y Zs a los cuales le hemos definido una
"suma" u operacién binaria. La suma usual en los nimeros naturales y enteros

— (2,

) )

(2,1)— (2,1) =21 =2
) 3)
)
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es una operacién binaria, lo mismo que la multiplicacién definida en ellos. Estas
son las operaciones binarias consideradas en el dicho. En los primeros anos de
escuela se pone un énfasis especial en uno de los muchos algoritmos para sumar
y multiplicar nimeros naturales (i.e. en el procedimiento o manera de sumarlos
y multiplicarlos). Después de varios afios se pone un especial énfasis en sumar y
multiplicar nimeros enteros y en multiplicar y dividir polinomios. En general,
cuando se "suma" hay que especificar siempre el conjunto en el cual se define la
operacion binaria.

También es comuin oir el dicho "el orden de los factores no altera el producto".
iSerd esto siempre cierto?

1.3 Ejemplo. Consideremos el conjunto Az de los movimientos rigidos de
un tridngulo equildtero con vértices A, B, C, es decir, las rotaciones sobre el
baricentro de 0°, 120° y 240° y las reflexiones sobre las medianas. Denotemos
éstos movimientos rigidos de la siguiente manera:

0 = [ABC/ABC),1 = [ABC/BCA|,2 = [ABC/CAB]

3 = [ABC/ACB),4 = [ABC/CBA|,5 = [ABC/BAC]

Los elementos 0,1 y 2 corresponden a las rotaciones. Los elementos 3,4 y 5
corresponden a las reflexiones. Definamos una operacién binaria o en Ag:

o Ag X A3—>A3

(z,y)— o (z,y) =zoy

Calculemos:
[ABC/BCA] o [ABC/BC’A] = [ABC’/CAB]
esto es
(1, 1)—>0(1, 1) =1lol =2.
[ABC/CAB]o [ABC/ACB] = [ABC/BAC]
esto es
(2,3)—>o (2,3) =203 =35.
[ABC’/AC’B] o [ABC’/CAB] = [ABC/C’BA]
esto es

(3.2)—0(3,2) =302 =4.

Observe que
203 #302.

Ahorasi, (24+2=4y203=3027
El concepto de operacién binaria o ley de composicién es uno de los mads

antiguos de la Matemaética y se remonta a los antiguos egipcios y babilonios
quienes ya posefan métodos para calcular sumas y multiplicaciones de nimeros
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naturales positivos y de nimeros racionales positivos (téngase en cuenta que no
posefan el sistema de numeracién que nosotros usamos). Sin embargo, al paso del
tiempo, los matematicos se dieron cuenta que lo importante no eran las tablas de
sumar o multiplicar de ciertos "ndmeros" sino el conjunto y su operacién binaria
definida en él. Esto, junto con ciertas propiedades que satisfacian dieron lugar
al concepto fundamental llamado grupo.

Es asi que, de manera informal que posteriormente precisaremos, diremos
que un grupo es un conjunto no vacio G junto con una operacién binaria f :
G xG—G@, denotado (G, f) la cual cumple con ser asociativa, poseer elemento de
identidad e inversos. La imagen de (x,y) en G la denotamos (z,y) — f(z,y).
Por abuso o conveniencia de notacién denotamos f(z,y) como zfy y se llama
composicién de z y y.

Es fécil comprobar (ver los Problemas abajo) que los conjuntos Zs, Zs y As
con su operacion binaria respectiva, poseen la estructura de grupo. Como se
puede ver en el caso de (Ags, o), el concepto de grupo esta estrechamente ligado
con el concepto de simetria. Los ejemplos anteriores muestran algunos conjuntos
que poseen una estructura de grupo y lo variantes estos pueden ser.

Podemos definir funciones f : G — G, g: G2 =GxG — G, h: GxGxG —
G o bien j: G" = G X ... x G — G dando asf lugar a operaciones unarias,
binarias, ternarias o n arias. La operacién nula es una funcién i : {e} — G.

Una estructura algebraica o sistema algebraico es un conjunto C' junto
con una o mds operaciones n arias definidas en C' las cuales podrian satisfacer
ciertas axiomas o propiedades. En la siguiente seccién definiremos algunas.

1.4 Definicién. Considere H un subconjunto de un grupo (G, o). Diremos
que H es estable o cerrado con respecto a la operacién binaria o si xoy € H,
para cualesquiera elementos x,y € H. Obsérvese que la restriccién de o a un
subconjunto estable o cerrado H proporciona una operacién binaria para H
llamada operacién binaria inducida.

Problemas

1.1 Haga una tabla que represente la multiplicacién de todos los elementos
de Z3.

1.2 Construya una tabla que represente la suma de todos los elementos de
Zs.

1.3 Construya una tabla que represente la multiplicacién de todos los ele-
mentos de Zs.

1.4 Compruebe que Az con la operacién binaria definida en el Ejemplo 1.3
€s un grupo.
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1.5 Sea X3 el conjunto de las permutaciones de 1,2, 3. Calcule el niimero de
elementos de X3. Defina una operacién binaria en X3 y construya su tabla.

1.6 Sea 3, el conjunto de las permutaciones de un conjunto con n elementos.
Calcule el nimero de elementos de X,,.

1.7 Construya una tabla que represente la suma de todos los elementos de
Zg y compdrela con las tablas de 33 y Az. Observe que las tablas de X3 y
Ajz son la misma salvo por el orden y el nombre de los elementos. Compruebe
que éstos dos tltimos son grupos y establezca una funcién biyectiva entre sus
elementos. Observe que la tabla de Zg le permite comprobar que es un grupo,
pero que su tabla es totalmente diferente a las otras dos.
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1.2 Estructuras Algebraicas

En esta seccién definiremos varias estructuras algebraicas algunas de las
cuales ya han sido implicitamente estudiadas. Tiene como finalidad la de pre-
sentar un breve panorama de algunas de las estructuras algebraicas (no
el del estudio propio de la categoria de grupos) y asi situar al lector en una
mejor posiciéon para comprender los objetos de estudio de la Teoria de Grupos.
Supondremos que el lector ya conoce los fundamentos del Algebra Lineal como
en (L12) y utilizaremos la notacién que ahi se expone.

Sea (V,+, ) un espacio vectorial sobre un campo K tal como se definié en
Algebra Lineal. Si quitamos la multiplicacién escalar 1 nos quedaremos con un
conjunto con una operacién binaria + que cumple las cuatro axiomas usuales.
Entonces diremos que (V, +) es un grupo conmutativo bajo +. Formalmente,
con esta notacién y en este contexto (en la préxima seccién daremos otra
versién de la definicién de grupo més general) repetimos, para ligarla con el
estudio de espacios vectoriales, la definicién de grupo introducida en la seccién
anterior:

2.1 Definicién. Un grupo es una pareja (G,+) donde G es un conjunto
no vacio y

+:GxG— G

es una operacién binaria
(u,v) — +(u,v)

donde, por conveniencia o abuso de notacién se escribe
+(u,v) =u+v

tal que

(1) (- (1, ), w) = + (11, + (v, w)), s decir, (u+v) +w = u+ (v +w)

(ii) existe un elemento O € G, llamado elemento de identidad, tal que
+(v,0)=v+0=vw

(iii) para cada v € G existe un elemento, llamado inverso, denotado con
—uv, tal que +(v,—v) = v+ (—v) = O.

Diremos que el grupo es conmutativo si ademds satisface
(iv) +(u,v) = +(v,u) es decir, u+v = v + u.

Si en la definicién anterior consideramos un conjunto F con una operacién
binaria + sin que cumpla alguna condicién, decimos que (E,+) es un magma
(o grupoide).
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Si en la definicién anterior consideramos un conjunto S con una operacién
binaria + que cumpla (i) diremos que (S,4) es un semigrupo.

También, si en la definicién 2.1 consideramos un conjunto M con una op-
eracién binaria + que cumpla (i) y (ii) diremos que (M, +) es un monoide.

2.2 Ejemplo. El conjunto N de los nimeros naturales con la suma usual es
un semigrupo pero no un monoide pues no tiene elemento de identidad. (Z,+) y
(Zy,+) (con n € N) son monoides conmutativos bajo la “suma” y (N,-),(Z,-)y
(Zy, ) son monoides “multiplicativos”.

2.3 Ejemplo. El lector podréd comprobar que (Z,+), (nZ,+), n € Z,
(Qa +>a (Q* =Q- {O}a ')a (R7+)7 (R* =R- {O}a ')a ((Ca"_)v ((C* =C-— {O}a ')a
(Zn,+), (Ag,0), (33,0), (X,,0), (M,K,+), donde M, K denota las matrices
cuadradas de n X n con coeficientes en un campo K, (GL,K,+) y (GL,K,-),
donde GL, K denota las matrices cuadradas invertibles de n x n (n € N) con
coeficientes en un campo K, son grupos (con las operaciones binarias usuales
en cada uno de ellos).

Recordemos que podemos denotar la operacién binaria en un conjunto con
cualquier simbolo, por ejemplo, +, *,0,0,x, 0, e, A, etc.lo cual haremos en ade-
lante. Diremos que el orden de un grupo (G, -) es el nimero de elementos del
conjunto G y lo denotaremos con o(G) o bien con | G | indistintamente. Asf,
varias formas de escribir esto son: (Z,,, +) tiene orden n, o(Ag,0) =6, | X3 |= 6,
o(X,) =nl. Si| G| es infinito (finito) diremos que G es infinito (finito). Asi, Z
es (constituye un grupo) infinito (bajo la suma usual).

Para relacionar dos grupos es necesario definir una funcién que preserve la
estructura de grupo.

2.4 Definicién. Sean (G,¢) y (G, *) dos grupos. Un homomorfismo de
grupos es una funcién f: G — G’ tal que f(uov) = f(u) x f(v).

Ahora, recordemos la definicién de accién y definamos el concepto de grupo
con operadores:

2.5 Definicién. Sean 2 y A dos conjuntos. Una accién de €2 en A es una
funcién de €2 X A en el conjunto A.

2.6 Definicién. Sea € un conjunto. Un grupo (G,-) junto con una accién
de Qen (G,")
0:OxG — G

(o, ) — ola,zr) =aox ="

que sea distributiva con respecto a la ley de composicién de (G,-) se llama
grupo con operadores en ().
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La ley distributiva puede expresarse como

o, &

(zy)* = 2%y

(o, xy) = o, 2y) = ao (vy) = (a0 x)(a0y).

2.7 Observacién. En un grupo G con operadores en (), cada elemento
de Q (llamado operador) define un endomorfismo (i.e.un homomorfismo de
G — @) del grupo G. Consideremos 2 = Z y para x € G, n € Z definamos

0:ZxG — G

(n,z) — mnox=2a"

Si G es abeliano, tenemos que

n

n(zy) = (zy)" = 2"y" = (nx)(ny)

Luego, todo grupo abeliano G puede verse como un grupo con operadores en Z.

2.8 Definicién. Un anillo es una terna (A, +,-) donde A es un conjunto,
+ y - son operaciones binarias tales que

(i) (A,+) es un grupo conmutativo

(ii) (A,-) es un semigrupo

(iil) u(v + w) = wv +vw y (v + v)w = vw + vw

El lector podré comprobar que (Z,+, ), (Zn,+,),(Q,+, ), (R, +,-),
(M, K,+,-), (K,+,),(K[z],+,), (C,+,-) son anillos.

Si un anillo (A, +, -) satisface
(iv) (A, ) es un semigrupo conmutativo, entonces (A, +, -) se llamard anillo
conmutativo.

Si (A, -) es un monoide, diremos que (A, +, ) es un anillo con identidad o
con uno.

Recuerde que si el producto de dos elementos distintos de cero de un anillo
A es el elemento cero del anillo, entonces esos dos elementos se dice que son
divisores de cero. Si el anillo (A, +,+) con 1 # 0 no posee divisores de cero, se
llamard dominio entero. Si un dominio entero posee un inverso multiplicativo
para cada elemento no nulo, se dice que es un anillo con divisién.

Finalmente, un campo es un anillo conmutativo con division.
., Coémo se relacionan dos anillos? Mediante funciones que preserven la es-

tructura de anillos. Si (A,¢,x) y (A]+,-) son anillos, un homomorfismo de
anillos es una funcién que es un homomorfismo del grupo conmutativo de A en
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el grupo conmutativo de A"y que también es un homomorfismo del semigrupo
de A en el semigrupo de A es decir,

fluov) = f(u)+ f(v) y fluxv) = f(u) f(v).

Si en la definicién de espacio vectorial consideramos un anillo (A, +, ) con-
mutativo con 1 en lugar de un campo K, obtendremos una estructura alge-
braica llamada A-mdédulo (izquierdo). Entonces, como caso particular de los
A-moédulos estan los K-maédulos, i.e. los espacios vectoriales sobre un campo K.

Muchos de los resultados para los espacios vectoriales son védlidos para los
A-moédulos, basta tomar K = A un anillo conmutativo con 1. En particular,
relacionamos dos A-mdédulos mediante un homomorfismo de A-mdédulos. Los
A-médulos son generalizaciones de los conceptos de grupo conmutativo y de
espacio vectorial, y son los objetos de estudio del Algebra Homolégica (véase
Ll1). Imitando a los espacios vectoriales, si un A-médulo posee una base, lo
llamaremos A-mdédulo libre. No todo A-mdédulo posee base, es decir, no todo
A-moédulo es libre, pero todo espacio vectorial o K-mddulo es libre, es decir,
sf posee una base. Diremos que un A-médulo es proyectivo si es sumando
directo de un libre y que es finitamente generado si posee un conjunto finito
de generadores.

Un dlgebra sobre A (A un anillo conmutativo con uno) es un conjunto A que
simultdneamente es un anillo y un A-médulo. Es decir, un élgebra (4, +, p, )
es un A-moédulo con otra operacién binaria, llamada multiplicacién con una
condicién extra que hace compatibles las operaciones binarias y multiplicacién
escalar, la cual es la siguiente:

(Au+ Nv)w = Auw) + X (vw)

w(Au + AN'v) = Mwu) + X' (wv)  para \, N € Aju,v,w € A

En particular se tiene que (Au)v = A(uv) = u(Av) y por lo tanto Auv es un
elemento bien definido de A. Dejamos al lector proporcionar la definicién de
homomorfismo de dlgebras asi como percatarse de varios ejemplos de dlgebras
ya conocidos introducidos implicitamente.

Si se imponen condiciones en la multiplicacion de un dlgebra se obtienen
dlgebras conmutativas, dlgebras asociativas, dlgebras con uno.

Un élgebra asociativa con uno tal que todo elemento diferente de cero sea
invertible se llama dlgebra con division.

2.9 Ejemplo. (M,K,+,-,u), donde M, K denota las matrices cuadradas
de n X n con coeficientes en un campo K (u denota la multiplicacién escalar)
es un algebra al igual que (K, +,-,u) v (K[z],+,-, p).

Definimos un dlgebra graduada como una sucesién A = (Ag, A1, Aa, ...)
de dlgebras A;, una para cada indice i € N.
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Para quienes han estudiado, dentro de un curso elemental de Algebra Lineal,
el Algebra Multilineal (como en Ll12), recordarén los siguientes conceptos que
no son requisitos para este texto.

2.10 Ejemplo. Sea T*(V) = @*V =V ® --- ®k V el producto tensorial
de un espacio vectorial V sobre un campo K, k veces. Llamaremos a T*(V)
espacio tensorial de grado k de V. Si definimos una multiplicacién

2 TFV x T'W — T*HY mediante

(U ®..QUE) (M®..QU)=U Q... QUL RV ® ... By

tenemos un 4lgebra graduada (donde definimos 7°V = K y T'V = V) TV =
(K,V,T?V, T3V, T*V,...) llamada dlgebra tensorial de V.

2.11 Ejemplo. Sea /\k V =V A...AV el producto exterior de un espacio
vectorial V' sobre un campo K, k veces. Consideremos la multiplicacién exterior

definida por
k1

NKVxAVHAV

Entonces tenemos un dlgebra graduada

/\V=(K,M/2\M/3\M--->

llamada dlgebra exterior o dlgebra de Grassmann de V.
Problemas

2.1 Compruebe que los conjuntos con sus operaciones binarias respectivas
en el Ejemplo 2.2 son efectivamente monoides.

2.2 Compruebe que los conjuntos con sus operaciones binarias respectivas
en el Ejemplo 2.3 son efectivamente grupos.

2.3 Compruebe que los conjuntos con sus operaciones binarias respectivas
en el Ejemplo 2.9 son efectivamente dlgebras.

2.4 Compruebe que los nimeros complejos bajo la multiplicacién forman un
monoide.
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.3 Propiedades Elementales

En esta seccién presentaremos algunas propiedades elementales de los gru-
pos. Como se ha explicado anteriormente en general, ahora en particular apli-
cado a la Teoria de Grupos, siempre que se pruebe alguna propiedad para un
conjunto con una operacién binaria que satisfaga los axiomas de grupo, de in-
mediato, esa propiedad es vilida para todos esos conjuntos que satisfagan las
axiomas de grupo.

Consideremos un grupo (G,-). Si 2 y y son elementos de G, denotaremos
x - y simplemente como xy para simplificar la notaciéon. Sea e el elemento de
identidad de G. Con esta notacién, la definicién generalizada de grupo que
prometimos en la seccién anterior es:

Un grupo es una pareja (G, -) donde G es un conjunto no vacio y
2 GE@xG—G
es una operacién binaria
(Z’, y) — ‘(Z’, y)

donde, por abuso o conveniencia de notacién se escribe

(z,y)=2-y=u1y

tal que
(i) (zy)z = z(yz); z,y,2 € G.
(ii) existe un elemento e € G tal que ey = y, para toda y € G.
(iii) para cada y € G existe un elemento, denotado y~!, tal que (y~ ')y = e.

Diremos que el grupo es conmutativo o abeliano si ademds satisface
(iv) zy = yx, para toda =,y € G, es decir, si su operacién binaria es conmu-
tativa.

Si el grupo es abeliano, se acostumbra denotar su operacién binaria con el
signo +.

Podemos ver el concepto de grupo como un caso especial del de grupos con
operadores en & (con accién, la unica posible de @ en G).

El elemento e lo llamaremos elemento de identidad izquierdo o simple-
mente identidad izquierda de z y y~'lo llamaremos inverso izquierdo de y.
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De manera anéloga se tiene el elemento de identidad derecho y el inverso
derecho. Cuando es clara la notaciéon de la operaciéon binaria, con frecuencia
se omite y simplemente se designa un grupo (G, -) con G.

Veamos a continuacién que en nuestra definicién de grupo, el pedir que se
tenga elemento de identidad por la izquierda e inverso izquierdo implica que se
tiene también identidad e inverso derechos.

3.1 Proposicién. En un grupo (G, -), si un elemento es inverso izquierdo
entonces es inverso derecho. Si e es identidad izquierda, entonces es identidad
derecha.

Demostracién. Considere z~'x = e para cualquier elemento x € G. Con-
sidere el elemento inverso izquierdo del elemento 2!, es decir (x71) 1z~ ! =e.
Luego

1

zrt=e(zz ) = (@) e (@) = () ez =) e =e.
Asf que 2! es inverso derecho de x. Ahora, para cualquier elemento x, considere
las igualdades

rve=z(r 'z) = (za ' )r=cx = 2.

Luego e es identidad derecha.4

Diremos que e es el elemento de identidad de un grupo G si e es elemento
de identidad izquierdo o derecho y hablaremos del inverso de un elemento si
existe su inverso izquierdo o derecho.

A continuacién veamos algunas propiedades elementales:

3.2 Proposicién. El elemento de identidad e de un grupo G es tnico.
Demostracion. Sea ¢’ otro elemento de identidad tal que €’e = e. Como e
es también identidad, entonces e’e = ¢’. Luego e = €. 4

3.3 Proposicién. Si en un grupo G se tiene que xy = zz, entonces y = z.
También, si yr = zz, entonces y = z.

Demostracién. Si xy = xz, entonces z~(zy) = 271 (z2). Por la asocia-
tividad, (x~'z)y = (z7'x)z. Luego, ey = ez y finalmente y = z. De manera
semejante se prueba que si yr = zx, entonces y = 2.4

3.4 Proposicién. En un grupo cualquiera, el inverso de cualquier elemento
de un grupo es tnico.

Demostracién. Sea z’ otro inverso del elemento x. Luego, 2’z = e. Tam-
bién x~'x = e. Luego, 2’z = 2~ 'z = e. Por la proposicién anterior, '’ = = 1.4

3.5 Proposicién. En un grupo cualquiera G, si z,y € G, las ecuaciones
ra =1y y bx =y tienen solucién unica en G.
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Demostracién. Puesto que x(x7'y) = (2~ ')y = ey = y. Luego, a =
'y es una solucién de za = y. Supongamos que hay dos soluciones, za =y y
xa = y. Entonces xa = xd, luego a = a. Andlogamente para el otro caso.¢

3.6 Proposicién. En un grupo G, se tiene, para cualesquiera elementos
z,y de G

(zy) ' =y a7
Demostracion. Como
(@y)(y 'z = a(yy =z =e
e @y = y e ay=yly=c

luego, (zy) ! =y lz 1.4

Recordemos la definicién de homomorfismo de grupos de la seccién anterior
con la notacién siguiente:. Sean (G, +)y (G, -) dos grupos. Un homomorfismo
de grupos es una funcién f: G — G’ tal que f(u+v) = f(u) - f(v).

Veamos algunos ejemplos.

3.7 Ejemplo. Sea G = R? y G’ = R con la suma usual. Definamos
f: G — G’ mediante la regla f(x,y,z) = 8z — 4y + 4z. Veamos que f es un
homomorfismo. Como

F((w1,y1,21) + (22,92, 22)) = f(w1 4+ 22,91 + y2, 21 + 22)
= 8(w1+m) -4y +y2)+4(z1+22)y
f@r,y1,21) + f(22,92,22) = (8x1, —4y1 +421) + (8wa — 4yo + 422),

f es un homomorfismo.

3.8 Proposicién. Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. Si e es el
elemento de identidad de G entonces f(e) = €’ es el elemento de identidad de
G

Demostracién. Considere ¢’ f(x) = f(z) = f(ex) = f(e)f(x). Multiplican-
do ambos lados por el inverso de f(z)obtenemos e’ f(x)f(z)~! = f(e) f(z)f(x)~t.
Luego ¢/ =e€'e’ = f(e)e = f(e). Asi que €/ = f(e).4

3.9 Ejemplo. Sea G = G’ = R?. Definamos f : G — G’ mediante f(z,y)
= (x+8,y+2). Como f(0,0) = (8,2) # (0,0), f no es homomorfismo pues
todo homomorfismo de grupos envia el elemento de identidad del dominio en el
elemento de identidad del codominio.

3.10 Proposicién. La composicién de dos homomorfismos de grupos es un
homomorfismo de grupos.
Demostracién. Sean f: G’ — Gy g : G — G” homomorfismos de grupos.

Luego (9o f)(z +y) = 9(f(z +y)) = 9(f(2) + f(v)) = 9(f(2)) +9(f(y)) =
(go f)(x)+ (go f)(y). Por lo tanto (go f) es un homomorfismo.4
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3.11 Definicién. Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. Diremos

que f es un isomorfismo, y escribiremos f : G = @' si existe un homomorfismo
g:G@ —Gtalquego f=1gy fog=1g.

Es fdcil comprobar (Problema 3.13) que, si g existe, estd determinada en
forma tnica; la denotaremos con f~! y se llama inverso de f. Asi, f: G — G’
es isomorfismo si, y sélo si, es biyectiva. Diremos que dos grupos G y G’ son

isomorfos si existe un isomorfismo f : G — G’ y escribiremos G = G'.

3.12 Definicién. Sea [ : G — G’ un homomorfismo de grupos. El nicleo
de f, denotado ker f, es el conjunto de todos los elementos x € G tales que
f(z) = € donde €’ denota la identidad de G’. La imagen de f, denotada im f,
es el conjunto de f(x) con x € G.

Si en la definicién de homomorfismo se tiene que ker f = {e} diremos que f
es un monomorfismo y lo denotamos f : G — G’; si im f = G’ diremos que
f es un epimorfismo y lo denotamos f: G — G’ y si f es tal que ker f = {e}
e im f = G’ entonces diremos que f es un isomorfismo. Dicho de otra man-
era, f es un monomorfismo cuando es inyectiva; es un epimorfismo cuando es
suprayectiva y es un isomorfismo cuando es biyectiva (Problema 3.13). Lla-
maremos endomorfismo a un homomorfismo f : G — G y diremos que es
automorfismo si dicha f es biyectiva.

3.13 Proposicién. Sean f: G' — G, g: G — G” dos homomorfismos de
grupos y h = go f la composicién. Entonces, (i) si h es monomorfismo, f es
monomorfismo, y (ii) si h es epimorfismo, g es epimorfismo.

Demostracién. (i) Supongamos que h es monomorfismo. Si f(z) = f(y)
luego h(z) = g(f(z)) = g(f(y)) = h(y). Como h es monomorfismo, x = y. Por
lo tanto, f es monomorfismo. (ii) Supongamos que h es epimorfismo. Entonces
h(G") = G". Luego, G" = h(G') = g(f(G")) C g(G) ¢ G”. Por lo tanto,
9(G)=G".¢

Diremos que un homomorfismo f: G — G’ es trivial si f(z) = €’ para todo
x € G. Es decir, im f = {e’}. Si f es trivial, lo denotaremos con O (véase el
Problema 3.9). Asf que, f = O si, y sélo si, ker f = G.

A continuacién nos preguntamos acerca de los subconjuntos de un grupo que
son, a la vez, grupos.

3.14 Definicién. Diremos que un subconjunto H de (G, -) es un subrupo
de G si H es un grupo estable o cerrado bajo la operacién binaria inducida. Lo
denotaremos H < G.

Veamos un resultado que proporciona una manera de comprobar si un sub-
conjunto de un grupo es un subgrupo de él.
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3.15 Proposicién. Un subconjunto H de (G, -) es un subrupo de G si, y
sélo si, se satisfacen las siguientes tres condiciones:
(i) H es estable o cerrado bajo -.
(ii) el elemento de identidad e de G estd en H.
(iii) si = € H, entonces x~! € H.
Demostracion. Véase el Problema 3.4.4

3.16 Ejemplo. (Z,+) es subgrupo de (R,+). (QT,-) es un subgrupo de
(R*,-). También, (Q,+) es un subgrupo de (R,+), (R,+) es un subgrupo de
(C,+) y (2Z,+) es un subgrupo de (Z,+).

3.17 Ejemplo. Sea (G,-) un grupo. Tanto G como {e} son subgrupos
de (G,-), llamados subgrupos impropios. Los demds subgrupos se llaman
propios. El subgrupo {e} se llama subgrupo trivial y se acostumbra de-
notar, por abuso, simplemente como e donde e puede denotarse como 0 o 1 o
cualquier otra notacién que denota el elemento de identidad del grupo que se
estd considerando.

3.18 Proposicién. La interseccién de subgrupos de G es un subgrupo de
G.

Demostracién. Sea {H,;};c; una coleccién de subgrupos de G indizada
por un conjunto de indices I. Tomemos z,y € N;H;. Como N;H; C H; para
cualquier i, tenemos que z,y € H;. Como H; es subgrupo de G, x+y € H;, e €
H;, x~' € H; para toda i € I. Por lo tanto, z +vy € NH;,e € NH;,z~ ' € NH;.4

3.19 Proposicién. Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. Entonces,
si H es un subgrupo de G, f(H) es un subgrupo de G’ y si H'es un subgrupo
de G', f~Y(H') es un subgrupo de G.

Demostracién. Veamos que f(H) = {f(x) | x € H} es un subgrupo de G.
Sean v, w € f(H), luego, existen z,y € H tales que f(z) = v, f(y) = w. Como
H es subgrupo de G, x +y € H. Como f es homomorfismo, f(e) =€’ € f(H),
vt+w = f(x)+ f(y) = f(z+y) € f(H). Siz € H entonces f(z) € f(H). Por ser
H subgrupo de G, x~! € H. Luego (Problema 3.18) f(z~1) = f(z)~! € f(H).
Por lo tanto, f(H) es un subgrupo de G’.

Ahora, veamos que f~1(H') = {z € G|f(x) € H'} es un subgrupo de G.
Sean x,y € f~1(H'), entonces f(z)y f(y) estén en H'. Como H' es un subgrupo
de G’ y f es homomorfismo, f(z +y) = f(x)+ f(y) € H' y f(e) =€ € H'.
También, dado f(z) € H', como f(z)~! = f(z71), f(z)~' € H'. Asi f~1(H')
es un subgrupo de G.4

Observe que en la Proposicién anterior, la imagen inversa es un subgrupo del
dominio aunque no exista una funcién inversa f~! para f. La imagen inversa
de {e'} es el nicleo de f y la imagen inversa de cualquier subgrupo contiene al
nicleo de f.

3.20 Corolario. Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. Entonces
im [ es un subgrupo de G’ y ker f es un subgrupo de G.
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Demostracién. Inmediata de la proposicién anterior tomando H = G y
H =¢.¢

Denotemos con Hom(X,Y") el conjunto de homomorfismos del grupo abeliano
X en el grupo abeliano Y. Sean f,g: X — Y homomorfismos de grupos
abelianos y definamos f + g: X — Y mediante (f + g)(z) = f(z) + g(x).
Es fécil comprobar que esta definicién hace de Hom(X,Y") un grupo abeliano,
(Problema 3.21).

Sea 9: Y’ — Y un homomorfismo de grupos abelianos y (X N Y’) un
elemento de Hom(X,Y’). Asociemos a f un homomorfismo (X -2 Y) €
Hom(X,Y) mediante una funcién

¥, = Hom(X,v): Hom(X,Y') — Hom(X,Y)

dada por ¥, (f) = v o f. Entonces ¢, es un homomorfismo de grupos abelianos
(Problema 3.22), llamado homomorfismo inducido por .

Sea ¢: X’ — X un homomorfismo de grupos abelianos y (X 2 Y) €
Hom(X,Y). Asociemos a g un homomorfismo (X’ N Y) € Hom(X',Y)
mediante una funcién

0" = Hom(p,Y): Hom(X,Y) — (X',Y)

dada por ¢*(g) = g o p. Entonces ¢* es un homomorfismo de grupos abelianos
(Problema 3.23), llamado homomorfismo inducido por ¢.

Sean ¢: Y’ — Y y 4¢': Y — Y homomorfismos de grupos abelianos
y X un grupo abeliano. Si ly:Y — Y es la identidad, entonces 1y, :
Hom(X,Y) — Hom(X,Y) es la identidad de Hom(X,Y), y (¢’ o ¢), =
Y, o1p,. (Problema 3.24). Esto lo podemos visualizar en el siguiente diagrama:

x-L v) € Hom(X,Y")

H l ¢ ly l ¢* ly,
x-L v) e Hom(X,Y) Vo,
Ly Ll

[
(X v") € Hom(X,Y")

Sean p: X' — X y ¢': X — X" homomorfismos de grupos abelianos y Y’
un grupo abeliano. Silx: X — X eslaidentidad, entonces 1% : Hom(X,Y) —
Hom(X,Y) es la identidad de Hom(X,Y), y (¢’ o 9)* = ¢* 0 ¢’*. (Problema
3.25). Esto lo podemos visualizar en el siguiente diagrama:

x4 v) € Hom(X'Y)

1x l QO H T QO* 1}
xL v) e Hom(X,Y) (¢ 0 p)*
Y | T¢™

(X" ¥) € Hom(X")Y)
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Problemas.

3.1 Establezca la definicién de grupo conmutativo escrito “aditivamente”,
asi como las propiedades elementales arriba expuestas.

3.2 Pruebe que (z7 1) ' =2 yquee ! =e.

3.3 Pruebe que si 2y = yz en un grupo G entonces (zy)" = z"y".

3.4 Pruebe la Proposicién 3.15.

3.5 Muestre que hay dos grupos que tienen 4 elementos, escriba sus tablas,
encuentre sus subgrupos y su red de subgrupos. Uno es Zy y el otro se conoce
como el grupo 4 de Klein denotado con la letra V.

3.6 Compruebe las afirmaciones del Ejemplo 3.16.

3.7 El grupo de simetrias de un poligono regular de n lados se llama grupo
diedro de grado n, denotado D,,. Escriba las tablas de multiplicar de D3 y Dj.
Determine el orden de D,,.

3.8 Sea G = G’ = K™ donde K es denota un campo. Pruebe que f: G — G’
dado por f(uq,...,u,) = (ug,uz,...,u,—1,0) es un homomorfismo.

3.9 Sea G un grupo. Pruebe que la funcién 1lg: G — G y la funcién
O¢: G — @G dadas por 1lg(z) = ¢y Og(z) = O para toda = € G, son ho-
momorfismos. 1g se llama homomorfismo identidad de G y O¢g se llama
homomorfismo trivial.

3.10 Compruebe cuales funciones son homomorfismos y cuales no lo son:

(i) f: K™ — K™, f(xz) = Az donde A es una matriz de m x n con elementos
en el campo K.

(i) /1 K2 — K2, f(z,y) =

(i) f: K — K, (2., 2) = (~2,2,9)

(iv) f: K2 = K2 fla,y) = (0, 2)

(v) f: K5 — K%, f(u,v,2,y,2) = (2uy, 3xz,0,4u)

(vi) f: K% = K, f(2,,2) = (3 + 2,9+ 2,2+ 2)

(4y,0)

3.11 Establezca, si es posible, homomorfismos no triviales en los siguientes
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(Vi) 22 X Z2 — Z2
(Vll) Z4 — ZQ X ZQ

3.12 Denotemos con Hom(G, G") el conjunto de homomorfismos del grupo G
en el grupo abeliano G'. Defina f+g: G — G’ mediante (f+g)(x) = f(z)+g(z),
x € G. Pruebe que (Hom(G,G’),+) es un grupo.

3.13 Pruebe que si f : G — G’ es un isomorfismo de grupos como en la
Definicién 3.11, g estd determinada en forma tunica y que f es isomorfismo si, y
sélo si es biyectiva.

3.14 Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos biyectivo. Pruebe que la
funcién inversa f~! : G’ — G es también un homomorfismo.

3.15 Pruebe, sin utilizar la Proposicién 3.19, la afirmacién del Corolario
3.20.

3.16 Demuestre que un homomorfismo de grupos f: G — G’ es inyectivo si,
y sélo si, ker f = {e}.

3.17 En un grupo G pruebe que si un elemento z es idempotente (z -z = x)
entonces © = e, donde e es el elemento de identidad de G. Utilice esto para pro-
bar que bajo un homomorfismo de grupos, el elemento de identidad del dominio
es enviado bajo el homomorfismo al elemento de identidad del codominio.

3.18 Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. Pruebe que si z € G
entonces f(x~!) = f(x)~L.

3.19 Sean X,Y y G grupos abelianos. Diremos que f: X XY — G es
una funcion biaditiva, si f(z +2,y) = f(@1,9) + f(e2.y) y fl@,y1 + ) =
f(z,y1) + f(x,y2) para z, 21,22 € X, y,y1,y2 € Y. Pruebe que

(i) f(Az,y) = Mf(z,y) = f(x,\y) paratodaz € X,y €Y)y A € Z.

(ii) f nunca es inyectiva a menos que X =Y = 0.

3.20 Pruebe que el grupo (Z[x], +) es isomorfo al grupo (Q,-).

3.21 Considere Hom(X,Y) el conjunto de homomorfismos del grupo abeliano
X en el grupo abeliano Y. Sean f,g: X — Y homomorfismos de grupos
abelianos y definamos f 4+ g: X — Y mediante (f + g)(z) = f(z) + g(x).
Pruebe que esta definicién hace de Hom(X,Y') un grupo abeliano.

3.22 Sea ¢: Y/ — Y un homomorfismo de grupos abelianos y (X 7, Y")

un elemento de Hom(X,Y"’). Asociemos a f un homomorfismo (X % Y) €
Hom(X,Y) mediante una funcién

Y, = Hom(X,v): Hom(X,Y') — Hom(X,Y)
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dada por ¢, (f) = wof. Pruebe que ¥, es un homomorfismo de grupos abelianos.

3.23 Sea ¢: X’ — X un homomorfismo de grupos abelianos y (X —Z»
Y) e Hom(X,Y). Asociemos a g un homomorfismo (X’ L, Y)e Hom(X',Y)

mediante una funcién
0" = Hom(p,Y): Hom(X,Y) — (X',Y)
dada por ¢*(g) = goy. Pruebe que ¢* es un homomorfismo de grupos abelianos.

3.24 Sean¢: Y — Y y¢': Y — Y” homomorfismos de grupos abelianos
y X un grupo abeliano. Pruebe que si 1y: Y — Y es la identidad, entonces
ly, : Hom(X,Y) — Hom(X,Y) es la identidad de Hom(X,Y), y (¢’ 09), =
P, o,

3.25 Sean p: X' — Xy ¢': X — X" homomorfismos de grupos abelianos
v Y un grupo abeliano. Pruebe que si 1x: X — X es la identidad, entonces
1%: Hom(X,Y) — Hom(X,Y) es la identidad de Hom(X,Y), y (¢’ o p)* =
S0* o (p/*.
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.4 Grupos Ciclicos

Consideremos un grupo multiplicativo (G, -) y las potencias de un elemento
fijo z € G, es decir, {z" | n € Z} donde definimos z° = e.

4.1 Proposicién. El conjunto {z" | n € Z} denotado (z) es un subgrupo
de G.

Demostracién. Como z'z? = 21/, el producto de dos elementos del
conjunto estd en el conjunto y por lo tanto (z) es cerrado. Como 20 = e,

e € (z). Finalmente, para ™, consideremos z~". Luego, 2"z~ " = e.4

4.2 Definicién. El subgrupo (z) lo llamaremos subgrupo ciclico de G
generado por uno de sus elementos z y diremos que z es un generador de (z).
Si (z) = G diremos que G es un grupo ciclico generado por .

Si para el subgrupo (z) no existe un ndmero natural n tal que =™ = e
decimos que (z) es ciclico infinito. Si n es el natural méds pequeno tal que
a™ = e, entonces (x) consiste de los elementos 2" 1 ..zl e = 2" vy en este caso

decimos que (x) es un grupo ciclico de orden n.

4.3 Ejemplo. Z y Z,, son grupos ciclicos, el primero infinito, y el segundo
finito. También, 3Z = (3) y en general, nZ = (n) son grupos ciclicos infinitos
n € N. Observe que (8) = 8Z <(4) = 4Z <(2) = 2Z.

4.4 Ejemplo. (1) = (3) =24, (1) =(-1) =Z.

4.5 Proposicién. Si G es un grupo ciclico, entonces es conmutativo o
abeliano.

Demostracién. Sea (z) = G. Entonces z™z" = ™" = g™ = g z™.
Luego, G es conmutativo o abeliano.¢

4.6 Definicién. Sea G cualquier grupo y = un elemento de G. Sea 7 el
nimero natural méas pequeno tal que z” = e, entonces decimos que = es de
orden r. Si no existe un nimero natural r tal que z” = e, decimos que x es de
orden infinito.

Cuando consideremos grupos no abelianos utilizaremos la notacién multi-
plicativa y cuando los grupos sean abelianos utilizaremos la notacién aditiva,
aunque por costumbre se usaré la notaciéon multiplicativa para los grupos ciclicos
(los cuales son abelianos).



28 Capitulo T

Tenemos las siguientes propiedades (conocidas como las leyes de los expo-
nentes) en notacién multiplicativa

™ = $n+m (xn)m ="M T = (xn)fl
y, en notacién aditiva
nx +mz = (n+ m)x, m(nz) = (mn)zx, (—n)x = —(nx).

Si ademds, el grupo G es abeliano, se tiene

n(z +y) = nx +ny

Observe que (una vez resueltos los Problemas 4.2 y 4.3) para cada n € N
hay un grupo ciclico de orden n, (n) = nZ. Observe también que si tenemos
dos grupos ciclicos de orden n, al tomar sus generadores, podemos hacer una
correspondencia biunivoca con cada potencia del generador de manera que ten-
drfamos esencialmente un solo grupo ciclico de orden n. En otras palabras, dos
grupos ciclicos del mismo orden son isomorfos, como veremos abajo.

4.7 Teorema. Sea (G,-) un grupo ciclico infinito. Entonces la funcién
h:Z—G

dada por

n+—x"
para un elemento fijo x de G es un isomorfismo de grupos.

Demostracién. h(n +m) = ™™ = z"2™ = h(n)h(m), luego h es un
homomorfismo. Si h(n) = ™ = =™ = h(m), entonces n = m. Luego h es
inyectiva. Para cada x™ € G, el entero n va a dar a ™ bajo h. Luego h es
suprayectiva. ¢

4.8 Teorema. Todo grupo ciclico finito de orden n con generador de orden
n es isomorfo a Z,.

Demostracién. Sea G un grupo ciclico de orden n. Sea x un generador de
G tal que =™ = e. Definamos

h:Z, — G
dada por
[m] — h([m]) = 2™,
Supongamos que h([j]) = h([k]), entonces 27 = z*. Luego, /7% = e. Asi,

j—k=rnymn|j— k. Por lo tanto, [j] = [k] en Z,.O bien, supongamos que
ker h = {[j]}. Entonces h([j]) = e. Luego 2/ = e = 2°. Asfi, [j] = [0] en Z,,. Por
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lo tanto h es inyectiva. Es facil ver que h estd bien definida, es homomorfismo
y es suprayectiva, (Problema 4.5).4

4.9 Observacién. Considere un grupo ciclico generado por un elemento x
de orden n y ¢ un entero tal que n = mgq. Las distintas potencias de x, digamos

3q mq n

x4, 229, 239 ™ =" =,

forman un subgrupo ciclico de (z) de orden m.

También, si N es un subgrupo no trivial de () podemos tomar el menor
entero positivo m tal que 2™ € N. Como e = 2™ = 2™9, m | n y (z) consta de
m = n/q elementos. Finalmente, si o(G) = n, entonces 2/ es un generador de
G si, y s6lo si (n,j) = 1, (Problema 4.7).

4.10 Ejemplo. Considere (Z;2,+). Los generadores de Z12 son los elemen-
tos j tales que (12,j) =1, estoes j =1,5,7y 11. Asf, Z12 = (1) = (5) = (7) =
(11). Las posibilidades paragy men12=gmson 1y 12,2y 6,3y 4,4y 3,6
y 2, 12 y 1 respectivamente. Asi, las distintas potencias de un generador x,

2l 22 g3 ™ =12 =0

forman un subgrupo ciclico de (z) de orden m. Si tomamos z = 1 por fa-
cilidad de célculo, obtendremos las potencias de 1: Para ¢ = 1, m = 12,
{1zt 13t 112 = 112 = 0} las cuales se convierten, en notacién adi-
tivaen {1-1,2-1,3-1,...,12-1 = 0} que es precisamente (1) = Zj5. De manera
semejante, para ¢ = 2, m = 6, obtenemos {12122 132 .. 162 = 1'2 = 0} las
cuales se convierten, en notacién aditiva en {2-1,4-1,6-1,...,12-1 = 0} =
{2,4,6,8,10,0} = (2). Para ¢ = 3, m = 4, obtenemos {113,123 133 143 =
112 = 0} las cuales se convierten, en notacién aditiva en {3-1,6-1,9-1,12-1 =
0} ={3,6,9,0} = (3). Para ¢ = 4, m = 3, obtenemos {14,124 134 = 112 = 0}
las cuales se convierten, en notacién aditiva en {4-1,8-1,12-1 =0} = {4,8,0} =
(4). Para ¢ = 6, m = 2, obtenemos {16,126 = 112 = 0} las cuales se con-
vierten, en notacién aditiva en {6-1,12-1 = 0} = {6,0} = (6). Finalmente, para
q =12, m = 1, obtenemos {1'''2 = 0} la cual se convierte, en notacién aditiva
en {12-1 =0} = {0} = (0) = O. Asi, tenemos un diagrama de contencién o
red de subgrupos de Zqs:

Z12 = (1)
/ | AN
(2) | (3)
N | |
(4) | (6)
AN /

0
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Problemas.

4.1 Sea h : G — G’ un homomorfismo de grupos multiplicativos. Pruebe
que h(z™) = (h(z))™, n € Z.

4.2 Pruebe que los miltiplos de Z, nZ con n € Z, son subgrupos de Z.

4.3 Pruebe que todo subgrupo de Z es ciclico.

4.4 Pruebe que cualquier subgrupo de un grupo ciclico es ciclico. Sugerencia:
utilice el Problema 4.2 para el caso infinito y la observacién 4.9 para el caso
finito.

4.5 Complete la demostracién del Teorema 4.8.

4.6 Pruebe que solamente existen (salvo isomorfismo) un solo grupo de orden
1, 2 y 3; 2 grupos de orden 4 y 2 grupos de orden 6.

4.7 Sea G un grupo ciclico de orden n generado por z. Pruebe que 27 es un
generador de G si, y sélo si (n,7) = 1.

4.8 Encuentre los subgrupos y la red de subgrupos para (Zis,+), (Zag, +)
y (Z31,+). {Qué puede intuir para (Z,,+) con p primo?
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Capitulo 11

I1.1 Sucesiones Exactas

En esta seccién estudiaremos sucesiones finitas e infinitas de homomorfismos
RN AN B AN A

de grupos. Comenzaremos por estudiar sucesiones en las cuales el nicleo del
homomorfismo “saliente” contiene a la imagen del homomorfismo “entrante”.

1.1 Definicién. Diremos que una sucesién de grupos

fi—1 fi fit1
— G G o Gy =
es semiexacta en G; si im f;_1 C ker f;. Si es semiexacta en cada grupo, la
llamaremos sucesién semiexacta.

Esta definicién equivale, como a continuacién veremos, a que la composicién
de los dos homomorfismos, el “entrante” y el “saliente”, es el homomorfismo
trivial. Denotaremos por abuso con e el elemento de identidad de cualquier
grupo o bien con eg, para especificar la identidad del grupo G; y con O el
morfismo trivial o "cero".

1.2 Proposicién. Una sucesién de grupos

-— Gt ng LGiJrl f1_+1>
es semiexacta en G; si, y sélo si, la composicién f; o f;_1 = O.
Demostracién. Supongamos que la sucesion es semiexacta en GG;. Entonces
im fi—1 C ker f;. Veamos que la composicién [f;o fi_1](z) = O(z) = egq,,, para
toda z € G;—;. Como f;_1(x) € im f;—1 C ker f;, tenemos quef;(fi—1(x)) =
eq,., = O(z). Luego, como x es arbitraria, f; o fi_; = O. Ahora, supongamos
que f;o fi_1 = O. Sea y € im f;_1 arbitraria. Entonces existe x € G;_1 tal
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que fi—1(z) = y. Entonces fi(y) = fi(fi-1(x)) = O(z) = eg,,,, por lo que
y € f'(e) = ker f;. Hemos visto que, si y € im f;_1, entonces y € ker f; para
cualquier y. Luego, im f;_1 C ker f;.4

1.3 Definicién. Diremos que una sucesiéon de grupos

fi—1

; fir1
'—>Gi71—>GiL> il —

es exacta en G; si es semiexacta e im f;_1 D ker f;. Si es exacta en cada grupo,
la llamaremos sucesién exacta.

Equivalentemente, dicha sucesién es exacta en G si, y sélo si, im f;_1 =
ker f;. Toda sucesién exacta es semiexacta, pero no toda sucesién semiexacta
es exacta. A una sucesién exacta de la forma

e—>G/i>Gi>G”—>e
la llamaremos sucesién exacta corta.

1.4 Ejemplo. Considere la sucesién

oLz, =z, 27, 5 0.

Aqui, f estd dada por f(0) =0y f(1) =2; g(0) = g(2) =0y g(1) = g(3) =
1. Es facil comprobar que f y g asi definidos son homomorfismos de grupos. Es
claro que im h = {0} = ker f, im f ={0,2} =ker g, e im g = {0,1} = ker k.
Luego, es una sucesién exacta corta.

1.5 Ejemplo. Considere la sucesion
OLZQ—f)ZQ XZQLZQLO.

Aqui, f esta dada por f(0) = (0,0) y £(1) = (1,0); g(0,0) = g(1,0) = 0 y
9(0,1) = g(1,1) = 1. Es facil comprobar que f y g asi definidos son homomor-
fismos de grupos. Es claro que im h = {0} = ker f, im f = {(0,0),(1,0)} = ker
g, e im g = {0,1} = ker k. Luego, es una sucesién exacta corta.

A menudo suprimiremos o de la notacién g o f y simplemente escibiremos
gf. Consideremos una sucesién exacta de grupos

H g 2ag g

con f epimorfismo y A monomorfismo. Entonces im f = H y ker h = e. Como
la sucesién es exacta, H = im f = kerg e im g = kerh = e; luego, g es el
homomorfismo trivial. Inversamente, si g es el homomorfismo trivial, entonces
f es epimorfismo y h es monomorfismo. Por lo tanto, tenemos la siguiente
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1.6 Proposicién. Si

| R RN,

es una sucesién exacta de grupos, h es un monomorfismo si, y sélo si, g es trivial;
g es trivial si, y sélo si, f es epimorfismo.

Asi, cuando tenemos una sucesién exacta corta de la forma
e—G LagLa—e
la escribiremos indistintamente como
Vel )L G i Gq"
donde — denota inyectividad y — suprayectividad.

1.7 Definicién. Sean G, G', H, H' grupos, con f, f’, g, ¢’ homomorfismos
de grupos. Decimos que el diagrama

¢ L m
gl Lf
el 9, H'

conmutasi fof =gog:G— H'.

... f f g g .
1.8 Proposicién. Sean G' — G - G"”" y H' — H —» H" dos sucesiones
exactas cortas, y supongamos que, en el siguiente diagrama conmutativo

G/ ﬁ G ;f» GI/
g’ g

H/ — H s H/I

dos de los tres homomorfismos k', h, h’" son isomorfismos. Entonces el tercero
es también isomorfismo.

Demostracién. Supongamos que h’' y h” son isomorfismos. Veamos que
h es monomorfismo: sea = € ker h; entonces gh(x) = gleny) = b f(z) = epyr.
Como h” es isomorfismo, entonces f(z) = eg~. Por lo tanto, existe ' € G’
tal que f/(z') = =z, por ser exacta la sucesién superior. Entonces hf’(z') =
h(z) = ey = ¢g'h/(a’). Como ¢'h’' es inyectiva, entonces ' = eg. Luego,
fl(@)=x=eq.

Ahora veamos que h es epimorfismo: Seay € H. Como h”es un isomorfismo,
existe '/ € G” tal que g(y) = h”(z”). Como f es suprayectiva, existe z € G tal
que f(z) = z”. Luego,

9(y—n(z2)) = gly) —gh(z) = g(y) =h" f(2) = g(y) =h"(z") = g(y) —9(y) = e
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Por lo tanto, y—h(z) € ker g. Como la sucesién inferior es exacta, existe y' € H'
con ¢'(y’') = y—h(z). Como h’ es isomorfismo, existe 2’ € G’ tal que h'(z) = ¢/'.
Luego

h(f'(2) + 2) = hf'(a) + h(z) = g'W' (") + h(2) = ¢'(¥') +y = ¢'(¥) = v.

Si definimos = = f/(z’) + 2, tendremos que h(z) = y. Los otros dos casos
posibles los dejamos como ejercicio, véase el Problema 1.6.4

Observemos que la proposicién anterior establece los isomorfismos sélo cuan-
do existe la funcién h: G — H compatible con los isomorfismos dados y el
diagrama conmuta. Por ejemplo, si consideramos el siguiente diagrama

e — 22 ><—2> Z4 —_— Z2 — €
I I I I
e — Uy — Ly X Ly — Ly — e

hemos visto que Z3 X Zs no es isomorfo a Z4.

Sea {Cp}nez una familia de grupos abelianos y {9, : C,, — Ch_1}nez
una familia de homomorfismos de grupos abelianos tales que 9, o 0,41 = 0.
Llamaremos complejo de cadenas (o cadena) a la pareja C = {C),,0,,}, y lo
escribimos

C:oee s n+18"_+§cnﬁ,cn_l S

Dicho de otra manera, un complejo de cadenas (o cadena), es una sucesién
semiexacta descendente de grupos abelianos con indices en Z.

Sean C = {C,,0,} vy D = {D,,d,} dos complejos de cadenas de grupos
abelianos. Un morfismo de cadenas ¢ : C — D es una familia de homo-
morfismos de grupos abelianos {p,, : C,, — D,} tal que los cuadrados, en el
siguiente diagrama conmutan:

871 an 67,, 8"7
c: ... =B Cn+1 -5 Chn — n—1 -
Ly L ont1 L en L en_1
a, o, a,, 0y,
D: -+ % D,y B D, % Dy, =
Problemas.

1.1 Defina homomorfismos adecuados para que, para un nimero primo p,
las sucesiones
O—Zyp— Ly — Zp, — O

O—72—72—1Z,— O

sean exactas cortas.
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1.2 Pruebe que, en una sucesién exacta de grupos
h k
G’ f a9, q" H )2
f es un epimorfismo y k£ un monomorfismo si, y sélo si, G’ = e.

1.3 Pruebe que, si e — G — e es una sucesién exacta de grupos, entonces

G=e.

1.4 Sea
h k
G/fG!]G// H/ HQH//
una sucesion exacta de grupos. Pruebe que g, k son homomorfismos triviales si,

y s6lo si, h es isomorfismo, y que h es isomorfismo si, y sélo si, f es epimorfismo
y ¢ monomorfismo.

1.5 Pruebe que, si

h
e—H G —e

es una sucesién exacta de grupos entonces h es un isomorfismo.
1.6 Pruebe los dos casos restantes de la Proposicién 1.8.

1.7 Sea {C"},c 7 una familia de grupos abelianos y {6" : C"* — C"*1},cz
una familia de homomorfismos de grupos abelianos tales que 6" o 6" = 0.
Llamaremos complejo de cocadenas (o cocadena) a la pareja C = {C™, 9"},
y lo escribimos

Cowei o190 om O o1

Dicho de otra manera, un complejo de cocadenas (o cocadena), es una sucesién
semiexacta ascendente de grupos abelianos con indices en Z. Defina el concepto
de morfismo de cocadenas ¥ : C — D.
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I1.2 Grupos Cociente

Consideremos el primer ejemplo de la seccién 1. Ahif repartimos los nimeros
enteros en tres cajas donde ninglin entero estd en dos o mds cajas, solamente
estd en una sola caja. Etiquetamos las cajas con tres etiquetas. Al conjunto
de cajas le dimos una estructura de grupo definiéndole una operacién binaria.
El lector comprobé que efectivamente es un grupo conmutativo. A las cajas las
llamaremos clases laterales y al grupo lo llamaremos grupo cociente. En
este caso es el cociente de Z "mdédulo" 37Z, el cual denotamos Zs.

Recordando el concepto de espacio vectorial cociente estudiado en el curso
de Algebra Lineal (ver LI2) y considerando la parte aditiva se tenfa que para
el caso en que G es un grupo conmutativo y H un subgrupo de G con z € G,
denotdbamos con =+ H el conjunto {z +y|y € H}. Dichos elementos x + H los
llamamos clases laterales de H en G. Como0 € Hyz=x4+0 € x+ H, cada
x € @ pertenece a una clase lateral. Se comprobé que cualesquiera dos clases
laterales son ajenas o son iguales. Se denot6 con G/H el conjunto de todas las
clases laterales de H en G y se le dio a G/H una estructura de grupo mediante

+:G/H xG/H — G/H

dada por
(z+H),(y+ H)) — ((x+y)+ H)

También se comprobé que la operacién binaria anterior estd bien definida y
que define una estructura de grupo abeliano (la parte aditiva de espacio vecto-
rial) en G/H. Llamamos a G/H, grupo cociente de G médulo H.

También, se vio que si H es un subgrupo del grupo G y si y € = + H,
entonces existe w € H tal que y = x + w. Asi y —ax = w € H. Luego, si
y—x € H entonces y —x = w € H. Entonces y =z +w € z + H. También
y—r€H <— —(y—z)=x—y€ H < z €y+ H. En resumen,

yecx+H <— y—oreH < zxcy+H

Finalmente, se consideré p: G — G/H dada por z — x + H. Si z,w € G,
entonces

px+w)=(z+w)+ H=(+H)+ (w+ H) =p(x) + p(w).

Por lo tanto, p es un homomorfismo llamado proyeccién canénica.
Todo esto se realiz6 para espacios vectoriales sobre un campo K. Recuérdese
de nuevo que la parte aditiva es un grupo conmutativo.
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Pero para el caso no conmutativo jqué sucede? Imitaremos todo lo anterior
y lo adecuaremos a la situacién no conmutativa. Para comenzar, considere de
nuevo el primer ejemplo de la seccién 1. Ahif se tomé una relacién de equivalencia
llamada congruencia médulo 3, donde z =y (mod 3) si, y sélosi 3| —z +y, o
bien, dicho de otra manera, que —x + y € 3Z. Lo que haremos es generalizar
esta relacién de equivalencia al caso en que tengamos un grupo no abeliano
utilizando notacién multiplicativa como sigue:

2.1 Definicién. Consideremos un subgrupo H de un grupo (G,-) y ele-
mentos x,y € G. Diremos que x es congruente por la izquierda con y si
271y € H (es decir, si y = xh para alguna h € H) y la denotamos con = =; y
(mod H). Anslogamente, diremos que z es congruente por la derecha con
ysi zy~t € H y la denotamos con x =4 y (mod H).

Observe que para el caso abeliano, los conceptos de congruencia izquierda y
derecha coinciden pues 71y € H sf, y sélo si, (z71y) ™t =y lo =2y~ € H.

2.2 Proposicién. Las relaciones de congruencia izquierda y derecha son
relaciones de equivalencia.

Demostracién. Como x =; x (mod H) <= z 'x = e € H, se tiene
la reflexibilidad. Como z =; y (mod H) <= ax 'y € H < (2 1y)~ ! €
H < y 2 € H — y =; 2 (mod H) se tiene la simetrfa. Finalmente,
siz=;y (mod H) y y =; z (mod H) entonces z~'y € H y y~'2 € H. Luego
(x7 ) (y~t2) e H <= 2z tez=a"12€ H Asi x =; z (mod H) y se tiene la
transitividad. Analogamente para la congruencia derecha.4

1

2.3 Proposicién. Las clases de equivalencia izquierdas y derechas [z] de la
relacién definida arriba son de la forma

xH ={xh | h e H}

Hz={hz|he H}

respectivamente.
Demostracién. Las clases de equivalencia de cualquier elemento z de G
son de la forma (utilizando la simetria):

[z] = {yeGly=iz (mod H)}
= {yeGlx=;y (mod H)}
= {yeGlrly=hec H}
= {yeGly=zxh;hexH}
= {zh|he€e H}=zH.

Anédlogamente para las clases de equivalencia bajo la relacién de congruencia
médulo H derechas. ¢
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Observe que un grupo G es unién de sus clases laterales izquierdas o derechas
de H en GG. También, observe que dos clases laterales o son ajenas o son iguales.
Las clases de equivalencia x H y Hx las llamaremos clases laterales izquierdas
y derechas respectivamente.

Consideremos el conjunto de todas las clases laterales izquierdas y denoté-
moslo con G/H. Deseamos darle a este conjunto una estructura de grupo y
hacer de la proyeccién natural o canénica p : G — G/H un homomor-
fismo. Esto no siempre es posible pero veamos a continuacién cuando si lo
es.

2.4 Definicién. Diremos que el subgrupo H de G es normal en G (deno-
tado H <1G) si para todaz € G, zHz~' C H donde ztHz~! = {zha™' | h € H}.

En esta definicién, puesto que zHx~! C H vale para todo elemento 2 € G,
en particular vale para x—! € G. Luego, x 'Hxz C H. Asi, para toda h € H,
h = xz(z 'hax)x~! € sHz™'. Luego H C xHx ' y xHx~' = H. De aquf
es facil ver que toda clase lateral izquierda es derecha y que xH = Hx para
toda 2z € G (Problema 2.4). También observe que todo subgrupo de un grupo
abeliano es normal y que los subgrupos triviales son normales en G (Problema
2.5).

2.5 Proposicién. Un subgrupo H de G es normal si, y sélo si, (zH)(yH) =
(xy)H para todo z,y € G.

Demostracién. Supongamos que H es normal y tomemos dos elementos
cualesquiera =,y € G. Es fécil ver que (¢H)(yH) = (xyH) Problema 2.9.
Ahora, supongamos que (zH)(yH) = (xy)H para todo z,y € G. Sean h € H y
x € G arbitrarios. Entonces

rhe™' = (zh)(z 'e) € (xH)(x 'H) = eH = H,
por lo tanto, H es normal.¢

2.6 Teorema. Sea H un subgrupo normal de G. Entonces G/H es un
grupo con operacién binaria

-:G/HxG/H — G/H
dada por
(zH), (yH)) — -((«H), (yH)) = (zH) - (yH) = («H)(yH) = (zy)H.

Ademds, la proyeccién canénica p : G — G/H es un epimorfismo cuyo
nicleo es H, i.e. kerp = H.

Demostracién. Es inmediato comprobar que G/H cumple las axiomas de
grupo con e = H como elemento de identidad y £~ 'H como inverso de zH.
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Como p(zy) = (zy)H = (vH)(yH) = p(z)p(y) y p es suprayectiva, entonces es
un epimorfismo. Finalmente,

ker(p) = {z€G|p(z)=eH=H}=
= {zeG|zH=H}={2€G|x € H}
= H.¢

2.7 Corolario. Si H < G entonces H es el nicleo de un homomorfismo g
de G en G’ para un grupo G', i.e. H =ker(g: G — G’) para un grupo G’.

Demostraciéon. Como H es normal, entonces es el niicleo de un epimorfismo
como en el teorema anterior.¢

2.8 Proposicién. Si H = ker(g : G — G’) para un grupo G’ entonces
H«G.
Demostracién. Sean h € H y x € G arbitrarios. Entonces

g(aha™') = g(z)g(h)g(z~") = g(x)eg(z™") = g(x)(g(x)) ' =e

Luego, zhx~! € ker(g: G — G') = H.4

Por el corolario y proposicién anteriores, la condicién de normalidad es nece-
saria y suficiente para tener el concepto de grupo cociente.

2.9 Teorema. (Lagrange) Si G es un grupo de orden n'y H < G, entonces
o(H) | o(G).

Demostracién. Como G es unién de sus clases laterales izquierdas, el
nimero de elementos n de G, es igual al producto del niimero de clases laterales
izquierdas r por el nimero de elementos de cada clase m = o(H) ya que las
clases laterales de H tienen el mismo nimero de elementos m (Problema 2.2) y
o son ajenas o son iguales. Asi, n =rm, es decir, o(H) | o(G).4

Al nimero de clases laterales izquierdas (o derechas) de un subgrupo H < G
lo denotaremos (G : H) y lo llamaremos indice de H en G, es decir, (G : H) =
o(G/H). Por el Problema 2.4, el indice de H en G no depende de si se consideran
clases laterales izquierdas o derechas. Puede ser finito o infinito. Claramente,
como cada clase lateral tiene o(H) elementos, (G : H) = o(G)/o(H).

2.10 Corolario. Si el orden de un grupo G es primo, entonces G es ciclico.

Demostracién. Sea p = o(G) y () el subgrupo ciclico generado por el
elemento © # e € G. Por el teorema de Lagrange 2 < o((z)) | p. Luego,
o((z)) =p y por lo tanto (z) =G y G es ciclico.4

Del corolario anterior se desprende que existe uno, y solamente un grupo
(salvo isomorfismo) de orden primo. Observe que un grupo de orden primo no
puede tener subgrupos propios no triviales. Los subgrupos triviales G y e son
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normales en G. Asi, G/G es el grupo trivial e y G/e es isomorfo a G. Diremos
que un grupo G es simple si sus unicos subgrupos normales son los triviales.
Se sabe que el grupo alternante A,, es simple para n > 5 como veremos en el
siguiente capitulo.

Finalmente tenemos el siguiente

2.11 Teorema. Sea (x) un grupo ciclico generado por z y h: (z) — H
un homomorfismo de grupos. Entonces im h = h((z)) es un subgrupo ciclico de
H.

Demostracién. Supongamos que () es de orden n. Si h es un homomor-
fismo y x genera (z), como h(2") = [h(x)]" (Problema 2.13), h(z) genera im h
pues h(e) = (h(z") = [h(z)]" = e. ¢

Sea C = {C,,0,} un complejo de cadenas o cadena. El grupo de ho-
mologia de grado n de C, H,(C) se define como el cociente H,(C) = ker
On/im Opy1. Es decir, dada una cadena

On+1 Ié)
C:oii—Cpy1 =5 C, 2 Crey — -+

consideramos el nicleo de 9,,ker 0,, C C,,, y la imagen de im 0,11 C Cy, y
formamos el cociente ker 9y, /im 0, 1. Nétese que C' es una sucesién semiexacta,
es decir, im Op41 C ker 9, y que el cociente H,(C) = ker 9, /im 0,41 nos mide
la inexactitud de C. Efectivamente, si C es exacta, entonces im Op41 = ker 0,
y Hn(C) = 0.

Los elementos de C), se conocen como cadenas de grado n, y los homo-
morfismos 0, se llaman diferenciales u operadores frontera. Los elementos
del nicleo de 0, se denominan ciclos de grado n, denotados con Z,(C) y los
elementos de la imagen de 0,41 se llaman fronteras de grado n, denotados
con B,(C). Asi, H,(C) = Z,(C)/B,(C).

Diremos que dos elementos de H,(C) son homdlogos si pertenecen a la
misma clase lateral. El elemento de H,(C), determinado por el ciclo ¢ de
grado n, se llama clase de homologia de c y se denota con [¢]. Entonces,
para cada n € Z, definimos un grupo de homologfa H,(C). Denominamos a
H,.(C)={H,(C)} homologia de la cadena C.

Problemas.

2.1 Pruebe que la relacién de congruencia derecha es una relacién de equiv-
alencia.

2.2 Demuestre que todas las clases laterales de un subgrupo H de un grupo

G tienen el mismo nimero de elementos, es decir o(xH) = o(H) = o(Hx) para
toda = € G.
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2.3 Encuentre todas las clases laterales para el subgrupo H = {0,3} de As
de los movimientos rigidos de un tridngulo equildtero.

2.4 Pruebe que si tHz~! = H, toda clase lateral izquierda es derecha y que
xH = Hx para toda x € G. Concluya que esto tltimo implica que, para toda
re G, vHx ' C H.

2.5 Pruebe que todo subgrupo de un grupo abeliano es normal.

2.6 Pruebe que bajo un homomorfismo de grupos, la imagen homomorfica
de un subgrupo normal es normal en la imagen.

2.7 Pruebe que bajo un homomorfismo, la imagen inversa de un subgrupo
normal es un subgrupo normal en el dominio.

2.8 Establezca el que un grupo G es unién de sus clases laterales izquierdas
o derechas de H en G y que dos clases laterales o son ajenas o son iguales.

2.9 Compruebe que (xH)(yH) = (xyH) en la demostracién de 2.5.

2.10 Pruebe que el orden de un elemento = de un grupo finito G divide al
orden del grupo.

2.11 Pruebe que si N, H,G son grupos tales que N < H < G, entonces
(G:N)=(G:H)(H:N)y que si dos de éstos indices son finitos, entonces el
tercero también lo es.

2.12 Pruebe que un grupo cociente de un grupo ciclico es ciclico.

2.13 Pruebe que h(z") = [h(x)]", en la demostracién del dltimo teorema de
esta seccion.

2.14 En un grupo G, un elemento de la forma zyz~'y~! se llama conmu-
tador. Pruebe que el conjunto de conmutadores genera un subgrupo normal de
G, denotado con G’ y que el cociente G/G’ es abeliano.

2.15 Sea C = {C™,0"} un complejo de cocadenas. Defina el grupo de
cohomologia de grado n de C, H*(C).
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I1.3 Teoremas de Isomorfismo

3.1 Definicién. Un automorfismo de un grupo G es un isomorfismo de
G en G.

Para cada elemento z € G, la funcién

tz - G — G dado por
Y xyz !
es un automorfismo de G, ver Problema 3.1, llamado automorfismo interior.

En éstos términos podemos decir que H es un subgrupo normal (o invariante)
si, y sélo si, H es invariante bajo cada automorfismo interior de G.

3.2 Proposicién. Sean H << Gy H' < G'. Considérense las proyecciones
candnicas a los cocientes correspondientes p: G — G/H y p' : G — G'/H'.
Si g : G — G’ es un homomorfismo de grupos tal que g(H) C H’, entonces
9" G/H — G'/H' dado por 2H — g*(xH) = g(x)H' esta bien definido y es
un homomorfismo de grupos llamado homomorfismo inducido por g en los
grupos cociente. También, el siguiente cuadrado es conmutativo

¢ = ¢«
Ik g
G/H —— G'/H

eim g* =p'(im g) y ker g* = p(g~*(H")).

Demostracién. Si x € G y y € H son arbitrarios, puesto que g(xy) =
9(x)g(y) € g(x)g(H) C g(x)H’, la imagen de zH bajo g estd contenida en una
unica clase lateral de H', digamos g(zH) C g(x)H’. Luego, definamos

g G/H — G'/H' mediante
e~ g"(zH) = g(x)H’
Es inmediato comprobar que ¢g* estd bien definido y para probar que es un
homomorfismo, considere cualesquiera clases laterales xH y 2’ H. Entonces,

9" ((zH)(2'H))
= ¢ ((z2')H))
= g(z2')H'
= (9()g(a")H’
= (g(x)H")(g(z")H')
= ¢ (zH)g"(2'H).
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Veamos que el cuadrado conmuta: consideremos cualquier elemento = de G.
Entonces (p’ 0 g)(z) = p'(9(x)) = g(x)H" = g"(zH) = g"(p(x)) = (9" © p)().
Luego (p’ o g) = (¢* o p). También, como p y p’ son epimorfismos, claramente
im g* = p'(im g) y ker g* = p(g~"(H')).¢

3.3 Teorema. Bajo las mismas hipdtesis de la proposicién anterior, en
particular, si g es un epimorfismo con H' = ey H = ker g entonces G'/H' = G’
y g* es un isomorfismo en el siguiente diagrama conmutativo:

G = G’
1P =] Ie
G/ker g Sl G’

Demostraciéon. Si g es un epimorfismo con H' = ey H = ker ¢ entonces
G' = G'/H' y g* es un isomorfismo pues como ker ¢g* = p(g~1(e)) = p(ker g) =
p(H) =eH = eq/u = e, entonces g* es monomorfismo y como im g* = P (im
g) = G’ entonces g* es epimorfismo y por lo tanto es isomorfismo.

Asi, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

G —» G’
1P =l Ia

¢

3.4 Teorema. Sean H < Gy, como caso particular del teorema anterior,
e =H < G con H C kerg. Entonces existe un homomorfismo tnico g* :
G/H — G’ dado por 2H — g*(xH) = g(z)H' = g(z). Ademss, ker g* =
kerg/H e im g = im g*. g* es un isomorfismo si, y sélo si, g es un epimorfismo
y H =kerg.

Demostracién. Por el teorema anterior, g es un homomorfismo. Es tnico
puesto que estd determinado por g. También, xH € ker g* si, y sélo si g(x) = e,
lo cual sucede si, y s6lo si z € kerg. Asi, kerg* = {xH | z € kerg} = kerg/H.
Claramente im g = im g*. Finalmente, ¢* es un epimorfismo si, y sélo si g es un
epimorfismo y ¢* es monomorfismo si, y sélo si ker g* = ker g/ H es el subgrupo
trivial de G/H lo cual sucede cuando ker g = H. 4
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3.5 Corolario. (Primer Teorema de Isomorfismo). Bajo las mismas
hipétesis del teorema anterior G/ ker g = im g.
Demostracién. Como g es epimorfismo, im g = G’, luego G/ ker g = im

g.4

En otras palabras, si g : G — G’ es un epimorfismo de grupos con nticleo ker
g, entonces existe un isomorfismo tinico g* : G/ ker g = G’, tal que g = g*op, es
decir, cualquier homomorfismo de G con nicleo ker g tiene imagen isomérfica
a G/ker g. Ademds, nos dice que cualquier epimorfismo g : G — G’ tiene
por codominio un grupo cociente, es decir el codominio de g es el cociente del
dominio de g entre el niicleo de g. Aun més, nos dice cudl isomorfismo: aquel
tal que im g = im g*. Este resultado, G/ker ¢ = im g se conoce como el
Primer Teorema de Isomorfismo. Dado un grupo y un subgrupo normal
se puede “determinar” cudl es el grupo cociente sin necesidad de establecer las
clases laterales como veremos mads adelante.

3.6 Ejemplo. Sea H un subgrupo normal de un grupo GG. Consideremos el
grupo cociente G/H. Sea i: H — G el monomorfismo de inclusién y p: G —
G/H el epimorfismo de proyeccién. Entonces im ¢ = H = ker p y, por lo tanto,

i P
e— H—G—G/H—e
es una sucesion exacta corta. Consideremos ahora una sucesién exacta corta
h ; f g n k
e— G —G—G" —e

Entonces im f =kerg, f es monomorfismo (pues e = im h = ker f) y, ademds,
g es epimorfismo (pues im g = kerk = G”). Sea H = im f = kerg el cual es
un subgrupo normal de G, entonces f establece un isomorfismo H = vy g

establece otro isomorfismo G/H — G” por el primer teorema de isomorfismo.
Por lo tanto, una sucesién exacta corta es una sucesién con un subgrupo y el
grupo cociente de un grupo.

3.7 Ejemplo. g: G — G’ donde G =Z y G' = Z,, es un epimorfismo con
nicleo el subgrupo nZ, es decir,

g
e — nl. — L—l, — €
es un sucesion exacta corta. Luego, por el teorema anterior Z/nZ = Z,.

3.8 Ejemplo. Sea G es el grupo multiplicativo de los nimeros reales dis-
tintos de cero R* y G’ es el grupo multiplicativo de los reales positivos P*.
Considere el epimorfismo g : G — G’ dado por z — g(z) =| « | donde | = |
denota el valor absoluto de x. El niicleo de g es {£1}. Entonces la sucesién

e—>{i1}—>R*i>P*—>e
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es exacta. Por el teorema anterior, el grupo cociente R*/{+£1} es isomorfo a P*.

3.9 Ejemplo. Sea G es el grupo aditivo de los ntimeros reales R y G’ es
el grupo multiplicativo de los nimeros complejos S' con valor absoluto igual a
1. Sea g : G — G el epimorfismo dado por 0 +— g() = ¢>™°. Su niicleo es Z.
Entonces la sucesién

e—7Z—R-2LS'—e

es exacta y por el teorema anterior, R/Z = st

Generalizaremos el concepto de clase lateral:
3.10 Definicién. Sean H y N cualesquiera subgrupos de un grupo G. El
producto de Hy Nes HN ={zy |z € H,y € N}.

Asi, una clase lateral izquierda es *H = {z}H, para x € G. Podemos gener-
alizar este concepto y definir, para una familia de subgrupos {H; | i € I} con I
un conjunto de indices linealmente ordenado

'HIHi :{$1$2$3"'$j |-73k EHik,il <t < --v <ij,j ZO}
1€

Observe que HN no es necesariamente un subgrupo de G pues al multiplicar
dos de sus elementos no necesariamente es un elemento de la misma forma. Si
G es abeliano entonces sf se tiene un subgrupo de G.

3.11 Teorema. (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sea H < G,
N < G. Entonces (HN)/N =2 H/(HNN).
Demostracién. Como N < G, es facil ver que (H N N) < H. Definamos

h:HN — H/(H N N) mediante zy — h(zy) = z(H N N).

Veamos que h estd bien definido: supongamos que x1y; = zy, luego
A yyfl. Asi, x7txy € Hy 272y € N, luego 'z € HN N. Entonces,
en H/(HNN),z(HNN)=z1(HNN) y h(zy) = h(z191).

Veamos que h es un homomorfismo. Como N < G, z1ys = ysxs. Luego,
h((z1y1)(@2y2)) = h((z122)(y3y2)) = z122(H N N) = z1(H N N)aa(H N N) =
h((z1y1)h(22y2))-

Como ker h={ay € HN |zt € HNN} =H/(HNN) = N y como h(ze) =
z(H N N) para toda x € H, utilizando el Primer Teorema de Isomorfismo,
HN/N2H/(HNN).¢

3.12 Ejemplo. Considere

G = ZXZXZXIZ,
H = ZxZxZx{0}y
N = {0}XxZxXZXZ
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Luego

HN = ZXZXZXxZy
HNN = {0} xZxZx{0}

Por lo tanto,
HN/N>7Z>H/(HNN).

3.13 Teorema. (Tercer Teorema de Isomorfismo). Sean H <1 G y
N <G con N < H. Entonces, G/H = (G/N)/(H/N).
Demostracién. Definamos
h: G — (G/N)/(H/N) mediante
@ — (¢N)(H/N)

Como
h(zy) = ((zy)N)(H/N) = ((zN)(yN))(H/N)
= [(@N)(H/N)I[(yN)(H/N)] = h(z)h(y),

h es un homomorfismo. Su micleo es ker h = {k € G | h(k) = H/N}. Estos son
precisamente los elementos de H. Utilizando el Primer Teorema de Isomorfismo,

G/H = (G/N)/(H/N).

kerh — G — G/H
L LN 1=
H G/N — (G/N)/(H/N)

3.14 Ejemplo. Consideremos N = 6Z < H = 27 < G = Z. Entonces
G/H =7/27 = Z5. G/N = Z/6Z. También, (Z/67)/(2Z/67Z) tiene 2 elemen-
tos y es isomorfo a Zs.

Problemas.

3.1 Pruebe que para cada elemento z € G, el homomorfismo

ty : G — G dado por
Yy — xyx_l
es un automorfismo de GG, llamado automorfismo interior.

3.2 Considere el conjunto de todos los automorfismos interiores de un grupo
G, denotado In(G). Pruebe que es un grupo bajo la composicién.
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3.3 Counsidere el conjunto Aut(G) de todos los automorfismos de un grupo
G. Pruebe que Aut(G) es un grupo bajo la composicién y que In(G) < Aut(G).
Se dice que dos automorfismos f,g pertenecen a la misma "clase de auto-
morfismos” si f = h o g para algiin automorfismo h. Pruebe que las clases
de automorfismo forman un grupo Aut(G)/In(G) llamado "automorfismos
exteriores de G".

3.4 En la demostraciéon del Teorema 3.2 proporcione los detalles de que g*
estd bien definido. También pruebe que im g* = p/(im g) y ker g* = p(g~*(H')).

3.5 Proporcione los detalles completos de la demostracién del Teorema 3.4.

3.6 Llamaremos coimdgen y contcleo de un homomorfismo de grupos
abelianos g : G — G" a los grupos cocientes de G y G

coimg = G/ker g
coker ¢ = G"/im g.

Sea g: G — G’ un homomorfismo de grupos abelianos. Pruebe que la sucesién
e — kerg — G — G"” — coker g — ¢

es exacta. Observe que, en este contexto, el Primer Teorema de Isomorfismo
dice que coim g = im g.

3.7 Pruebe que un homomorfismo de grupos g : G — G es monomorfismo
(escribase como repaso) si, y sélo si, ker g = e y que es epimorfismo si, y sélo
si, coker g =e.

3.8 Compruebe que las sucesiones mostradas en los ejemplos, son efectiva-
mente, sucesiones exactas cortas.
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I1.4 Productos

Recordemos que si H y N son cualesquiera subgrupos de un grupo G, el
producto de H y N es HN = {zy | * € H,y € N} y para una familia de
subgrupos {H; | i € I'} con I un conjunto de indices linealmente ordenado

'HIHi = {xlxgxg,,,xj | Tk € Hik7i1 <l <0 < ij,j > O}
1€

Recuerde que H N no es necesariamente un subgrupo de G pues al multiplicar
dos de sus elementos no necesariamente es un elemento de la misma forma. Si
G es abeliano entonces si se tiene un subgrupo de G.

Consideremos una familia de grupos {G;}. El producto directo externo

de esa familia es
ingz’ ={(z1,..yzn) | 7 € Gi}

el cual tiene una estructura de grupo dada por

(15 ey Tn) (Y15 s Un) = (T1Y1y ooy T Yn)-

Si utilizamos la notacién aditiva, escribiremos @ G; y la llamaremos suma
icl

directa completa.

Recordemos que el producto cartesiano ,HIXi de una familia de conjuntos
1€
{X.;}ier es el conjunto de funciones h : I — 4UIX1- tales que h(i) = h; € X;
1€
para toda ¢ € I.

Sean G y G2 dos grupos. Su producto G; x G2 consiste del conjunto de
todas las parejas (z,y) con z € G, y € G5 y con operacién binaria

(Gl X GQ) X (Gl X GQ) — (G1 X Gg)
(T1,91), (w2,92)) = ((z1,91), (T2,92)) = (w1, 1) - (T2, y2) = (T172, Y1Y2)

Dicha operacién binaria lo dota de una estructura de grupo. Las proyecciones
(z,y) — z y (z,y) — y son homomorfismos de grupos

G1XG2

/ N\
G1 GQ

Observe que toda funcién h : {1,2} — G71 U G2 tal que h(1l) € G1 y h(2) € G
determina un elemento (x1,z2) = (h(1), h(2)) € G1 X G2 y que inversamente,
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una pareja (z1,z2) € G1 X G2 determina una funcién h : {1,2} — G1 U Gs
dado por h(l) = z1 y h(2) = x5. Asi, existe una correspondencia biunivoca
entre el conjunto de todas las funciones asf definidas y el grupo G; x Ga.

4.1 Teorema. Sea G un grupo. Consideremos una familia de grupos
{Gi}ier y una familia de homomorfismos {¢; : G — G;}ic;. Entonces ex-
iste un homomorfismo tnico ¢ : G — AHIGi tal que p; o ¢ = ¢, para toda

1€
1€l

Demostracién. Consideremos el producto P = 'HlGi con proyecciones

1€
p; 'HIGi — G;. Dado (G,p; : G — @G,;), definamos ¢ : G — _HIGi
1€ 1€
mediante
g — hy: I — UG;
i— hy(i) = ¢,;(9) € G;

Es facil ver que ¢ es un homomorfismo de grupos. También, es claro que p;op =
@; para toda i € I.

G
@i Lo
II1G;
il
Di
Gi
Supongamos que ¢’ : G — 'HlGi es otro homomorfismo tal que p; o ¢’ = y;
1€

para toda ¢ € I. Pero

Luego p = ¢’ .4

Supongamos que existe otro grupo P’ con p} : P’ — G; tal que p} o ¢ = ¢,
para toda ¢ € I. Consideremos los siguientes diagramas que representan la
propiedad aplicada a lo que corresponde:

Pl
P} Lo
P=T11G;
el

i/

Di lp

i/
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P=11G,;

1€l

Di Lpoy
P=1G,;

el

i
G;

Como Ip : P — P hace lo mismo que p o ¢, por la unicidad, Ip = po ¢. De
manera similar, p o v = Ipr. Asi, ¢ es biyectiva (es féicil comprobar que todas
las funciones son efectivamente homomorfismos de grupos) y por lo tanto es un
isomorfismo.

Esta propiedad universal del producto directo determina al producto
AHIGZ- de manera tnica salvo isomorfismo.
1€

Consideremos una familia de grupos {G;}. El producto directo externo
débil de esa familia es

MG, = {f € LG, | f(i) = e; € G; para casi toda i € I}
i€l i€l

En el caso en que se tengan solamente grupos abelianos lo llamaremos suma

directa externa y lo denotaremos » G;. Si I es finito, los productos directos
i€l
externo y débil coinciden.

4.2 Teorema. Sea G un grupo abeliano. Consideremos una familia de
grupos abelianos aditivos {G;} y una familia de homomorfismos {v; : G; —
G}icr. Entonces existe un homomorfismo unico v : Y G; — G tal que you; =

icl
v, para toda ¢ € I.
Demostracién. Consideremos elementos distintos de cero ¢;,,..., i, =

{g9i;} € >_Gi y definase
el

v o Y.G — G mediante
i€l
0 — 0

{oi} = e} =7,090) + - +7,09:) = 25-1745(9i5)

esta tltima suma sobre los indices para los cuales g; # 0 el cual consta de un
numero finito. Es inmediato comprobar que 7 es un homomorfismo tal que
you; =, para toda i € I pues G es conmutativo.

G

Vi T
> Gi
el

ey

G
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Observe que {g;} € > Gi,{9:} = Xtj(g;), esta ultima suma sobre los indices
i€l

para los cuales g; # 0 el cual consta de un nimero finito. Sin: > G; — G es
i€l
tal que no; =y, para toda ¢ € I entonces

n({gi}) = n(Xe;(g5)) = Evi(9:) = Eveilgi) = v(Bei(9:)) = v{g:})-
Luego 1 =« y por lo tanto 7 es tnica.4

Este teorema determina a Y G; de manera tnica salvo isomorfismo.
icl
A continuacién veamos en un caso de dos factores, cudndo un grupo G es
isomorfo al producto directo externo débil de sus subgrupos.

4.3 Proposiciéon. Sean H y N cualesquiera subgrupos normales de un
grupo G. Si HN =Gy HN N = ¢ entonces H x N & G.

Demostraciéon. Como HN = G, si g € G, 2y = g con « € H,y € N.
Veamos que z y y estdn determinados en forma tnica por g: pues si g = x1y1
entonces zy = x1y1. Luego x 'x; = yyfl. Como este elemento estd en la
interseccién de H y N, z 7 'z; = yyl_l =e. Luegoz =21y y =11.

Ahora establezcamos un isomorfismo entre H x N y G. Definamos h :
H x N — @ dado por (z,y) — h(z,y) = zy. h es un homomorfismo
pues si consideramos el conmutador z~'y~'ay entonces (z 7'y 'x)y € N pues
N es normal en G y 2~ '(y~lwy) € H pues H es normal en G. Asi, como
x 1y lzy estd en la interseccién de H y N, z 'y~ lay = e, luego zy = yx. Asi,
h((z1,y1) (22, y2)) = h(z122, y192) = T12231Y2 = T1y122y2 = h(z1, y1)h(22, Y2).
Finalmente, es facil ver que h es biyectiva (Problema 4.12).4

4.4 Definicién. Diremos que un grupo G es un produco directo (in-
terno) de H y N si H y N son subgrupos normales de G tal que HN = G y
HNN =e.

Observe que en esta definicion H y N son subgrupos de G. Si G = H x N
como producto directo externo, podemos considerar a G como producto directo
interno pero de los subgrupos que son imégenes de H y N, a saber de H x {1}
y {1} x N, mas no de H y N. Entonces es claro que los dos tipos de productos
proporcionan en realidad grupos isomorfos y usaremos el nombre de producto
directo a secas.

4.5 Proposicién. Sean {X;};cr y {Yi}ier familias de grupos abelianos, X
y Y grupos abelianos. Entonces Hom()  X;,Y) = [[;c; Hom(X;,Y).
iel
Demostracién. Definamos p mediante p(¢) = (¢t;)icr- Es claro que p es
un homomorfismo. Veamos que p es monomorfismo: supongamos que p(p) = 0;
entonces (pt;) = 0 para cada i € I. Es decir, en el siguiente diagrama

Y
0 Tg
X, % X

iel
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el homomorfismo 0: X; — Y es tal que 0 = ;. Luego, ¢ = 0. Por lo tanto,
ker p = {0}. Veamos que p es un epimorfismo: sea (¢;)icr € [[;,c; Hom(X;,Y).
Entonces tenemos ¢,;: X; — Y para cada ¢ € I. Por la propiedad universal de

la suma directa, existe un homomorfismo ¢: >>X; — Y tal que ¢i; = ¢, para
i€l
cada i € I. Luego, p(¢) = (v;)icr-#

Problemas.

4.1 Pruebe que si H <Gy N <1 G, entonces HN <1 G.

4.2 Sean G1,G2 y G3 dos grupos. (i) Pruebe que su producto G; x G5 con
la operacién binaria definida arriba es efectivamente un grupo.(ii) Pruebe que
G1 X G2 = G2 X Gl(lll) Pruebe que Gl X (G2 X Gs) = (Gl X G2> X G3.

4.3 Establezca una definicién del producto directo externo en términos de
la observacion anterior al Teorema 4.1.

4.4 Pruebe que ¢; : G; — HiGi dado por ¢;(g) = {gi}ier donde
e

{eparai#j }
gi = _
9i =49

es un monomorfismo de grupos llamado inyeccién candnica, que ¢;(G;) <
IIG; y que I1°G; < I1G,.
i€l il i€l

4.5 Pruebe que el grupo Zs X Zy es isomorfo al grupo 4 de Klein V. (Sug-

erencia: Pruebe que Zy X Zs no es ciclico).

4.6 Pruebe que Zy x Zs = Zg.(Sugerencia: pruebe que Zg X Zs es ciclico
encontrando un generador y como sélo hay un grupo ciclico de cada orden, el
resultado se sigue).

4.7 Pruebe que Zs3 x Z3 2 Zg.(Sugerencia: compruebe que Zgz X Z3z no es
ciclico).

4.8 Pruebe que el producto directo externo de una familia de grupos {G;},
‘HIGi = {(z1,..y2n) | ®; € G;} tiene una estructura de grupo dada por
1€
(@15 ooy Tn) Y1y ooy Un) = (T1Y1, -, TnYn) ¥ que es abeliano si cada grupo de la
familia lo es.

4.9 Pruebe que Z; x Z;j = 7Z; j si, y s6lo si el maximo comun divisor (z,7) = 1.

4.10 Pruebe que para cada j € I la proyeccién canénica

bs: ile_IIGi — G
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dada por f — f(j) es un epimorfismo de grupos.
4.11 Proporcione todos los detalles de la demostraciéon del Teorema 4.1.

4.12 Proporcione todos los detalles de la demostracién de la Proposicién
4.3.

4.13 Pruebe que si G = H x N, entonces G/(H x {1}) =2 N.
4.14 Generalice el problema anterior.

4.15 Sean Hy <t G1 y Hy < G subgrupos normales. Pruebe que Hy X Hy <
Gl X G2 y que Gl X Gg/Hl X H2 = G1/H1 X GQ/HQ.

4.16 Proporcione una generalizacién de la proposicién 4.3.

4.17 Sean {X;}ier v {Y;}ier familias de grupos abelianos; X y Y grupos
abelianos. Pruebe que Hom(X,[[,c;Yi) =2 [[,c; Hom(X,Y;).
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Capitulo I1I

I11.1 Grupos Abelianos Finitamente Generados

Diremos que un grupo G estd finitamente generado si posee un conjunto
finito de generadores. El resultado fundamental acerca de los grupos abelianos
finitamente generados se puede formular de dos maneras que proporcionan “in-
variantes”, en el sentido siguiente: dos grupos son isomorfos si, y sélo si, poseen
los mismos invariantes numéricos.

1.1 Teorema. Todo grupo abeliano finitamente generado G es isomorfo al
producto directo de n grupos ciclicos de orden pl’-\icon 7 grupos ciclicos infinitos,
donde los p; son niimeros primos no necesariamente distintos y las \; son enteros
positivos. Atin més, el producto directo es unico salvo el orden de los factores.

Esto quiere decir que G es de la forma

G2Z \, X ... XL sy XL X...XZ
Py Pn
La segunda manera de establecer el resultado fundamental es:

1.2 Teorema. Todo grupo abeliano finitamente generado G es isomorfo al
producto directo de n grupos ciclicos de orden m; con r grupos ciclicos infinitos,
donde m; | m;y1 para 1 <i<n— 1.

Esto quiere decir que G es de la forma
G=2Zmy X oo X L,y XL X ... X L

Los enteros m; se llaman coeficientes de torsién de G. Estos dos teoremas
nos proporcionan una clasificacién salvo isomorfismo de los grupos abelianos
finitamente generados, es decir, si se tiene un grupo abeliano finitamente gen-
erado, éste debe ser uno de los de la forma descrita en los teoremas anteriores.
Como casos especiales se tienen los descritos en el siguiente
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1.3 Teorema. (i) Si G es un grupo abeliano finitamente generado que no
posea elementos de orden finito entonces es isomorfo al producto directo de un
nimero finito de copias de Z y (ii) Si G es un grupo abeliano finito entonces
es isomorfo a un producto directo de grupos ciclicos finitos de orden m; donde
m; | miyq paral <i<n-—1.

Esto es, en el caso (i) G =2 Z x ... X Z con r copias de Z y decimos que G es un
grupo abeliano libre de rango r. En el caso (ii) G & Z,, X ... X Zy,, donde
m; | miy1 para 1 < i < n — 1 los elementos de la lista myq,...,m, se llaman
factores invariantes del grupo G. Dos grupos abelianos finitos son isomorfos
si, y s6lo si, poseen los mismos factores invariantes. Se puede dar una lista de
todos los grupos abelianos no isomorfos de cierto orden n. Bastaria encontrar
todas las listas posibles de my,...,m,, tales que m; | m;;1 paral <i <n-—1
con producto n. En resumen tenemos:

1.4 Teorema. Sea G = Zy,, X ... X Ly, X Z X ... X Z, con 1 copias de Z,
donde m; | m;y para 1 <i <n—1y G = Zy, X ... X Ly, X L X ... X Z, con
s copias de Z, donde k; | k;y1 para 1l <i < j—1. Si G = G entonces m; = k;
paral<i<m,n=jyr=s.

Aunque ya en un curso de Algebra Lineal (como el de [L12]) se estudia el
Teorema de Descomposiciéon Primaria, debido al enfoque de esta presentacién de
la Teoria de Grupos (como un primer curso), el cual es hacia el Algebra Homols-
gica y la Topologia Algebraica, la demostracion de éstos teoremas preferimos
posponerlas para un curso posterior de Teorfa de Mdédulos y ver éstos teore-
mas como caso especial de los teoremas correspondientes para moédulos finita-
mente generados sobre un anillo de ideales principales y asi poder exponer otros
temas usualmente excluidos del programa. El lector interesado puede ver la
demostracién en [B-M, Cap. X] o [H, Cap. II y IV]. Veamos a continuacién
cémo se utilizan.

1.5 Ejemplo. Los posibles grupos de orden 36 se obtienen asi: para obten-
erlos de la primera manera, descompéngase 36 en potencias de primos como
36 = 22 - 32. Luego, los posibles grupos de la primer manera (no isomorfos uno
con el otro) son

Zio X Lo X L3 X L3

Ly X L3 X L3

Lo X Ly X Ly

Z4 X Zg

y de la segunda manera (no isomorfos uno con el otro) son

Zg X Lg
Zs X L2
Lo X Zag
Lse
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Asi, tenemos cuatro grupos abelianos (salvo isomorfismo) de orden 36. Los de
la primera lista corresponden en el orden escrito a los de la segunda lista.

1.6 Ejemplo. Los posibles grupos de orden 540 se obtienen asi: para
obtenerlos de la primera manera, descompéngase 540 en potencias de primos
como 540 = 22 .3%.5. Luego, los posibles grupos de la primer manera (no
isomorfos uno con el otro) son

Lo X Dy X Zig X Lz X Lz X L
Za X Lz X Zg X Ly X Zs,

Lo X Lo X Lz X Lg X Zis

Lo X g X Loy X Zis

Ly X Ly X g X Ls

Ly X Dio7 X s

y de la segunda manera (no isomorfos uno con el otro) son

Z3 X ZLg X Lo
L3 X %3 X Zgo
Lo X ZLaro
Zg X Ly
L3 % Zaso

Zis40

Asi, tenemos seis grupos abelianos (salvo isomorfismo) de orden 540. Los de
la primera lista corresponden en el orden escrito a los de la segunda lista.

Consideremos una cadena C = {C,,9,} de grupos abelianos finitamente
generados y el grupo de homologia de grado n de C, H,(C) = ker 0,/im
Ont+1 = Zn(C)/B,(C). Los subgrupos Z,(C) y B,(C) de C, son finitamente
generados, luego H,(C) es finitamente generado. Los coeficientes de torsién
de H,(C) se llaman coeficientes de torsién de grado n de C y el rango
de H,(C) se llama ndmero de Betti ,,(C) de grado n de C. El entero
x(C) =3, (-1)"3,(C) se llama caracteristica de Euler-Poincaré de la
cadena C.

Problemas.

1.1 Encuentre los posibles grupos abelianos salvo isomorfismo de orden 8,
10.
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1.2 Encuentre los posibles grupos abelianos salvo isomorfismo de orden 12,
16.

1.3 Encuentre los posibles grupos abelianos salvo isomorfismo de orden 32.
1.4 Encuentre los posibles grupos abelianos salvo isomorfismo de orden 720.
1.5 Encuentre los posibles grupos abelianos salvo isomorfismo de orden 860.

1.6 Encuentre los posibles grupos abelianos salvo isomorfismo de orden 1150.
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I11.2 Permutaciones, Orbitas y Teoremas de Sy-
low

Consideremos el conjunto ¥, consistente de todas las permutaciones del
conjunto I, = {1,...,n}, es decir, X,, consiste de todas las funciones biyectivas
de I, en I,,. En 1.2 vimos que X, es un grupo bajo la operacién binaria o y
que | ¥, |= n! Recordemos Y3 y su tabla correspondiente como en I.1. Sus

elementos son
3 (1 3 (1 3
3 ) LT\ 2 1) P27\ 3 2

) =i 1) m=(a13)

El célculo de la composicién de dos permutaciones lo haremos siguiendo el mismo
orden que el de las funciones, por ejemplo:

(123 123\ (12 3)\_
Prem=1\ 9 3 1 1 32) {21 3)7"™

es decir, primero consideramos 7n; y luego p;. Asi,

(123 1 23) (12 3\
Mmerr=1\1 3 2 2 3 1)~ 2 1 )7

Su tabla es (considerando la forma de componer dos funciones, primero
la derecha (columna izquierda) y después la izquierda (renglén superior)):

NN W

3

=

Il
VR

— =

W N NN
—_ N =N

° L P P2 T Ty T3

L Loopr P2 M N2 T3
P1 | P P2 Lo M2 N3 M
P2 P2 L P1 T3 N1 T2
M (M M3 M2 L P2 P1
M (M2 M M3 P11 L P2
M3 | M3 T2 T P2 P1 L

Hemos escrito para I,, = {1, ...,n} una permutacién o : I,, — I,, como
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Diremos que una permutacién o de I,, es un ciclo de longitud r (o r-ciclo) si
existen enteros i1, ...7,- en I, tal que

ij+1Sii:ijy1§j<T
o(i) = i1 84 =1,
isii#i;yl#5<r

y lo denotamos mediante o = (41, i2, ..., i ). Por ejemplo,

(133)-ne

es un ciclo de longitud 3. Observe que (1,2,3) = (2,3,1) = (3,1,2), es decir,
hay 3 notaciones para este ciclo y en general véase el Problema 2.3.

Diremos que un ciclo de longitud 2 es una transposicién. Un ciclo de
longitud 1 lo omitiremos usualmente cuando tengamos un producto de ciclos.
Por ejemplo:

(5155634 7)-0326000

donde (1,3,2) es un triciclo, (4,6) es una transposicién, (5) y (7) son ciclos de
longitud uno y se acostumbran omitir.

Sea o una permutacién de %, y definamos en I,, = {1,...,n} una relacién
dada por i = j si, y sélo si 0"(i) = j, para algin entero r. Es inmediato
comprobar que tenemos una relacién de equivalencia en I, (Problema 2.4). Las
clases de equivalencia las llamaremos 6rbitas de o. Por ejemplo, la érbita del
elemento 1 de la permutacién

123 4 56 78 9 10 11 12
356 11 249 7 10 12 8 1
= (1,3,6,4,11,8,7,9,10,12)(2,5)

es {1,3,6,4,11,8,7,9,10,12}, la del elemento 2 es {2,5}. Observe que si la
6rbita contiene més de un elemento, entonces forma un ciclo de longitud igual
al nimero de elementos de la 6rbita. Asi, si Oy, ..., Oy son las érbitas (que son
ajenas) de una permutacién o y ci, ..., ¢y los ciclos (ajenos) dados por ¢;(i) =
o(i)sii € Oj oisii¢ O; entonces 0 = c¢1¢3---c. Por lo tanto tenemos la
siguiente

2.1 Proposicién. Toda permutacion o se puede escribir como producto de
ciclos ajenos. 4

Observe que la representacién como producto de ciclos ajenos es tnica salvo
por el orden en que aparecen. Claramente la composicién de ciclos ajenos
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si es conmutativa y como todo ciclo se expresa en la forma (i1,42,...,%,) =
(’L'l7 ir)<i1, irfl) s <i1, ig)(’il, ig) tenemos el

2.2 Corolario. Toda permutacién o € 3, para n > 2 es un producto de
transposiciones no necesariamente ajenas.4

Por ejemplo,

(1,3,6,4,11,8,7,9,10,12)(2,5)
= (1,12)(1,10)(1,9)(1,7)(1,8)(1, 11)(1,4)(1,6)(1,3)(2,5)

Observe que al descomponer una permutacién como producto de trans-
posiciones siempre podemos agregar la transformacion identidad escrita como
(4,1%)(25,1%) de tal manera que dicha descomposicién no es la tinica posible.

2.3 Definicién. Diremos que el grupo G actda (por la izquierda) en un
conjunto X si existe una funcién

a: GxX — X
(9,7) = alg,)

donde a(g, ) se denotard gz, tal que se cumpla (e,z) — ale,z) = ex = x y
(99, %) = algg’,x) = (99')x = g(g'z).

Si se tiene que G actia en X se dice que X es un G-conjunto. En la
notacién (g,z) — a(g,z) = gz, el hecho de escribir gz es un abuso comiin de
notacion y estd definido de manera particular en cada caso. Se puede definir un
concepto andlogo definiendo la accién por la derecha.

Veamos algunos ejemplos.

2.4 Ejemplo. Todo grupo G es un G-conjunto con la operacién binaria
vista como accién. También todo grupo puede considerarse un H-conjunto
con H un subgrupo de G, aqui se tendria H x G — G dada por (h,z) —
a(h,x) = hz. Dicha accién se llama translacién (por la izquierda). Todo
espacio vectorial V sobre un campo K puede verse como un K-conjunto donde
la parte multiplicativa de K actida en V.

2.5 Ejemplo. I, es un X,-conjunto con la accién a : 3, X I, — I, dada
por (0,%) — a(o,i) = o(i).

2.6 Ejemplo. Consideremos una accién de un subgrupo H de G, a : H X
G — G dada por (h, ) — a(h,z) = heh~!. Esta accién se llama conjugacién
por h. El elemento hzh ™' se dice que es un conjugado de z.

Sea X un G-conjunto con a : G x X — X. Diremos que dos elementos
z,y € X estdn relacionados y escribiremos x ~ y si, y sélo si, existe g € G tal
que a(g,x) = gx = y para alguna g € G.
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2.7 Proposicién. ~ es una relacién de equivalencia y el conjunto
Go={9€G|gx=u}

es un subgrupo de G.

Demostraciéon. Como para cada =z € X, ex = z, entonces z ~ x. Si
T ~ y entonces existe ¢ € G tal que gr = y para alguna g € G. Luego,
r=cx=(g7'g)r =9 g9z) =g lyyporlotantoy ~z. Sizx ~yyy~=z
entonces existen g,¢’ € G tales que gz = y y ¢'y = 2z para algunas g,¢9' € G.
Entonces (¢'g)x = ¢'(gx) = ¢g'y = z, luego  ~ z. Consideremos g¢,¢' € G,.
Luego gr =z y g’z = z. Asi, (9¢9')x = g(¢'x) = gz = z. Por lo tanto, gg’ € G,.
Claramente ex = x, luego e € G,. Finalmente, si g € G, entonces gr = = y
r=ex = (97 'g)z = g7 (g97) = g~ 'z. Por lo tanto, g~ € G,. Luego, G, es un
subgrupo de G.4¢

El subgrupo G, se llama subgrupo de isotropia de x o estabilizador de
z. Llamaremos érbita de X bajo G a cada clase de equivalencia de la relacién
~ . Si z € X llamaremos 6rbita de = a la clase de equivalencia de x la cual
denotaremos con G.

Daremos nombres a diversas érbitas:
(i) Si un grupo G acttia sobre sf mismo bajo conjugacion, la érbita {gzg='}
con g € G la llamaremos clase conjugada de z.

(ii) Si el subgrupo H < G actia en G por conjugacion, el grupo de isotropia
H, ={h € H: hx = zh} se llama centralizador de = en H y lo denotaremos
con Cg(x).

(iii) Si H = G, Cg(x) se llamard centralizador de z.

(iv) Si H < G actua por conjugacion en el conjunto de los subgrupos de G,
entonces el subgrupo de H que deja fijo a K se llamard normalizador de K
en H, denotado Ny (K)={h € H|hKh™! = K}.

(v) En particular, si tenemos el caso en que se tome Ng(K) lo llamaremos
normalizador de K.

2.8 Teorema. Sea X un G-conjunto con ¢ : G x X — X. Siz € X,
entonces el nimero de clases de equivalencia u 6rbitas es igual al indice de G
en G, es decir, | Gz |= (G : G,).

Demostracion. Definamos una funcién

w: Gz — G/G, dada por
a(g,z) =gz =y — wla(g,r)) =wlgr) = 9Gs
Veamos que w estd bien definida: supongamos que también a(h,z) = ha =y

parah € G. Luego gr = hx , g ' (gx) = g ' (ha)yz = (g7 h)z. Ast, g th € G,
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Ahora veamos que w es inyectiva: si y,z € Gz y w(y) = w(z). Entonces
existen h,k € G tal que a(h,z) = hx =y y a(k,z) = kx = z, con k € hG,.
Entonces k = hg para alguna g € G, luego z = kx = (hg)x = h(gx) = hz = y.
Por lo tanto, w es inyectiva.

Veamos que w es suprayectiva: sea h(GG, una clase lateral izquierda. Entonces
si hz = y, se tiene que hG, = w(y). Luego w es suprayectiva. Por lo tanto,

| Gz |= (G : G,). ¢

2.9 Corolario. Si o(G) es finito, entonces o(Gz) | o(G).
Demostracién. Como o(G) es finito, entonces o(G) = o(Gz)o(G,).4

2.10 Teorema. Sea G un grupo finito, g € Gy Xy ={z € X | gr = z}. Si
n es el nimero de 6rbitas de X en G entonces

_ —1
n= % |X,]0(0)

Demostracién. Sea r el nimero de parejas (g, z) tales que gx = x. Hay
X, | parejas para cada g y | G, | para cada x. Entonces
g

r= T X = 5 G

Como o(Gz) = (G : G;) = o(G)/o(Gy) por el teorema anterior, entonces

o(Ga) = 0(G)fo(Ga). Asi,r = X (|G| /|G |)=| G| T (1/|Ga ). Pero

1/ | Gz | tiene el mismo valor para toda = en la misma orblta y si O denota
cualquier 6rbita, entonces Eo(l/ | Gz |) = Eo(l/ | O ]) = 1. Sustituyendo,
re fas

obtenemos r = o(G)n.4

2.11 Proposicién. Sea X un G-conjunto. La funcién

w: G — Yx
g = w(g) =o4(z)=gx

es un homomorfismo.

Demostracién. Veamos que o, : X — X es efectivamente una per-
mutacién: Si o4(z) = o,4(y), entonces gz = gy. Luego g~ '(g9z) = g7 (gy) vy
(g7'g9)z = (97 19)y. Ast, ex = ey y x = y. Por lo tanto, o, es inyectiva.

Como o4(g7tz) = g(g7z) = (997 ')z = ex = z, para cada x existe g~
tal que o4(g~'x) = z. Luego, o, es suprayectiva. w es un homomorfismo pues

wlgg') = ogg(x)=(99")z =9g(g'z) = gog ()
= 04(0g(x)) = w(g)loy(x)) = wlglw(g)-¢

2.12 Corolario. (Cayley) Si G es un grupo entonces existe un monomor-
fismo G — X, es decir, todo grupo es isomorfo a un grupo de permutaciones.
Si G es un grupo finito de orden n entonces es isomorfo a un subgrupo de ¥,,.
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Demostracién. Consideremos la accién de G en si mismo mediante transla-
cién por la izquierda y asf aplicamos la proposicién anterior obteniendo

w: G — Y. dada por
g  wlg) =o04)=gz

Si w(g) = o4(x) = gr = Ig, entonces o4(x) = gr = x para toda = € G.
Si tomamos x = e entonces ge = e y por lo tanto g = e. Luego, w es un
monomorfismo. Como caso particular, si o(G) = n entonces Lg = X,,.

Otra redaccién es la siguiente: Propondremos a

H={0,:G— G|z~ og4(z) =gz, para cada g € G fija}

como candidato a subgrupo de ¥g. 04 : G — G es claramente una permutacién
de G pues si 04(x) = 04(y) entonces gr = gy y « = y, ademds, si € G entonces
o4(97'z) = gg~ ' = z. Es inmediato comprobar que H es un subgrupo de ¥
pues 04004 (2)) = 04(9'z) = g(¢'x) = (99')x = 044 () para toda z € G, como
oe(x) = ex = x para toda x € G, H contiene a la permutacién identidad y
finalmente, como o404 = 04g/,040,-1 = Ogg-1 = 0c y Oyg-104 = Og—1, = O,
tenemos que 0,1 = (04)"'. Ahora, definamos

h : G — H mediante
g +— hig)=o0y

Como

h(gg')(x) = 049 (x) = (99")x = g(g'x) = 04(0y/(2)) = (0404)(x)) = h(g)h(g)

h es un homomorfismo. Si h(g) = h(g’) entonces, en particular, o,4(e) = ge =
g=¢ =g'e=04(e),luego g = ¢’ y h es inyectiva. Luego h es un isomorfismo. ¢

Los teoremas de Sylow nos proporcionan informaciéon importante acerca de
los grupos finitos no conmutativos. Nos dicen, entre otras cosas, que si la
potencia de un primo divide al orden de un grupo este posee un subgrupo con
ese orden.

2.13 Definicién. Un grupo G se dice que es un p-grupo (p un ndimero
primo), si todos los elementos de G tienen orden una potencia de p.

2.14 Teorema. (Primer teorema de Sylow) Sea G un grupo de orden
p™m donde p es primo, n > 1y tal que p { m. Entonces, G contiene un subgrupo
de orden p’ para cada i tal que 1 < i < n, y todo subgrupo H de G de orden p’
es un subgrupo normal de un subgrupo de orden p'*! para 1 <i < n.

2.15 Definicién. Sea p un nimero primo. Diremos que P es un p-
subgrupo de Sylow si P es un p-subgrupo méaximo de GG i.e si K es un p-grupo
tal que P < K < GG entonces P = K.
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2.16 Teorema. (Segundo teorema de Sylow) Dos p-subgrupos de Sylow
de un grupo finito G son conjugados.

2.17 Teorema. (Tercer teorema de Sylow) Si G es un grupo finito y
p | o(G) ( p primo), entonces el nimero de p-subgrupos de Sylow de G divide al
orden de G y es congruente con 1 médulo p.

Véase [A] o [F] para las demostraciones de los teoremas de Sylow.

Problemas.

2.1 Compruebe que a : Z x R — R dada por (g,z) — a(g,x) = gz es una
accion de Z en R llamada translacién.

2.2 Considere la accién a : H x s(G) — s(G) de un subgrupo H de un
grupo G en el conjunto s(G) consistente de todos los subgrupos de G dada por
(h, K) — hKh™1. Pruebe que hKh~! es un subgrupo de G isomorfo a K.
hKh~! se dice que es un subgrupo conjugado de K.

2.3 Pruebe que para un ciclo de longitud r hay exactamente r notaciones
en forma de ciclo.

2.4 Pruebe que si o es una permutacién de 3, yen I, = {1,...,n},i = jsi, y
solo si 0" (i) = j, para algun entero 7, entonces = es una relacién de equivalencia
en I,,.

2.5 Definimos el signo de una permutacién o € ¥,, como

s9(0) = o, T =710,

j—1
Pruebe que si ¢’ es otra permutacién, entonces sg(o’ o o) = sg(a’)sg(o) y que
si T es una transposicién, entonces sg(7) = —1. Diremos que una permutacién
es par o impar si su signo es 1 o —1 respectivamente. Concluya que si n > 1,
el conjunto de las permutaciones pares de I, forman un subgrupo 4, de %,
llamado grupo alternante de grado n.

2.6 Defina un homomorfismo & : ¥,, — {1, —1} dado por h(c) igual a 1 si
o es par y —1 si o es impar. Pruebe que 4, es el nicleo de h, y por lo tanto un

subgrupo normal de ¥, tal que o(4,,) = %’

2.7 Pruebe que si un nimero primo p divide al orden de un grupo finito o(G),
entonces GG tiene un elemento de orden p y por ende un subgrupo de orden p.
(Teorema de Cauchy)
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2.8 Pruebe que un grupo finito es un p-grupo si, y sélo si, el orden de G es
una potencia de p.

2.9 Pruebe que si o(G) = p", p un nimero primo, entonces posee un centro
no trivial.

2.10 Demuestre que si o(G) = p? para p un nimero primo, entonces G es
ciclico o isomorfo a Zj, x Zy.

2.11 Pruebe que el subgrupo K es normal en Ng(K).

2.12 Pruebe que K es normal en G si, y sélo si Ng(K) = G. Compruebe
que los 2-subgrupos de Sylow de X3 tienen orden 2 y que éstos son conjugados
unos con otros.

2.13 Pruebe que solamente existe un grupo de orden 15.

2.14 Pruebe que no existen grupos simples de orden 15, 20, 30, 36, 48 y 255.
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ITI.3 Grupos Libres

Considérese el producto cartesiano A = X X Zs donde X denota cualquier
conjunto y Zs = {—1,1}. Para cada elemento z de X usaremos las notacién
a2l = (z,1)y2z~! = (2, —1). Consideremos el conjunto K de todas las sucesiones
finitas de elementos con repeticién del conjunto A. Definamos una operacién
binaria en K

KxK — K
(x17"'7x7‘)(y17"'7y$) = (x15"'?$7'7y15"'7y3)

Llamaremos alfabeto a los elementos de A, y palabras a los elementos de
K, los cuales son productos formales de elementos de A.

3.1 Ejemplo. Témese X = {x1,zo,x3,24}. Las siguientes expresiones son
1 1.1 1.1,.—1.1 —1,1

palabras: xlxglx}xg x3$Z1x51x§7 zy wdxy tatay x3$§x217 x%x;lx%% 3.

Diremos que una palabra estd reducida si para todo elemento = de X, 2!
nunca estd junto a ! o viceversa. Sea L el conjunto de todas las palabras
reducidas de K y adjuntémosle la palabra vacfa (la cual no estd en K) misma
que denotaremos con 1.

Ahora definamos una operacién binaria en L con las siguientes condiciones:
si alguno de los elementos x o y es 1 entonces su producto es x o y, de otra
manera su producto es una palabra reducida zy. Se puede comprobar que esta
operacién binaria proporciona a L una estructura de grupo.

3.2 Definicién. Un grupo libre en el conjunto X es una pareja (L, f)
donde L es un grupo y f : X — L es una funcién tal que, para cualquier
funcién g : X — G, G un grupo cualquiera, existe un homomorfismo tnico
h : L — G tal que el siguiente tridngulo es conmutativo:

x L

g\ Lh
G

Definamos una funcién f : X — L mediante f(x) = 2! € L. Supongamos
que g : X — G es cualquier funcién de X en un grupo G. Definamos una
funcién h : L — G mediante

h(k) = eg sik esla palabra vacia
hk) = gla)g(wa) - glon)™ sik=alal - aln

n

paran, = =£1,1<i<n
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Es facil comprobar que h es un homomorfismo de grupos tal que ho f = g.
Atn més, si A/ : L — G es otro homomorfismo de grupos tal que h' o
f = g. Entonces para la palabra k = z]'zJ*---x," tendrfamos que h'(k) =
B (z1)™ R (x2)"2 - - B (z,)"™ = g(x1)"g(x2)"2 - - - g(xy,)"™. Luego h = h'/. Asi es
que tenemos el siguiente

3.3 Teorema. Para cualquier conjunto X siempre existe un grupo libre en
X.¢

Considérese un grupo libre en el conjunto X denotado (L, f), donde f :
X — L es una funcién. Veamos que dicha funcién f es inyectiva: Supongamos
que x,y € X con z # y. Consideremos un grupo G'y g : X — G una funcién
tal que g(x) # g(y). Como h(f(x)) = g(z) # g(y) = h(f(y)) se tiene que
f(z) # f(y). Adn mds, veamos que f(X) genera L: sea H el subgrupo de L
generado por f(X). Entonces f define una funcién g : X — H coniog = f
donde i denota la inclusién de H en L. Como L es libre, existe un homomorfismo
h:L— H tal que ho f =g.

x L L
g\ i1lh
H
Considere el diagrama
x L L
SN ioh LI
L

Es claro que I, o f = f,yioho f =i0g = f. Por la unicidad, 0o h = I,.
Luego, ¢ debe ser suprayectiva. Asi, H = Gy f(X) genera L.

Supongamos que (L', g) es otro grupo libre en el mismo conjunto X que L.
Entonces podemos considerar el siguiente diagrama:

x L
g\ Lh
X L
N\ LY

L

Aqui, como L es libre, existe un homomorfismo tunico h tal que g = ho fy
como también L’ es libre, existe un homomorfismo tnico A’ tal que f = h' o g.
Por la unicidad, Iy, = I’ o h. Andlogamente podemos considerar el diagrama

X 2
T A 4
X L

g\ Lh
L/
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y obtener que Iy, = hoh'. Luego, L = L'. Podemos resumir lo anterior en el
siguiente

3.4 Teorema. Sea (L, f) un grupo libre en X. Entonces f es inyectiva y
f(X) genera L. Atn mds, (L, f) es tnico salvo isomorfismo.4

Obsérvese que cada conjunto X determina un unico grupo libre. Como f es
inyectiva identificaremos X con su imagen y f(X) es un subconjunto generador
de L. Podemos decir que toda funcién g : X — G se extiende a un homo-
morfismo unico h : L — G. Llamaremos a L grupo libre generado por los
elementos del conjunto X. Observe que todo grupo libre es infinito.

Sea G cualquier grupo. Podemos escoger un subconjunto X de G que genere
a (G. Siempre se puede, pues podriamos escoger X = G. Consideremos el
grupo libre generado por X. Entonces la funcién de inclusién g : X — G se
extiende a un homomorfismo h : L — G. h es suprayectiva puesto que X
genera Gy X = g(X) C h(L). Si N es el micleo de h, por el primer teorema
del isomorfismo, G 2 L/N. Podemos resumir esto en el siguiente

3.5 Teorema. Cualquier grupo es isomorfo al cociente de un grupo libre.4

Denotemos con R el conjunto de generadores del subgrupo N del grupo
libre L. Como el grupo L estd totalmente determinado por el conjunto X y
el subgrupo normal N lo estd por el conjunto R, el grupo G = L/N puede
definirse dando un conjunto cuyos elementos los llamaremos generadores de

G y mediante un conjunto R cuyos elementos los llamaremos relaciones que
definen G.

. . 7 .
Consideremos una palabra reducida k = z]'z5? -+ 2" # 1, es decir, un

elemento de R tal que si N no es el subgrupo trivial omitimos el 1 del conjunto R.
Como k € N, representa el elemento de identidad en el cociente. Lo denotaremos

mediante la expresion z]'z? -z = 1.

Diremos que los conjuntos X y R dan una presentacion (X | R) del grupo
G = L/N. Puede haber presentaciones diferentes de un mismo grupo. En tal
caso las llamaremos, presentaciones isomorfas.

3.6 Ejemplo. El grupo diedro D,, n > 2, es el grupo de orden 2n generado

por dos elementos, a y b con relaciones a” = 1,02 =1y bab=a""'.

3.7 Ejemplo. (x| ) es una presentacién del grupo libre Z. Esto es, un
generador, pero ninguna relacién. De aqui el término libre, es decir, libre de

relaciones.

3.8 Ejemplo. (z | 2™ = e) es una presentacién del grupo ciclico Z,.
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3.9 Definicién. Un grupo abeliano libre en el conjunto X es una pareja
(L, f) donde L es un grupo abeliano y f : X — L es una funcién tal que,
para cualquier funcién g : X — G, G un grupo abeliano cualquiera, existe un
homomorfismo tnico h : L — G tal que el siguiente triangulo es conmutativo:

x L. 1
g\ Lh
G

Los siguientes dos teoremas se prueban exactamente como los correspondi-
entes a grupos libres:

3.10 Teorema. Sea (L, f) un grupo abeliano libre en X. Entonces f es
inyectiva y f(X) genera L. Aun més, (L, f) es tinico salvo isomorfismo.4

3.11 Teorema. Cualquier grupo abeliano es isomorfo al cociente de un
grupo abeliano libre. ¢

3.12 Teorema. Para cualquier conjunto X siempre existe un grupo abeliano
libre en X.

Demostracién. Sea (K,i : X — K) un grupo libre en un conjunto X.
Considérese el grupo cociente L = K/K'donde K’ denota el subrupo conmuta-
dor y la proyeccién a dicho cociente p : K — K/K'. Veamos que (L, f) es un
grupo abeliano libre en X, f = poi.

Sea g : X — @ cualquier funcién de X en un grupo abeliano G. Como K es
un grupo libre en X, existe un homomorfismo k : K — G tal que koi = g. Como
G es un grupo abeliano, k envia el subgrupo conmutador K’ de K al elemento
0 de G. Luego, k induce un homomorfismo h : L — G tal que h o p = k. Luego
hopoi=koi=g. La unicidad es inmediata y la dejamos como un ejercicio.4¢

Como la funcién f = poi es inyectiva, podemos identificar X con su imagen
f(X) en L. Asf, X es un subconjunto de L que genera a L misma. Decimos que
la funcidén g se extiende a un homomorfismo tnico h y llamamos a L el grupo
abeliano libre generado por (los elementos) del conjunto X. Diremos
que un grupo cualquiera G es un grupo abeliano libre, si es isomorfo a un
grupo abeliano libre L generado por un conjunto X. Si ' : L — G y denotamos
con f la restriccion de f’a X, entonces (G, f) es un grupo abeliano libre en el
conjunto X. Llamaremos base del grupo abeliano libre G a la imagen f(X).
Es claro que toda funcién g : f(X) — H donde H es cualquier grupo abeliano
se extiende a un homomorfismo unico h : G — H. (Problema 3.3).

3.13 Ejemplo. Considere el grupo que consiste de la suma directa de n
copias de Z. Entonces (1,0,...,0), (0,1,0,...0),..., (0,...,0,1) es una base de
dicho grupo abeliano libre. El grupo de los enteros médulo n no es abeliano
libre.
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Problemas.

3.1 Sea L el conjunto de todas las palabras reducidas de K y adjuntémosle la
palabra vacia (la cual no estd en K) misma que denotaremos con 1. Definamos
una operaciéon binaria en L con las siguientes condiciones: si alguno de los
elementos x o y es 1 entonces su producto es x o y, de otra manera su producto
es una palabra reducida xy. Pruebe que esta operacién binaria proporciona una
estructura de grupo a L.

3.2 Considere la funcién h : L — G definida mediante

h(k) = eg sik esla palabra vacia
h(k) = g(z1)"g(z2)™ - g(x,)™ sik =a* 2]zl
paran, = =£1,1<i<n

Compruebe que h es un homomorfismo de grupos tal que ho f = g en el contexto
del Teorema 3.3.

3.3 Diremos que un grupo cualquiera G es un grupo abeliano libre, si es
isomorfo a un grupo abeliano libre L generado por un conjunto X. Si /' : L — G
y denotamos con f la restriccion de f/ a X, entonces (G, f) es un grupo abeliano
libre en el conjunto X. Llamaremos base del grupo abeliano libre G a la
imagen f(X). Pruebe que toda funcién g : f(X) — H donde H es cualquier
grupo abeliano se extiende a un homomorfismo tnico h: G — H.

3.4 Decimos que un grupo abeliano libre es de rango finito o infinito si
posee una base finita o infinita respectivamente. Pruebe que si una base es finita
con n elementos (infinita), entonces cualquier otra base es también finita con n
elementos (infinita).

3.5 Sean L y L' grupos abelianos libres isomorfos generados por X y X’
respectivamente. Pruebe que si X consiste de un nimero finito de elementos,
entonces X’ consiste del mismo nimero de elementos.

3.6 Sea {G}cx una familia de grupos abelianos indizados por el conjunto
X con cada G; 2 Z,j € X. Defina L = {a: X — Z | aj) = 0 para casi toda
j € X} junto con una operacién binaria dada por (a + 8)(j) = a(j) + 8())
jeX.

(i) Pruebe que L es un grupo abeliano.

(ii) Defina f : X — L mediante j — f(5)(i) = 1si i = 5,0 si i # j. Pruebe
que (L, f) es un grupo abeliano libre en X.

(ili) Pruebe que >, G; = (L, f).

(iv) Concluya que un grupo abeliano es de rango m si, y sélo si, es isomorfo
a la suma directa de m grupos ciclicos infinitos.
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Los siguientes problemas son optativos (no se espera que sean resueltos sin
ayuda externa) y establecerdn, (junto con los problemas de las secciones y capi-
tulos anteriores) los grupos de orden menor que 16, a saber:

Orden 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Ndimero 1 1 1 2 1 2 1 5 2 2 1 5 1 2 1

donde el renglén superior indica el orden del grupo y el renglén inferior indica
el nimero de grupos salvo isomorfismo de ese orden.

3.7 Pruebe que si p es un niimero primo que divide al orden de un grupo,
entonces el grupo contiene un elemento de orden p. Este es el Teorema de
Cauchy.

3.8 Pruebe que solamente existen dos grupos de orden 2p para cada nimero
primo p, uno es ciclico y el otro es D,,.

3.9 Escriba todos los grupos, salvo isomorfismo, de cada orden menor a 16.
3.10 Determine todos los grupos, salvo isomorfismo, de orden 10.

3.11 Compruebe que las siguientes presentaciones de Zg son isomorfas:
1 2

(z,y ayalyt =ea? =e P =e)y (z]a®=e).
3.12 Determine todos los grupos, salvo isomorfismo, de orden 8. (Son cinco,
de los cuales tres son abebianos y dos son no abelianos).

3.13 Determine todos los grupos, salvo isomorfismo, de orden 12. (Son cinco,
dos son abelianos y tres son no abelianos. Sugerencia: utilice los Teoremas de
Sylow y argumentos semejantes a los usados en el problema anterior).
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II1.4 Producto Tensorial

Definiremos un grupo abeliano en el cual solamente se tienen relaciones bia-
ditivas.

4.1 Definicién. Sean X y Y grupos abelianos. El producto tensorial de
X y Y es la pareja (T, f), donde T es un grupo abelianoy f: X xY — T es
una funcién biaditiva, tal que si, G es un grupo abeliano y g: X x Y — G es
biaditiva, entonces existe una homomorfismo tnico h: T'— G tal que g = ho f.

La condicién g = h o f se puede representar mediante el diagrama
xxy L1
g \ J,h
G

La definicién anterior nos dice que cualquier funcién biaditiva g: X xY — G
puede expresarse en términos de f: X x Y — T como g(z,y) = h(f(z,y)) para
un homomorfismo tnico h: T — G.

Veamos a continuacién que, si existe, el producto tensorial de dos grupos
abelianos es unico. Es decir, dados dos productos tensoriales (T, f) y (T, ') de
X y Y existe un isomorfismo entre Ty T”. Esto es inmediato, pues, por ser T
un producto tensorial, existe h: T — T” tal que f’ = ho f. Andlogamente, como
T’ es un producto tensorial, existe h': T — T tal que f = h’o f’. Consideremos
los siguientes diagramas

T
./ n
xxy 2o o1,
Y
T
T/
7/ w
Xxy L 17 1.
7N\ n
T/

Por ser T un producto tensorial, como 17: T — T es tal que 1po f = f
se tiene que también que h' o h o f = f. Luego, por la unicidad, tenemos que
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h' o h = 1p. De manera semejante, por ser 7' un producto tensorial, como
1p: T" — T es tal que 1w o f/ = f' y también ho h' o f/ = [/, se tiene,
por unicidad, que h o b’ = 17.. Por lo tanto, h es un isomorfismo. Entonces
podemos hablar de el producto tensorial T'de X y Y, denotadocon T = X ®Y
o simplemente X ® Y.

Ahora veamos que, dados dos grupos abelianos, siempre existe su producto
tensorial.

4.2 Proposicién. Sean X y Y grupos abelianos. Entonces existe un grupo
abeliano T que cumple la definicién anterior.

Demostracién. Sea L el grupo abeliano libre con base X x Y y sea G el
subgrupo de L generado por los elementos de la forma (z+2,y) — (z,y) — (2', y)
v (z,y+y)—(z,y)—(z,y') donde z,2' € X yy,y’ € Y. Definamos XQV =T =
L/G. Denotemos con x ® y la clase lateral (z,y) + G. Es inmediato comprobar
que f: X XY — X ®Y, dado por f(x,y) = z ®y es biaditiva, (Problema 4.1).
Veamos que que X ® Y es, efectivamente, un producto tensorial. Sea G’ un
grupo abeliano cualquiera. Consideremos el tridngulo

xXxy -5 L
g\ lh’
Gl

donde g es biaditiva. Como L es libre con base X x Y, existe un homomorfismo
h': L — G tal que g = W o f. Es fécil ver que A’ se anula en los elementos gene-
radores de G. Por lo tanto, G C ker #/, e induce un homomorfismo h: L/G — G’
tal que el siguiente tridngulo conmuta:

xxy L Ljg=xov

g \« lh
el

Es fécil comprobar que h es tnica (Problema 4.1).4

Para cada x € X y y € Y, el elemento f(z,y) lo escribiremos en la forma
x ®y. Es facil comprobar (Problema 4.2) que f(X x Y') genera el producto
tensorial T, el cual denotamos X ® Y. De manera que cada elemento de X ® Y’
se puede escribir en la forma Y, \j(z; ® y;) con \; € Z, x; € X, y; € Y.
Esta expresién no es unica pues se pueden escoger diferentes representantes de
una clase lateral. Debido a lo anterior, podemos alternativamente definir X @ Y’
como el grupo abeliano generado por todos los simbolos z ® y, z € X, y € Y,
sujeto a las relaciones

(Z14+22) QY = T1QY+220Y
TRy +y2) = TROYFTRY
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Esta expresion no es tnica pues de la biaditividad de f se tiene que

(T1+22) Ry = (210Y) +(22Qy)
@y t+y) = @yt (@y)

donde x1, 29,2 € X v y1,y2,y € Y. Como caso particular se tiene que, para
AEZ,(Mx)@y =XMzRy) =2 (\y). Si A= —1 se tiene que (—z) @y =
—(2®y)=2® (—y) ysi A =0 se tiene que 0®y = 0 = 2 ® 0. Por lo tanto,
cualquier elemento de X ® Y puede escribirse en la forma

r

Z(l“i ®yi)

=1

donde z; € X, y; €Y.

La funcién biaditiva f se llama funcién biaditiva universal (cualquier
otra funcién biaditiva g: X XY — G se obtiene de f). Decimos que debido a la
propiedad universal, el grupo abeliano X ® Y estd determinado en forma tnica
salvo isomorfismo.

Sean p: X' — X, 1: Y/ — Y homomorfismos de grupos abelianos y
ex: X'xY - XxY

dado por
(o x P)(z,y) = (¢(x),9(y))

Sean f: X' xY' - X' @Y yg: X XY - X ®Y las funciones biaditivas
respectivas. Consideremos la funcién biaditiva

go(pxv): X'xY' - X®Y.
Como X’ ® Y’ es el producto tensorial, existe un homomorfismo tinico
h XY XY

que denotaremos con ¢ ® ¥ tal que el siguiente diagrama conmuta:

X'xy - x ey
oxp L Loy
XxY 4 Xov
ie.,
(@) o flz,y) =go (¢ xP)(,y); (z,y) € X' x Y.
Luego

(pRY)(zRy) =¢@)@Y(y),zc X ,yecY'
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’
Como consecuencia de la unicidad de p®1) tenemos que si X/ —— X - X"/

y Y’ 2y L ¥ son homomorfismos de grupos abelianos, entonces
(P o) @@ o) = (¢ @Y)o(p@).

En particular, las siguientes proposiciones son inmediatas.

4.3 Proposicién. Sean ¢: Y’ — Y y ¢': Y — Y” homomorfismos de
grupos abelianos y X un grupo abeliano. Entonces

(i)silx: X - X yly: Y — Y son los homomorfismos de identidad en-
tonces 1x ® 1y es la identidad de X ® Y, y

(i) Ix @9 o (lx ®9) = (1x @ (¥ 09)).

Podemos escribir éstas afirmaciones en el siguiente diagrama:

Y’ XY
() lixou
ly Y ) 1Ix9ly X QY 1x @ (3’ oth)
() lixay
Y// X ® Y//

Andlogamente tenemos la siguiente

4.4 Proposicién. Sean ¢: X' — X y ¢': X — X" homomorfismos de

grupos abelianos y Y un grupos abeliano. Entonces
(i)silx: X - X y 1y: Y — Y son los homomorfismos de identidad,

entonces 1x ® ly es la identidad de X @ Y, y
(ii) (¢ ®@1y)o(p@ly) = ((¢'op) @ 1y).4

Podemos escribir éstas afirmaciones en el siguiente diagramas:

X' X'®Y
@ l lw@ly
1x X @'op 1x®1y XY (p'op)R1y
@’ l l@’@ly
X// X// ® Y

Se tiene el siguiente resultado acerca del producto tensorial de una suma

directa de grupos abelianos:

4.5 Proposicién. (i) Sean X y Y grupos abelianos con Y = > Y;. Entonces
iel

X v)=) (XeY)

i€l i€l
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(ii) Sean X y Y grupos abelianos y X = > X;. Entonces

i€l
O x)ey=> (X;2Y)
i€l icl

Demostracién. Sea g: X x (>.V;) — Y (X ®Y;) dada por g(z, (y;)) =
i€l i€l
(z ® y;). Es facil comprobar que g es biaditiva. Luego, existe
h: M@ (N;) — (M ® N;)

tal que el siguiente diagrama conmutas:

Xx(Xv) L Xe(xv

el el
g \ lh
> (X®Y;)
el

Sea p,: X®Y; — X ®(>.Y;) dada por ¢;(x ®@y;) = zQuy, (y;) donde vy, : Y; —
el

>Y; es la inclusién. Luego, por la propiedad universal de la suma directa,

iel

existe un homomorfismo tnico

> (XoY)—Xe () v)

icl iel

tal que si txgy;: X ®Y; — Y (X ®Y;) es la inclusion entonces p; = ¢ o txgy;,

i€l
es decir, el siguiente diagrama conmuta para toda i € T
X @ (1Y)
i€l
Pq / TSD
XY

LX®Y; EBZ'EI(X ® }/l)
—

Es fécil comprobar que p o h = lxg(yy,) ¥ que hoy = lg,_ (xgy,). La
i€l

demostracion de (ii) es andloga. 4

. e s N as P » ‘s
4.6 Proposicién. (i) Si Y’ — Y — Y es una sucesién exacta de grupos
abelianos y X un grupo abeliano, entonces

XV " xeoy " xay” -0

/
. o\ L .

es una sucesién exacta. (i) Si X’ »— X — X’ es una sucesién exacta de grupos
abelianos y Y un grupo abeliano, entonces

X oV xov Y X' oy =0
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es una sucesién exacta.

Demostracién. (i) Veamos que 1x ® ¢ es un epimorfismo: sea t” =
Sy e XYY", z; € X, y! € Y. Como ¢’ es un epimorfismo, existe
y; €Y tal que ¢ (y;) = v para toda i. Luego,

(Ix ® W)(Z(% ®yi)) = Z(% ®Y;).

Como

(Ix @¢)(1x ©9) = (Ix ®9'P) =1x ®0=0
se tiene que im(lx ® ) C ker(lx ® 1'). Resta dnicamente comprobar que
(1x ®1) D ker(lx ®1'), lo cual dejamos al lector, asi como la parte (ii).4

El resultado anterior es lo mejor que podemos obtener. Por ejemplo, si
consideramos la sucesién exacta

2.
757 —-17)2

donde 2. denota la multiplicacién por dos, al hacer el producto tensorial con
Y = Z/2 obtenemos

ZRLI2Z5TQL)2— T)2R L2

la cual es equivalente a
7)2 25 7)2 » 7/2

pero 2, no es inyectivo.

A continuacién estableceremos algunas propiedades del producto ten-
sorial.

4.7 Proposicién. Sea Y un grupo abeliano. Entonces Y ® Z 2 Y X Z QY.

Demostracién. Sea g: Y x Z — Y la funcién biaditiva dada por g(y, \) =
Ay, A € Z, y € Y. Entonces existe una homomorfismo tnico h: ¥ ® Z — Y tal
que ho f = g, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

YyxzZ 4 vez
\g lh
1%

La funcién biaditiva g es suprayectiva pues g(y,1) =1-y =y. Como ho f =g
entonces h es suprayectiva.

Veamos que h es inyectiva: sea * € Y ® Z. Entonces existen elementos
{yi}iy en Y y {\i}", en Z tales que z es de la forma Y . (y; ® \;) para
yi €Y, A\; € Z. Pero

n n

r=Y o) = Awel) =0 ) el=yel

i=1 i=1 i=1



I11.4 Producto Tensorial 79

Luego
h(z) =h(y®1) =h(f(y,1)) =gy, 1) =1-y=vy.

Si h(y®1) =0 entonces y = 0 y por lo tanto x = y ® 1 = 0. Asi, h es inyectivo.
Dejamos al lector probar que Y 2 Z ® Y (Problema 4.5).4

4.8 Proposicién. Sean X,Y, Z grupos abelianos. Entonces
(XY)eZ2X(YR2)2XY®Z
Demostracion. Consideremos la funcién biaditiva
g XXxY -XQY®Z
dada por ¢”(z,y) = t @y ®@w para w € Z fija, la cual induce un homomorfismo

hy: XQY - XQY®Z

tal que
hp(zy) =20y w.
Sea
g (XY)xZ-XY®Z
dada por

g(t,w) = hy(2).

g es biaditiva y por lo tanto induce un homomorfismo
h: ( X@Y)®Z—-XQQY®Z

tal que
Mrz@y) ®w) =10y w.

Construyamos ahora una funcién
W XRY®Z—-(XY)®Z

tal que h' o h = 1(xgy)gez Yy hoh' = lxgyez. Para construir A’ considere la
funcién
g XXYXxZ—-(XQY)®Z

dada por
9'(z,y,w) = (z®y) ®w.

g’ es lineal en cada variable, luego induce un homomorfismo

W XY®Z—-(XY)®Z

tal que
hMreyew)=(xQy)w.
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Es inmediato comprobar que h'oh = 1(xgy)gz y que hoh’ = 1xgygz ¥, por lo
tanto, h y h' son isomorfismos. La demostracién de que X®(Y®7) 2 XY ®Z
es andloga.$

Problemas.

4.1 Pruebe que en la Proposiciéon 4.2 f: X xY — X ®Y, dado por f(x,y) =
T @y es biaditiva, A’ se anula en los elementos generadores de G y h es tnica.

4.2 Verifique que f(X X Y) genera a X ® Y. (Sugerencia:defina un ho-
momorfismo i: X XY — X ® Y y utilice la unicidad para mostrar que i es
suprayectiva.)

4.3 Sea g: X x (D_Y;) —» > (X ®Y;) dada por g(z, (y;)) = (z ® y;) como
i€l i€l
en la Proposicién 4.5. Compruebe que g es biaditiva. También compruebe que

poh=1lxgyvy)yaquehoy = lg,_ (xgy;)- Realice la demostracién de la
i€l

parte (ii).

4.4 En la Proposicién 4.6 compruebe que (1x ®1) D ker(1x ®1'), asf como
la parte (ii).

4.5 Pruebe que Y 2 Z QY.
4.6 Pruebe que X ® Y XY ® X.

4.7 Pruecbe que X @ (Y @ 2) 2 X QY ® Z.

/
. ® ® . .
4.8 Pruebe que si X’ — X — X" es una sucesién exacta de grupos abelianos
que se escinde y Y un grupo abeliano, entonces

0 XYY xov 2 X/ oY — 0

es una sucesién exacta que se escinde.
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—con uno, 16

anillo, 15
—conmutativo, 15
—con divisién, 15
—con identidad, 15
—con uno, 15
automorfismo, 21, 42
—interior, 42, 46
—exterior, 47

B
base del grupo abeliano libre, 70, 71

C

cadena, 34

cadenas de grado, 40

campo, 15

caracteristica de Euler-Poincaré, 57
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centralizador, 62
cerrado, 11

ciclo de longitud r, 60
clase conjugada, 62
clase de automorfismo, 47
clase de homologia, 40
clases laterales, 36
—derechas, 37
—izquierdas, 37
cocadena, 34
codominio, 7
coeficientes de torsion, 55, 57
coimégen, 47
complejo

—de cadenas, 34

—de cocadenas, 34
composicién, 11
congruente

—por la derecha, 37
—por la izquierda, 37
conjugado, 61
conmutador, 41
conmutativo, 13
contcleo, 47

D

diagrama, 33
—conmutativo, 33
diferenciales, 40
dominio, 7
—entero, 15
—euclidiano, 15

E

elemento de identidad, 13, 19
—derecho, 18

—izquierdo, 18

elementos relacionados, 61
endomorfismo, 21

epimorfismo, 21

espacio tensorial de grado k, 17
estabilizador, 62

estable, 11

estructura algebraica, 11
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F

factores invariantes, 56
fronteras, 40

funcién, 17

—biaditiva universal, 75

G

G-conjunto, 61

generador, 27

generadores, 69

grupo, 11, 13, 18

—abeliano, 18

—abeliano libre, 70, 71
—abeliano libre de rango r, 56
—abeliano libre generado por, 70
—ciclioco de orden, 27

—ciclico generado por, 27
—ciclico infinito, 27

—cociente, 36

—conmutativo, 13, 18

—con operadores, 14

—cuatro de Klein, 24

—de cohomologfa, 41

—de homologfa, 40

—finitamente generado, 55
—libre en el conjunto X, 67
—libre generado por los elementos X, 69
—orden de, 14

—simple, 39

grupoide, 13

grupos de orden menor que 16, 72
grupos isomorfos, 21

H

homologia de la cadena, 40
homoélogos, 40
homomorfismo

—de anillos, 15

—de grupos, 14, 20

—de A-médulos, 16
—identidad, 24

—inducido por, 23, 42
—trivial, 21, 24
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1

identidad izquierda, 18
imagen, 7, 22

indice, 39

inverso, 13, 19, 21
—derecho, 18
—izquierdo, 18
isomorfismo, 12, 20, 21
inyeccién canénica, 52

J

juego completo de residuos médulo, 9
L

ley de composicién, 8

M

magma, 13
moédulo
—finitamente generado, 16
—izquierdo, 16
—libre, 16
—proyectivo, 16
monomorfismo, 21
morfismo

—cero, 31

—de cadenas, 34
de cocadenas, 34
—trivial, 31
multiplicacion, 16

N

normalizador, 62
niicleo, 22
nimero de Betti, 57

(0]

operacién
—binaria, 8
—binaria inducida, 11
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—nula, 11

—ternaria, 11

—n-aria, 11

—unaria, 11

operador, 15
operadores frontera, 40
orbita, 62

orbitas, 60

orden,14

P

p-grupo, 64

p-subgrupo de Sylow, 64

palabra, 67

-reducida, 67

permutacion

—impar, 65

—par, 65

presentacién, 69

—libre, 69

presentaciones isomorfas, 69
Primer Teorema de Isomorfismo, 44
Primer Teorema de Sylow, 64
producto, 48

—directo externo, 48

—directo externo débil, 50

—directo interno, 51

—tensorial, 73

propiedad universal del producto directo, 50
propiedades del producto tensorial, 78
proyeccion

—canoénica, 36, 38, 52

—natural, 38

proyecciones, 48

R

rango, 55
—infinito, 71
—finito, 71
relacionados
relaciones, 69
—elementos, 61
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S

Segundo Teorema de Isomorfismo, 45
Segundo Teorema de Sylow, 64
semigrupo, 13

signo de una permutacién, 65
sistema algebraico, 11
subgrupo, 21

—ciclico, 27

—conjugado, 65

—de isotropia, 62

—impropio, 22

—normal, 38

—propio, 22

—trivial, 22

sucesion

—exacta, 32

—exacta corta, 32

—semiexacta, 31

suma directa completa, 48
suma directa externa, 50

T

Tercer Teorema de Isomorfismo, 46
Tercer Teorema de Sylow, 65
Teorema

—de Cauchy, 65, 72

—de Lagrange, 39

—primero de isomorfismo, 44
—segundo de isomorfismo, 45
—primero de Sylow, 64
—segundo de Sylow, 64
—tercero de isomorfismo, 46
—tercero de Sylow, 65
translacién, 61
transposicién, 60
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El éxito de la Teoria de Grupos es impresionante y extraordinario. Es quizas,
la rama més poderosa e influyente de toda la Matemdtica. Influye en casi todas
las disciplinas cientificas, artisticas y en la propia Matemaética de una manera
fundamental. El concepto de estructura y los relacionados con éste, como el
de isomorfismo, juegan un papel decisivo en la Matemadtica actual. Este texto
contiene el material correspondiente al curso sobre la materia que se imparte
en la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Auténoma de México.
Sigue el enfoque de los otros textos del autor sobre Algebra Lineal y Algebra
Homolégica. En él se escogié una presentacién moderna donde se introduce el
lenguaje de diagramas conmutativos y propiedades universales, tan requerido en
la matematica actual asi como en la Fisica y en la Ciencia de la Computacion,
entre otras disciplinas.

El texto consta de tres capitulos con cuatro secciones cada uno. Cada
seccién contiene una serie de problemas que se resuelven con creatividad uti-
lizando el material expuesto, mismos que constituyen una parte fundamental del
texto. Tienen también como finalidad, la de permitirle al estudiante redactar
matemadtica. El libro estd disenado para un primer curso sobre la Teorfa de
Grupos el cual se cubre en su totalidad en cuarenta horas de clase. El autor
ha decidido incluir este texto dentro de las Publicaciones Electrénicas de la So-
ciedad Matemética Mexicana con el dnimo de predicar con el ejemplo y mostrar
(como matemdtico y Editor Ejecutivo) la confianza en este tipo de publicacién.

El autor, Emilio Lluis-Puebla, realizé sus Estudios Profesionales y de Maes-
tria en Matemdtica en México. En 1980 obtuvo su Doctorado en Matemética
en Canada. Es catedratico de la Universidad Nacional Auténoma de México en
sus Divisiones de Estudios Profesionales y de Posgrado desde hace veintiocho
anos. Ha formado varios profesores e investigadores que laboran tanto en Mé-
xico como en el extranjero. Su trabajo matemético ha quedado establecido
en sus articulos de investigaciéon y divulgaciéon que ha publicado sobre la K-
Teoria Algebraica y la Cohomologia de Grupos en las més prestigiadas revistas
nacionales e internacionales. Ha sido Profesor Visitante en Canada.

Recibié varias distinciones académicas, entre otras, la medalla Gabino Barre-
da al mds alto promedio en la Maestria, Investigador Nacional (1984-1990) y
Cé-tedra Patrimonial de Excelencia del Conacyt (1992-1993). Es autor de varios
libros sobre K-Teoria Algebraica, Algebra Homolégica, Algebra Lineal y Teorfa
Matematica de la Musica publicados en las editoriales con distribucién mundial
Addison Wesley, Birkhduser y Springer Verlag entre otras.

Es miembro de varias asociaciones cientificas como la Real Sociedad Matems-
tica Espafiola y la American Mathematical Society. Es presidente de la Academia
de Ciencias del Instituto Mexicano de Ciencias y Humanidades, presidente de la
Academia de Matematica de la Sociedad Mexicana de Geografia y Estadistica
y presidente 2000-2002 de la Sociedad Matemadtica Mexicana.



