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El propdsito principal de este libro es proporcionar al lector una presen-
tacidn clara v minuciosa de la teoria v aplicaciones de 1a ingenieria mecd-
nica; para esto se basa en la explicacion del comportamiento fisico de fos
materiales sometidos a carga a fin de realizar un modelo de este compor-
tamiento que sea i su vez, el modelo de Ia teoria. Se hace énfasis en la im-
portancia de satisfacer los requisitos del equilibrio, de la compatibilidad
de la deformacidn v del comportamiento del material.

PREFACIO

Caracteristicas del texto

Las siguientes son las caracteristicas mas importantes del texio.

# Resumenes. Las seccoones “Procedimiento de andhisis”, “Puntos
imporiantes” v “Repaso del capitulo” proporcionan una guia para
la respducidn de problemas v un resumen de los conceptos.

* Fotografias. Se utilizan numerosas fotografias a lo largo del libro
para explicar como se aplican los principios de la mecdnica de ma-
teriales a situaciones del mundo real. En algunas secciones, se mues-
tran cdmo los materiales se deforman o fallan bajo carga para asi
proporcionar un entendimiento conceptual de los términos ¥ con-
ceplos.

* Problemas. Los problemas propuestos son de aplicacidn facil, me-
dia y dificil, Algunos de ellos requieren de una solucidn, con ayuda
de la computadora. S¢ ha puesto un cuidado especial en la presen-
tacidn ¥ en sus soluciones, éstas han sido revisadas en su totalidad
para garantizar su claridad v exactitud numérica.

# llustraciones. En varias paries del libro se han agregado figuras v
fotografias que proporcionan una clara referencia a la naturaleza
tridimensional de la ingenieria, Hemos tratadoe de ilusirar concep-
tos complicados o absiractos para instruir y poder maotivar a los lecto-
res a través de o viswal.

Contenido

El lilbro estd dividido en 14 capitulos. El capitule 1 comienza con un rep-
s0 de Jos conceptos importantes de la estatica, seguido por definiciones
formaules de los esfuerzos normales v cortantes, asi como por un andlisis
del esfuerzo normal en miembros cargados axialmente y del esfuerzo cor-
tantc promedio causado por el cortante directo.

En el capitulo 2 se definen la deformacidn unitana normal v cortante,
v en el capftulo 3 se presenta una descripeion de algunas de las propieda-
des mecinicas de los materiales, Los capitulos 4, 5 y 6 contienen, respec-
tivamente, explicaciones de la cargn axial, la torsidn y ja flexiin. En cada
uno de esos capftulos s considera el comportamiento tanto lineal-eldsti-



wili « PrEFACID

eo coma plistico. También se incluyen temas relacionados con concentra-
ciones de esfuerzo v esfuerzo residual. El cortante transversal se deseri-
be en el capitulo 7, junto con una descripcidn de los tubos con pared del-
gada, flujo de conante y del centro de cortante, El capitulo 8 muestra un
repaso parcial del matenial presentado en los capitulos anteriores, y se des-
cribe el estado de esfuerzos cansados por cargas combinadas. En el capi-
tulo 9 se presentan los conceptos de transformacion de estados de esfuer-
z0 multiaxial. En forma parecida, el capitulo 10 describe los métodos de
transformacion de deformacion unitaria, que incluoyen la aplicacidn de va-
rias teorias de la falla. El capitulo 11 ¢8 un resumen y repaso mis del ma-
terial anterior, describiendo aplicaciones al disefio de vigas v ejes. En el
capitulo 12 se cubren varios métodos para caloular deflexiones de vigas ¥
gjes. También se incluye una descripoidn del cileulo de las rescciones en
cs0s miembros, cuando son estaticamente indeterminados. El capitulo 13
presenta una descripcidn del pandeo en columnas y, por dltimo. en el ca-
pitulo 14 52 reseftan ¢l problema del impacto y la aphcacion de varios mé-
todos de energia para calcular deflexiones.

Las secciones del libro que contienen material mds avanzado se identi-
fican con un asterisco (*). 5i el tiempo lo permite, se poeden incluir algu-
nos de esos temas en el curso. Ademas, este malerial es una referencia
adecuada de los principios bdsicos, cuando se usen en OIros Cursos, v ¢
puede usar como base para asignar proyectos cspeciales.

Método alternativo. Algunos profesores prefieren tratar primero las
transformaciones de esfuerzos vy deformaciones unitanas, antes de estu-
diar las aplicaciones especificas de la carga axial, la torsian, la flexitn, v la
fuerza cortante. Uina manera posible para hacerlo asi es tratar primero el
esfuerzo v sus iransformaciones gue se ven én los capilulos 1y 9, seguido
por la deformacion unitaria y sus transformaciones que se ven én ¢l capi-
tule 2 y en la primera parte del capitulo 10. El andlisis y problemas de
ejemplo en estos capitulos se han formulado para hacer esto posible. Ade-
mis, los conjuntos de problemas se han subdividido de manera que este
material pueda ser cubierto sin un conocimiento previo de los capitulos

intermedios. Los capiiulos 3 al 8 pueden ser entonces estudiados sin pér-
dida de continuidad.

Caracteristicas especiales

Organizacién y enfoque. E! contenido de cada capitulo estd orga-
nizado en secciones bien definidas que contienen una explicacion de temas
especificos, problemas de ejemplo ilustrativos v un conjunto de proble-
mias de tarea, Los temas de cada seccidn estan agrupados en subgrupos
definidos por titulos. El propdsite de esto es presentar un método es-
tructurado para introdocir cada nueva definicidn o concepto v hacer el
libro conveniente para referencias v repasos posieriores,

Contenido de los capitulos. Cada capitulo comienza con una ilustra-
cidn que muestra una aplicacion del material del capitule. Se proporcio-
nan uego los “Objetivos del capitulo” gque proporcdonan una vista gene-
ral del tlema que serd tratado.



Procedimientos de analisis. Se presenta al final de varias secciones
del libro con el objetivo de dar al lector una revisidon o resumen del ma-
teril, asi como un método ldgico v ordenado a seguir en ¢l momento de
aplicar la teoria, Los ejemplos se resuelven con el método antes descrito
a fin de clarificar su aplicacién numérica. Sin embargo, se entiende que
una vez que se tiens dominio de los principios relevantes v que s¢ ha ob-
tenido el juicio v la confianza suficientes, ¢l estudiante podrd desarrollar
sus propios procedimientos para resolver problemas.

Fotografias. Se utilizan numerosas fotografiss a lo largo de todo el -
bro para explicar como se aplican los principios de o mecanica a situacio-
nes del mundo real.

Puntos importantes. Aqui se proporciona un repaso o resumen de
los conceptos lundamentales de una seccién y se recalcan los temas me-
dulares que deban tomarse en cuenia al aplicar la teoria en la solucidn de
problemas.

Entendimiento conceptual. Por medio de {otografias situadas a lo
largo de todo el hibro, se aplics la teoria de una manera simplificada a fin
de ilustrar algunas de las caracteristicas concepiuales méds importantes
que aclaran ¢l significado fisico de muchos de los lérminos usados en las
ecuaciones. Estas aplicaciones simplificadas incrementan ¢l interés en el
tema v preparan mejor al lector para entender los ejemplos v a resolver

los problemas,

Problemas de tarea. Miiltiples problemas de este libro muestran si-
tuaciones reales enconiradas en la prictica de la ingenieria. 5e espera que
este realismo estimule el interés por la ingenieria mecinica ¥ proporcio-
ne la habilidad de reducir cualquiera de tales problemas desde su deserip-
cidn fisica hasta el modelo o représentacion simbdlica sobre los cuales se
aplican los principios de la mecdnica. A o largo del texto existe aproxi-
madamente igual nimero de problemas que utilizan tante las unidades
51 como las FPS. Ademis, en cada conjunto de problemas se ha intenta-
do presentar éstos de acuerdo con el grado de dificuliad en forma crecien-
1e. Las respuestas a todos los problemas, excepto cada cuatro, se encuen-
tran listados al final del ibro, Para advertir al lector de un problema cuya
solucién no aparezca en la lista mencionada, se¢ ha colocado un asteérisco
{*) antes del nimero del problema. Las respuestas estin dadas con tres
cifras significativas, atn cuando los datos de las propiedades del material

g2 cOnoEcan con una menor exactitud. Todos los |:lrr.'lh||:|llau y sus solwcio-
nes se han revisado tres veces, Un simbolo “cuadrado™ (m) se usa para
identificar problemas que requieren de un andlisis numdérico o una apli-
caciién de computadora.

Repaso del capitulo. Los punios clave del capitulo resumen en las
nuevis secciones de repasao, a menudo en listas con vifietas.

Apéndices. Contienen temas de repaso y histas de datos tabulados, El
apéndice A proporciona informacion sobre centroides y momentos de
inercia de dreas. Los apéndices B y C contienen datos tabulados de per-
files estructurales v la deflexidn v la pendiente de varios tipos de vigas v

Preracin « ix
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flechas. El apéndice D, llamado “Repaso para ¢l examen de fundamentos
de ingenieria”, contiene problemas tipicos junto con sus soluciones par-
ciales cominmente usados en exdmencs de ingemeros profesionales. Estos
problemas también pueden usarse como prictica y repaso en la prepara-
cidn de exdmenes de clase.

Revision de la exactitud. Esia nueva edicidn ha sido sometida a un
riguros escrutinio para garantizar la precisidn del texto v de las phginas
a las que se hace referencia. Ademdis de la revision del autor de todas las
figuras v material de texto, Scott Hendricks del Instituto Politéenico de
Virginia y Kort Norlin de los Servicios Téenicos Laurel, examinaron to-
das las pdginas de prueba asi como todo el manval de soluciongs.

Suplementos

= Manual de soluciones para ¢l profesor.  El autor prepard esie ma-
nual cuya exactifud, tal come el texio del hbro, fug venficada en
Ires Ocasiones

® Course compass., Course compass es una solucidn en linea ideal
para ayudarle a dirigir su clase v o preparar conferencias, cuestio-
narios y exdmenes. Con ¢l uso de course compass, los profesores
tienen un rapido acceso a los suplementos electronicos gue & permi-
ten incluir ilustraciones completas ¢ Imdgencs para sus presentacio-
nes en PowerPoinl. Course compass hace accesibles las soluciones
electrdnicas (por seguridad en archivos individuales), y avuda a ex-
hibvir s6lo las soluciones que vsted elige en el sitio Web, Por favor
no difunda estas respuestas en niguna direccion electrénica no pro-
1.|:g;id:|.

Para saber mds acerca de Course compass, visite www,pearsoneduca-

gionpet'coprsecompass o dirijase a su representante local de Pearson Edu-
cacin o envie un mail a editorialmx@pearsoned.com

Reconocimientos

A lo largo de los afios este texto ha incorporado muchas de las sugeren-
cias ¥ comentarios de mis colegas en la profesion docente. Su estimulo y
bugnos desgos de proporcionar una crilica constructiva S0 muy aprecia-
dos v espero que acepten este reconocimiento andnimo. Mi agradecimien-
to s¢ extiende también & los revisores de las varias ediciones previas
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Los permos usados para las conemonas de esla estructura de a0ern estan
sometidos a esfuerzos. En este capitulo weremaos cama los ingenieros disefian
BSA5 COREXIONES y 5uUs sujetadores,



1.1  Introduccion

La mecdnica de materiales es una rama de la mecdnica que estudia las
relaciones entre las cargas externas aplicadas a un cuerpo deformable v la
intensidad de las fuerza internas que actdan dentro del cuerpo. Esta dis-
ciplina de estudio implica también caleular las deformaciones del cuerpo
v proveer un estudio de la estabilidad del mismo cuando estd sometido a
fuerzas externas.

En el disefio de cualguier estructura o miquina, es necesano primero,
usar los principios de la estdtica para determinar las fuerzas que actidan
sobre y dentro de los diversos miembros. El tamafio de los miembros, sus
deflexiones v su esiabilidad dependen no sdlo de las cargas internas, sino
también del tipo de material de que estin hechos. En consecuencia, una
determinacion precisa v una compresion bidsica del comporamiento del
marerial serd de importancia vital para desarrollar las ecuaciones nece-
sarias usadas cn la mecdnica de materiales. Debe ser claro que muchas
formulas v reglas de disefio, tal como se definen en los codigos de inge-
nierfa y usadas en la prictica, se basan en los fundamentos de la mecini-
ca de materiales, y por esta razdn es tan importante entender los princi-
pios de esta disciplina.
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Desarrollo historico. El ongen de la mecinica de materiales data de
principios del siglo xvn, cuando Galileo llevid a cabo expenmentos para
estudiar los efectos de las cargas en barras y vigas hechas de diversos ma-
teriales. 5in embargo, para alcanzar un entendimiento apropiado de tales
efectos fue necesario establecer descripeiones experimentales precisas de
las propiedades mecinicas de un material. Los mélodos para hacer esto
fueron considerablemente mejorados a principios del siglo xvir. En aguel
tiempo el estudio tanto experimental como tedrico de esta materia fue
emprendido, principalmente en Francia, por personalidades como Saint-
Venant, Poisson, Lamé v Navier, Debido a que sus investigaciones se ba-
saron en aplicaciones de la mecdinica a los cuerpos matenales, llamaron a
este estudio “resistencia de materiales™. Sin embargo, hoy en dia lamamos
a lo mismo "mecinica de los cuerpos deformables™ o simplemente, “me-
cinica de materiales™.

En el curso de los afios, y después de gue muchos de los problemas fun-
damentales de la mecinica de materiales han sido resueltos, fue necesa-
rio usar m.iemidticas avanzadas v técnicas de computacidn para resolver
problemas mis complejos. Como resultado, esta disciplina se extendit a
otras dreas de la mecanica moderna como la reoria de la elasticidad v la
tecria de le plasticidad, La investigacidn en estos campos contingda, no sd-
lo para satisfacer las demandas de solucidn a problemas de ingenieria de
vanguardia, sino también para justificar mas ¢l uso v las limitaciones en
que se basa la teoria fundamental de la mecinica de materiales.

1.2 Equilibrio de un cuerpo deformable

Mealicacidn de
wna foerza
o .
e
linealmenie disoribuidn
Fig. 1-1

werlieie

#

Debido a que la estitica juega un papel esencial tanto en el desarrollo
como en la aplicacidn de la mecinica de materiales, es muy importante
tener wn buen conocimiento de sus principios fundamentales. Por esta ra-
#on repasaremos algunos de esos principios que serdn usados a lo largo
del texto,

Cargas externas. Un cuerpo puede estar sometido a diversos tipos
de cargas externas; sin embargo, cualgquiera de ésias puede clasificarse co-
mo fuerza de superficie o como fuerza de cuerpo. Viea la figura 1-1.

Fuerzas de superficie. Como su nombre lo indica, las fuerzas de super-
Sficie son causadas por el contacto directo de un cuerpo con la superficie
de otro. En todos los casos, esas fuerzas estan distribuidas sobre el drea de
contacto entre los cuerpos. En particular si esta drea es pequedia en com-
paracién con el drea total del cuerpo, entonces la fuerza superficial pue-
de idealizarse como una sola fuerza concentrada, que ex aplicada a un
punto sobre el cuerpo. Por ejemplo, esto podria hacerse para representar
el efecto del suelo sobre las ruedas de una bicicleta al estudiar la carga so-
bre ésta. 5i la carga superficial es aplicada a lo largo de un drea estrecha,
la carga puede idealizarse como una carga lnealmente distribuida, wis).
Aqui la carga se mide como si tuviese una intensidad de fuerzalongitud
a lo largo del drea y se representa graficamente por una serie de flechas a
lo largo de la linea s. La fuerza resultante Fy de wis) es equivalente al
drea bajo la curva de carga disiribuida, v esta resultante actia @ fravés
del centroide C o centro geométrico de esta drea. La carga a lo largo de

Ia longitud de una viga es un ejemplo tipico en el que es aplicada a menu-
do esta idealizacion.
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Fuerza de cuerpo. Una fuerza de cuerpo se desarrolla cuando un cuer-
po ejerce una fuerza sobre otro cuerpo sin contacto fisico directo entre
los cuerpos. Ejemplos de esto incluyven los efectos causados por la gravi-
tacion de la Tierra o por su campo electromagnético. Aunque las fuerzas
de cuerpo afectan cada una de las particulas que forman el cuerpo, esas
fuerzas se representan normalmente por una sola fuerza concentrada ac-
tuando sobre el cuerpo. En el caso de la gravitacion, esta fuerza se llama
el peso del cuerpo y actda a través del centro de gravedad del mismo.

Reacciones en los soportes. Las fuerzas de superficie que se desarro-
llan en los soportes o puntos de contacto entre cuerpos se llaman reaccio-
mes. En problemas bidimensionales, es decir, en cuerpos sometidos a sis-
temas de fuerzas coplanares, los soportes mds cominmente encontrados
s¢ muestran en la tabla 1-1, Observe cuidadosamente el simbolo usado
para representar cada soporte v el tipo de reacciones que ejerce en su
miembro asociado. En general, siempre puede determinarse el tipo de
reaccion de soporte imaginando que el miembro unido a €] se traslada o
gira en una direccidn particular. 51 ef soporte impide la traslacidn en una
direccidn dada, entonces una fuerza debe desarrollarse sobre el miem-
bro en esa direccidn. Igualmente, si se impide una rotacidn, debe efer-
cerse un momento sobre el miembro. Por ejemplo, un soporte de rodillo
silo puede impedir la traslacidn en la direccidn del contacto, perpendicu-
lar o mormal a la superficie. Por consiguiente, el rodillo ejerce una fuerza
normal F sobre el miembro en el punto de contacto. Comae el miembro
puede girar ibremente respecto al rodillo, no puede desarrollarse un mo-
mento sobre el miembro.

TABLA 1-1

Muchos elementos de miquings son coneg-
Lados por pasadores para permilir la rola-
cidn libre en sus conexiones. Esos soportes
ejercen una fuerza sobre un miembro, pero
f¥0 Wb OmEnlo,

Tipo de conexidn Reaccidn Tipo de conexidn Renceiin

Cable Una incdgnita: F Pasadar exierni

*I

Riodalka Llna imcdignida: F Prsador interne

— | =

o enchpnutas: £, F,

Soparic lse Ulna imcSgnita: F Empoaraniesie

Trex incognitas: F,. F,. M
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Ecuaciones de equilibrio. El equilibrio de un miembro requiere un
balance de fuerzas para impedir que el cuerpo se traslade o tenga movi-
miento acelerado a lo largo de una travectoria recta o curva, y un balance
de momentos para impedir que el cuerpo gire. Estas condiciones pueden
expresarse matemédticamente con las dos ecuaciones vectoriales:

(1-1)

Agui, £ Frepresenta la suma de todas las fuerzas que actdan sobre el cuer-
poy £ Mg es la suma de los momentos de todas las fuerzas respecto a
cualguier punto (0 sobre o fuera del cuerpo. 5i se fija un sistema coorde-
nado x, v, z con €l origen en el punto O los vectores fuerza v momento
pueden resolverse en componentes a lo large de los gjes coordenados v
las dos ecuaciones anteriores pueden escribirse en forma escalar como
SEIS CCUBCIONES, (ue SOn:

(1-2)

A menudo, en la prictica de la ingenieria la carga sobre un cuerpo pue-
de representarse como un sistema de fuerzas coplanares. 51 es éste ¢l ca-
g0 y las fuerzas se encuentran en ¢l plano x-y, entonces las condiciones
para el equilibrio del cuerpo pueden especificarse por medio de sdlo tres

ecuaciones escalares de equilibrio; éstas son:

EF, =0 |
EF, =) (1-3)
iMg =10

———

En este caso, si el punto 0 es el origen de coordenadas, entonces los mo-
mentos estardn siempre dirigidos a lo largo del eje 2. que es perpendicu-
lar al plano que contiene las fuerzas.

La correcta aplicacion de las ecuaciones de equilibrio requiere la espe- -
cificacidn completa de todas las fuerzas conocidas y desconocidas que ac-
tiian sobre el cuerpo. La mejor manera de tomar en cuenita esas fuerzas
e dibujande el diagrama de cuerpo libre del cnerpo. Es obvio que si el
diagrama de cuerpo libre estd dibujado correctamente, los efectos de to-
das las fuerzas y momentos aplicados serdn tomados en cuenta cuando se
escriban las ecuaciones de equilibrio.
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Cargas internas resultantes. Una de las aplicaciones mis importan-
tes de la estiltica en el andlisis de problemas de la mecdnica de materia-
les es poder determinar Ia fuerza v momento resultantes que acidan den-
tro de un cuerpo ¥ que son necesarias para mantener unido al cuerpo
cuando éste estd sometido a cargas externas. Por ejemplo, considere
el cuerpo mostrado en la figura 1-2a, que es mantenido en equilibrio por
las cuatro fuerzas externas.* Para obtener las cargas internas que actdan
sobre una regidn especifica dentro del cuerpo es necesario usar el méto-
do de las secciones. Esto requiere hacer una seccidn imaginaria o “corte”
a través de la regidn donde van a determinarse las cargas internas. Las dos
partes del cuerpo son separadas v se dibuja un diagrama de cuerpo libre
de una de las partes, figura 1-2b, Puede verse aqui gue existe realmente
una distnibucion de la fuerza interna que actda sobre el drea “expuesta™
de la seccion. Esas [uerzas representan los efectos del material de la par-
te superior del cuerpo actuando sobre el matenal adyacente de la parte
inferior. Aungue la distribucion exacta de la carga interna puede ser des-
conocida, podemos usar las ecuaciones de equilibrio para relacionar las
fuerzas externas sobre ¢l cuerpo con la fuerza y momento resultantes de
fa distribucidn, Fg v Mg, en cualguier punto especifico € sobre el drea
seccionada, figura 1-2c. Al hacerlo asi, note que Fg actia a través del pun-
to £, aungue su valor calculado no depende de la localizacion de este
punto. For otra parte, My, . 5§ depende de esta localizacion, ya que los bra-
zog de momento deben extenderse de (2 a la linea de accidin de cada fuerza
externa sobre el diagrama de cuerpo libre. Se mostrard en parles poste-
riores del texto que el punto O suele escogerse en €l centroide del drea
seccionada, y asi lo consideraremos agqui a menos gue se indigue otra cosa.
Ademis, si un miembro es largo y delgado, como en el caso de una barra
o una viga, la seccidn por considerarse se loma generalmente perperndici-
far al gje longitudinal del miembro. A esta seccidn se le llama seccidn frans-
versal,

*El peso del coerpo no so mucsirg, ¥a Que 3¢ SUpone que & may pequelio y, por tanls,
despreciable en comparaciim con las Oras cargas,
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Tres dimensiones.  Veremos después en este texto como relacionar las
cargas resultantes, Fy v Mg, . con la distribucidn de fuerze sobre el drea sec-
cionada v desarrollaremos ecuaciones que puedan usarse para el andlisis
y disefio del cuerpo. Sin embargo. para hacer esto deben considerarse las
componentes de Fg v Mg, actuando normal o perpendicularmente al drea
seccionada v dentro del plano del drea, figura 1-24. Cuatro tipos diferen-
tes de cargas resultantes pueden entonces definirse como sigue:

Fuerza mormal, N.  Esta fuerza actia perpendicularmente al drea. Esta
se desarrolla siempre que las fuerzas externas tienden a empujar o a jalar
sobre los dos segmentos del cuerpo.

Fuerza cortante, ¥. La fuerza cortante reside en el plano del drea v se
desarrolla cuando Lis cargas externas tenden a ocasionar que los dos seg-
mentos del cuerpo resbalen uno sobre el otro

Momento torsionante o torea, T.  FEsie efecto se desarrolla cuando las

cargas externas tienden a torcer un segmento del cuerpo con respecto al
oo

Momento Mexionante, M.  El momento flexionante ¢s causado por las
cargas externas que tienden a flexionar el cuerpo respecio a un gje que se
encuentra dentro del plano del drea.

En este texto, advierta gue la representacion de un momento o una tor-
ca 5@ muestra en tres dimensiones como un vector con una Necha curva
asociada. Por a regla de la mano derecha. el pulgar da el sentido de la fle-
cha del vector y los dedos recogidos indican la tendencia de rotacidn (tor-
s10n o flexion). Usando un sistema coordenado x. v, 2. cada una de las car-
gas anteriores puede ser determinada directamente de 1as seis ecuaciones
de equilibrio aplicadas a cualquier segmento del cuerpo.
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Cargas coplanares. Si ¢l cuerpo estd sometido a un sistema de fuerzas
coplanares, figura 1-3a, entonces sdlo existen en la seccidn componen-
tes de fuerza normal, de fuerza cortante v de momento flexionante, figu-
ra 1-3b. 5i usamos los ejes coordenados x, v, 2, con origen en el punio O
como se muestra en el segmento izquierdo, entonces una solucidn direc-
ta para N se puede obtener aplicando £ F, = 0.y ¥ se puede obtener di-
rectamente de £ F, = 0. Finalmente, el momento flexionante M se pue-
de determinar directamente sumando momenios respecto al punto O (el
eje 1), £ My = 0, para eliminar los momentos causados por las incognitas
NyV,

EL

Fuerza
cortanis
L'

Momenio
flexionaniz

—
Fuoerza
mormal

Para disefinr los miembros de este mar-
co de cdiffcio, es pecesano primers en-
conkrar las carpas inlermas ¢n YaTios pa-
tos a lo largo de su longiiud.
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Los siguientes ejemplos ilustran numéricamente este procedimiento v
también proporcionan un repaso de algunos de los principios importan-
tes de la estdnica.
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Determine las cargas internas resultantes que actidan sobre la seccidn
transversal en C de la viga mostrada en la figura 1-4a.

Solucdn

Reacciones en &l soporfe.  Este problema puede ser resuelto de la ma-
nera mas directa considerando el segmento CF de la viga, va que en-
tonces las reacciones en A no tienen gue ser calculadas.

Diagrama de cuerpo libre.  5i hacemos un corte imaginario perpen-
dicular al eje longitudinal de la viga, obtenemos el diagrama de cuer-
po libre del segmento COF mostrado en la figura 1-4b. Es importante
mantener la carga distribuida exactamente donde esti sobre e] seg-
mento hasta después que el corte se ha hecho. S6lo entonces debe es-
ia carga reemplazarse por una sola fuerza resultante. Note gue la in-
tensidad de la carga distribuida en C se determina por tridngulos
semejantes, esto es, de la figura 1-da, w/m = (270 N/m) Y m, w =
180 N/m, La magnitud de la carga distribuida es igual al drea bajo la
curva de carga (tridngulo) ¥ actia a través del centroide de esta drea.
Asi, F = ({180 N /m}(6 m) = 540 N, que actda a 1,3 (6 m) = 2 m de C,

comao se muestra en la figura 1-4b.

Ecnaciones de equilibrio.  Aplicando las ecuaciones de equilibrio ob-

LEnemixs
L EF =0 N =
N =10 Resp.
+TZF, =0 Vo= 540N =0
Ve = 540N Resp.
L+E M = ~My = S40N{2Zm) =0
My = —10B0N-m Resp.

El signo negativo indica que M actiia en direccidn opuesta a la mos-
trada en ¢l diagrama de cuerpo libre. Trate de resolver este problema
usando el segmento AC, obteniendo primero las reacciones en el so-
porte A, que son dadas en la figura 1-4c.

5400 M

(L]
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Determine las cargas internas resultantes que actian sobre la seccitn
transversal en C de la flecha de la mdquina mostrada en la figura 1-5a.
La flecha estd soportada por chumaceras en A y B, que ejercen sélo
fuerzas verticales sobre la flecha.

(RO M i, D30 mp o 1200

HID M Fraial

B

— 0.3TEm -

MY B 0125 m | IKkem

1A i 10l mm

A, B,
) ram S mm (hi

iaj
Fig. 1-5

Solucion
Resolveremos este problema usando el segmento AC de la flecha.

Reaceiones en el soporte.  En la figura 1-5b se muestra un diagrama
de cuerpo libre de toda la flecha. Como el segmento AC va a ser con-
4N siderado, s6lo la reaccidn en A tiene que ser considerada. [ Por qué?

(+ZMp=0=A (0400 m) + 120 N{0L125 m) — 225 N{0. 100 m) = 0

A, =-1875N
El signo negativo para A, indica que ésta actia en sentido opuesio al
T mostrado sobre el diagrama de cuerpo libre.
L Diagrama de cuerpo libre.  5i realizamos un corte imaginario perpen-
dicular al eje de la flecha por C, obtenemos el diagrama de cuerpo li-
ic) bre del segmento AC mostrado en la figura 1-5¢.
Ecuaciones de equilibrio,
L ETF =10 Ne =10 Resp.
+T1EZF =0 =1B75N = 40N = V=0
V= —588N Resp.
+EM-=0; M-+ d0N{0.0D25m) + 1R7SN(0250m) = 0

£ Qué indican los signos negativos de Vi v M7 Como ejercicio, calcu-
le la reaccidn en B v trate de obtener los mismos resultados usando el
segmento CED de la flecha.
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esemet o |EER

El montacargas en la figura 1-6e consiste en la viga A8 v en las poleas
unidas a ella, en el cable y en el motor. Determine las cargas internas
resultanies que actdan sobre la seccidn transversal en O si el motor es-
td levantando la carga W de 500 Ib con velocidad constante, Desprecie
el peso de las poleas v viga.

Fig. 16

00 I =13

Solucion

La manera mads directa de resolver este problema es seccionar el cable
¥ la viga en C v luego considerar todo el segmento mquierdo.

Diagrama de cuerpo libre.  Vea la figura 1-6b.

Ecuaciones de equilibrio.
L EF =0 50+ N-=10 Ne = =500 b Resp.
+t1E2F =0 -500lb-V-=10 Ve = =5001b Resp.
(+ 2 M- =10; 5001b (4.5 pies) — 500 1b (0.5 pies) + Mo =0

Mg = =2000 Ib - pie Resp,

Como ejercicio, irale de oblener esos mismos resultados consideran-
do el segmento de viga AC, es decir, retire la polea en A de la viga v
muestre las componentes de la fuerza de 500 Ib de la polea actuando
sobre el segmento de viga AC,
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esemeo [

(RILIRIH]
1 B plizg s pies
L)
i
}T=—-—am:l fia
- 1

Fy = 7750 b

- Fary = 4650 b
<)

1 5001 ks TS0 1

Determine las cargas internas resultantes que actian sobre la seccidn
transversal en (7 de la viga de madera mostrada en la figura 1-7a. Supon-
ga que las juntas en A, B, C, [}y E estidn conectadas por pasadores.

Fap = 6200 b

15K} |
] s

E, = 60K b

E, = M00Th

_iil.‘l pies] = 4 pics=

I~ & s
L 165 pies 300 I e = 900 I
[+

Solucion

Reacciones en los soportes.  Consideraremos cl segmento AG para el
andlisis. Un diagrama de cuerpo libre de reda la estructura se mucsica
en la figura 1-Th, Verifique las reacciones calculadas en £ v C. En par-
ticular, note que BC es un migmibro de dos fierzas va que silo dos fuer-
zas actian en €1. Por esta razon la reaccidn en C debe ser horizontal tal
COMD S8 muestra,

Como BA v B0 son también miembros de dos fuerzas, el diagrama
de cuerpo libre de la junta B es como s muestra ¢n la figura 1.7c. De
nuevo, verifique las magnitudes de las fuerzas calculadas Fg, v Fgp.

Diagrama de cuerpo libre.  Usando el resultado para Fyg,, la seccion
izquierda AG de la viga se muesira en la figura 1-7d.

Eeuaciones de equilibrio.  Aplicando las ecuaciones de equilibrio al
segmento AL, tenemos
L EF =0 TISOW(I) + Ng=0 Ng= -62001b Resp.
+1EZF, =0 —15001b + 7750 Ib{3} = Vg =0
V; = 3150 Ib Resp.
i+ EMg =0 Mg — (T7501b)(3) (2 pies) + 1500 Ib{2 pies) = 0
M = 6300 |h - pic Resp.

Como ejercicio, calcule esos mismos resultados usando el segmen-
o E.
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esemeio IR

Determine las cargas internas resultantes gque actian sobre la seccidn

transversal en # del tubo mostrado en la figura 1-8a. El tubo tiene una

masa de 2 kg/m v estd sometido a una fuerza vertical de 530N v a un

par de momento de 70 N - m en su extremo A. El tubo estd empotra-

do en la pared en .

Solucién ’
El problema se puede resolver considerando el segmento AB, que no

implica las reacciones del soporte en C.

Diagrama de cuerpo libre.  Los ejes x, v, z se fijan en B y ¢l diagra-

ma de cuerpo libre del segmento A B se muestra en la figura 1-8b. Las 2 m
componentes de fuérza vy momento resultantes en la seccidn se supo-

ne que actian en las direcciones coordenadas positivas y que pasan por e A

el centroide del drea transversal en B. El peso de cada segmento de tu- W

bo se calcula como sigue:
Wgp = (2 kg/m)(05m)(9.81 N/kg) = 98I N
Waip = (2kg/m)(1.25 m){9.81 N/kg) = 24525 N
Estas fuerzas actdan por el centro de gravedad de cada segmento.

Ecuaciones de equilibrio.  Aplicando las seis ecuaciones escalares de
equilibrio, oblenemos®

IF. =0 (Fg), = 0 Resp. :
iFh=0 (Fg)y =0 Resp.
ZFE =k (Fg), = 9Bl N =« 4525 N =« 50N =1

(Fg). = B43 N Resp.

E(Mg), = 0: (Mg), + TON-m = 50N (0.5m) — 24.525 N (0.5 m)
- 98I N (0.25m) = 0

(Mg), = —303N-m Resp.
E(Mpg), = 0; (Mg), + 24525 N (0.625 m) + SON (125 m) = 0

(Mg), = —77.8N-m Resp.
E(My); = 0: (My), = 0 Resp.

£ Oué indican los signos negativos de (My), ¥ (My),? Mote que la fuer-
za normal Nz = (Fg), = 0, mientras que la fuerza cortante es
V=W (I}Ijl + (B4.3)* = 843 N. Ademds, el momento torsionante
es Tg = (Mg), = 778 N - m v el momento flexionante es Mg =

V(30,3 +(0) ' = 303N - m.

*La sragritud de cada momento respecio a un eje es igual a ln magnitud de cada foer-
za por la distancia perpendicular del gje a la linea de accdm de ba fuerza. La direccicn
de cada momente es determinada wsando |a regla de lo mano derecha, con momenlos
positivos (pulgar) dirigidos a lo large de los epes coordenados positives.
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PROBLEMAS

1-1. Determine la fuerza normal interna resultante que
actiia sobre la secodn transversal por el punto A en cada
colurmna. En (&), el segmento BC pesa 180 Ih/pie v ¢l seg-
mento OO pesa 250 1b/pie. En (b}, la eodlumna tiene una
masa de 200 kg/m.

{a) (k)
Proh. 1-1

1-2. Determine el par interno resultante que actoa sobre
las secciones transversales por los puntos C v I, Los co-
jinetes de soporte en A ¥ B permiten el libre giro de la
flecha,

1-3.  Determing el par intermo resuliante que actia sobre
las seociones transversales por los puntos B v C.

ll,'ﬂh“x": ) 1B pie

Prob, 1-3

*1-4. Determine la fuerza normal y cortante internas re-
sultantes en el miembro en (a) la seccidn a-a ¥ (b) la sec-
citn &-b, cada una de las cuales pasa por el punto A. La
carga de 500 b estd aplicada a lo largo del eje centroidal
del miembro.

5000 b 5000 1

il

Proh. 1-4

1-5 Determine las cargas internas resullantes que ac-
tdan sobre la seccion transversal a través del punto [0 del
miembro A 8.

k1] mien :-P M

I—L|-L|73mm—- =t 150 man =

&




PrOBLEMAS « 17

16, La viga AR estd articulada por un pasador en A y 149, Determine las cargas internas resultantes que actian
soporiada por un cable BC, Determineg las cargas internas sobre la seccidn transversal por el punto O, La unidad en-
resuliantes que actdan sobre la seccidn transversal en el friadora tiene un peso tolal de 52 kib v su centro de gra-
punto b, vedad en (.

1-7. Resuelva el problema 1-6 para las cargas internas re-
sultantes gue actdan en el punto E.

1 pies 1

Frob. 1-9

*1-8 Laviga AR estd empotrada en la pared ¥ tiene un 1-10,  Determing las cargas intérnas resullantes que ac-
peso uniforme de 8D Ik /pie. 5i el gancho soporta una car- pian sobre las secciones iransversales por los puntos I v
ga de 1300 Ih, determine las cargas internas resultantes que E de la estructura,

acidan sobre las secciones transversales por los punios

CyD 1-11. Determine las cargas internas resultantes gque ac-

pian sobre las secciones iransversales por los puntos Fy
(¢ de la estructura,

1 501 [l

Prob. 1-8 Probs. 1-10/11
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*1-12. Determine las cargas internas resultantes gue ac- 1-15. La carga de B0 b estd siendo izada a velocidad
tilan sobre (a) la seccidn a-o ¥ (b) la seccidn b-b. Cada sec- constante usando el motor M que tiene un peso de 9 b,
cidn pasa por el centroide en C. Determine las cargas internas resultantes que scidan so-

bre la seccitin transversal por el punto 8 en la viga. La
wign tiene un pesdo de 40 I ipie v esti empotrada en la pa-
red en A

#]1-16. Determine las cargas internas resultantes que ac-
tiian sobre la seccidn transversal por los puntos C v [ en
el problema 1-15.

4 phas —=3 pies—3 pies———4 pies

b—4 pies

0.25 pie =

Frohb. 1-12

1-13. Determine las cargas internas resultantes que ac-

than sobre la seccidn transversal por ¢l punto O en la vi- Probs. 1-15/16
ga. Lacarga D ficne una masa de 300 kg y estd siendo iza-

da por el motor M con velocidad constante.

1-14.  Determine las cargas internas resullantes que ac-

tian sobre la seccidn transversal por el punto E de la viga

en el problema 1-13,
1=17. Determine las cargas internas resuliantes que ac-
tian sobre la seccidn transversal en el punto 8.

£ I/ prie

Probs, 1-1314 Frob, 1-17



1-18. La viga soporta la carga distribuida mostrada. De-
lermineg las cargas internas resultantes que actdan sobre 1s
seccidn transversal por el punto C. Suponga que las reac-
ciones en los soportes A v B son verticales,

1-19. Determine las cargas internas resultantes gue ac-
tihan sobre la seceidn transversal por el punta D en el pro-
blema 1-18.

*1-20. La charola de servicio T usada én un avidn estd
soportada en cada lade por un brazo. La charola estd co-
nectadn por un pasador al brazo en A, v en B tiene un pa-
sador liso. (El pasador puede moverse dentro de ls ranu-
ra ¢n los brazos para poder plegar la charola contra el
asiento del pasajero al frente cuando aguella no estd en
usc ) Determing las cangas internas resultantes que aclian
sobre la seccidn transversal por el punto C del brazo cuan-
do el brazo de la charola soporta las cargas mostradas.

1% men — l-:ll'l'l:n
& A

ProBLemas = 19

1-21. La perforadora de vistago metdlico estd sometida
& una fuerza de 120 N en su mango. Determine la magni-
tud de la fuerza reactiva en el pasador A v en el eslabdn
corto BC. Determine también las cargas internas resultan-
tes que actian sobre la seccidn transversal que pasa por D
en &l mango.

1-22. Resuelva ¢l problema 1-21 para las cargas internas
resultantes sobre la seccidn transversal que pasa por E y
en una seccidn ransversal del eslabin corta BC

2000 mem

Frobs 1-Z1E2

1-23. Eltubo tiene una masa de 12 kg /m. Considerando
que estd empotrado en la pared en A, determine las car-
gits internas resultantes que actian sobre la seccidn trans-
versal en . Desprecie el peso de la palanca C6).

(o]

kN

// ]

2y
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*1-24. Lawiga principal AR soporta la carga sobre el ala
del avidn. Las cargas consisten en la reaceidn de la rueda
de 35 000 Ib en O, el peso de 1200 1b de combustible en el
tangue del ala, con centro de gravedad en D y ¢l peso de
400 b del ala con centro de gravedad en E. 51 estd empo-
trada al fuselaje en A, determine las cargas internas resul-
tantes sobre la vign en este punto. Suponga que el ala no
iransmite ninguna de las cargas al fuselaje, excepto a tra-
vits die la viga.

I

o

35000 b
Prah. 1-24

1-25. Determine las cargas inlernas resultantes que ac-
tian sobre la seccldn transversal por el punte & del ketre-
ro. El poste estd empotrado en el suelo v una presion uni-
forme de 7 Ib,fpie” actia perpendicularmente sobre la cara
del letrero,

7 Ibfpie”

Prob. 1-25

1-26. La flecha estd soportada en sus extremos por dos
cojinetes A v B y estd sometida a las fuerzas aplicadas a
las poleas fijas a la flecha. Determine las cargas internas
resultantes gque actian sobre la seccidn transversal en el
punto £, Las fuerzas de 300 N actdan en la direccidn —z v
las fuerzas de 300 N actian en la direceion +.x, Los cojine-
tes en A v B ejercen sdlo componentes x v £ de fuerza so-
bre la fecha.

Prab. 1-26

1-27. Unamanivela de prensa tiene las dimensiones mos-
tradas. Determine las cargas internas resultanies gque ac-
tdan sobre la seccidn transversal en A si se aplica una fuer-
za vertical de 301b a la manivela como se muestra. Suponga
que la manivela estd empotrada a la flecha en B,

v palg

+ pulg

50k



*1-28. Determine las cargas internas resultantes que ac-
tian sobre la seocidn transversal por los puntos F v (& de
la estructura. El contacto en E es Liso.

Proh. 1-28

1-29. El vistago del perno estd sometido a una tensidn
de B0 Ih. Determine las cargas intermas resultantes que ac-
phan sobre la seccidn transversal en ¢l punto C,

Frob, 1-I%

1-30. Determine las cargas internas resultantes que ac-
tian sobre la seccidn transversal en bos puntos B v C del

miembro curvo

ProBLEMAs = 21

1-3l. Labarra curva AD de radio r tiene un peso w por
unidad de longitud, 5i £51a s¢ encuentra en un plano ver-
tical, determine las cargas internas resultantes que actdan
sobre la seecidn transversal par ¢l punto B Sugerencia: la
distancia del centroide C del sepmento AR al punto 0 es
OC = [2r sen( 872)] /0.

Proh. 1-31

*1-3% Labarra curva ALD de radio r tiene un peso w por
unidad de longitud Si &sta g2 encuentra en un plano hori-
zontal, determine las cargas internas resultantes que ac-
tian sobre la seccidn transversal por el punto 8. Sugeren-
ci la distancia del centroide O del segmento A al punto
O es OO = 0.9745r,

Froh. 1-31

1-33. 5¢ mucsira cn la figura un elemento diferencial

tomado de una barra curva, Demuesire que JdN /e = V|
AV = — N, dM [di = ~Ty dT/d8 = M.

M+ ol T+dT
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1.3 Esfuerzo
My F,
P| -r]:
iaj
Fig. 1-9

AF

En la seccidn 1.2 mostramos que la fuerza v el momento que actdan
en un punto especifico sobre ¢l drea seccionada de un cuerpo, figura
1-9, representan los efectos resultantes de la distribucidn de fuerza
verdadera que actia sobre el drea seccionada, figura 1-956. La obten-
cidn de esta distribucidn de carga interna es de importancia primor-
dial en la mecinica de materiales. Para resolver este problema es ne-
cesario establecer el concepto de esfuerzo.

Consideremos el drea seccionada como subdividida en pequefias
dreas, tal como el drea sombreada de AA mostrada en la figura 1-104.
Al reducir AA a un tamafio cada vez més pequefio, debemos hacer
dos hipétesis respecto a las propiedades del material. Considerare-
mos que ¢l material es continuo. esto es, gue consiste en una distri-
bucién uniforme de matena gque no contiene huecos, en vez de estar
compuesto de un nimero finito de moléculas o dtomos distintos Ade-
mis. ¢l material debe ser cobesive, es decir, que todas sus partes es-
tin unidas entre si, én vez de tener fracturas, gnetas o separaciones.
Ulpa fuerza tipica finita pero muy pequeiia AF, actuando sobre su drea
asociada AA, se muestra en la figura 1-10a. Esta fuerza como todas
las otras, tendrd una direccidn tnica, pero para ¢l andlisis que sigue la
reemplazaremos por sus rres componentes, AF,, AF, v AF,, que se to-
man tangente y normal al drea, respectivamente. Cuando el drea A4
tiende a cero, igualmente tienden a cero 1a fuerza AF y sus compo-
nentes; sin embargo, el cociente de la fuerza y el drea tenderdn en ge-
neral & un limite finito. Este cociente se llama esfuerzo y describe la
inrensidad de la fuerza inferna sobre un plane expecifico (drea) gue

pasa por un punto,

¥y

ibi ¥ ik

Fig. 1-10



Esfuerzo normal. La intensidad de fuerza, o fuerza por drea unitaria,
actuando normalmente a A4 se define como ¢l exfuerzo normal, o (sigma).
Como AF, es normal al drea, entonces,

AF,
o, = lim - (1-4)

5i la fuerza o esfuerzo normal “jala™ al elemento de drea A4 como se
muestra en la figura 1-10a, se le llama esfuerzo de tension, mientras que si
“empuja” a AA se le llama esfuerze de compresida,

Esfuerzo cortante. La intensidad de fuerza, o fuerza por drea unita-
ria, actuando tangente a AA se llama esfuerzo cortanre, T (tau). Agui te-
nemos las componentes de esfuerzo cortante,

_ o AR,
T T iAo AA
AF,

T lim
BFoaa-0 AA

(1-5)

El subindice z en o, se usa para indicar la direccidn de la linea normal
hacia fuera, que especifica la orientacidn del drea AA, figura 1-11. Para
las componentes del esfuerzo cortante, 1, v 1,,,%¢ usan dos subindices. El
eje z especifica la orientacion del drea, v x v ¥ se refieren a los ejes coor-
denados en cuya direccidn actian los esfuerzos cortanies

Estado general de esfuerzo. Si el cuerpo es adicionalmente seccio-
nado por plancs paralelos al plano x-z, figura 1-108, v al plano y-z, figura
1-10¢, podemos entonces “separar” un elemento cibico de volumen de
material que representa el estado de exfuerze que actia alrededor del pun-
to escogido en el cuerpo. figura 1-12. Este estado de esfuerzo es caracteri-
zado por tres componentes que actdan sobre cada cara del elemento. Esas
componentes de esfuerzo describen el estado de esfuerzo en el punto sd-
lo para el elemento orientado a lo largo de los ejes x, v, 2.5 el cuerpo fue-
ge seccionado en un cubo con otra orientacion, el estado de esfuerzo se
definirfa usando un conjunto diferente de componentes de esfuerzo,

Unidades. En el sistema S, las magnitudes de los esfuerzos normal y
cortante s¢ especifican en las unidades bdsicas de newtons por metro
cuadrado (N/m?). Esta unidad, llamada pascal (1 Pa =1 N/mY) es algo
peguedia v en irabajos de ingenieria se usan prefijos como kilo- {107}, sim-
bolizado por. mega- {10°), simbolizado por M o giga- (10%), simbolizado
por (i, para representar valores mayores del esfuerzo.® De la misma ma-
nera, én el sistema inglés de unidades, los ingenieras por 1o regular expre-
san el esfuerzo en libras por pulgada cuadrada (psi) o en kilolibras por
pulgada cuadrada (ksi), donde 1 kilolibra (kip) = 1000 |b.

*Algunas veces el esfuerzo se expresa en unidsdes de N/mm?, donde | mm = 107" m,
San enibargo, en ¢l sistema 51 po se permiten prefijos en ¢l denominador de ans fracckin
y P Eanbo es mejor usar el equivalente | M) mm® = | BN, m’ = 1 MPa

Secoiom 1.3 Esfuerzo =

Fig- 1-12

23
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1.4 Esfuerzo normal promedio en una barra cargada axialmente

'

F

1al

Fig. 113

P

Foera miema

— Aren de La seccicm
LI T |

Foerr externa

P

)

Con Trecuencia, los miembrog estruclurales o mecinrcos s nbncan lar-
gos v delgados Asimismo, son sometidos a cargas axiales gque normalmen-
te se aplican a los extremos del miembro. Miembros de armaduras. barras
colgantes ¥y pernios 500 cjemplos tipicos. En esta seccidn determinaremios
la distribucidn del esfuerzo promedio que actia sobre la seccidn transver-
sal de una barra cargada axialmente como la mostrada en la figura 1-134,
que tiene una forma general. Esta seccidn define el drea de la seceidn
pransversal de la barra ¥ como todas esas secciones ransversales son igua-
les, a la barra se le llama barra prismdiica. 5i despreciamos el peso de [a
barra y la seccionamos como se indica en la figura 1-135, entonces, por
equilibrio del segmento inferior, la fuerza interna resultante que actda so-
bre la seccion transversal debe ser igual en magnitud, opuesta en sentido
y colineal con la fuerza externa que actia en el fondo de la barra.

Suposiciones. Anies de determinar la distribucién de esfuerzo prome-
dio que actlda sobre el drea transversal de la barea, es necesario hacer dos
hipitesis simplificatorias relativas a la descripeidn del material v a la apli-
cacidn especifica de la carga.

1. Es necesario que la barra permanezca recta antes y después de que
se aplica la carga, v también, la seccidn transversal debe permane-
cer plana durante la deformacion, esto es, durante el tiempo que la
barra camibia de volumen y forma. 5i esto ocurre, entonces las lineas
horwontales y verticales de una reticula inscrita sobre la barra se
deformarnin uniformemente cuando la barra esté sometida a la carga,
figura 1-13¢, No consideraremos aqui regiones cercanas a los extre-
mos de la barra, donde la aplicacion de las cargas externas puede
ocasionar distorsiones lecalizadas, En cambio, nos fijaremos sdlo en
la distribucidn del esfuerzo dentro de la porcidn media de la barra.

2. Para que la barra experimente wna deformacion aniforme, s nece-
sario que P se aplique a lo largo del efe centroidal de la seccidn
transversal ¥ que el material sen homogéneo ¢ isotrdpico. Un ma-
terial homogéneo tiene las mismas propiedades fisicas y mecdnicas
en todo su volumen, y un material isofrdpice liene esas mismas
propiedades en todas direcciones. Muchos materiales de la ingenie-
ria pueden considerarse homogéneos e isotrdpicos. Por ejemplo, el
acero contiene miles de cristales orientados al azar en cada milime-
tro clibico de su volumen, vy como en la mayoria de las aplicaciones
este matenal tiene un tamafio fisico que es mucho mayor que un
solo cristal, la suposicidn anterior relativa a la composicion del ma-
terial es bastante realista. Sin embargo, debe mencionarse que el
acerg pucde volverse anisotrdpico por medio del laminado en frio,
esto es, laminado o forjado a temperaturas subcriticas. Los mare-
riales anisorrdpicos ienen propiedades diferentes en direcciones
diferentes, v aunque éste sea el caso, si la anisotropia se orienta a
lo largo del eje de la barra, entonces la barra se deformard unifor-
memente cuando sea sometida a una carga axial. Por ejemplo, la
madera, debido a sus granos o fibras, ¢s un material que es homo-
Béneo y anisotropico, por lo que es adecuado para el siguiente and-
lisis.
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L

Distribucién del esfuerzo normal promedio. Suponiendo que la

barra estd sometida a una deformacin uniforme constante, entonces esta

deformacidn es causada por un esfuerzo normal o constante, figura 1-134. P
En consecuencia, cada drea AA sobre la seccion transversal estd someti-

da a una fuerza AF = o AA, y |a suma de esas fuerzas actuando sobre toda AF= agAA
¢l drea transversal debe ser equivalente a la fuerza interna resultante P en

la seccidn. 5i hacemos que AAd — dA y por tanto AF — dF, entonces co-

MO o €8 comnstanie, lenemos

+1 Fp. = £ Fy [mr- J.nm
A
P=gaA &
F-
o= (1-6) P
o ' id)
D‘ﬂﬂdﬁ, I‘;rl-"u[“r.'

o = esfuerzo normal promedio en cualguier punto sobre ¢l drea de la
seccidn transversal

P = fuerza normal interna resultante, aplicada en ¢l centroide del drea
de la seccidn transversal. P se determina usando el método de las
secciones v las ecuaciones de equilibrio

A = fdrea de la seccidn transversal de la barra

La carga interna P debe pasar por el centroide de la seccidn transver-
sal va que la distribucion del esfuerzo uniforme geneérard momentos nu-
los respecto a cualquier eje x o y que pase por este punto, figura 1-134.
Cuando esto ocurre,

(Mg). = T M 0= J ydF = J yer d A =ﬂ"[ v A
A A 4

xrdd = —:r’ xdd

A

(Mg)y=SM; 0= -j ¥ dF = -j
4

A

Estas ecuaciones se satisfacen, yva que por definicion del centroide,

JydA =0y [xdA = 0.(Vea el apéndice A.)

Equilll:lrll:l. Deberia ser aparente que sdlo existe un esfuerzo normal en
cualquier elemento de volumen de material localizado én cada punto so-
bre la seccidn transversal de una barra cargada axialmente. 5i considera-
maos el equilibrio vertical del elemento, figura 1-14, entonces al aplicar la
ecuacion de equilibrio de fuerzas,

zF =1 or{AA) = '[AA) = 0]
r = i’

En otras palabras, las dos componentes de esfuerzo normal sobre el ele-
mento deben ser iguales en magnitud pero opuestas en direccidn. A éste
se le lama esfuerzo uniaxial. Fig. 1-14
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Esta barra de acere se s parn suspen-
der upa poreidn de una escalern, v por
ello estd sometidn 2 on esfuerzo de
Lenasin,

P

l -f
el
Fed
F

F

ﬁ1 if
' '

El analisis previo se aplica a miembros sometidos a tensidn o & compre-
sifin. como se muestra en la figura 1-15. Como interpretacion grafica, la
magnirud de la fuerza interna resultante P es eguivalente ol volumen ba-
jo el diagrama de esfuerzo; es decir, P = o A (volumen = altura X base).
Ademds, como consecuencia del equilibrio de momentos, esta resultante
pasa por el centroide de este volumen.

Aunque hemos desarrollado este andlisis para barras prissuiticas, esta
suposicion puede ampliarse para incluir barras que tengan un peguefio
ahusamiento. Por ejemplo, puede demostrarse, usando un andlisis mis
exacto de la teoria de la elasticidad, que para una barra ahusada de sec-
cidn transversal rectangular, en la cual el dngulo entre dos lados adyacen-
tes es de 15%, el esfuerzo normal promedio, calculado segin o = P/d, es
silo 2.2% menor que el valor calculado con la teoria de la elasticidad.

Esfuerzo normal promedio maxime. En el andlisis anterior, tanto
la fuerza interma P como el drea de la seccion transversal se consideraron
constantes a lo largo del gje Lnngitudina] de la barra v por tanto se obiu-
vo un esfuerzo normal o = P/A también constante. Sin embargo, en oca-
siones la barra puede estar sometida a varias cargas externas a lo largo de
su gje o puede presentarse un cambio en su drea de seccidn fransversal,
En consecuencia, el esfuerzo normal dentro de la barra puede ser dife-
rente de seccidn a seccion, v si debe calcularse el esfuerzo normal prome-
dio mudxime, tendrd que determinarse la posicion en que la razdn P/A sea
mrinima, Para esto s necesario determinar la fuerza interna P en varias
secciones a lo largo de la barra, lo que se consigue dibujando un diagra-
ma de fuerza normal o axial. Especificamente, este diagrama es una gri-
fica de la fuerza normal P eontra su posicion x a lo largo de la longitud de
la barra. Fse considerard positiva si causa tension en el miembro y nega-
fiva si causa compresidn, Una vez conocida la carga interna en toda la
barra podri identificarse la razdn mdxima de P/A.
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La barra en la figura 1-16a tiene un ancho constante de 35 mm y un es-
pesor de 10 mm. Determine el esfuerzo normal promedio midximo en
la barra cuando ella estd sometida a las cargas mostradas.

9 kM C 4kN 0
12 kM : 21N

kM kM

da)

Izmd—w—bﬁ,ﬂim

RN

IHHW—b&.NHJ

YN

e = 2.k +— I O} 22 kN

PON) by

4]

Solucion

0 "“‘"*.I Carga inferna.  Por inspeccidn, las fuerzas axiales internas en las re-

i giones AB, BC v CD son todas constantes pero tienen diferentes mag-

MN nitudes. Usando el método de las secciones, esas cargas son determina-

das en la figura 1-16b; v el diagrama de fuerza normal que representa

35 mm 3.7 MPa esos resultados grificamente se muestra en la figura 1-16¢. Por inspec-

{dy cion, la carga maxima estd en la region BC, donde Py = 30 kN, Como
el drea transversal de la barra es constanie, el esfuerzo normal maximo
Fig. 1-16 promedio también ocurre dentro de esta regidn de la barra.

Esfuerzo normal promedio. Aplicando la ecuacidén 1-6, obtenemos

_ Par _ 30( 107N
TEC T AT (0,035 m){0.010 m)

La distribucion de los esfuerzos que actian sobre una seccidn (rans-
versal arbitraria de la barra dentro de la regidn BC se muestra en la
figura 1-16d. Grificamente el volumen (o “blogue™) representado por
esta distribucidn de esfuerzos es equivalente a la carga de 30 kN o sea,
0 kN = (B5.7 MPa)(35 mm){10 mm).

= B5.7 MPa Resp.
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La limpara de 80 kg estd soportada por dos barras AR v BC como se
muestra en la figura 1-17a. 51 AR tiene un didmetro de 10 mm y 5C tie-
ne un didmetro de 8 mm, determine el esfuerzo normal promedio en
cada barra.

HiYBlye TRAEN
&y h)

Fig. 1-17

Solucién

Carga inferne.  Debemos primero determinar la fuerza axial en cada
barra. En la figura 1-17h se muestra un diagrama de cuerpo libre de la
limpara. Aplicando las ecuaciones de equilibrio de fuerzas, obtenemos

L EE =0 Fac(}) — Faacos60F = 0
+tEF, =0 Fyc|}) + Fuusen 60" - TB4EN = 0
Fae = 3952N,  Fy, = 6324N

Por la tercera ley de Mewton, la accidn es igual pero opuesta a la reac-
citin, estas fuerzas someten a las barras a lensidn en toda su longitud. 8.05 MPa

Esfuerzo normal promedip. Aplicando la ecuacidn 1-6, tenemos
Fae 952N

= — = = 7.8 MPa R
TR T A w0004 m) ap
Fga 6324 N
= = = 8,05 MP; R
TEAT Aga  w(0.005m )2 y o #3724 N
La distribucion del esfoerzo normal promedio que actia sobre uma id} icl

seccidn transversal de la barra Af se muestra en la figura 1-17¢, v en
un punto sobre esta seccidn transversal, un elemento de material esta
esforzado como se muestra en la fgura 1.174d.
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(eieme o KR

.75 phe

075

1a)

La pieza fundida mostrada en la figura 1-18a esti hecha de acero con
peso especifico de y,, = 490 b /pie’. Determine el esfuerzo de compre-
sifin promedio que actia en los puntos A v B.

W
=
i
e TP
i
A y
—1 I
1
075 pee A
¥
¥ 936 Ih pulg!
it i)
Fig. 1-18
Solucion

Carga Interna.  En la figura 1-18b se muestra un diagrama de cuerpo
libre del segmento superior de la pieza fundida donde 1a seccidn pasa
por los puntos A ¥ B, El peso de este segmento es W, = 1, V.. La fuer-
za axial interna P en la seccidn es entonces

+fZF = P=W.=0
P — (490 Ib/pie’)(2.75 pies)w(0.75 pie)’ = 0
P = 23811b

Esfuerzo de compresidn promedio.  El drea transversal en la seccidn

es A = 7(0.75 p'n:]l:, v el esfuerzo de compresidn promedio es en-
bonces

__P_ 28
A~ =(075 pie)?

1347.5 Ib/pic? = 1347.5 Ib/pic? (1 pic’/144 pulg?)

9.36 Ib/pulg? Resp.

El esfuerzo mostrado en el elemento de volumen de material en la
figura 1-18¢ es representativo de las condiciones en A o 8 Note que
este esfuerzo actia hacia arriba sobre el fondo o cara sombreada del
elemento ya que esta cara forma parte del drea de la superficie del fon-
do de la seccidn cortada, v sobre esta superficie, Ia fuerza interna re-
sultante P empuja hacia arriba,
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esemeio )

El miembro AC mostrado en la figura 1-19 estd sometido a una fuer-
za vertical de 3 kN, Determine la posicidn x de esta fuerza de modo que
el esfuerzo de compresidn promedio en el soporte liso C sea igual al
esfuerzo de tensién promedio en el tirante A B, El tirante tiene un drea
en su seccidn transversal de 400 mm® y el drea de contacto en C es de
650 mm?*,

AkM Bz 1kM

20K nem
LE] (1]

Fig, 119
Solucién
Carga intema.  Las fuerzas en A y C pueden ser relacionadas consi-
derando €l diagrama de cuerpo libre del miembro AC, figura 1-195. Se

tienen tres incognitas que son Fup, Fey x. En la solucidn de este pro-
blema usaremos unidades de newtons y milimetros

+1EF =1 Fag+ Fr— 3000N =0 (1)
I+ ZMy=0 =3000N(x) + F-{200mm) = 0 i(2)
Esfuerzo normal promedio. Puede escribirse una tercera ecuacion

necesaria que requiere que el esfuerzo de tension en la barra A8 y el
esfuerzo de compresidn en C sean equivalentes, es decir,

__Fw __ K
400 mm® 650 mm’
Fr = 1.625F, 5

iar

Sustituyendo esto en la ecuacion 1, despejando F5 v Fir. obtenemos

F.z = 1143N
Fr = 185TN

La posicién de la carga aplicada se determina con la ecuacidn 2,
x = 124 mm Resp.

Mote que 0 < x < 200 mm, tal como se reguiere.
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1.5 Esfuerzo cortante promedio

¥

fal

Ich

Fig. 1-20

i

El esfuerzo cortante se definid en la seccidn 1.3 como la componente del
esfuerzo que actia en ef plano del drea seccionada. Para mostrar como se
desarrolla este esfuerzo, consideraremos el efecto de aplicar una fuerza F
a la barra mostrada en la figura 1-20q, 5i los soportes se consideran rigi-
dos y F es suficientemente grande, ésta ocasionard que ¢l material de la
barra se deforme v falle a lolargo de los planos AB v CD. Un diagrama de
cuerpo libre del segmento central no soportado de la barra, figura 1-208,
indica que una fuerza cortante V = F/2 debe aplicarse a cada seccidn pa-
ra mantener el segmento en equilibrio. El esfuerze cortante promedio dis-
iribuido sobre cada drea seccionada que desarrolla esta fuerza se define

por:

(1-7)

=5
]
=

P-CIH'“

Do,

Tprom = esfuerzo cortante promedio en la seccidn; se supone que es el mis-
mio en todo punto localizado sobre la seccidn
V' = fuerza cortante interna resultante en la seccidn; se determina con
las ecuaciones de equilibrio
A = drea en la seccidn

La distribucidn del esfuerzo cortante promedio se muestra actuando so-
bre la seccion derecha en la fligura 1-20c. Observe quUe Tpee, ticne la mis-
ma direccidn que 'V, va que el esfuerzo cortante debe crear fuerzas aso-
ciadas que contribuven eén conjunto a generar la fuerza interna resultante
V en la seccidn.

El caso de carga analizado en la figura 1-20 es un ejemplo de cortanse
simple o cortante directo, ya que el cortante es causado por la accidn di-
recta de la carga aplicada F. Este tipo de cortante suele ocurrir en varios
tipos de conexiones simples que usan pernos, pasadores, soldadura, ete.
Sin embargo, en todos esos casos, la aplicacion de la ecuacidon 1-7 es séfo
aproximada. Una investigacion mds precisa de la distribucidn del esfuer-
20 cortante sobre la seccidn critica revela que esfuerzos cortantes mucho
mayores ocurren en el material gue los predichos por esta ecuacidn, 5i
bien éste puede ser el caso, la aplicacion de la ecuacidn 1-7 es generalmen-
te aceptable para muchos problemas de andlisis v disefio. Por ejemplo, los
manuales de ingenieria permiten su uso al considerar tamafios de disefio
para sujetadores como pernos o para obtener la resistencia por adheren-
cia de juntas sometidas a cargas cortantes. Con respecto a esto, ocurren
en la prictica dos tipos de cortante, que merecen tratamientos separados.
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V=F
(aj 1 <l

Fig. 1-21

Cortante simple. Las juntas de acero y madera mostradas en las figu-
ras 1-21a v 1-2lc, respectivamente, son ejemplos de conexiones en cortan-
te simple ¥ se conocen como juncas traslapadas. Supondremos aqui que
los miembros son delgados y que la tuerca en la figura 1-21a no estd de-
maziado apretada de modo que la friccidn entre los miembros puede des-
preciarse. Pasando una seccidn entre los miembros se obtienen los diagra-
mas de cuerpo libre mostrados en las figuras 1-216 ¥ 1-214. Como los
miembros son delgados, podemos despreciar el momento generado por
la fuerza F. Entonces, por equilibrio, el drea de la seccidn transversal del
perno en la figura 1-215 v la superficie de contacto entre los miembros en
la figura 1-21d estdn sometidos sdlo a wna fuerza cortante V = F. Esta fuer-
7a 5e usa en la ecuacidn 1-7 para determinar el esfuerzo cortante prome-
dio que actda en la seccidn de la figura 1-214.

Cortante doble. Cuando la junta se construye como se muestra en la
figura 1-22a o 1-22¢, deben considerarse dos superficies cortantes. Ese ti-
po de conexiones se¢ llaman juntas rraslapadas dobles 51 pasamos una sec-
cidn entre cada uno de los miembros, los diagramas de cuerpo libre del
miembro central son como se myeestra en las figuras 1-226 v 1-22d. Tene-
mos aqui una condicidn de cortante doble. En consecuencia, una fuerza
cortante V' = F/Z actia sobre cada drea seccionada v esta [uerza cortan-=
te debe considerarse al aplicar re, = V/A

rdm
¥
afn
ram

5: ihi 5-

Fig. 1-22

VaF

(d}

El pasador en este tracior estd sometido a
corante doble.

x:

[=h i
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Mlano & e seccui

4T

,.-""" ” Conante pum
Fig 1-23

Equilibrio. Consideremos un elemento de volumen de material toma-
do &n un punto localizado sobre la superficie de cualguier drea seccionada
sobre la que actia el esfuerzo cortante promedio, figura 1-23a. 5i consi-
deramos ¢l equilibrie de fuerzas en la direccidn v, entonces

|tum1
s

ZF, =0 TolAx Ay} — 71, Ax Ay = 0
Tiy ™ Tay

De manera similar, el equilibrio de fuerzas en la direccién z nos da 7, =

7)o~ Finalmente, tomando momentos respecto al eje x,

MO A

fuerzn brazo
g, |
EM, =10k —r:,.lf&_r Ay) Az + r [Ax Az) Ay =10

T!'I- - -'rl-'."

por o que

P
Tog ™ Ty ™ Ty ™ T ™ T

En otras palabras, el equilibrio de fuerzas y momentos requiere que el
esfuerzo cortante que actiia sobre la cara superior del elemento, esté acom-
pafiado por esfuerzos cortantes actuando sobre las otras tres caras, figu-
ra 1-23b. Aqui, rodos los cuatro esfuerzos cortantes deben tener igual
magnitud v estar dirigidos hacia o alejandose uno de otro en caras con
un borde comin, A esto se le lama propiedad complementaria del cortan-
te, ¥ bajo las condiciones mostradas en la figura 1-23, el material estd so-
metido a corfanie puro,

Aungue hemos considerado aqui un caso de cortante simple causado
por la accidn directa de una carga, en capitulos posteriores veremos que
el esfuerzo cortante puede también generarse indirectamente por la ac-
cion de otros tipos de cargas.
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La barra mostrada en la figura 1-24¢ tiene una seccidn transversal cua-
drada de 40 mm. 5i se aplica una foerza axial de 800 N a lo largo del
eje centroidal del drea transversal de la barra, determine el esfuerzo
normal promedio y el esfuerzo cortante promedio que actilian sobre el
material a lo largo (a) del plano a-a v (b) del plano b-b.

a ) mmy
RN
" 0 mam
W
£1
S0H) kP'a
T [ Pa RN
I
ik
5000 kPa
icl
Fig. 1-24

Solucidn
Parie (a)

Carga interna.  La barra es seccionada, figura 1-24b, v la carga inter-
na resultante consiste sélo en una fuerza axial P = 800 N

promedio. El esfuerzo normal promedio se determina con
la ecuacion 1-6.
_ B RO N
A (0004 m )04 m)

i = M kFPa Resp,

Mo existe esfuerzo cortante sobre la seccidn, va que la fuerza cortante
en la seccidn es cero.
&

o ™ 0 Resp,

La distribucion del esfuerzo normal promedio sobre la seccion trans-
versil s¢ muestra en la figura 1-24¢,
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Carga interna.  5i la barra es seccionada a lo largo de b-b, el diagra-
ma de cuerpo libre del segmento izgquierdo es como s muesira en la
figura 1-244. Aqui actian una fuerza normal (N} v una fuerza cortan-
te (V) sobre el drea seccionada. Usando ejes x, y, se requiere

L EF =0 800N + N sen 60° + V cos 60° = ()
+1EF, =0 V sen 60° = N cos 60° = 0

o mas directamente, usando ejes x|, ¥,

+%WE F.= N = RB0ON cos 30° =0
+7Z Fp =0 V = B0 N sen 30° = 0
Resolviendo cualquier conjunto de ecuaciones,

N=6928N
V=400 N

Esfuerzos promedio. En este caso el drea seccionada tiene un espe-
sor de 40 mm ¥ una profundidad de 40 mm fsen 60" = 46.19, respecti-
vamente, figura 1-24a. El esfuerzo normal promedio es entonces

N 928N

= — = -- m 37 K s
7= T D m) (004610 m) o K s

y ¢l esfuerzo cortante promedio es
L 400N = 217kPa Resp,

Toroms = 4= 10,04 m)(0.04619 m)

La distribucidn de esfuerzo se muoestra en la figura 1-24¢,

el

21T kPa

Y3 kPa

I8 kPa
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El puntal de madera mostrado en la figura 1-25a estd suspendido de
una barra de acero de didmetro de 10 mm, que estd empotrada a la pa-
red. Si el puntal soporta una carga vertical de 5 kN, calcule el esfuerzo
cortante promedio en la barra en la pared v a lo largo de los dos pla-
nos sombreados del puntal, une de los cuales estd indicado como abed,

Solucidn

Corfanie inferno.  Como se muestra en el diagrama de cuerpo libre
en la figura 1-25b, la barra resiste una fuerza cortante de 5 kN donde
ella estd empotrada a la pared. En la figura 1-25¢ se muestra un diagra-
ma de cuerpo libre del segmento seccionado del puntal que estd en con-
tacto com la barra. Aqui la fuerza cortante que actida a lo large de ca-
da plano sombreado es de 2.5 kM

Esfuerzo cortante promedio.  Para la barra,

V 5000 N
— = ——— = 3,7 |
?Pm‘:ﬂ (0,005 m ) 63.7 MPa Resp,

Para el puntal,

¥ 2500 N

A (004m)(002m) 312 MPa Resp.

Toonm =
La distribucidn del esfuerzo cortante promedio sobre la barra sec-

cionada v el segmento de puntal se muestran en las figuras 1-25d ¥
1-25e, rﬁpt:livsmtnl:t. 3¢ muestra también con esas higuras un ele-

mento de volumen tipico del material en un punto localizado sobre la
superficie de cada seccidn. Observe cuidadosamente codmo el esfuerzo
cortante debe actuar sobre cada cara sombreada de esos elementos y
sobre las caras adyacentes de los mismos.

kN

5kM

102 MPa
] €3]

Fig. 1-25
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El miembro inclinado en la figura 1-26a estd sometido a una fuerza de
compresion de 600 |b. Determine el esfuerzo de compresion promedio
a lo largo de las dreas lisas de contacto definidas por AR y BC.y el es-
fuerzo cortante promedio a lo largo del plano horizontal definido por
EDB.

Ih

2 pulg
1.5 pulg sl fal ﬁ- 1-26
Solucién

Cargas internas.  El diagrama de cuerpo libre del miembro inclinado
s¢ muestra en la figura 1-26b. Las fuerzas de compresidn que actian
sobre las dreas de contacto son

Fag — 60016(3) =0
Fpe — 6001b(§) =0

% ZF, =0
+1ZF, =0

F,qﬂ - jrﬂ} “."'
Fae = 480 Ib

También, del diagrama de cuerpo libre del segmento superior del miem-
bro del fondo, figura 1-26¢, la fuerza cortante que actda sobre el plano
horizontal seccionado EDB es

& IF =0 V = 360 Ib

Exfuerzo promedio. Los esfuerzos de compresidn promedio a lo lar-
go de los planos horizontal v vertical del miembro inclinado son

360 Ib

TFig ™ {1 P'lllg}'[].ﬁ P'UJEJ - 24':' IhJ‘IF‘IJIE: RE"FF
4R b -
T = (2 pulg)(1.5 pulg) = 160 1b/pulg” Resp.

Estas distribuciones de esfuerzo se muestran en la figura 1-264.
El esfuerzo cortante promedio que actia sobre ¢l plano horizontal
definido por EDVE es

~ 360 Ib
Treom = (3 pulg)(1.5 pulg)

Este esfuerzo se muestra distribuido sobre el drea seccionada en la figu-
ra 1-26e.

= &0 Ib/pulg’ Resp.

(k)

{ch

240

1650 Thipulg?

idi

360 Ib

80} Ihipualp?

el
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PROEBELEMAS

1-3. La columna esid sometida a una fuerza axial de
B kM en su parte superior. 5i el drea de su seccidn trans-
versal tiene las dimensiones mosiradas en la figura, deter-
mine ¢l esfuerzo normal promedio gue actia en ln seccidn
@=a, Muestre esta distnbucion del esfuerzo actuando sobre
la seocitn transversal de la columna.

EkN
7% mm
I5 mm

10 I (1

14} T ey

T mam

a
(-]
Frob, 1-34

1-35. El grillete de anclaje soporia la fuerza del cable de
GO0 Ib. 5i ¢l pasador tiene un didmetro de 0.25 pulg, deter-
mine el esfuereo cortante promedio en el pasador.

Prob. 1-55

*1-3. Al correr, el pie de un hombre de 150 b £5td mo-
menidneamente somelido a una fuerza que es 5 veces su
peso. Determine el esfuerzo normal promedio desarrolla-
do en la tibia T de su pierna en la seccidn media a-a. La
seccion transversal puede suponerse circular con cdhifime-
tro exterior de 1.75 pulg v un didmetro interior de | pulg.
Suponga que ¢ peroné IF no soporta carga.

Tl b

Proh. 1-36

1-37.  El pegueio blogue tiens un espesor de (L5 pulg. 5i
la distribucidn de esfuerzo en ¢l soporte desarrollado por la
carga varfa como s¢ muestra, determine la fuerza F apli-
cada al blogue v la distancia o a la que cstd aplicada.

Prah. 1-37



1-38.  El pequedio blogue tiene un espesor de 5 mm. 5 la
distribucidn de esfuerzo en el soporte desarrollado por
la carga varia como se muestra, determine la fuerza F apli-
cada al blogue v La distancia o a la que estd aplicada.

60 MP

Prob, 1-38

1-39, La palanca estd unida a la fecha empotrada por
medio de un pasador cdnico que tene un didmetro medio
de & mm. 5i se aplica un par a la palanca, determine el es-
fuerzo cortante promedio en el pasador, entre el pasador
v la palanca,

Prab, 1-39

Prosiesas « 41

*1-40. La rueda de soporie s mantiene en su lugar bajo
la pata de un andamio por medio de un pasador de 4 mm
de diimetro como se muestra en la figura. 8i la rueda es-
td sometida & una fuerza normal de 3 kN, determine el
esfuerzo cortante promedio generado en el pasador, Des-
precie la friccidn entre la pata del andamio v el tubo sobre
la rueda.

kN

Froh. 1-40

1-41. Una mujer con peso de 175 [b estd de pic sobre un
piso vinflico con zapatos de tacdn puntiagudo. 51 el tacin
tiene las dimensiones mostradas, determine el esfuerzo
normal promedio que ella gjerce sobre el pizo ¥ compire-
lo con el esfuerzo normal promedio generado cuando un
hombre del mismo peso lleva zapatos de tacones planos
Suponga que la carga se aplica lentamente de maners gue
puedan ignorarse los efectos dindmicos. Suponga lambién
gue todo el peso es soportado siélo por el tacdn de un za-
paio.

0.3 pulg .

w0, palg

Prob. 1-41
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1-42  La limpara con un peso de 50 Ib estd soportada por
ires barras de acero conectadas por un aniflo en A. Deter-

mine cudl barra esti sometidn al mayor esluerzo normal
promedio ¥ caleule su valor. Considere 8 = 30°. El didme-
tris de cada barra s¢ da en la figura,

1-43. Resuelva el problema 1-42 para # = 457

*1-44. La ldmpara con un peso de 50 [b estd soportada por
tres barras de acero conectadas por un anillo en A, Deter-
mine el dngulo de orientacidn & de AC tal que 2l esfuerzo
normal producido en la barra AC sea el doble del esfuer-
zo normal promedic en la barra AD, [ Cudl es la magnitud
del esfuerzo en cada barra? El didmetro de cada barra se
da en la figura.

Probs, 142430

1-45. El pedestal ticne una seccidn transversal triangu-
lar como se muestra, 5i estd sometido o wna fuerza com-
presiva de 300 Ib, especifique las coordenadas ¢ v v del pun-
o Plx, ¥} en que debe aplicarse la carga sobre la seocidn
transversal para gque el esfuerzo normal sea uniforme,
Calcule el esfucreo ¥ esbooe su distribucidn sobre una sec-
cidn transversal en una seccidn alejada del punto de apli-
cacidn de |a carga,

S b

pda/)kh
Py

Frob. 1-4%

1-d6. Loa dos miembros de acero estin unidos enire s{
por medio de una soldadura a tope a 607, Determine los
esfuerzos normal v cortante promedio resestidos en el pla-
fio de la soldadura.

1-47. La flecha compuesta consiste en un tubo AH v en
una barra sélida BC. El tubo tiens un didmetro interior de
Hmm v un didmetro exterior de 28 mon. La barra tlene un
diimetro de 12 mm, Determine el esfuerzo normal pro-
medio en los puntos [ ¥ £ v represente el esfuerzo sobre
un elemento de volumen localizado en cads uno de esos
punios.

i
4kN A & kM o it
o BN E
Prab. 1-47

*1-48. La pieza de madera estd sometida o una fuerza
de tensidn de 85 Ib. Dietermine los esfuerzos normal v cor-
tante promedio desarrollados en las fibras de la madera
orientadas a bo largo de |a secadn a-g & 15" con respecto
el gje de la picea.

1 pulg-,
1 _

Froh. 1-48



1-49. El bloque de plistico estd sometido & una fuerza
axial de compresidn de 600 M. Suponiendo gue las tapas
arriba v en el fondo distribuyen la cargs uniformemente &
través del bloque, determing los esfuerzos normal v cor-
tante promedio que actdan a lo largo de la seccidn a-a.

600 N
i
1501 mam
mm
GO0 N
Frob. 1-49

1-50. El espécimen falld en una prueba de tensidn a un
dngulo de 52° cuando la carga axial era de 19.80 kib. Si el
didmetro del espécimen es de 0.5 pulg, determine los és-
fuersos normal ¥ cortante promedio que acidan sobre el
planc inclinado de falla. Ademiis, jouidl fue el esfuerzo nor-
" mal promedio que actuaba sobre la seccidn transversal
cuando ocurridt |a (alla?

u

Frob. 1-50

1-51. Un cspécimen a tensidn con drea A en su ssocidn
transversal estd sometido a una fuerza axial P. Determine

el esfluerzo corlanle midximo promedio en el espécimen
indique la orientacién @ de la seccidn en que éste ocurre.

Prob. 1-51

PROBLEMAS « 43

*1-5L La junta estd sometida a la fuerza axial de miem-
bro de 3 kM. Determine el esfoerzo normal promedio que
actiia ¢n las seociones AR vy BC. Suponga gue el miembro
es liso y que tiens 50 mm de espesor.

S kN

Prob. i-52

1-53. La junia estd sometida a lo fuerza amal de miem-
bro de 6 kib, Determine el esfuerzo normal promedio que
actis sobre las secciones AR y BC. Suponga que el miem-
bro es liso ¥ que tiene 1.5 pulg de espesor,

Frob, 1-53

1-54 Los dos miembros usados en la construcoidn del fu-
selaje de un avidn estdn unidos entre s usando una solda-
dura de boca de pescado a 30°, Determing los esfuerzos
normal ¥ cortante promedio sobre el plano de cada solda-
dura. Suponga que cada plano inclinada sopora una (eer-
za horizontal de 400 libras.

1 palg

OO Th B0 Ib

Prob. 1-54
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1-8%,  El conductor de un auto deportivo aplica los fre-
o traderos, lo que ocasiona que los Aeumaticos se desli-
cen. 5i la fuerza normal en cada neumdtico trasero es de
400 Ib v el cocficiente de friccidn cinética entre los neums-
ticos v el pavimento es de g = 0.5, determing el esfuerzo
cortante promedio desarrollado por la fuerza de friccidn
sobre los neumdticos, Suponga que el caucho de los neu-
méticos es flexible vy que cada neumdiico liene una presion
de 32 1bfpulg’.

4N i

*1-56. Las barras AB v BC ticnen didmetros de 4 mm y
6 mm, respectivamente. 5i la carga de B kN se aplica al ani-

He en B, determine el esfuerzo normal promedio en cada
bearra s @ = &0°,

1-57. Las barras A8 v BC tienen didmetros de 4 mm y
i mm, respectivamente. 5i la carga vertical de 8B kM se aph-
ca al anillo en B, determine ¢l dngulo & de la barra BC de
manira gue el esfuerzo normal promedio en ambas barras
sea el mismo. j Oué valor tene este esfuerzo?

1-58. Las barras de la armadura tienen cada una un dre
transversal de 1.25 pulg’. Determine el esfuerzo normal
promedio en cada barra debido a la carga P = 8 klb. Indi-
que si el esfuerzo es de tensién o de compresidn,

1-59. Las barras de la armadura tienen cada una un
drea transversal de 1.25 pulg’. Si el esfuerzo normal pro-
medio méiximo en cualguier barra no debe ser mayor de
20 klb /pulg’, determine la magnitud mixima P de las car-

gas que pueden aplicarse a la armadura,

*1-60. La armadura estd formada por tres miembros
conectados por pasadores; las dreas transversales de los
miembros se muestran en la figura, Determing el esfiser-
zo normal promedio generado en cada barra cuando la
armadura estd sometida a la carga mostrada, Indique si el
esfuerzo es de tensidn o de compresidn,




1-61. Lawigauniforme estd soportada por dos barras AR
v O cuyas dreas transversales son de 12 mm® y & mm?,
respectivamente. 31 d = 1 m, determine el ésfuerzo normal
proméedio en cada barra,

1-62. Lawiga uniforme estd soportada por dos barras AR
v O cuyas direas de seccidn transversal son de 12 mm’ v
] mmz,rcspmlivam:nlt.ﬂt:tmﬂn: la posicidn d de la car-
ga de 6 kN para que el esfuerzo normal promedio en am-
has barras sea el mismo,

Frobs, 1-6L062

1-63. Lalimpara usada para iluminar el enganche de va-
gones de ferrocarril estd mpmtmiamulp:u&dnrde{ pulg
de didmetro en A. 5i la limpara pesa 4 1b v el brazo tiene
un peso de 0.5 |b /pie, determine el esfuerzo cortante pro-
medio en el pasador necesano para soportar la limpara.
Sugerencia; la fuerza cortante en ¢l pasador es causada por
&l par requerido para el equilibrio en A.

*1-64, El bastidor de dos miembros estd sometido a la
carga distribuida que se muesira en la siguiente figura. De-
termine los esfuerzos normal y cortante promedio que ac-
tikan en las secciones a-a y b-b. El miembro CB tiene una
seccidn transversal cuadrada de 35 mm de lndo, Congice-
rew = 8 kN/m.

ProBLEmaas = 45

1-65, El bastidor de dos miembros esté sometido a la car-
ga distnibuida mostrada. Determine la intensidad w de La
carga uniforme maxima que puede aplicarse al bastidor
san que los esfuerzos normal y cortante promedios en la
seccidn b-b excedan los valores o= I3 MPay r= 16 MPa,
regpectivamente. El miembao CF tiene una seacibn Lrans-
versil cusdrada de 35 mm de lado,

al-66. Considere el problema general de una barra hecha
de m1 segmenios, cada uno-con drea transversal constante Ay,
v bongitud L, 5i s2 tienen n cargas sobre la barra como se
miuestra, escriba un programa de computadora que pue-
da usarse para determinar el esfuerso normal promedio en
cualguier posicion especifica x. Muesire una aplicacion del
programa usando los valores Ly = 4 pies, d) = 2 pies,
Py= 400 1b, A; = }Eutf. La = 1 pies, dy = 6 pies, Py =
—3[!1] ]h‘-“; =] F’I.IJE s
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1-67. La viga estd soportada por un pasador en A y un
eslabdn corto BC, 5i P = 15 kN, determine ] esfuerzo cor-
tante promedio desarrollado por los pasadores en A, B v
C, Todos los pasadores estan en cortante doble, como se
muesira ¥ cada uno tiene un didmetro de 18 mm,

*1-68. La viga estd soportada por un pasador en A v un
eslabdn corto BC. Determine la magnitud miéxima F* de
las cargas que la viga soportard si el esfuerzo cortante pro-
medio en cada pasador no debe ser mavor de B0 MPa.
Todos los pasadores estdn en cortante doble v cada uno
tiene un digmetro de 18 mm.

Proba 1-6Ti68

1-6%. Cuando la mano sostiene una piedra de 5 b, el hi-
meno H, que se supone liso, eperce las fuerzas normales F-
¥ F,; sobre el radio O v el cibito A, respectivamenie, oo-
mo se muestra. 5i la menor drea de seccidn transversal del
ligamento en 8 es de 0.30 pulg®, determine el miximo es-
fuerzo de tensidn promedio a que estard sometido.

P 14 pulg
Prob, 169

1-70. La gria pescante estd sostenida por un pasador en
A v soporta un elevador de cadena que puede viajar a lo
largo del patin inferior de la viga, 1 ple = ¢ = 12 ples. Siel
elevador puede soporiar una carga midsima de 1500 b, de-
terming el esfuerzo normal méximo promedio en él tiran-
te AC de didmetro i pulg ¥ el esfuerzo cortante mdximo
promedio en ¢l pasador de didmetro de ; pulg en 8.

— 1) pigy ————————

Frob. 1-Td

1-T1.  Determing el esfuerzo normal promedio desarro-
lado en Los eslabones AR v CD de las tenazas que sopor-

tan ¢l tronco con masa de 3 Me. El drea de la seccidn trans-
versal de cada eslabén es de 400 mm®.

Frob. 1-71



*1.-TL Determine el esfuerzo cortante promedio desarro-
llado en los pasadores A y B de las tenazas que soportan
el troneo con masa de 3 Mg Cada pasador ticne un did-
meire de 23 mm ¥ esté sujeio a un cortante doble.

Prob. 1-T2

1-73%  El pedestal en forma de tronco cdnico estd hecho
de concreto con peso especifico de 150 Ib fpie’, Determi-
ne ¢l esfuerzo normal promedio que actia en la base del
pedestal. Sugerencia; el volumen de un cono de radio r v
alturahes V = J ar'h.

1.4

Prob. 1.73

ProsLiwas « 47

1-74.  El pedestal en forma de tronco cénico estd hecho
de concreto con peso especifico de 150 Ib/pie’. Determi-
ni ¢ esfuerzo normal promedio que actin o medin altura
del pedestal, esto es, a 1 = 4 pies. Sugerencia: ¢l volumen
de un cono de radio r y altura hes V = 1 rh,

1 pie

1.5

Frob. 1-74

1-75, La columna estd hecha de concreio con densidad de
2.30 Mg, /m’. En su parte superior B estd sometida a una
fuersa de compresitn axial de 15 kM. Determine el esfuer-
z0 normal promedio en la columna en funcidn de la dis-
tancia ; medida desde su base, Nota: el resuliado serd didl

solamente para determinar el esfuerzo normal promedio
en una seccitn alejada de los extremos de la columna, de-
bido a la deformacidn locahizada en los extremo

Prob. 1-75
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*1-T6. La pila estd hecha de material con peso especifi-
co ¥ 5i tiene una secciin transversal cuadrada, determine
su ancho w en funcidn de 2, de manera que el esfuerzo nor-
mal promedio en la pila permanezca constante. La pila so-
porta una carga constante P en su parte supenior, donde
su ancho es wy.

Proh. 176

1-T7. El pedestal soporta una carga P en su centro. Si el
material tiene una densidad de masa p, determine la di-
mension radial r en funcidn de 2, de manera que el esfuer-
2o normal promedio permanezca constante. La seccidn
transversal es circular,

L

Ea S

Proh. 177

1-78. El radio del pedestal estd definido por r =
(05" "y my donde v estd dada en metros. Siel material
tiene una densidad de 2.5 Mg/m’, determine el esfuerzo
normal promedio en el soporte,

3 * m ) G0

Prob. 1-TH

1=,  Determine la velocidad angalar médxima constante
o del volante de manera que ¢l esfuerro normal prome-
dio en su pestafia no sca mayor que o = 13 MPa. Supon-
ga que la pestafin es un anille delgado con espesor de 3 mm,
ancho de 20 mm y masa de 3 kg/m, La rotacson tiene lugar
en un plano horzontal. Desprecie ¢l efecto de los rayos en
el andlisis, Sugerencia; considere un diagrama de cuerpo
libre de una porcidn semicircular del antllo. El centro de
masa de un segmento semicircular estd en F = Zr/r des-
de ¢l diimetro.

Prob. 1-T9
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1.6 Esfuerzo permisible

Un ingeniero a cargo del disefio de un miembro estruciural o elemenio
mecinice debe restringir el esfuerzo en el material a un nivel que sea se-
guro, Ademds, una estructura o méquina corrientemente en uso puede en
ocasiones lener gue ser analizada para ver qué carga adicional pueden so-
poriar sus miembros o partes. Asi que nuevamenie es necesario efectuar
los célculos usando un esfuerzo permisible o seguro.

Para garantizar la seguridad es necesanio escoger un esfuerzo permisi-
ble que limite la carga aplicada a un valor que sea menor al que el miem-
bro pueda soportar plenamente. Hay varias razones para esto. Por ejem-
plo, la carga para la cual el miembro se disefia puede ser diferente de la
carga real aplicada sobre él. Las medidas previstas para una estructura o
mdquina pueden no ser exactas debido a errores en la fabricacitn o en el
montaje de las partes componenies. Pueden ocurrir vibraciones descono-
cidas, impacto o cargas accidentales que no se hayan tomado en cuenta
diurante el disefio. La corrosidn atmos{énca, ¢l decaimiento o las condi-
ciones ambientales tienden a que los materiales se deterioren durante el
servicio. Finalmente, algunos materiales, como la madera, el concreto o
los compuestos reforzados con fibras, pueden mostrar alta variabilidad en
sus propiedades mecdnicas,

Una manera de especificar la carga permisible para el disefio o andlisis
de un miembro es usar un ndmero llamado factor de seguridad. El factor de
seguridad (F5) es la razdn de la carga de falla, Fi,y,, dividida entre la car-
ga permisible, Fl.m. La Fiy, se determina por medio de ensayos experi-
mentales del material v el factor de seguridad se selecciona con base en
la experiencia, de manera que las incertidumbres mencionadas antes sean
tomadas en cuenta cuando el miembro se use en condiciones similares de
carga y simetria. Expresado matemdticamente,

Fs = — e (1-8)

I

8i la carga aplicada al miembro estd linealmente relacionada al esfuer-
zo desarrollado dentro del miembro, como en el caso de usar o = P/A
¥ Torem = ¥/A, entonces podemos expresar el factor de seguridad como
la razdn del esfuerzo de falla oy, (0 Ty,) al esfuerzo permisible o,
(€ Tperm)i* €310 €8,

F$ = _Tialia {1-9)
Tperm
0
Tialla
Tperm

*En alguanas capas, comis en bas columnss, la carga aplicada no estd relecionada lineaklmenls
a la tensidn y por ko tanio sélo la ecuaciin 1-8 puede warse para determinar ¢ facior de
seguridad. Vea el capitulo 13,

Factores IFI.'IIII'IiI:I.dIII de seguridad de-
ben ser considerados al disefiar grias ¥

cables usados para transferir cargas pe-
radas,
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En cualquiera de esas ecuaciones, el factor de seguridad se escoge ma-
vorgue | para evitar una posible falla. Los valores especificos dependen
de los tipos de materiales por usarse y de [a finahidad prevista para la
estructura 0 méquina. Por ejemplo, el FS usado en ¢l disefio de compo-
nentes de seronaves o vehiculos espaciales puede ser cercano a 1 para
reducir el peso del vehiculo, Por otra parte, en ¢l caso de una planta nu-
clear, el factor de seguridad para algunos de sus componentes puede ser
tan alto como 3, va que puede haber incertidumbre en ¢l comportamien-
to de la carga o del material. 5in embargo, en general, los factores de se-
guridad, ¥ por tanto las cargas o esfuerzos permisibles para clementos
estraciurales y mecdnicos, han sido moy estandarizados, va que sus inde-
lerminaciones de disefio han podido ser evaluadas razonablemente bien.
Sus valores, que pueden encontrarse en los cddigos de disefo v manuales
de ingenieria, pretenden reflejar un balance de seguridad ambiental ¥ pa-
ra el piblico junto con una solucidn econdmica razonable para el disefio,

1.7 Diseifio de conexiones simples

Haciendo suposiciones simplificatorias relativas al comportamiento del
material, las ecuaciones @ = P/A ¥ 70m = V/A pueden usarse para ana-
lizar o discitar una conexidn simple o un elemento mecdnico, En particu-
lar, si un miembro estd sometido a una fueerza normol en una seccidn, su
drea requernida en la seccidn se determing con

F
A= 1-11
— (1-11)

Por otra parte, 51 la secciton estd sometida a una fuerza cortante, cntonces
el drea requerida en la seccitn es:

A= (1-12)

Como vimos en la seccion 1.6, el esfuerzo permisible usado en cada una
de esas ecuaciones se determina aplicando un factor de seguridad a un es-
fuerzo normal o cortante especificado o encontrando esos esfuerzos di-
rectamente en un oidigo apropiado de disefio.

Ahora discutiremos cuatro tipos comunes de problemas para las coales
las ecuaciones pueden usarse en ¢l discfio.

Area de la seccion transversal de un miembro a tension, Eldrea
de la seccidn transversal de un miembro prismético sometido a una fuer-
za de tension puede determinarse si la fuerza tiene una linea de accidn
que pasa por ¢l centroide de la seccidn transversal. Por ejemplo, conside-
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Esluerzo normmal undformes

—
.
P P P
- -
#

A= 5
i} i

Fig. 1-27

re la barra con perforacidn en sus extremos mostrada en la figora 1-27a.
En la seccidn intermedia a-a, la distribucidn de esfuerzos es uniforme so-
bre toda la seccion v se determina el drea sombreada A, como se muestra
en la figura 1-27h.

soriante aniforme

- o Fig. 1-28

b} ic)

Area de la seccién transversal de un conector sometido a cor-
tante. A menudo los pernos o pasadores se usan para conectar placas,
tablones o varios miembros entre si. Por ¢jemplo, considere 1a junta tras-
lapada mostrada en la figura 1-28a. Si el perno esti suelto o la fuerza de
agarre del perno es desconocida, es seguro suponer que cualquier fuerza
de friccidn entre las placas es despreciable, El diagrama de cuerpo libre de
una seccidn que pasa entre las placas y a través del perno se muestra en
la figura 1-285. El perno estd sometido a una fuerza cortante inferna re-
sultante de ¥ = P en esta seccitn transversal. Suponiendo que el esfuer-
7o cortante que causa esta fuerza estd distribuido uniformemente sobre la
seccidn transversal, el drea A de la seccidn transversal del perno se deter-
mina como s& muestra en la figura 1-28¢

Area requerida para resistir aplastamiento. Un esfuerzo normal

producido por la compresidn de una superficie conlra ofra ¢ denomina &
exfuerce de aplastamienio, 51 este esfuerzo es demasiado grande, puede i
aplastar o deformar localmente una o ambas superficies. Por tanto, para Distribucién
impedir una falla es necesario determinar el drea apropiada de apoyo pa- unifarme del
ra el material, usando un esfuerzo de aplastamiento permisible. Por ejem- efucrzo

plo, el drea A de la placa B de base de la columna mostrada en la figura

1-29 s& determina a partir del esfuerzo permisible de aplastamiento del

concreto, usando la ecuacion A = P/ ). Esto supone, desde luego,

que el esfuerzo permisible de aplastamiento para ¢l concreto es menor gue

el del material de la placa de base y ademis que el esfuerzo estd unifor-

memente distribuido entre la placa y ¢l concreto, como se muestra en la

figura. Fig. 1-1

) parea
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(a)

Esfuerzo corfanés unifoeme
L
a
o Ty Tl
al
F
(1]

Area requerida para resistir el cortante causado por carga axial.
Ceasionalmente las barras u otros miembros son soportados en forma tal
que puede desarrollarse un esfuerzo cortante en ¢l miembro aun cuando
éste esté sometido a carga axial. Un ejemplo de esta situacion serfa una
barra de acero cuyvo extremo esté empotrado en concreto y se encuentre
cargado como se muestra en la figura 1-300. Un diagrama de cuerpo libre
de la barra, figura 1-30b, muestra que un esfuerzo corfante actia sobre el
drea de contacto de la barra con el concreto. Esta drea es { md)l, donde o
&5 el didmetro de la barra v [ es la longitud del empotramiento. 5i bien la
distribucidn real del esfuerzo cortante a lo largo de la barra serfa dificil de
determinar, si suponemos que es uniforme, podemos usar A = Vg, pa-
ra calcular /, siempre que conozcamos d ¥ T, figura 1-308.



Secoon 1.7 Disefio de conexiones simples »

Los dos miembros estdn unides por pasadores en B como se muestra
en la figura 1-31a. Se muestran también en la figura dos vistas superio-
res de las conexiones por pasador en A v B. Si los pasadores tienen un
esfuerzo cortante permisible T, = 12.5 klb/pulg® v el esfuerzo per-
misible de tensién de la barra CB €8 (0,)per = 16.2 Hh,rpulf deter-
mine el diimetro mis pequefio, con una aproximacion a | pulg, de los
pasadores A y B y el didmetro de la barra CB, necesarios para sopor-
tar la carga.

(m}

Fig. 1-31

Solucion

La barra CB es un miembro de dos fuerzas; el diagrama de cuerpo li-
bre del miembro AR, junto con las reacciones calculadas en A4 v B, se
muestran en la Ggura 1-315, Como ejercicio, verifigue los cilculos ¥ no-
te que la fuerza resultante en A debe usarse para el disefio del pasador
A, ya que ésta es |a fuerza cortante que el pasador resiste.

Conhiritia
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2,85 klip

131klb
| 425 ki 531klb
1425 klb
Pasador em A Pasadar en &

icl

Didmetro de los pasadores. De la figura 1-31a y los diagramas de
cuerpo libre de la porcién seccionada de cada pasador en contacto con
el miembro AB, figura 1-31c, vemos que ¢l pasador A estd sometido a

cortante doble, mientras que el pasador B estd sometido a cortante sim-
ple. Entonces,

Va 1.425 klb . -".j]
- - = = L1139 lp= = o . ] d. = 0.3R1 I
AH Tpﬂ':l. 12.5 klbﬂ:l“lgz FlLl R “[\ 4 A Pulg
Vi 3333 klb , { P )
- - S omrr— = 2 _ df _ .
As T perm 12.5 klb/pulg’ 02667 pulg o ) dy = (L5583 pulg

Aungue estos valores representan los didmetnos mads pegquefios permi-

sibles para los pasadores, deberi escogerse un tamaiio de pasador co-
mercial, Escogeremos un tamafio mayor con una aproximacion a |-L- pulg
COMO S¢ requiere.

dy = = pulg = 04375 pulg Resp.

dg = > pulg = 0.625 pulg Resp.

Didmerra de lo barra,

El didmetro requerido para la barra en su sec-
cidn media es enlonces:

P 333Bkb
16.2 kib /pulg’

Am -

d.? b
1 L
- = (M58 pulg” = =
[':rr]p-:rm F' g {. 4}

dge = 0.512 pulg
Escogeremos

dge = I': pulg = 0,5625 pulg Resp.
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TiEmrio

El brazo de control estd sometido a Ia carga mostrada en la figura 1-32a.
Determine el didgmetro requerido, con una aproximacidn de | pulg, para
el pasador de acero en C & el esfuerzo cortante permisible para ¢l ace-
T €5 Tpom = 8 Ib/pulg’. Advierta en la figura que el pasador estd so-
metido a cortanie doble.

Solucién
Fuérza cortante interna,  Unp diagrama de cuerpo libre del brazo se
muesira en la figura 1-32b. Por equilibrio tenemos,

(+ I Me=10;  Fyu(8pulg) — 3kIb(3 pulg) ~ 5Kkip(2)(5 pulg) = 0

Fag = 3klb
i'EF.’:ﬂ'. -Eklh—CT+5k]h{§)=D Cy = 1klb —
+1E F, =1 C,—Eklh—ﬁk]b{%]=ﬂ C, =6 klb
0] kb
El pasador en  resiste la fuerza resultante en C Por lo tanto, 1040 ki
- Passulor em ©
Fr= "'.""U kib)* + [ I'.II.':]I2 = 6082 klb (el
Como el pasador estd sometido a cortante doble, una fuerza cortante Fig. 112

de 3.041 kib actia sobre su drea transversal enre el brazo v cada ho-
ja de soporte para el pasador, figura 1-32c.

Area requerida. Tenemos

vV 3041klb
A= = - = 0,3802 pulg?
Toem 8 Kbpulg’ PUe

w'[%) = (L3802 pulg’
d = (LAY pulg

Usaremos un pasador con didmetro de

d = * pulg = 0.750 pulg Resp.
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!-l_r'llll'l.ﬂm

La barra colgante estd soportada en su extremo por un disco circular
empotrado a ella, como se muestra en la figura 1-33a. 5i la barra pasa
por un agujero con didmetro de 40 mm, determine el didmetro mini-
mo requerido de la barra v el espesor minimo del disco necesario pa-
ra soportar la carga de 20 kN. El esfuerzo normal permisible para la
barra 5 G = 60 MPa y el esfuerzo cortante permisible para el dis-
€O €5 Toem = 35 MPa.

L r —] 40 mem -
A- i
d lm kM
L1
kN
rajy
Fig. 1-33

Solucion

Didgmertro de la barra.  Por inspeccion, la fuerza axial en la barra es
de 20 kM. El drea transversal requenda para la barra es entonces

P 000N

.nq = - i 3
Tperm  60( 10%) N/m?

= (.3333{10~") m’

De manera gue

2
A= n(%) = 0.3333(107%) m*
d = 00206 m = 20.6 mm Resp.

Espesor del disco. Como se muestra en el diagrama de cuerpo libre
de la seccion del nucleo del disco, figura 1-33b, el material en el drea
seccionada debe resistir esfuerzos cortantes para impedir el movimien-
1o del disco a través del agujero. 5i se supone que este esfuerzo cortan-
te estd uniformemente distribuido sobre el drea seccionada, entonces,
como ¥V = 20 kN, tenemos:

v 200107 N
A= = (10°) s = 0.571(107*) m*
Tzrm 33 Im} MN/m

Como el drea seccionada A = 250002 m)ir), el espesor requerido del
disco es:

_ 05TI4(107%) m?
© 2w(0.02 m)

= 455(1077) m = 4.55 mm Resp.
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esemepLo )

Una carga axial sobre la flecha mostrada en la figura 1-34a es resistida
por ¢l collarin en C que estd unido a la flecha y localizado a la derecha
del cojinete en B. Determine el maximo valor de P para las dos fuer-
zas axiales en E y F,de manera que el esfuerso en el collarin no exce-
da un esfuerzo de aplastamiento permisible en C de (o7 Jperm = 75 MPa
¥ que el esfuerzo normal promedio en la flecha no exceda un esfuerzo
de tension permisible de (o )perm = 55 MPa.

A : Ghmm B 20 mm
F c 3 p -4—_*—- 3p
in) b
Carga
wial Fig. 1-M
P
p

Posicidn
[£4]

Solucidn
Para resolver el problema determinaremos P para cada condicion po-
sible de falla. Luego escogeremos el valor mids pequefio. | Por qué?

Esfuerzo normal.  Usando ¢l método de las secciones, vemos que la
carga axial dentro de la regidn FE de la flecha es 2/, mientras que la car-
ga axial mdxima, 3P, ocurre dentro de la regidn EC, figura 1-34b. La
variacidn de la carga interna se ve claramente eén el diagrama de fuer-
za normal, figura 1-34c. Como el drea transversal de toda la flecha es
constante, la regiom EC estard sometida al esfuerzo normal promedio
méiximo. Aplicando la ecuacidn 1-11, tenemos:

P + £
Tperm A SUIRES (0,03 m)?
P =518kN
Esfuerzo de aplastamiento, Como se muestra en el diagrama de cuer- ]Pd_m'
po libre en la figura 1-344, el collarin en O debe resistir la carga de 3P, C
que actda sobre un drea de apoyo de Ay, = [w[ﬂ.ﬂilm]‘t — 003 mfj = dp
2.199(10~ ") m®. Entonces,
P S | S
AS 75(10°) N/m 2.199(10°7) m?
P =550kN

En comparacidn, la carga méixima que puede aplicarse a la flecha es
P = 51.8 kN, va gque cualquier carga mayor que &sta ocasionard que el
esfuerzo normal permisible en la flecha se exceda.
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Eiemeo K3

La barra rigida A B mostrada en la figura 1-35a estd soportada por una
barra de acero AC que tiene un didmetro de lﬂrnmiypurb]ﬂque de alu-
minio que tiene un drea transversal de 1800 mm®, Los pasadores de
didgmetro de 18 mm en A v O estin sometidos a cortante simple, 5i el
esfoerzo de falla para el acero ¥ el aluminio son (o, Jgn, = 680 MPa y
(g leams = 70 MPa, respectivamente, v el esfuerzo cortante de falla pa-
ra cada pasador es 7y, = 900 MPa, determine la carga miéxima F que
puede aplicarse a la barra. Aplique un factor de seguridad F5 de 2.

Salucidn
Usando las ecoaciones 1-9 v 1-10, los esfuerzos permisibles son
(T Maila _ Gk MPa

(e Jrans = S 5 = 340 MPa
Aot TOMPa
{ o diane = s 5 = 35 MPa
T 200 MP.
rm='F':f= 5 1 - 450 MPa

El diagrama de coerpo libre para la barra se¢ muestra en la figura
1-35b. 5S¢ tienen tres incdgnitas. Aplicaremos aqui las ecuaciones de
equilibrio para expresar F - ¥ Fg en términos de la carga P aplicada.
Tencmios
L+ ZMy=1k P{125m) = FyriZm) = 0 (1}
i+ EM, =10 Fgl2m) = P(0.T5m) =0 {2}

Determinaremos ahora cads valor de F que genera el esfuerzo per-
misible en la barra, bloque v pasadores. respectivamente.

Barra AC. 5S¢ requicre

Far = I[:I,E]ml[ﬂ,"-] = ."!HI{"I[]I.’J“} H,-"ml[r[ﬂ.fll m]-z] = 106.8 kM
Lsando | iom 1,

sando la ecuaa o (106,83 KN)(2 m)

B 1.25 m

= 171 kM

Blogue B. En este caso,

Fg = (o) permAg = 35(107) N/m?[ 1800 mm? (107%) m*/mm’] = 63.0kN
Usando la ecuaciin 2,

Pasador A o C,  Aqui
V = Fur = TpemA = 450{10°) N/m*[={0.009 m)*] = 114.5kN
De la ecuacidn 1,
~ 145kN(Z m)
1.25m
Por comparacidn, cuando P alcanza su valer mds pegueiio (168 kN,
se genera el esfuerzo normal permisible en el blogque de aluminio. Por
consiguiente,

= 183 kM

P =168 kN Resp.
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PROBLEMAS

*1-80. Elmiembro B estd sometido a una fuerza de com-
presidm de 800 b, 5i A v B estdn hechos de madera v tie-
nen § pulg de espesor, determine con una aproximacidn
de | pulg la dimensidn k mis pequedia del soporte para
gque el esfuerzo cortante promedio no sea mayor que

Tocem = 300 Iy fpulg?,

1-Bl. Elposie de roble de 60 = 60 mm esid soportado por
el blogue de ping, 5i los esfuerzos permisibles por aplas-
lAMEENI0 &N £508 Materiales son oy, = 43 MPa y o, =
25 MPa. determine la cargns méxima P que puede ser so-
portada. 5i se usa una placa rigida de apoyo entre los dos
materiales, determine su drea requerida de manera que la
carga maxima P pueda ser soportada. [ OQué valor tiene
esla carga?

Prob, 1-81

1-82.  La junta estid conectada por medio de dos per-
no&. Determine ¢l didgmetro requerido de los permos si el es-
fucrzo cortante permisible en los pernos €5 Tpem =

110 MPa. Suponga que cada perno soporta una porcion
igual de la carga.

A M

Frob. 1-81

1-83. La palanca estd unida a la flecha A por medio de
una chaveta de ancho  y longitud de 25 mm. 5i la flecha
estd empotrada ¥ se aplica una fuerza vertical de 200 N
perpendicular al mango, determine la dimensidn J si el es-
fuereo cortanic permisibie en ka chaveta 5 T, = 35 MPa
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*1-84. El tamafio & del fileie se determina caleulando el
esfuerzo cortante promedio a ko largo del plano sombreado
gue tenga la menor seccidn transversal, Determine el
Lamafo a mas pequedio de losd dos cordones si la fuerza
aplicada a la placa s P = M) klb. El esfuerzo cortante
p:n'n.'i:.:ihil: ra el material de la soldadura es T, ™

14 kib/pulg’,

Froh. 1-&4

1-85% Elwmmafio del corddn de soldadura es @ = (.25 pulg.
51 se supone que la junta falla por comlante en ambos ldos
del blogue a lo largo del plano sombreacbo, el cual tiene la
seccidn ransversal mas pequedia, determine la fuerza mii-
xima P gue puede aplicarse a la placa, El esfuerso cortan-
te permisible para ¢l material de la soldadura es T, =
14 kb /pulg®.

Froh. 1-85

1-B6.  El miembro a tension esti ensamblado por medio
de dos pemaos, uno a cada lado del miembro como se mues-
tra, Cada perno tiene un didmetro de 0.3 pulg. Determine
la carga médxima P que puede aplicarse al miembro si el
esfucrzo cortante permisible para los pernos s Tom =
12 kib/pulg’ y ¢l esfuerzo normal promedio permisible ¢s
e = 20 ki jpulg’,

) — P

Frob. 1-86

1-87. El manguito de un eslabdn giratorio en el control
clevador de un avidn se mantiene en posicion usando una
tuerca v una arandeka como se muestra en la figura (#). La
falla de la arandela A puede ocasionar que la barra de
empuje s& separe como se muestra en la figura (b), 5 el
esfuerzo normal promedio maximo para la arandela es
Tge = 60 kb /pulg” v el esfuerzo cortante promedio mé-
XAM0 &5 Ty, = 21 kib /pulg’. determine la fuerza F que de-
be aplicarse al manguito para que ocurra la falla. La aran-
dela ticne ,:, pulg de espesor.

M

A

i)

Prash. 1-HT

*1-BR. Los dos alambres de acero AB v AC se usan para
soportar la carga. S5i ambos alambres tienen un esfucrzo
de tensidn permisible de @, = 200 MFPa. determine el
didmetro requerido de cada alambre si L carga aplicada
es P =5kM.

1-89. Los dos cables de acero AR v AC se usan para s0-
portar la carga. Si ambos alambres tienen un esfuerzo de
tensidin permisible de o, = 180 MPa. y el alambre AR
tiene un didmetro de 6 mm ¥ AC tene un didmeiro de
4 mm, determine la mayor fuerza P que puede aplicarse a
la cadena antes de gque falle uno de los alambres,

Probs, 1-8850



1-90. El brazo de la gria estd soportado por el cable de
un malacate que tiene un didmetro de 0.2% pulg ¥ un es-
fuerzo normal permisible de o = 24 kib/pulg’. Deter-
mine la carga mdxima que pueds ser soportada sin gque ¢
cable falle cuando # = 30° y & = 45°. Desprecic el tama-
i el malacate.

1-81. El brazo estd soportado por el cable del malaca-
te que tiene un esfuerzo normal permisible de o, =
24 klb/pulg’. 5i se requiere que el cable levante lentamen-
e SO00 Uk, de & = 207 a # = 50°, determine el didimetro mis
pequefio del cable con una aproximacicn de 3'; pulg. El

brazo AR tiene una longitud de 20 pies. Desprecie ¢l ta-
mafio del malacate.

Probs, 1-0041

*1-92, La armadura se usa para soporiar la carga mos-
trada. Determine el drea requerida de la seccidn transver-
sal del miembro BC & el esfuerzo normal permisible es
Tperrn = 2 kb fpulg’.

ProBLEmMAs « &1

193, La viga estd hecha de pino del sur v estd soporia-
dn por placas de base que descansan en mamposteria, Si
los esfuerzos permisibles de aplastamiento para los ma-
teriales s0n (Cpino)perm = 2.81 klb /pulg?, (Tamplperm =
£.70 klb/pulg®, determine la longitud requerida para las
placas de apovo en A v B, con una aproximacion de § pulg,
para soportar la carga mostrada. Las placas tenen 3 pulg
de ancho.

& klb

Frah. 1-93

1-84.  5i el esfuerzo permisible de aplastamiento para €]
material bajo los soportes A y B €3 () ey = 400 1b fpulg’,
determine el tamafno de las placas cuadradas de apoyo A"
¥ B' requeridas para soporiar la carga. Considere P =
1.5 kib, Dimensione las placas con una aproximacian de
1 pulg. Las reacciones én los soportes son verticales.

195,  5iel esfuerzo permizible por aplastamiento para el
meaterial bajo los soportes A ¥ B es (o0) e = 400 Ib pulg?,
determine la carga P mixima que puede aplicarse a la viga,
Las placas de apoyo A" v B tienen seccion cuadrada de
2 ¥ 2 pulg v 4 ¥ 4 pulg, respectivamente.

2 kb Tkik

Probs. 19495
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*1-%, Determine el drea transversal requerida en el
miembro BC v el didmetro de los pasadores en A vy B si
el esfuerzo normal permisible es o = 3 I:]h.-']:lu!g’ v el
esfuerzo cortante permisible es 7., = 4 kib/pulg®.

Frob. 1-56

1-97. Las dos barras de aluminio soportan la fuerea ver-
tical de P = 20 kM. Determine sus didmetros requernidos s
el esfuerzo permisible de tensidn para el aluminio es de
T = 150 MPa.

Froh. 1-97

1-98. Las dos barras de aluminio AR y AC tienen did-
mitros de 100 mm v 8 mm, respectivamente. Determineg la
fuerza P méxima vertical que puede ser soporiada. El
esfuerzo permisible de tensidn para el aluminio es o, =
150 MPa.

1-99,  Las ménsulas soporian uniformemente la viga, por
lo que se supone que los cuatro claves en cada ménsula so-
portan una porcidn igual de la carga. 5i la viga estd some-
ticla a la carga mostriada, determine ¢l esfuerzo cortante
promedio en cada elavo de la ménsula en bos extremos A
v B Cada clavo tiene un didmetro de 0,25 pulg. Las mén-
sulas soportan sobo cargas verticales.

*1-1My,  Las ménsulas soportan uniformemente la viga,
por lo que se supone que los cuatro clavos de cada mén-
sula soportan porciones iguales de la carga. Determine el
didmetro mds pequefio de los clavos en A v B & el esfuerzo
cortante permisible para los clavos es 7., = 4 klhfpulf.
Las ménsulas soportan sdlo cargas verticales.

Praobs, 1-997100



1-101. La viga atiraniada se usa pars soporiar una carga
distribuida de w = L8 klb/pe. Determine ¢l esfuerro cor-
tante promedio en el perno en A de 040 pulg de didmetro
y el esfuerzo de tension promedio en el irante AH que te-
ne un didmetro de 0.5 pulg. 5i el esfuerzo de fluencia en
cortante para el perno g8 7, = 25 I:Ih_.l'pulgl y el esfuerzo
de fluencia en tensidn para el Grante es o, = 3 kb fpulg’,
determine el factor de sepuridad con respecto a la Muen-
cia en cada caso,

1-102. Determing la intensidad w mdxima de ba carga dis-
tribuida que puede ser soportada por ka viga atirantada de
manEra que no s¢ exceda un esfuerzo cortante permisible
Tperrn ™ 13.3 klb/pulg® en los pernos de 0.40 pulg de did-
metro en A ¥ B, i que se exceda lampooo un esfuermo per-
misible de tensiin fem, = 2 klb/pulg’ en e tirante AH
de 05 pulg de didmeiro.

= 4 pies =t

Prabs, 1-100/102

1-103. La viga atirantada s¢ usa para soportar la carga
distribuida de w = 500 Ib/pie. Determine ¢l factor de
sepuridad con respecto a ba fluencia en el tirante de acero
BC y en los pasadores en B v C si ¢l esfuerzo de fluencia
para el acero en tensidn es o, = 36 klb/pulg’ ¥ en cortante
es r, = 1B kib/pulg’. El tirante tiene un didmetro de
0.4 pulg ¥ los pasadores tienen cada uno un didmetro
de 0,30 pulg.

ProgLEMAS « 63

#1-104.  Si el esfuerzo cortante permisibie para cada uno
de los pasadores de acero de 0.3 pulg de didmetroen A, B
¥ O 28 frepm = 12.5 klbj'pulf ¥ ¢l egfuerzo normal per-
misible para la barra de 0,40 pulg de didmeind es o, =
72 kib /pulg’, determine la intensidad w méxima de Ja carga
uniformemente distribuida que puede colgarse de la viga.

Frobs. 1-1037104

1-105, Las dos partes de la viga de madera estin conee-
tadas entre si por un perno en B, Supomiendo gue las co-
nexiones enA, B, C v D ejercen sdlo fuerzas verticales so-
hre la uis.a Jdetermine el didmetro r:q_urrid.lil del [ErTICE &k
8 v el didmetro exterior requerido de sus arandelas = el
esfuerzo permisible de tensitn para el perno e (o) e =
150 MPa v el efsereo permisible por aplastamiento para
la madera &5 (o )peme = 28 MPa. Suponga que el agujero
en las arandelas Gene el mismo didgmetro que el permo.

TEN

].5m-|

1M T
Im—'-'ISrn—!-'-l.!ru I5m

Frob. 1-105
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1-186. La barra se mantiene en equilibrio por los sopor-
tes de pasador en A y en B, Observe que el soporie en A
tiene una sola hoja v por lo tanto el pasador estd someti-
do a cortanie simple, mientras que el soporte en B ticne
dos hojas v su pasador estd sometido a cortante doble.
El esfuerso cortante permisible para ambos pasadores es
Tperm = 150 MPa. Si se coloca sobre |a barra una carga uni-
formemente distribuida w = 8 kN /m, determine su posi-
cion minima permisible © medida desde B. Los pasadores
en Ay en B tienen cada uno un didmetro de 8 mm. Des-
precie cualquier fwerza axinl en s barra.

1-147. La barra se mantiene en equilibrio por los sopor-
tes de pasador en A y en B. Note que el soporte en A lie-
ne una soda hoja vy por lo tanto el pasador estd sometido
a cortante simple, mientras que €] soporte en & tens dos
hojas ¥ su passdor estd sometido a cortante doble, El
esfuerzo cortante permisible para ambos pasadores es
Toerm = 125 MPa. 8i x = 1 m, determine la carga w distri-
buida maxima que la barra pucde soporiar. Los pasadores
A v B ticnen cada uno un didmetro de B mm. Desprecie
cunlquier fuerza axial en la barra,

*1-108. La barra se mantiene en equilibrio por los sopor-
tes de pasador en A y en B, Note que ¢l soporte en A tie-
ne una sala hoja y por lo tanio ¢] pasador estd sometido a
corfante simple, mieniras que el soporte en B tiene dos ho-
jas ¥ su pasador estd sometido a cortante doble. El esfuer-
po corlante permisible para ambos pasadores 5 7,0 =
125 MPa. 5 x = 1 m y w = 12 kN /m, determine ¢l menor
diimeatro requerido para los pasndores A v B Desprecie
cuslguier fuerza axial en la barra.

Prohs. 1- 10671077108

1-108.  El pasador estd sometido a cortante doble va que
s& usa para conectar los tres eslabones enire si, Debido al
desgaste, lo carga estd distribuida sobre las partes superior
e inferior del pasador comao se muestra en el dingrama de
cuerpo libre. Determine el didmetro J del pasador s el
esfuerzo cortante permisible es 7., = 10 kib/pulg® ¥
lacarga I = 8 kib, Detcrmine también ks intensidades de

COTEA W ¥ Wy,

1ML El pasador estd sometido a cortante doble va que
se usa para conectar los tres eslabones entre 86, Debido al
desgasie, la carga estd distribuida sobre las paries superior
e inferior del pasador como se muesira en ¢l diagrama de
cuerpo libre, Determine la mixima carga P que la cone-
xidn puede soportar si el esfuerzo cortante permisible para
el material €5 7y = B kib/pulg’ ¥ &l diimetro del pasa-
dor s de 0.5 pulg. Determing también las intensidades de
CATRA Wy ¥ Wy

5 pulg—~

E il
F] 2

Wy

.f-rill_lw? 19
M i

Probs. 1-1097116

1-111.  Elcojinete de empuje consiste en un collarin cireu-
far A fipo o la fecha &, Determine la fuerzn axiol P mad-
xima que puede aplicarse a la flecha de manera que el
esfuerzo cortante a lo largo de la superficie cilindrica g o b

na sex mayor que ¢l esfuerzo cortante permisible 70 =
170 MPa.

Proh. 1-111
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PROBLEMAS DE REPASO

*1-112. Un permo atraviesa una placa de 30 mm de espe-
sor. 5i la fuerza en el vistago del perno es de B kN, deter-
mine el esfuerzo normal promedio en el vistago, el esfuer-
zo cortants promedio a lo largo del drea cilindnca de la
placa definida por las lingas a-a y el esfuerzo cortante pro-
medio en la cabeza del perno a lo largo del drea cilindrica
definida por las lineas b-b,

B mm @
}'I_". T mam
[ b A

Prob. 1-112

1-113  Laestructura de dos miembros estd sometida a la
carga mostrada. Determine el esfuerzo normal promedio
y &l esfuerzo cortante promedio que actian cn las seccio-
nes a-a ¥ b-b, El miembro CH tiens una seccidn transver-
sal cuadrada de 2 pulg por lade.

B b

Frob. 1-113

1=114. Determine las cargas internas resultantes gue ac-
tian sobre las secciones transversales por los puntos D v
E de la estructura.

1 50 I fpie:

1-115. La barra BC estd hecha de acero cuyo esfueren
permisible de tensidn ¢85 o, = 155 MPa. Determine su
didgmetro mids peque-‘-n pira gue pucda SOOTLAT la CATER
misirada. Supongs que la viga estd conectada por un pa-
sador en A.

Proh. 1-115



*1.116. La columna tiene un drea transversal de 12{10%)
mm". Estd sometida a una fucrza axial de 50 kM. Si la placa
de base a la cual la columna estd unida tiene una longitud
de 250 mm, determine su ancho d de manera que ¢l esfuer-
20 de aplastamiento promedio en el suelo bajo la placa sea
la tercera parte del esfuerzo de compresidn promedio en la
columna. Eshoce la distribucidn de esfuerzos que actian
aobire la seccidn transversal de la columna v en el fondo de
la placa de base.

Mkl

Froh. 1-116

1-117. Laviga AB estd soportada por un pasador en A v
por un cable BC, Orre cable OO se usa para sostener la
estructuri, 51 AR pesa 120 Ib/pie v la columna FC pesa
180 Ib/pie, determine las cargas internas resultanies gue
actian sobre las seeciones transversales por los puntos 2
¥ E. Desprecie los anchos de la viga ¥ de la columna en el
cdlculo.

ProaLiMAS DE BEPAST « 67

1-118. La polea se mantiene fija a la Necha de X mm de
didmetro por medio de una chaveta que s¢ inserta en wna
ranura de la polea v de la flecha. 5i la carga suspendida
tiene una masa de 50 kg, determine el esfuerzo cortante

promedio en la chaveta a ko largo de la seccidn a-a. La cha-
veta tiene una seccidn transversal cuadrada de 5 mm por
Smm y 12 mm de longitusd,

Prab. 1-118

1-119. La conexidn de barra y grillete estd sometida a
una fuerza de tensitn de 5 kN Determine el esfuerzo nor-
mal promedio en cada barra v ¢l esfusrpo cortante prome-
dio en el pasador A entre los miembros,

L1

30 mm

S kN

Prob. 1-119



Esfuerzos excesives en materiades frigilies, como en este estribo de concreto,
generan deformaciones que terminan fracturdndolo, Por medio de medicones
de la deformacidn unitaria, los ingenseros pueden predecir ¢ esfuerzo en ol
material,



2.1 Deformacion

Cuando se aplica una fuerza a un cuerpo, ésta tiende a cambiar la forma
v tamafio del cuerpo. A esos cambios se les llama deformacidn y ésta
puede ser visible o pricticamente inadvertida si no se emplea el equi-
po apropiado para hacer mediciones precisas. Por gjemplo, una banda
de hule experimentard una deformacidn muy grande cuando se estira.
En cambio. en un edificio sélo ocurririn deformaciones ligeras en sus
miembros estructurales debido a la carga de sus ocupantes. Un cuerpo
también puede deformarse cuando la temperatura del cuerpo cambaa.
Un ejemplo comin es la expansidn o la contraccion térmica de un te-
cho cavsada por ¢l clima,
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Chbserve las posiciones antes ¥ despuoeés de tres
de linen diferentes sobre esta mem-
birana di hule somethda & tension. La linea ver-
tical s alarga, la lines horizontal se acoria ¥ la
bimea inclinacda cambia de longiowd ¥ gisa.

Cuerpo no deformache:

fai

Cuerpo delormado
1]

Fig. 2-1

En sentido general, la deformacidn de un cuerpo no serd uniforme a tra-
vés de su volumen, por lo que el cambio en la geometria de un segmento
de linea dentro del cuerpo puede variar a lo largo de su longitud. Por ejem-
plo, una porcidn de la linea puede alargarse, mientras que otra porcidn pue-
de contraerse. Sin embargo, segin se consideran segmentos de linea cada
ver mis corlos, &stos permanecerin también cada vez méis rectos despuds
de la deformacidn, y asi, para estudiar los cambios por deformacion de ma-
néra mis ordenada. consideraremos que las lineas son muy cortas v estin
localizadas en la vecindad de un punto. Al hacerlo asf, debe ser claro que
cualquier segmento de linea localizado en un punto del cuerpo cambiard
en una cantidad diferente respecto a otro localizado en algin otro punto.
Ademis, estos cambios dependerdn también de la onentacidn del segmen-
to de linea en ¢l punto. Por ejemplo, un segmento de linea puede alargamse
si estd orentado en una direccidn, mientras que puede contraerse si estd
orientado en otra direccidn.

2.2 Deformaciéon unitaria

Con objeto de describir la deformacidn por cambios en la longitud de seg-
mentos de lineas v los cambios en los dngulos entre ellos, desarrollaremos
el concepio de deformacion unitaria. Las mediciones de deformacidn
unitaria 3¢ hacen en realidad por medio de axperimentos, ¥ una vez que
las deformaciones unitarias han sido obtenidas, se mostrard, mds adelan-
te en este texto, como pueden relacionarse con las cargas aplicadas, o es-
fuerzos, que actdan dentro del cuerpo.

Deformacion unitaria normal. El alargamiento o contraccion de un
segmento de linea por unidad de longitud se llama deformacidn unita-
rig pormal. Para desarrollar una definicion formal de la deformacion
unitaria normal, consideremos la linea AR que estd contenida dentro del
cuerpo no deformado mostrado en la figura 2-1a. Esta linea estd situa-
da a lo largo del eje n v tiene una longitud inicial As. Después de la de-
formacidn, los puntos A v B se desplazan a los puntos A" v B v la linea
recta se convierte en curva con longitud As’, figura 2-1b. El cambio en
longitud de la linea es entonces A" — As. 5i definimos la deformacidn
unitaria normal promedio usando el simbolo €, (€psilon), entonces:

€ = As . As (2-1)

A medida que el punto B se escoge cada vez mis cercano al punto A,
la longitud de la linea se vuelve cada ver més corta, de tal modo
que As — 0. lgualmente, esto causa que B' se aproxime a A’, de modo que
As" = 0. Por consiguiente, la deformacion unitaria normal en el punio
A vy en la direccidn de n, es en el Hmite:

(2-2)

5i se conoce la deformacién unitaria normal, podemos usar esta ecua-
cidn para obtener la longitud final aproximada de un segmento corte de
linea en la direccién de n, después de que ha sido deformado.
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Tenemos:
(2-3)

Por tanto, cuando € es positiva, la linea inicial se alargard, mientras que
si € es negativa, la linea se contraerd.

Unidades. Note que la deformacidn unitaria normal es una cantidad
adimensional, ya que es una relacidn entre dos longitudes. Aunque éste es
el caso, es una prictica comiin establecerla en términos de una relacién
de unidades de longitud. 5i se usa el sistema 51, entonces las unidades bad-
sicas serin metro/metro (m/m). Ordinariamente, en la mayorfa de las
aplicaciones ingenicriles, € serd muy pequefia, asi que las mediciones del
alargamiento son micrémetros por metro (gm/m), donde 1 pm = 10 % m.
En el sistema pie-libra-segundo, la deformacidn unitaria puede ser esta-
blecida en unidades de pulgadas por pulgadas (pulg/pulg). En trabajos
experimentales, a veces s¢ expresa el alargamiento como un porcentaje,
es decir, 0,001 m/m = (.1%. Como ejemplo. un alargamiento normal de
480(10*) puede ser reportado como 480(10°*) pulg/pulg, 480 um/m o
como 0.0480%:. También se puede establecer esta respuesta simplemente
como 480 g (480 “micras”).

Deformacién unitaria cortante. El cambic en el dngule que ocurre
entre dos segmentos de linea inicialmente perpendiculares entre si se lla-
ma deformacidn unitaria cortante. Este dngulo sc denota por y (gamma)
v se mide en radianes. Para mosirar como se desarrolla, consideremos los
segmentos de linea AR v AC partiendo desde el mismo punto A en un
cuerpo, ¥ dirigidos a lo largo de los ejes perpendiculares n y 1, figura 2-2a.
Después de la deformacidn, los extremos de las Hneas se desplazan, y las
lineas mismas se voelven curvas, de modo que el dngulo entre ellas en A
es &, figura 2-2b. De aqui definimos la deformacidn unitaria cortante cn

¢l punto A que estd asociada con los ejes i y f coma:

(2-4)

Mote gque si & es menor que 7,2, la deformacidn unilaria cortante es po-
sitiva, mientras que si 8 es mayor que /2, la deformacidn unitaria cor-
tante es negativa.

Cuerpo no deformado S Satarmi

{aF (=1
Flg. 2-2

m
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Componentes cartesianas de la deformacion unitaria. Usando
las definiciones anteriores de la deformacién unitaria normal v cortan-
te, mostraremos ahora como pueden utilizarse para describir la defor-
macidn del cuerpo mostrado en la figura 2-3a. Para hacerlo, imaginemos
que el cuerpo estd subdividido en pequefios elementos como el que se
muestra en la figura 2-3b, Este elemento es rectangular, tiene dimensio-
nes no deformadas Ay, Ay, Az v estd ubicado en la vecindad de un punto
en el cuerpo. figura 2-3a. Suponiendo que las dimensiones del elemento
son muy pequenas, la forma deformada del elemento, como se muestra
en la figura 2-3¢, serd Ia de un paralelepipedo, ya que segmentos de li-
nea muy pequefios permanecerin aproximadamente rectos después de
que el cuerpo se haya deformado. Con objeto de obtener esta forma
deformada, podemos primere considerar como la deformacidn unitaria
normal cambia las longitudes de los lados del elemento rectangular, y
luego como la deformacidn unitaria cortante cambia los dngulos de ca-
da lado. Por tanto, usando la ecuacion 2-3, A5 = (1 + &) As con refe-
rencia a las lineas Ax, Ay v Az, las longitudes aproximadas de los lados
del paralelepipedo son:

{1+ g} Ax 1+ e,) Ay {1+ e,)Az

¥ los dngulos aproximados entre los lados, de nuevo originalmente defi-
nidos por los lados Ax, Ay v Az, son;

w
7 =T

w
= ¥ ',I_!_ = V¥

B S

En particular, advierta que las defermaciones unftarias normales can-
san un cambio en el volumen del elemento rectangular, mientras que
las deformaciones unitarias cortantes causan un cambio en su forma.
Por supuesto ambos efectos ocurren simultineamente durante la defor-
macion.

En resumen, el estade de deformacidn unitaria en un punio del cuer-
po requiere que se especifiquen tres deformaciones unitarias normales,
€, €y, €, ¥ tres deformaciones unitarias cortantes ¥, ¥,. ¥ Estas de-
formaciones unitarias describen completamente la deformacion de un
glemento de volumen rectangular del material wbicado en el punto v
onentado de manera que sus lados sean originalmente paralelos a los
ejes x, v v 7. Una vez que se hayan definido estos alargamientos en to-
dos los puntos del cuerpo, podri entonces describirse la forma deforma-
da del cuerpo. Deberia también afiadirse que, al conocer el estado de
deformacién unitaria en un punto, definido por sus seis componentes,
serd posible determinar las componentes de la deformacién unitaria en
un elemento siteado en el punto ¥ orientado en cualquier otra direccion.
Veremos esto en el capitulo 10,
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Analisis con deformaciones unitarias pequefias. La mayor par-
te de los disefios de ingenieria implican aplicaciones para las cuales se
permiten solamente deformaciones muy pegueias. Por ejemplo, casi to-
das las estructuras ¥ midquinas aparentan ser rigidas, v las deformacio-
nes que ocurren durante el uso apenas son advertidas. Ademds, aunque
la deflexidn de un miembro tal como una placa delgada o una barra esbel-
ta puede parecer grande, el material del cual estdn hechos puede estar
sometide sdlo a deformaciones muy pequefias. En este texto, por tanto,
supondremos que las deformaciones que tienen lugar dentro de un cuer-
po son casi infinitesimales, de modo que las deformaciones unitarias nor-
males que ocurran dentro del material serdn muy peguefias comparadas
con la unidad, esto es, ¢ =2 1, Esta hipdtesis, basada en la magnitud de
la deformacidn unitaria, tiene amplia aplicacién prictica en ingenieria v
su aplicacidn se denomina a menudo andlisis de deformaciones unitarias
pequeias, Por ejemplo, este andlisis nos permite efectuar las aproxima-
ciones sen # = 6 cos @ = 1 y tan @ = f, siempre que & sea muy pequefia.

Ehm]'!-:'u‘lzqh hizle I'ruiuml.r.lh: |;||,:I|.n1 plaen-
te de comcrein, esti sometido a deformaciones
tmataris nommales ¥ cortanies. La defomma-
clon unitara normal es caussda por el peso v
las cargas de puenie sobre la trabe, v la defor-
mackin unitaria cortante es causada por el mo-
vimiento horwontal de la trabe debido a cam-
bice e lemperatisra.



74 « CAPITULD 2 Deformacion unitaria

esewme Lo [N

La barra eshelta mostrada en la figura 2-4 estd sometida a un incre-
mento de temperatura a lo largo de su eje, que genera una deforma-
citn unitaria normal en la barra de e, = 40{10 %)z'", donde z estd
dada en metros, Determine (a) el desplazamiento del extremo B de
la barra debido al incrementoe de temperatura, v (b) la deformacion
unitaria normal promedio en la barra.

Solucion
Parte fa), Como la deformacion unmana normal estd dada en cada
punto a lo largo de la barra, un segmento diferencial dz, localizado

en la posicidn z. figura 2-4, tiene una longitud deformada que puede
determinarse con la ecuacion 2-3; o sea,

dz’ = [1 + 40{107*)z" ) dz

La suma total de esos segmentos a lo largo del eje da la fongitud de-
formada de la barra, esto es,

02 m
z'm I [1 + 40{107"z"9] dz

)
= £ + 40(107)(J )
= (.20239 m

Por tanto, el desplazamiento del extremao de la barra es

Ap=022¥m —02m=00023m =239mm | Rep

Parte (b). La deformacidn unitaria normal promedio en la barra se
determina con la ecuacion 2-1, que supone que [a barra o “segmento
de linea”™ tiene una longitud original de X0 mm v un cambio de lon-
gitud de 2.39 mm. Por consiguiente,

Ay — Ar 234 mim
G ™ As = N mm 00119 mm /mm  Resp.
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Una fuerza que actia sobre el mango de la palanca mostrada en la
figura 2-5a ocasiona que el brazo gire en sentido horario un dngulo
de # = (L002 rad. Determine la deformacion unitaria normal prome-
dio desarrollada en el alambre BC.

Solucidn

Como & = 0,002 rad es pequeio, el alargamiento en el alambre CH,
figura 2-5b, es BB = &(0.5 m) = (0.002 rad (0.5 m} = 0.001 m. La de-
formacidn unitaria normal promedio en el alambre es entonces,

BR"  0.001
EW'EIH—D.MIW’M Resp.
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La placa es deformada y adguiere la forma mostrada con lineas puntea-
das en la figura 2-6a. Si en esta configuracion deformada las lineas hori-

zontales sobre la placa permanceen horizontales ¥ no cambian su longi-
tud, determine (a) la deformacion unitaria normal promedio a lo largo del

lado A8, v (b) la deformacitn unitaria cortante promedio en la placa

relativa a los ejes T v v

Jmm A mm
- o T |
. 2 mm
A
II'
250 mm I 250 mm Ia'l
| | ]
| ='
i . b
A A
1] (1L]]
Fig. -6
Solucidn

Parte (a). La linea AB. que coincide con el ¢je v, se convierte en la li-
nea AR después de la deformacion, como se muesira en la figura 2-6b,

La longitud de esta linea es
AB' = (250 = 2)" + (3) = 248.018 mm

La deformacion unitana normal promedio para AB es por lo tanio
Ficey = AR - AB - 248018 mm — 250 mm
S L AB 2500 mm
= ~7.93(107") mm/mm
' El signo negativo indica que la deformacidn unitaria causa una conirac

cion de AR
Parre (B). Como se ve en la figura 2-6c, ¢l dngulo 907 BAC original-
menie recto entre los lados de la placa ¥ medido desde los ejes x, vy, cam-
bia a & debido al desplazamientode Ba B'. Comoy,, = w/2 — ', en-
tonces ¥, €5 el dngulo mostrado en la figura. Asi,

3
Yiy = :an"(m] m-mmjlz mm) = 0.0121 rad Resp.

Resp.




Secoion 2.2 Deformacion unitaria

77

EJEHFLﬂm—

La placa mostrada en la figura 2-Ta estd empotrada a lo largo de A8 v se
mantiene en las guias rigidas horizontales en sus partes superior e inferior
ADy BC. 5i su lado derecho CD recibe un desplazamiento horizontal uni-
forme de 2 mm, determine (a) la deformacion unitaria normal promedio
a lo largo de la diagonal AC, v (b) la deformacidn unitaria cortante en E
relativa a los gjes x, v,

73

75

=1
(1]

Fig. 2.7
Solucion
Parte (a). Cuando la placa se deforma, la diagonal AC se convierte en

la AC", figura 2-Th. La longitud de las diagonales AC y AC' se halla con
el teorema de Pitdgoras Tenemos,

AC = V(0.150)° + (0.150)F = 021213 m

AC' = V0.150) + (0.152)% = 0.21355 m

Por tanto, la deformacidn unitaria normal promedio a lo largo de la dia-
gonal es

(€acoran = AC' = AC _ 0.21355m ~ 0.21213m
= AC 021213 m
= [LNGES mm,/ mm Resp.

Parte (b). Para encontrar la deformacién unitaria cortante en E rela-
tiva & los ejes ¥ ¥ v, s necesario primero enconirar el dngulo 8, que es-
pecifica el dngulo entre esos ejes después de la deformacicn, figura 2-7b.

Tenemios
. (E_) _ 76 mm
M2/ 15mm
# = W.T759° =

i
150"
Aplicando la ecuaciin 2-4, la deformacidin unitaria cortante en E es por
Lanto,

(90.759°) = 1.58404 rad

Yoy = g ~ 1.58404 rad = —0.0132 rad Resp.

De acuerdo con la convencidn de signos, el signo negative indica que el dn-
gulo & es mavor gue WP, Advierta que si los egjes x v v fuesen honzontal v
vertical, entonces debido a la deformacion, y,, = U en el punto E.
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PROBLEMAS

1. Una pelota de hube llena de sire Gene un didmetro de
6 pale. 50 la presein del aire dentro de ella se aumenta hasta
que el didmetro de la pelota sea de 7 pulg, determine ka de-
formacitn unitaria normal promedio en el hule,

I-L  Una franja delgada de caucho tene wna lomgitud no es-
tirada de 15 pulg. 54 se estira alrededor de un tubo cuyo dii-
metro exterior €5 de 5 pulg, determine la deformacidn anita-
ria normal promedio en la franja.

2=k Lawvigarigada estd soportada por un pasador en A v por
los alambres 8D v CE. 5i la carga PP sobre b viga ocasioni
que el extremo C se desplace 10 mm hacia abajo, determine
la deformaciin unitaria normal desarrollada en los alambres
CEvy BRI,

*2-4. Bandas de nylon estin adheridas por fusidn a placas
de vidrio. Con un calentamiento moderado el nylon se ablan-
da mientras que el vidrio permanece aproximadamente -
gido, Determine la deformacidn unitaria cortante promedio
en el nylon debido a la carga P cuando el conjunio se defor-
ma comio se indica.

5 me
3 me

i me

Prob. 2-4

25, Elalambre AF no esti estirado cuando @ = 45°, Sila
aplicacidn de una carga a la barra AC, genera gue el dngulo

f = 47" determing la deformaciin unitaria normal en el
alambre.

2=fi. =1 una carga aplicada a la barra AC ocasiona que el pun-
tor A se desplace hacia la derecha una cantidad A L, determi-
ni la deformacidn unitaria normal en el alambre AR, Inicial-
mente, & = 45°.

Proba, 2-54%

2-7. Lo dos alambres estdn conectados en A 54 la luerza P
ocisiona que el punto A se desplace horizontalmente 2 mm,
determine la deformacidn unitaria normal desarrollada en
cada alambre.

Froh, 2-T



*1-8. Parte de |a palanca de mando de un avidn consiste en
un miembro rigido CED v en un cable flexible A 8. 5i se apli-
ca una fuerza al extremo D del miembro v hace girar a éste
& = (13", determine b deformacsin unitara normal en el ca-
ble. Inkcialmiente, &l cable no estd estirado.

28. Farte de la palanca de mando de un avidn consiste en
un miembro rigido CED y en un cable flexible A 8. 5i s apli-
ci una fuerza al extremo [) del miembro v genera una defor-
mackin unitaria normal en él cable de (LI035 mm'mm, deter-
ming &l desplazamiento del punto 0. Inicialmente ¢l cable no
esti estirado.

210 El alambre AR no etd estirado cuando § = 457, 5i
s aplica una carga vertical a la harra AC, lo que ocasiona que
& = 47 determine la deformacidn unitaria normal en el
alambre.

211 5 una carga aplicada a la barma AC ocasiona que el
punio A se desplace hacia la izquicrda una cantidad AL, de-
termine la deformacidn unitaria normal en el alambre AR,
Imicialmente, # = 457,

PrOBLEMAS =« T8

*2-1L. Laplaca triangular esté fija en su base v su vériice A
recibe un desplazamiento hornzontal de 5 mm. Determine la
deformacidn unitaria cortante y,, en A.

213, La placa triangular estd fija en su base, y su vértice A
recibe un desplazamiento horizontal de 5 mm. Determine
la deformacidn unitaria normal promedio «, a lo largo del
cje .

2-14.  La placa tiangular esd fija en su base, v su vértice A
recibe un desplazamiento horizontal de 5 mm. Determine la
deformacidn unitaria normal promedio €, a lo largo del
eje 1.

S0 mm

Frobs. I-1LE1AV14

215 A las esguinas de la placa cusdrada se le dan los des-
plazamdentos indicados, Determine las deformaciones unita-
rias normal promedio e, ¥ e, a bo largo de bos ejes x v x.

0.3 pulg

10 puly " I
Il palg

Prob. 2-15




80 » CAPITULD 2 Deformacidn unitaria

*2.16. A las esquinas de la placa cuadrada se le dan los des-
plazamientos indicados. Determine la deformacion unitaria
cortante a ko largo de bos bordes de la placaen A v B,

217, A lns esquanas de ba placa cuadrada se ke dan bos des-
plazamientos indicados. Determine las deformaciones unita-
rias normal promedio a bo kargo del lado AR y de las diago-
nales AC y DB,

|
|l
i}
E r
0.3 pulg
1y palg
L :
mlg 3 puky
b2 pulg
Prabs, 2-16717

2-18  La cuerda de nylon tiene una longitud imcal L v es-
14 unida & un perno fjo en A v o un rodillo en B. 56 w2 aplica
una fuerza I al rodillo, determine la deformacion unitaria
normal en la cuerda cuando el rodille estd en O, &- ¥ en [,
€ - 54 I cuerdn no estaba estirada inscialmente en b posicidn
C, determine la deformacidn unitaria normal -5 cuando el
rodillo se mueve a [F, Demuestre que 5 los desplazamicntos
A ¥ Ap son poquefios, enlonoes e-p = € — €.

=

Prob. 2-18

219, Las tres cuerdas estin unides al anillo en 8, Cuando
s¢ aplica una fuerza al anillo, éste se mueve al punto B°, de
miodo que la deformacidn unitaria nommal en AR es 6,5 v 12
deformacion unitaria normal en CF e ep g Considerando
que esas deformaciones unilarias son pequedias determine La
deformacicn unitara normal en 08, Observe que AR vy CRB
permanceen horizontal ¥ vertical, respectivamente, debido a
las guias de los rodillos en A v C,

Proh, 2-1%



*L-M.  Laplaca rectangular estd sometida a la deformacion
minstrada por las lineas punteadas. Determine las defor-
maciones unilarias cortantes y,, ¥ ¥, desarrolladas en el
punto A.

T

01 pulg

X

0.2 pulg — =% pulg § pulg — = 0.02 pulg

Prols. 2-20

2-21. Unalambre delgado situado a lo largo del gje 1 es de-
formado en modo tal que cada punto del alambre se despla-
za Ax = kx’ a lo largo del eje x. Si k es constante, jeudl
&4 la deformacidn unitaria normal én cualguier punta Pa o
largo del alambre.

2.122  Elalambre estd sometido a una deformacidn unitaria
normal definida por e = (x/L)e """ donde x estd en mili-
meetros, Si el alambre tiene una longitud inicial L, determine
el incremento en su longitud.

= “Jrirlllif

PropLemas « 81

223, La placa rectlangular estd sometida a la deformacion
mostrada por Las lneas punteadas. Determine la defosma-

cidm unitaria cortante promedio v, de la placa,

*2-24. La placa rectangular estd sometida a la deformacidn
mosirada por ns Hneas punteadas, Determine bns deforma-
ciones unitarias normabes promedio a lo largo de bs dingonal
AC y del lado A,

I mm e
i men

Frobs, I-ZMI4

2-25. La picza de caucho es inicialmente rectangular. De-
termine la deformacicn unitaria corlante promedio y,, 8 las
esquinas B v [F estdn sometidas a los desplazamientos gque
ocassonan que el caucho se deforme como se musestra con las
lineas punteadas

2-26, Lapicza de caucho es inicinlmente rectanpular v estd
sometida @ la deformacidn mostrada por las Haeas puntea-
das. Determine la deformacidn unitara normal promedio a
bo largo de In dingonal D v del lado AD,
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2-27.  El material s¢ distorsiona v toma la posiciin puniea-
da mestrada, Determine (a) las deformaciones unitarias nor-
males promedio €, e, ¥ la deformacidn unitaria cortante
en.A,y (b} la deformacidn unitana normal promedio a lo k-
go de la linea BE.

#1228,  El material se deforma segiin las lineas punieadas
muostradas en la figura. Determine la deformaciin unitaria
normal promedio que se presenta a lo lango de las dingona-
les AD y CF.

2-29. Lacargs nouniformes genera una deformaciin umita-
ria normal en I flecha que puede expresarse por e, = kx’,
donde k es una constanie. Determine ¢l desplazamiento del
extremo B, Ademsds, ;cudl es la deformacion unitara normal

promedio en la fecha?

-3, Lo carga no uniforme genera una deformacidn unita-
ria normal en la flecha que puede expresarse por
- =
E=k EH{LI}.
donde & es una constante. Determine el desplazamiento del

centro C' y la deformaciin unitaria normal promedio en to-
da la flecha.

2-31.  El wbo curvo tiene un radio origimal de 2 pies. Si se
calienta no uniformemenie, de manera que la deformacion
unitarin normal a o largo de su longitud es & = 005 cos @,
determine el incremento en bongitud del tubo,

*2.3). Resuelva el problema 2-31 5 e = (0B sen 8.

Prohs. 3-31.32

2-33. El blogque de polisulfona estd unido con pegamento
&n sus partes supenor e mfenior a placas rigedas. 56 una fuer-
za tangencial aplicada a la placa superior ocasiona que el ma-
terial s deforme de modo tal gue sus lndos quedan descritos
por ka ecuacidn v = 3,561, determine la deformacion uni-
taria cortante en el material en sus esquinas A v 5.

r=3156"



2-M. La fibra AR tiene una longitud Ly orientacidn & Si
sus cxtremos A v B experimentan desplaznmientos muwy pe-
Quedios i 4 ¥ Vg, respectivaments, determine la deformacidn
unitarin normal en la fibra cuando ella estd en la posi-
cidn AR

ProsLEMas < B3

2-35, 5ila deformackdn unitana normal se define con res-
pects a la longitud fnal. comao

-t (3= 00)
=g A’

en Jugar de definirla con respecto a la longitud inicial, eous-
cidn 2-2, demuesire gue la diferencia en esas deflormaciones
unitarises s representa coma un Enmino de segundo arden.
BRI 85, — Ep = Eqfn




Deben conocerse las propiedades mecémcas de un material a fin de que los
ingenients puedan asooar las mediciones de deformacion unitana al esfuersa,
Agqul se determinan las propeedades mecanicas del hueso a partir de una
prueeba de compresian.



3.1 Pruebas de tension y compresion

La resistencia de un material depende de su capacidad para soportar
una carga sin deformacion excesiva o falla, Esta propiedad es inheren-
te al material mismo y debe determinarse por experimentacidn. Entre
las pruchas mis importantes estdn las pruebas de tensidn 0 compresidn.
Aungue con estas prucbas pueden determinarse muchas propiedades
mecdnicas importantes de un material, se wiilizan principalmente para
determinar la relacidn entre el esfuerzo normal promedio v la deforma-
cion normal unitaria en muchos materiales utilizados en ingenierfa, sean
de metal, cerdmica, polimeros o compuesios,
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Para llevar a cabo esta prueba se prepara un espécimen o probeta de
forma vy tamafio “estdndar”™. Antes de la prucha, se imprimen con un
punzin a la probeta dos marcas pequefas a lo largo de ésta. Estas mar-
cas se colocan lejos de los extremos del espécimen porque la distribu-
cidn del esfuerzo en los extremos ¢s un tanto compleja debido al agarre
de las conexiones cuando se aplica una carga. 5S¢ toman mediciones tan-
to del drea de la seccidn transversal inicial del espécimen. Ag como
de la distancia Ly de la longired cafibrada entre las marcas del punzén.
Por ejemplo. cuando se usa un espécimen de metal en una prucba de
tensidn, generalmente éste tiene un didmetro inicial de dy = 0.5 pulg
{13 mm) ¥ una longitud calibrada de Ly = 2 pulg (50 mm), figura 3-1.
Con objeto de aplicar una carga axial, sin que tenga lugar la flexidn en el
espécimen, por lo regular los extremos se asientan sobre juntas de rétu-
la. Luego se usa una mdquina de prueba similar a la mostrada en la figu-
ra 3-2 para estirar el espécimen a un régimen constante muy lento, has-
ta alcanzar el punto de ruptura. La miquina se disefia para que se¢ pueda
leer la carga requerida para mantener este alargamiento uniforme.

Durante la pruchba, ¥ a intervalos frecuentes, se regisiran los datos de
la carga aplicada P, a medida que se leen en la caritula de la miquina
o en un dispositivo digital. También puede medirse el alargamiento § =
I. - Ly entre las marcas que se hicieron en el espécimen con el punizdn,
usando va sea una galga o un dispositive dptico o mecinico llamado
extensdmetre. Este valor de & se usa luego para determinar la deforma-
citn unitaria normal promedio en el espécimen o muestra. 8in embar-
EO, A vECes no se toma esta medicion, puesto que también es posible leer
la deformacidn unitaria directamente usando una galga extensométrica
de resistencia eléctrica, que se parece al mostrado en la figura 3-3. La
operacion de esta galga estd basada en ¢l cambio en la resistencia eléctri-
ca de un alambre muy delgado o una pieza de hoja de metal sometida
a deformacion. En esencia, la galga estd cementada o pegada al espéci-
men en una direccion especifica. Si el pegamento es muy fuerte en com-
paracion con la galga, entonces ésta es, en efecto, una parte integral del
espécimen, de modo que cuando éste se alargue en la direccidn de la
galga, ¢l alambre y el espécimen experimentarin la misma deformacidn
unitaria. Midiendo la resistencia eléctrica del alambre, la galga puede
graduarse para leer los valores de la deformacidn unitaria normal direc-
lamenle.

canilisls

de la carga

comnirmles
del molar
¥ i b carga

Calga extensomélrica
de resisbencin clbonca

Fig. 3.3
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3.2 El diagrama de esfuerzo-deformacion
unitaria

A partir de log datos de un ensavo de tensidn o de compresidn, es posi-
ble calcular vanos valores del esfuerzo v la correspondiente deforma-
cifin unitaria en ¢l espécimen y luego graficar los resultados. La curva
resultante se llama diagrama de esfuerzo-deformacién unitaria y hay
dos maneras de deseribirlo.

Diagrama convencional de esfuerzo-deformacién unitaria. Usan-
do los datos registrados, podemos determinar ¢l esfuerzo nominal o de
ingenieria dividiendo la carga P aplicada entre el drea A, de la seccidn
transversal orginag del espécimen. Este cilculo supone que el esfuerzo

es constanie en la seocidn transversal y en toda la regidn entre los puntos
calibrados. Tenemos

o= — (3-1)

De la misma manera, la deformacidn nominal o de ingenieria se deler-
mina directamente leyendo ¢l calibrador o dividiendo el cambio en la
longitud calibrada &, entre la longitud calibrada original del espécimen
Ly Aqui se supone que la deformacién unitaria es constante en la re-
gidn enfre los puntos calibrados. Entonces,

(32)

581 se grafican los valores comrespondientes de o v &, con Jos esfuerzos
como ordenadas v las deformaciones unitanas como abscisas, la curva
resultante se llama diagrama convencional de esfuerzo-deformacidn
unitarig. Este diagrama es muy importante en la ingenieria va que pro-
porciona los medios para obtener datos sobre la resistencia a tension (o
a compresion) de un material sin considerar el tamafio o forma geomé-
trica del material. Sin embargo, debe ser claro que nunca serdn exacts-
mente iguales dos diagramas de esfuerzo-deformacidn unitaria para un
material particular, ya que los resultados dependen entre otras variables
de la composicién del material, de imperfecciones microscdpicas, de la
manera en que esté fabricado, de la velocidad de carga v de la tempe-
ratura durante la prucba.

Veremos ahora las caracteristicas de la curva convencional esfuerzo
deformacidn unitaria del acere, material comidnmente usado para la fa-
bricacién de miembros estructurales v elementos mecdnicos. En la figu-
ra 34 se muestra el diagrama caracteristico de esfuerzo-deformacion
unitaria de una probeta de acero, usando el método antes descrito, En
esta curva podemos identificar enatro maneras diferentes en que el ma-
terial se comporta, dependiendo de la cantidad de deformacion unitaria
inducida en el material.
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Comportamiento elistico.  Este comportamiento eldstico ocurre cuando
las deformaciones unitarias en el modelo estin dentro de la regidn higera-
mente sombreada que se muestra en la figura 34, Puede verse que la cur-
va es en realidad una linea recta a través de toda esta region, asi que el es-
fuerso es proporciosal & ln deformacidn unitana. En oiras palabras, se dice
que el material es lnealmente elistico, E1 limite superior del esfuerzo en es-
ta relacidn lineal se llama limite de proporcionalidad, o, Siel esfuerzo ex-
cede un poco el limite de proporcionalidad, el material puede todavia res-
ponder eldsticamente; sin embargo, la curva tiende a aplanarse causando
un incremento mayor de 1a deformacidn unitana con el correspondiente in-
cremento del esfuerzo. Esto continda hasta que el esfuerzo llega al limite
eldstico. Para determinar esle punlo en cualquier espécimen, debemos
aplicar, ¥ lucgo retirar, una carga creciente hasta que se detecte una de-
formaciin permanente en el mismo. Sin embargo, en el acero rara vez se
determina el limite eldstico, puesto que estd muy cerca del limite de pro-
porcionalidad v, por tanto, su deteccidn es bastante dificil.

Fluencia. Un ligero aumento en el esfuerzo méds alli del limite eldstico
provocard un colapso del material y causard que se deforme permanente-
mierete. Este comportamiento se llama Muencia, v esti indicado por la regidn
muis oscura de la curva, figura 3-4, El esfuerzo que origina la Mluencia se
llama esfoerze de fluencia o punte de fTuencia, oy, v la deformacion que
ocurre se [lama deformacidon plastica. Aungue no se muestra en la figura
34 en los aceros con bajo contenido de carbono o en aguellos gue sean la-
minados o rolados en caliente, s¢ distinguen dos valores para el punto de
fluencia. El punte superior de fluencia ocurre primero, seguido por una
disminucién sibita en la capacidad de soportar carga hasta un punio infe-
rior de fluencia. Sin embargo, una vez que se ha alcanzado el punto infe-
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rior de fluencia, como se muestra en la figura 3-4, entonces la muestra con-
tinuard alargindose sin ningun Incremerido de carga, Observe que la figu-
ra 3-4 no estd trazada a escala. 8i lo estuviera, las deformaciones unitarias
inducidas debido a la Muencia serian de 10 a 40 veces mis grandes que las
producidas hasta el limite eldstico. Cuando el material estd en este estado,
suele decirse que es perfecramente plistico.,

Endurecimiento por deformacion. Cuando la fuencia ha wermimado, pue-
de aplicarse més carga a la probeta, resultando una curva que se eleva con-
tinuamente pero se va aplanando hasta llegar a un esfuerzo méximo, llama-
do esfuerze dltimeo, o, La elevacidn en la curva de esta manera se llama
endurecimiento por deformacidn, v se identifica en la figura 3-4 comao la re-
gion higeramente sombreada. A lo largo de la prueba, y mientras el espé-
cimen se estd alargando, el drea de su seccidn transversal disminuird. Esta
disminucidn de drea es bastante uniforme en toda la longitud calibrada del
espécimen, incluso hasta la deformacidn unitaria que corresponde al es-
fuerzo dltimao,

Formacion del coello o estriceion.  En el esfuerzo altima, el drea de la sec-
cidn transversal comienza a disminuir en una rona localizada de la probe-
ta, en lugar de hacerlo en toda su longitud. Este fendmeno es causado por
planos de deslizamiento que se forman dentro del material v las deforma-
ciones producidas son causadas por esfuerzos cortantes (vea la seccidn
1L7). Como resultado, tiende a desarrollarse un “cuello™ en esta zona a
medida que el espécimen se alarga cada vez mis, figura 3-5a0. Fuesto gue el
drea de la seccion transversal en esta rona estd decreciendo continuamen-
1e, el drea mds pegquefia puede soportar sdlo una carga siempre decrecien-
te, De aqui que el diagrama de esfuerzo-deformacidn unitaria tienda a cur-
varse hacia abajo hasta que la probeta se rompe en el punto del egfuerso
de fractura, o, figura 3-5b. Esta regidn de la curva debida a la formacidn

del cuello estd representada con color oscuro en la figura 3-4.

Diagrama real de esfuerzo-deformacion unitaria. En lugar de usar
siempre el drea de la seccidn transversal vy la longitud originales de la
muestra para calcular el esfuerzo y la deformacion unitaria (de ingenie-
ria), podriamos haber usado el drea de la seccidn transversal v 1a longitud
reales del espécimen en el insranre en que la carga se estda midiendo. Los
valores del esfuerzo y de la deformacion unitaria calculados a partir de es-
tas mediciones se laman exfuerzo real v deformiacidn waitaria real, v un tra-
zo de sus valores se llama diagrama real de esfuerzo-deformacidn uniia-
rig. Cuando se traza este dingrama, vemos gue tiene la forma mostrada por
la linea que forma la curva en la figura 3-4. Advieria que ambos diagra-
mas (el convencional y el real) practicamente coinciden cuando la defor-
macidn unitaria es pequefia. Las diferencias entre los diagramas comicn-
zan a aparecer ¢n la zona de endurecimiento por deformacion, donde la
magnitud de la deformacidn unitaria es més significativa. En particular, no-
te la gran divergencia dentro de la zona de formacidn del cuello. Aqui po-
demos ver que, seglin el diagrama o — ¢ convencional, la probeta de en-
savo en realidad soporta una carga decreciente, puesto que A, €8 constante
cuando se calcula el esfuerzo nominal, o = P/Ag Sin embargo, seguin el
diagrama e — & real, el drea real A dentro de la region de formacion del
cuello estd siempre decreciendo hasta que ocurre la falla op-, y asi el ma-
terial realmente soporta un exfuerzo crecienle, puesto que o = PJA.

Fatrin tipics de estriccidn gue ocurmd @n
cole capicimen de accro justo antes de a
fractura.

i ———

Encuellamienlo

Falla de um
material dictil
ibi

Fig. 35
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Aungue los diagramas de esfuerzo-deformacidn real y convencional
son diferentes, la mayor parte del disefio en ingenieria se leva a cabo
dentro de la zona eldstica, ya que la distorsidén del material en general
no es severa dentro de este intervalo, Siempre que el material sea “rigi-
do™, como son ta mayoria de los metales, la deformacidn unitaria hasta
el limite de elasticidad permanecerd pequeda y el error en el uso de los
valores nominales de o v de € serd muy pequedio (alrededor de 0.1%)
comparado con sus valores verdaderos. Fsta es una de las razones
primordiales para wsar diagramas de esfuerzo-deformacidn convencio-
nales,

Los conceptos anteriores pueden resumirse hacendo referencia a la
figura 3-6, la cual muestra un diagrama de esfucrso-deformacion con-
vencional de una probeta de un acero dulce, Con objeto de resaltar los
detalles, la zona elistica de la curva se presenta en una escala de defor-
macidn exagerada. Siguiendo el comportamiento, el limite de propor-
cionalidad se alcanza en ay, = 335 kib/pulg® (241 MPa), cuando &y =
0.0012 pulg /pulg. Este es seguido por un punto superior de fluencia de
[oy), = 38 !n'.ll:n'|:lulg2 (262 MPa), luecgo sibitamente por un punto infe-
rior de fluencia de {oy); = 36 kib/pulg® (248 MPa). El final de la fluen-
cia ocurre con una deformacidn unitaria de & = (.030 pulg/pulg, la cual
s 15 veces mis grande que la deformacion unitaria en el limite de pro-
porcionalidad. Continuando, la probeta de ensavo se endurece hasta que
alcanza un esfuerzo dlimo de o, = 63 kib/pulg” {435 MPa), y luego co-
micnza la estriccidn hasta que ocurre la falla, o = 47 kib/pulg® (324 MPa).
En comparacion, la deformacion unitaria en el punto de falla, & = 0.380
pulg pulg, es 317 veces mayor que «,.

o (kb fpail ¥
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&
50§ ry "
oy = "y i -
|ﬂ|.||= I'il‘__1;'-_Il:'_'--""_."‘l:.;.|_ —_
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3.3 Comportamiento esfuerzo-deformacion unitaria

de materiales dictiles y fragiles

Los materiales pueden clasificarse como dictiles o frigiles dependien-
do de sus caracteristicas esfuerzo-deformacidn unitaria. Tralaremos a ca-
da uno por separado.

Materiales dictiles. Todo material que pueda estar sometido a defor-
maciones unitarias grandes antes de su rotura se llama marersal dicril. El
acero dulce (de bajo contenido de carbono), del que hemos hablado an-
1es, &8 un ejemplo tipico. Los ingenieros a menudo eligen materiales diic-
tiles para el disefio, va que estos materiales son capaces de absorber im-
pactos o energia v, si sufren sobrecarga, exhibirdn normalmente una
deformacion grande antes de su falla.

Una manera de especificar la ductilidad de un matenal es reportar su
porcentaje de elongacion o el porcentaje de reduccion de drea (estric-
cidn) en el momento de la fractura. El porcemnnafe de elongacidn s la
deformacion unitaria del espécimen en la fractura expresada en porcen-
taje. Asi, 51 la longitud original entre las marcas calibradas de un probe-
ta es Ly y su longitud durante la ruptura es Ly, entonces

) . Ly= Ly
Porcentaje de elongacidn = —-L-u—- (1003 ) (3-3)
Como se aprecia en la figura 3-6, puesto que & = 0.380, este valor seria
de 38% para una probeta de ensayo de acero dulce.

El porcentaje de reduccidn del drea es otra manera de especificar la
ductilidad. Estd definida dentro de la regidn de formacién del cuello co-
o Sigue:

Ay - A
—(1%] (34
Ag
Agqui Ap es el drea de la seccitn transversal original y A, es el drea en
la fractura. Un gcero dulce tiene un valor tipice de &) por ciento
Ademds del acero, otros matenales como el laton, el molibdeno y el
rine pueden también exhibir caracteristicas de esfuerzo-deformacion
diictiles similares al acero, por lo cual ellos experimentan un comporta-
miento esfuerzo-deformacién unitaria eldstico, fluyen a esfuerzo cons-
tante, se endurecen por deformacion v, finalmente, sufren estriceidn has-
ia la rupiura. Sin embargo, en la mavoria de los metales, no ocurrind una
fluencia constante mids alld del rango eldstico, Un metal para el coal és-
e es el caso es el aluminio, En realidad, este metal a menudo no tiene
un pante de fluencia bien definido, ¥ en consecuencia s prictica comidn
definir en €] una resisrencia a la fTwencia vsando un procedimicnto gri-
fico llamado el métode de la desviacidn. Normalmente s¢ escoge una
deformacion unitaria de 0.2% (0.002 pulg/pulg) v desde este punto so-
bre el eje & se traza una linea paralela a la porcidn inicial recta del dia-
grama de esfuerro-deformaciém unitaria. El punto donde esta linca in-
terseca la curva define la resistencia a la fluencia. Un ejemplo de la
construccidn para determinar la resistencia a la fluencia para una alea-
cidn de aluminio se muestra en la figura 3-7. De la grifica, la resisten-
cia a la fluencia es oy = 51 I:Ib.l'pulggﬂﬁi MPa).

Porcentaje de reduccidn del drea =
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Observe que la resistencia de fluencia no es una propiedad fisica del
material, puesto que es un esfuerzo que causd una deformacidn unita-
ria permanente gspecificada en el material, 5in embargo, en este texto
supondremos que la resistencia de fluencia, el punto de fluencia, el 1imi-
le elidstico y el limite de proporcionalidad coinciden todos ellos, a no ser
gue se establezca de otra manera. El hule natural seria una excepcidn,
va que de hecho ni siquiera tiene un limite de proporcionalidad, puesto
que el esfuerzo y la deformacidn unitaria ne estin linealmente relacio-
nados, figura 3-8. En cambio, este matenial, que se conoce como un po-
limero, exhibe un comportamiento eldstico ne lineal.

La madera es a menudo un material moderadamente dictil, ¥ como
resultado se disefia por lo general para responder s6lo a cargas eldsti-
cas Las caracteristicas de resistencia de la madera varian mucho de una
especie a otra, v para cada especie dependen del contenido de humedad,
la edad y el tamano o la localizacion de los nudos en la madera. Puesto
que la madera es un material fibroso, sus caracteristicas de tensidn o de
compresion difieren mocho cuando recibe carga paralela o perpendicu-
lar a su grano. Especificamente, la madera se abre con facilidad cuando
¢ carga en tension perpendicularmente a su grano y, por consiguiente,
las cargas de tensidn suelen casi siempre aplicarse paralelas al grano de
los miembros de madera.
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Materiales fragiles. Los materiales que exhiben poca o ninguna fluen-
cia antes de su rotura se llaman materiales frdgiles. Un ejemplo es el hie-
rro colado, o hierro gris, cuyo diagrama de esfuerso-deformacidn bajo ten-
sidn se muestra por la porcion AB de la curva en la figura 3-9. Aqui la
fractura a oy = 22 kb /pulg® (152 MPa) tiene lugar inicialmente en una
imperfeccién o una grieta microsedpica y luego se extiende rdpidamente
a través de la muestra, ocasionando una fractura completa. Como resul-
tado de este tipo de falla, los materiales frigiles no tienen un esfuerzo de
ruptura bajo tensidn bien definido, puesto que la aparicidon de grietas en
una muestra s bastante aleatoria. En cambio, suele reportarse el esfuer-
2o de ruptura promedio de un grupo de prucbas observadas. En la figura
3-10 s& muestra una probeta tipica en la que ha ocurmido la falla.

Comparados con su comportamiento bajo tensidn, los materiales fri-
giles como el hierro colado exhiben una resistencia mucho méds elevada
& la compresitn axial, como se evidencia por la porcién AC de la curva
en la figura 3-9. En este caso cualquier grieta o imperfeccién en la pro-
beta tiende a cerrarse, ¥ conforme la carga aumenta el material por lo
general se abombard o adquirird forma de barril a medida que las de-
formaciones unitarias van siendo mas grandes, figura 3-10&.

Al igual que el hierro colado, el concreto se clasifica también como
material frigil v tiene baja capacidad de resistencia a la tensidn. Las ca-
racteristicas de su diagrama de esfuerzo-deformacion dependen primor-
dialmente de la mezcla del concreto (agua, arena, grava y cemento) v
del tiempo v temperatura del curado. En la figura 3-11 s¢ muestra un
ejemplo tipico de un diagrama de esfuerzo-deformacion “completo” para
el concreto, Por inspeccidn, su resistencia mixima a la compresidn es ';|l=1
casi 1.5 veces mayor que su resistencia a la tension, (o )pgy = 5 klb//pulg®
{34.5 MPa) contra (o)mgs = 040 klb/pulg? (2.76 MPa). Por esta razdn,
el concreto casi siempre se refuerza con barras de acero cuando estd di-
sefiado para soportar cargas de tensidn.

Puede afirmarse, por lo general, que la mayoria de los materiales ex-
hiben un comportamiento tanto ddetil como frigil. Por ejemplo, el acero
tiene un comportamiento frigil cuando tiene un contenido de carbono
alto, y es dictil cuando el contenido de carbono es reducido. También
los materiales se vuelven més duros y frégiles a temperaturas bajas, mien-
tras que cuando la temperatura se eleva, se vuelven mds blandos y dicti-
les. Este efecto se muestra en la figura 3-12 para un plastico metacrilitico.

Diagrama & - € pars una mezcla tpica de concneio

Fig. 311

El acero picrde rdpidamente su resistencia
al ser calentado, Por esta razdn los ingenie-
ros requieren a menudo que los miembros
estructurales principales sean aislados con-
tra ¢l fusgo
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Como se observd en la seccion anterior, los diagramas de esfuerzo-de-
formacion para la mayoria de los materiales de ingenierfa exhiben una
relacidn fineal entre el esfuerzo y la deformacion unitaria dentro de la
regidn elistica. Por consiguiente, un aumento en el esfuerzo causa un au-
mento proporcional en la deformacion unitaria. Este hecho fue descu-
bierto por Robert Hooke en 1676 en los resortes, ¥ se conoce como fey
de Hooke, Puede expresarse matemdticamente comao

ad= Ee

(3-3)

Aqui E representa la constante de proporcionalidad, que se llama md-
dulo de elasticidad o moédule de Young. en honor de Thomas Young,
quien publicd en 1807 un trabajo sobre el tema,

La ecuacidn 3-5 representa en realidad la ecuacién de la porcidn ini-
cial recta del diagrama de esfuerzo-delormacion unitaria hasta el limite
de proporcionalidad. Ademis, el médulo de ¢lasticidad representa la pen-
diente de esta linea. Puesto que la deformacidn unitaria no tiene dimen-
siones, seglin la ecuacidn 3-5, E tendrd umidades de esfuerzo, tales como
Ib/pulg’. kib/pulg’ o pascales. Como ejemplo de su cileulo, considere-
mos ¢l diagrama de esfuerzo-deformacion unitaria para el acero mostra-
do en la fligura 3-6. Agui, oy, = 35 klb /pulg” v & = 00012 pulg/pulg, de
moda que:

iF, 5 ; 1
F = i 35 klb/pulg

e 0.0012 pulg/puig

= 29(10") kib/pulg’

Como se muestra en la fgura 3-13, el limite de proporcionalidad pa-
ra un tipo particular de acero depende de su contenido de aleacidn; sin
embargo, la mayoria de los grados de acero, desde el acero rolado mis
suave hasta el acero de herramientas mis duro, tienen aproximadamen-
te el mismo mddulo de elasticidad, que generalmenie s¢ acepla igual a
E,. =29(10") klb/pulg’ o 200 GPa. Los valores comunes de F para otros
materiales de ingenieria estin a menudo tabulados en cddigos de inge-
nigria v ¢n libros de referencia, Valores representativos se dan también
en ¢l forro interior de la cubierta de este libro, Debe observarse que el
mddulo de elasticidad es una propicdad mecdmica que indica la rigidez
de un material. Los materiales que son muy rigidos, como el acero, tie-
nen valores grandes de £ [E,. = 29(107) kib/pulg’ o 200 GPa], mientras
que los matenales esponjosos, como el hule vuleanizado, pueden tener
valores bajos [Ey = 0.10{ 10"} kib,/pulg® o 0.70 MPa].

El madulo de elasticidad s una de las propicdades mecinicas mids im-
portanies usadas en el desarrollo de las ecuaciones presentadas en este
lexto. Por tanto, deberd siempre recordarse que E puede usarse silo si
un malerial tiene un comportamiento eldsrico lneal, También, si el es-
fuerzo en el material es mavor que el limite de proporcionalidad, el dia-
grama de esfuerzo deformacion unitaria deja de ser una linea recta v la
ecuacion 3-3 va no es vilida.



Endurecimiento por deformacién. 5iuna probeta de material dietil,
como ¢l acero, es cargada dentro de la zona pldstica v luego descargada,
la deformacicon eldstica se recupera cuando ¢l material retorna a su esta-
do de equilibrie. Sin embargo, la deformacion plistica permanece ¥, coma
resultado, ¢l material queda sometido a una deformacidn permanente.
Por ejemplo, cuando un alambre s¢ dobla (plisticamente), resorteard un
poco (elisticamente ) cuando se quita la carga; sin embargo, no retornard
por completo a su posicidn original. Este comportamiento pueds ilustrar-
se por medio de un diagrama de esfuerzo-deformacion unitaria como se
muesira en la fgura 3-14a. Aqud, la probeta es cargada, primero, mds alld
e su punito de luencia A hasta el punte A, Puesto que las fuerzas intera-
tGmicas tienen que vencerse para alargar al espécimen eldsticamente, en-
tonces estas mismas fuerzas hacen que los dlomos permanezcan juntos cuan-
o 52 retira la carga, figura 3-14a Por consiguiente, ¢l mddulo de elasticidad
E es el mismo, v la pendiente de la linea 'A" tiene la misma pendiente
que la linea OA.

51 se aplica de nuevo la carga, los dtomos del material serdn nueva-
mente desplazados hasta que ocurra la fluencia en o cerca del esfuerzo
A’y el diagrama de esfuerzo-deformacidn continda a lo largo de la mis-
ma trayectoria como antes, figura 3-14b. S5in embargo, conviene sedalar
que este nuevo diagrama de esfeerzo-deformacidn definido por O°A°B’
tiene shora un punto de fluencia mayor (A"), como consecuencia del en-
durecimiento por deformacién. En otras palabras, ¢l material tiene aho-
ra una regidn elistica mayor, sin embargo, tiene menos ductilidad, esto es,
una menor regidn plistica, que cuando estaba en su estado original.

Debe sefialarse que en realidad puede perderse algo de calor o ener-
gia cuando el espécimen es descargado desde A’ v luego cargado de nue-
vo hasta este mismo esfuerzn. Como resultado, se tendrin ligeras curvas
en las trayectonas de A™ a O v de O a A" durante un ciclo de carga
medido cuidadosamente. Ezto se muesira por medio de las curvas con
rayas en la figura 3-14h El drea sombreada entre estas curvas represen-
i3 energia perdida v se llama histéresis mecdnien. 5S¢ conviere €n una
consideracidn importante cuando se seleccionan materiales gue van a
BECVIE COMO amortiguadores de vibraciones en estruciuras o en equipos
mechnicos, aunque én este texto no la consideraremos.

4] @

it negidn
EIEIiEI pliistica

Secodn 3.4 Ley de Hooke

Fig. 314




96 + CAPITULO 3 Propiedades mecanicas de los materiales

3.5 Energia de deformacion
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Un material tiende a almaceénar energia internamenie en todo su volu-
men al ser deformado por una carga externa. Puesto que esta energia
estd relacionada con las deformaciones del material, recibe el nombre
dec energia de deformacidn unitaria. Por ejemplo, cuando una probeta de
prucha a tensidn estd sometida a una carga axial, un elemento de volu-
men del material estd sometido a esfuerzo uniaxial como se muestra en
la figura 3-15. Este esfuerzo desarrolla una fuerza AF = & AA = o (Ax
Ay) sobre las caras superior ¢ inferior del elemento después que el ele-
mento sufre un desplazamiento vertical e Az. Por definicion, el rrabajo
s¢ determina por el producto de la fuerza v el desplazamiento en la di-
reccion de la fuerza. Puesto que la fuerza AF aumenta uniformemente
desde cero hasta su magnitud final AF cuando se alcanza el desplaza-
miento € Az, el trabajo efectuado en el elemento por la fuerza es igual
a la magnitud de la fuerza promedio (AF/2) por el desplazamiento e Az,
Este “trabajo externo™ es equivalente al “trabajo interno™ o energia de
deformacidn unitaria almacenada en ¢l elemento (suponiendo que no se
pierda energia en forma de calor). En consecuencia, la energia de defor-
macidn unitaria Al es AU = (1,2 AF) e &z = (1,2 o &x Ay)e Az. Como
el volumen del elemento es AV = Av Ay Az, entonces AL = 1,2 oe AV,
A veces es conveniente formular la energia de deformacion unitaria
por unidad de volumen de material. Esto se llama densidad de energia
de deformacidn unitaria, y puede expresarse como
al |
M= =0 (3-6)
5i el comportamiento del material es eldstico lineal, entonces es aplica-
ble la ley de Hooke, o = Ee, y por tanto podemos expresar la densidad de
encrgia de deformacion unitaria en términos del esfuerzo uniaxial como:

I

e
T 2E

i

(3-7)

Moédulo de resiliencia. En particular, cuando el esfuerzo o alcanza el
limite de proporcionalidad, a la densidad de la energia de deformacion
unitaria, caleulada con la ecuacion 3-6 o la 3-7, se le llama médulo de re-
siliencia, esto es,

(3-8)

En la regién elistica del diagrama de esfuerzo-deformacion unitaria,
figura 3-16a, advierta que u, es equivalente al drea triangular sombreada
bajo ¢l diagrama. La resiliencia de un matenal representa fisicamente la
capacidad de éste de absorber energia sin ningin dafio permanente en
¢l material.

Moédulo de tenacidad. Otra propiedad importante de un material es
¢l mddule de tenacidad, u,. Esta cantidad representa el drea toval dentro
del diagrama de esfuerzo-deformacidn, figura 3-166, y por consiguiente in-
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dica la densidad de la energia de deformacin unitaria del matenal pre- o
cisamente antes de que se rompa. Esta propiedad resulta importante cuan-

do se disefian miembros que pueden sobrecargarse accidentalmente. Los
materiales con un madulo de tenacidad elevado se distorsionardn mucho
debido a una sobrecarga; sin embargo, pueden ser preferibles a aquellos

con un valor bajo, puesto que los materiales que tienen un i, bajo pueden
fracturarse de manera repentina sin indicio alguno de una falla préxima.

La aleacidn de los metales pueden también cambiar su resiliencia y te-
nacidad, Por ejemplo, al cambiar ¢l porcentaje de carbono en el acero, los
diagramas de esfuerzo-deformacién resultantes en la figura 3-17 indican
como pueden cambiar a su vez los grados de resiliencia y de tenacidad en Misdulo de tenacidad m,

tres aleaciones,
b

Fig. 3-16 (comt.}
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Este espdcimen de nylon exhibe un
alto grado de tenacidad evidencia-
do por la gran cantidad de estric-
e que ha sufrnido Jisicr anles e
su fractura,
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Una prueba de tensién para una aleacion de acero da como resulta-
do el diagrama de esfuerzo-deformacién unitaria mostrado en la fi-
gura 3-1&. Calcule el médulo de clasticidad y el esfuerzo de fluencia
con base en una desviacidn de 0.2%. Identifique sobre la grifica el
esfuerzo dltimo v el esfuerzo de fractura,

o [kitvpulgT)
120
10 e
a, = 108 —
00 H““-.,__‘
ﬂ;. = 60 1 c
m L
0+ A
P = 68 — —
[ H} s A
m -~
W & Ej
0 4 |
o} =01,
T ipulg/pulg)
i uﬂzmumnmmnmzmm.mmwmnﬂmf M
| [EEEEL | LG | L0024
CTT T (T e
o Flg. 318
Solucibn

Madulo de elasticidad. Debemos calcular la pendiente de la por-
cion inicial recta de la grafica. Usando la curva amplificada v la esca-
la mostrada, esta linea se extiende del punto O a un punto estimado
A. gque tiene coordenadas de aproximadamente (L0016 pulg/pulg, 50
kib,pulg®). Por consiguiente,

50 = kib /pulg?
00016 pulg/pulg
Advierta que la ecuacidn de la linea (04 es entonces o = 31.2(10M)e.

Resistencia a la fTuencia.  Para una desviacion de 0.2%, comenza-
mos con una deformacidn unitaria de 0.2%, o 0.0020 pulg/pulg v ex-
tendemos graficamente una linea (punteada) paralela a £A hasta que
interseca a la curva o-¢ en A", La resistencia a la fluencia es aproxi-
madamente:

- 31.2(10%) klbpulg? Resp.

ry5 = 68 kib/pulg? Resp.

Esfuerzo iiltimo. Este se define por la ordenada méixima de la gré-
fica o, esto es, por el punto 8 en |a figura 3-18.
r, = 108 kib/pulg? Resp.

Eifuerzo de fractura. Cuando el espécimen se deforma a su méxi-
mo de & = (.23 pulg /pulg, se fractura en el punto C. Entonces,

ap = 90 kib fpulg’ Resp.




Secoiom 3.5 Energia de deformacion - 99

er1emeLo R

En la figura 3-19 se¢ muesira el diagrama de esfuerzo-deformacidn uni-
taria para una aleacidn de alominio usada para fabricar partes de avidn.
5i un espécamen de esle material sé somete a un esfuerzo de 600 MPa, de-
termine la deformacidn unitaria permanente que queda en ¢l espécimen
cudando la carga se retira, Calcule también el médulo de resiliencia
antes y después de la aplicaciin de la carga.

Salucidn

Deformacion unitaria permanente. Cuando el espécimen estd so-
metido @ la carga, se endurece hasta que se alcanza el punto B sobre
el diagrama o-e, Digura 3-19. La deformacion unitaria en esteé punto
es aproximadamente 0.023 mm /mm. Cuando se retira la carga, el ma- 7iMP2}

terial se comporta siguiendo la linea recta 8C, que es paralela a la 1i-
nea (A4, Como ambas lineas tienen la misma pendiente, la deforma- 750
cin unitaria en el punto O puede determinarse analiticamente. La B g
pendiente de la linea A es el madulo de elasticidad, esto es, LU ul
450 MPa :' /
£ = —————— = 73 iPa ap= 450 F—7A ;
0008 mm,;/mm /| paraledas
Segiin el tridngulo CBIY 00 - Ilﬂlf g N,
BD  600{10%) Pa ]
== L = 750(10°) Pa 150 H
o~ CD (10%) [
[ 1 {-I i I':l L i
C0 = DLOE mm o o| 7wl | o] o o € {rr=m fnem}
Esta deformacion unitaria representa la cantidad de deformacidn wni- £ = nmﬁil 0433
taria eldstica recuperada. La deformacion unitaria permanente, eqe, &8 = for
entonces
€nc = 023 mm/mm — 0.008 mm;mm Pig-3-19
= (L1 50 mm/mm Resp.

Nora: s1 las marcas de calibracion sobre ¢l espécimen estaban original-
mente separadas 50 mm, entonces, despuéds de rerirar la carga, esas mar-
cas estardn a 50 mm + ((LO150) 50 mm) = 50.75 mm separadas.

Madulo de resiliencia. Aplicando la ecuacion 3-8, tenemos®
bt Yinicisl = ;af,e,, = ;{450 MPa ) {0,006 mm,'mm )

= 135 MJ/m’ Resp.
{8y )il = %l"apﬂp = %{fm MPa)(0.008 mm,/'mm)

= 240 MJ/m’ Resp.

El efecto del endurecimiento del material ha causado un incremen-
to en el madulo de resiliencia, como se advierte por comparacion de
las respuestas; sin embargo, note que ¢l médulo de tenacidad del ma-
terial ha decrecido, ya que el drea bajo la curva OABF ex mayor gue
¢l drea bajo la curva CRBF,

*El trabage en ¢l sistema 51 de unidpdes s mide en joules, donde 1 1= 1 N - m
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La barra de aluminio mostrada en la figura 3-20a tiene una seccidn
transversal circular vy estd sometida o una carga axial de 10 kM. Una
porcidn del diagrama de esfuerzo-deformacidn unitana para el ma-
terial se muesira en la figura 3-208; determine el alargamiento
aproximado de la barra cuando se le aplica la carga. 51 se retira la car-
ga, jowil es el alargamicnto permanente de la barta? Considere £y =

T0 GiPa.
21 iy 15 mm
A
Ui} N 10 kN
- 00mm ——— 400 —
Lah
oiMPa)
36,690 B
s |- -~ ¥
L
oy = T-FFF paralelas |
0
H
1 l aw[ e = 00430
— s 1 i £l i
2 f.02 ooy 006 0.08 010 P R
i €oc | ey = 0000808
{b)
Fig. 3-20
Solucion

En el andlisis despreciaremos las deformaciones localizadas en el pun-
o de aplicacidn de la carga v donde el drea de la seccidn transversal
de la barra cambia bruscamente, (Esos efectos se estudiarin en las
secciones 4.1 ¥ 4.7.) En toda la seccidn media de cada segmento, el
esfuerzo normal v la deformacidn son uniformes.
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Para estudiar la deformacién de la barra, debemos obtener la defor-
macidn unitaria. Hacemos esto calculando primero el esfuerzo v lnego
usamos el diagrama de esfuerzo-deformacién unitaria para obtener la
deformacidn unitaria. El esfuerzo normal dentro de cada segmento es:

POINIOMY N
Tar T AT o0 mp o MPa
_ P II)N

Fgr = = 56,50 MPa

A # (00075 m)

Segin el diagrama de esfuerzo-deformacidn unitaria, el material en la
region AH se deforma eldsticamente ya que oy = 40 MPa = 31.83 MPa.
Usando la ley de Hooke,

) _ aap _ 3L83(10°) Pa
AR Eg 700107 Pa

= (LOM45T mm, mm

El matenal dentro de la regidn BC se deforma plisticamente, va que
oy = 40 MPa < 56.59 MPa. De la grifica, para ope = 56.59 MPa,

€ne = 0045 mm,/mm

El alargamiento aproximado de la barra es entonces
8§ = Zel = 0.0004547 (600 mm ) + 0.045 (400 mm )
= 183 mm Resp.

Cuando se retira la carga de 10 kN, ¢l segmento AS de la barra re-
cupera su longited onginal. ;Por qué? Por otra parte, el material en &l
segmento BC se recupera elisticamente a lo largo de la Hinea FG, figura
3206, Como la pendiente de FG es Ey, la recuperacion eldstica de la
deformacidn es:

_ oac _ 5659(10°) Pa

free T E. 70(10°) Pa

= (LOBOROE mm, mm

La deformacidn pldstica que permanece en ¢l segmentoe BC es entonces:
€; = 00450 = 0000808 = (.0442 mm,/mm

Por tanto, cuando la carga se retira, la barra permanece con un alarga-
miente dado por:

& = gpglge = 00442 (400 mm) = 17.7 mm Resp.
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PROBLEMAS

X1, Se llevd a cabo una prueha de tensidn en una pro-
beta de ensayo de acero que tenis un didmetro original
de (L33 pulg v una longitud calibrada de 2,00 pulg. Los
datos se muestran en la tabla. Trace el dingrama de esfuer-
zo-deformacidn unitaria y determine aproximadamente
¢l mbdule de elasticidad, ¢l esfuerzo Gltimo v ¢l esfuer-
zo de ruptura, Use una escala de 1 pulg = 15 kib/pulg’ ¥
1 pulg = 005 pulg/pule. Dibuje de nuevo la regidn clds-
tica lineal, usando la misma escala de esfuerzos, pero una
escala de deformaciones unitarias de 1 pulg = 0.001 pulg.

32  Sellewd a cabo una prucba de tensidn en una pro-
beta de ensayo de acero que tenia un didmetro origimal
de 0.503 pulg v una longitud calibrada de 200 pulg. Con
los datos proporcionados en la tabla, trace ¢l diagrama
de esfuerzo-deformacidn unitaria v determine aproxima-
damente el midulo de tenacidad.

Probs. 3172

33, Sedan en la tabla los datos de un ensayo de esfuer-
so-deformacidn unitaria de un material cerdmico. La cur-
va s lineal entre ¢l origen y ¢l primer punto. Trace la
curva v determine el mddulo de elasticidad v el mddulo
de resilicncia.

Froh. 33

*34. Sellevd a cabo una prucha de tensidn en una pro-
beta de ensayo de acero que tenia un didmetro original de
0503 pulg v una longitud calibrada de 2.00 pulg. Los da-
tos s¢ muesiran en la tabla. Trace el diagrama de esfuer-
zoedeformaciin unitaria v determine aproximadamente
&l mddulo de elasticidad, el esfuerso de Nuencia, el es-
fucrzo dltimo v el esfuerzo de ruptura. Use una escala de
1 pulg = 20 kib/pulg’ ¥ 1 pulg = 005 pulg jpulg, Dibuje
de nuevo la regidn cldstica, usando la misma cscala de es-
fucrzos pero una escala de deformaciones unitarias de

1 pulg = 0.001 pulg /pulg.

5. 5¢ da en Ia figura ¢l diagrama de esfuerzo-defor-
maciin unitaria de una aleacidn de acero con un didme-
tro original de 0.5 pulg v una longitud calibrada de 2 pulg,
Determine aproximadamente ¢l mddulo de elasticidad
del material, la carga sobre el espécimen que genera la
fluencia vy la carga dltima que ¢l espéaimen soporiard.

36 S daenlafigura el diagrama de esfuerzo-deforma-
cidn unitaria de una aleacidn de acero con un didmetro
original de 0.5 pulg y una longitud calibrada de 2 pulg. 5i
el espéeimen se carga hasta que se alcanza en €l un esfuer-
zo de 70 kb /pulg’, determine la cantidad aproximada de
recuperacidn eldstica v el incremento én la loagitud cali-
brada después de que se descarga.

}7. 5e da en la figura el diagrama de esfuerzo-defor-
maciin unitaria de una aleacidn de acero con un didme-
tro original de 0.5 pulg v una longitud calibrada de 2 pulg.
Determine aproximadamente ¢l médulo de resilienca v
el midulo de tenacidad para ¢l material.
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Probs. 38467

*38. En la figura s¢ muestra ¢l diagrama de esfuerzo-
deformacidn unitaria para una barra de acero, Determi-
ne aproximadamente el madulo de elasticidad, el limite
de proporcionalidad, el esfuerzo dltimo v el madulo de
resiliencia. 5i la barra s¢ carga hasta un esfuerzo de 450
MPa, determine la cantidad de deformacion unitaria elis-
tica recuperable y la deformacidn unitaria permanente en
la barra cuando ésta s¢ descarga.
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Prob. 3-8

ProgLEMAS « 103

39 Se muestra en la figura el diagrama o-¢ para las fi-
bras elésticas que forman la piel ¥ misculos humanos,
Determine ¢l médule de elasticidad de las fibras v esti-
me sus modulos de tenacidad v de resiliencia,

il /pulg’y
55

« (palg fpulg)

Prob. 39

m3-1  Se muestra el diagrama de esfuerzo-deformacion
unitaria para un hweso gque puede describirse por la ecua-
cidn € = 045010 %o + 0.36(107%)o”, donde o esti en kPa.
Determine el esfuerso de Nuencia suponiendo una desvia-
cion de 0.3 por cienio

TF

R B T VT T T

¢ ¥

Prob, 3-10

w311 Se muestra el dingrama de esfuerzo-deformacion
unilaria para un hueso que puede describirse por la ecua-
citn @ = 045010 *)er + 0.36({10 "1’ donde o estd en kPa.
Diztermine el maédule de tenacidad ¥ el alargamiento en
una regidn de 200 mm de longitud justo antes de que se
fracture s la falla ocurre en ¢ = 0.12 mm fmm.

*F

§ m CLASE 0 e b, (107 2y

t'l'.F

Prob. 3-ii
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#%.1L La fibra de vidrio fiepe un diagrama de esfues-
mo-deformacidn wnitaria como el mostrado. 51 une barra
de 50 mm de diimetro vy 2 m de longitud hecha de este
malerial estd sometida a una cargs axial de tensidn de
G kM, determine su alargamiento

o {PFa)

= = 3OO 1 LT

¥ [ fmamn)

Prafe. 312

31% El plastice acetal tiene un diagrama de esfuerro-
deformacidn unitaria como ¢l mostrado, 51 una barra de
este material tiene una longitud de 3 pies v un drea trans-
versal de 0875 pulg’ y estd sometido a una carga axial de
2.5 klb, defermine su alargamicnio

L

—_

—a= P H I VP

€ (pullg poig)
PFrob., 313

314 Un espleimen tiene originalmente 1 pie de longi-
tud, un didgmetro de 0.5 pulg v estd sometido a una fuer-
za die 500 Ih, Cuando la fuerza se increments a 1800 [h,
el espécimen se alarga 0.9 pulg. Determine el mddulo de
elasticidad del material si éste permancee eldsticn.

315, Un miembro estruciural de un reactor nuclear es-
td hecho de una aleaciom de zirconio. Si debe soportar
una carga axial de 4 kib, determine su drea thansversal re-
querida. Uise un factor de sepuridad de 3 con respecto a
la fluencia. [ Cudl es la carga sobre el miembro si éste tie-
ne 3 pies de longitud y su alargamiento es de 0.02 pulg?
E., = 14(10") kib/pulg’, oy = 57.5 klb/pulg®. EI material
tiene comportamiento elistico.

*R16  El poste et soportado por un pasador en Oy
por un alambre AB de acero A-36, 5 el alambre tiene un
didmetro de 02 pulg, determine cwinto se alarga dsic

cuando una Muerza horzontal de 2.5 kib actin sobre &l

poste.

s

2.5 kb

pies

Frab. 3-16

217, La barra D4 &2 mgula v s manhens angnalmen-
le en posicion horizontal cuando el peso W estd soporta-
do en C 5i ¢l peso ocasiona que B se desplace hacia aba-
Jo 025 pualg, determune la deformacidn unitana en los
alambres IVE v BC Ademas, g los alambres estdin hechos
de¢ acero A-36 v tienen un drea transversal de 0.002 pulg’,
determine el pesa W,

Frob, 3-17



318, Se muestra ¢l diagrama o€ de un haz de fibra co-
ligena de la que s¢ compone un tenddn humano. 5i
un segmento del tenddén de Aquiles en A tiene una lon-
gitud de 6.5 pulg ¥ un drea transversal aproximada de
0.229 pulg®, determine su alargamiento si el pie soporta
una carga de 125 |b, que causa una tensidn en ¢l tenddn

de 343,75 |b

o (klbpaal g’}

-‘:!l:l — -

.00 |—— S B

2,25

1.50

0.7 f/_,i'; 125 b
.05 i ¢ Ple/pulg)

Proh. 318

3-19. Las dos barras estdn hechas de poliestireno, que
tiene el diagrama de esfuerzo-deformacidn unitaria mos-
trado. Si el drea transversal de |la barra AR es de 1.5 pulg®
v el de la BC es de 4 pulg’, determine la fuerza P médxima
que puede soportarse antes de gque uno de los miembros
€ TOMpE. SUponga que no OCurre ningin pandeo.

e

ProBuEmas = 105

oF (kT fpulkg?)
b e T
|
me ~
. i
- 1
- 1
13 o - 'n:a'npr:r.n'in i
TE Sy |
i
5 H temsidn |
1
i
o i i 1 il & (il / lerk
o 020 0.a0 T {80 pulg/pelg
Prob. 3=19

*320. Las dos barras estin hechas de poliestireno, que
tiene el diagrama de esfuerzo-deformacidn unitaria mos-
traco, Determine el drea transversal de cada barra de ma-
mera que las barras se rompen simulidneamente cuando
la carga F = 3 klb. Suponga que no s& presenta ningidn
pandeo.

P
i
—— B
3 pres
A
A
Frob. 319
o (Il fpaal g By
LY S T TR
i
mt A
Ny " 3 ;
Y [
15 Do " compresidm |
I [
L1 o i
f ¥
% |5 hensadin H
ill' .
1 I’ L 'l L E“ I .
nﬂ- 0.2 [LE ] (L0 OB puls/Pie

Froh. 3-2iF
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3-11. Eldiagrama de esfuerzo-deformacion unitaria pa-
ra una resina de poliestireno estd dado en la figura, 5i la
viga rigida estd soportada por un puntal AB v un poste
CD, ambos hechos de este material, v sometida a una car-
ga de P = 8} kN, determine el dngulo de inclinacidn de
la viga cuando se aplica la carga. El didimetro del puntal
g8 de 40 mm v el didmeiro del poste ¢s de 80 mm.

3-11. El diagrama de esfuerzo-deformacion unitaria para
una resina poliestérica estd dado en la figura. 5i la viga
rigida estd soportada por un puntal AF v un poste O,
ambsns hechos de este material, determine la carga P mid-
xima que puede aplicarse a la viga antes de que falle. El
didmetro del puntal es de 12 mm v el dilimetro del pos-
te es de 40 mm.

suzay 58
)

w B

0 o Oz 003 004

€ {mm /mm)

Probs. 321722

3213, El wbo estd soportado por un pasador en O v un
alambre AR de acero A-36. 5i el alambre tene un dis-
metro de 0.2 pulg, determine su alargamiento cuando una
cargn distribuida de w = 100 Ib/pic actia sobre la viga.
El matenial permancce elistico.

*3.24.  Eltubo estd soportado por un pasador én C v un
alambre AR de acero A-36. Si el alambre tiene un did-
metro de 0.2 pulg, determine la carga w distribuida s el
extremo B se desplaza 0,75 pulg hacia abajo.

3-15. Eldiagrama de esfuerzo-deformacidn unitaria pa-
ra muchas aleaciones metilicas puede describirse anali-
ticamente usando la ecuacidn de tres pardmetros de Ram-
berg-Osgood e=o/E + ke, donde E k y n se
determinan por mediciones en ¢l diagrama. Usando el
diagrama de esfuerzo-deformacidn unitaria mostrado
la figura, considere E = 310" kib pulg’ v determine los
otros dos parimetros k v n vy obtenga lucgo una expre-
s analitica para la curva,

o {kibfpulg?)

‘/{ 107"

a1 02 03 04 05

2 & T B
|

Proh. 3-25
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3.6 Relaciéon de Poisson

Cuando un cuerpo deformable estd sometido a una fuerza axial de ten-
si6n, no silo se alarga sino que también se contrae lateralmente. Por
ejemplo, 51 una tira de hule se alarga, puede notarse que el espesor v el
ancho de la tira disminuyen. lgualmente, una fuerza de compresion que
actila sobrd un cuerpo ocasiona que éste se contraiga en la direccidn de
la fuerza v que se expanda lateralmente. Estos dos casos se ilustran en la
figura 3-21 para una barra con radio r ¥ longitud L iniciales

Cuando la carga P se aplica a la barra, la longitud de la barra cambia
una cantidad & y su radio una cantidad 4. Las deformaciones unitarias
en la direccidn axial o longitudinal v en la direccidn lateral o radial son,
respectivamente,

& &'
Elony = I ¥ o™ T

A principios del siglo xix, el cieatifico francés 5.0, Poisson descubrid
que dentro del range eldsfico, la razdn de esas dos deformaciones uni-
tarias es constante, ya que las deformaciones § v & son proporcionales.
A esta constante se le llama razdn de Poisson, v (nu), v tiene un valor
numérico que es nico para un material particular que sea homogéneo
¢ sorrdpico. Expresado matemdticamente,

€1
Elong

El signo negativo se usa aqui ya que un alargamiento longitudinal (defor-
macidn unitaria positiva) ocasiona una confraccidn lateral (deformacion
unitaria negativa). v viceversa. Advierta que esta deformacidn unitaria
lateral es la mizma en todas las direcciones laterales (o radiales). Ade-
miis, esta deformacidn unitaria es causada sélo por la fuerza axial o lon-
gitudinal; ninguna fuerza o esfuerzo actda en una direccidn lateral que
deforme ¢l material en esa direccidn,

La razdn de Poisson es adimensional v para la mayoria de los sdlidos
no porosos tiene un valor generalmente entre f ¥ % En la cubierta pos-
terior del libro se dan valores tipicos de » para materiales comunes. En
particular, un material ideal sin movimiento lateral cuando se alargue o
contraiga, tendrd » = 0. Veremos en Ia seccidn 1006 que el valor mdrima
posible para la razdn de Poisson es 0.5. Por tanto, 0 = » = 0.5

p = (3-9)

.-*"5.4'1

™~ ~

Farma
Formaa or Fayrmiay il

Cuando el bngue de hule s compri-
mido {deformacidn unitaria negatl-
va) sus lados se expanden (deforma-
cidn unitaria positiva). La relacidn de
s deformaciones unitanas &5 cons-
tanie.

Fimal

Termidn . Compresidn

Fig. 3-21
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Una barra de acero A-36 ticne las dimensiones mostradas en la figura
3.22, Si se aplica una fuerza axial P = 80 kN a la barra, determine el
cambio en su longitud v el cambio en las dimensiones de su seccidn
transversal despuds de aplicada la carga. El material se comporta elds-
ticamenie,

=80 kN

P =40 kM

10K H'--..:

Solucidn
El esfuerzo normal en la barra es

P 80{ 107} N

A Imesm - 16.0{ 10°) Pa

. =

De la tabla en la cubierta posterior para el acero A-36, E,, = 200 GPa,
por lo que la deformacion unitaria en la direccitn 7 es:

_ o, _ 160(10°) Pa

— —
T En T 2000107 pa 00T maymm

El alargamiento axial de la barra es entonces:

&, = e,L, = [S0{10°%)](1.5 m) = 120 um Resp.

Usando la ecuacidnm 3-9, donde o, = 0.32 segiin la tabla en el formo
posterior, las contracciones en las direcciones x y vy son:

€, = €, = —V6 = —03I2BO(107%)] = =25.6 pm/m
Asi, los cambios en las dimensiones de la seccidn transversal son;

§, = e, L, = =[25.6(107%)](0.1 m) = —2.56 um Resp.
b, =el,= —[25.5(1!]"5}](!].35 m) = —1.28 um Resp.
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3.7 El diagrama de esfuerzo-deformaciéon unitaria en cortante

En la seccidn 1.5 s¢ mostrd que cuando un elemento de material estd
sometido a corfante puro, el equilibrio requiere que se desarrollen es-
fuerzos cortantes iguales en las cuatro caras del elemento. Estos esfuer-
zos deben estar dirigidos hacia o desde las esguinas diagonalmente
opuestas del elemento, figura 3-23a. Ademis, si el material es homogé-
neo ¢ isodrdpico, entonces el esfuerzo cortante distorsionard al elemen-
to de manera uniforme, figura 3-23b,. Como se menciond en la seccidn
2.2, la deformacion unitaria cortante y,, mide la distorsion angular del
elemento con relacidn a los lados orientados inicialmente a lo largo de
los ejes x v y.

El comportamiento de un material sometido a cortante puro puede
ser estudiado en un laboratorio usando muestras en forma de tubos del-
gados v sometiéndolos a una carga de torsidn. 5i se hacen mediciones
del par aplicado v del dngulo de torsitn resultante, entonces, segin los
métedos que se explicardn en el capitulo 5, los datos pueden usarse pa-
ra determinar el esfuerzo cortante v la deformacidn unitaria cortante, v
puede trazarse un diagrama de esfuerzo cortante-deformacidn cortante
unitaria. En la figura 3-24 se muestra un ejemplo de este diagrama pa-
ra un material dactil. Al igual que en la prueba de tensidn, este material
exhibird un comportamiento elistico lineal cuando se le somete a cor-
te, y tendrd un limite de proporcionalidad 7, definido. También ocurri-
rd un endurecimiento por deformacidn hasta que se llegue al esfuerzo
cortante @liimo 1, Finalmente, el material comenzard a perder su resis-
tencia al cortante hasta que se alcance un punto en que se fracture, 7

En la mayoria de los materiales de ingenieria, como el que acabamos
de describir, el comportamiento eldstico es lineal, de modo que la ley de
Hooke para el cortante puede escribirse comao

(3-10)

Aqui & se llama mddule de elasticidad por cortante o madulo de rigi-
dez. Su valor puede medirse por la pendiente de la linea en el diagrama
-, e5t0 €5, G = 7,/ En el forro interior de la cubierta de este libro
s¢ dan algunos valores tipicos para materiales comunes de ingenieria.
Advieria que las unidades de G son las misrmas que para E (Pao Ib/pulg®),
puesto gue g s mide en radianes, una cantidad adimensional.

En la seccidn 1006 s¢ demostrard que las tres constantes del material, E,
¥y O estin relacionadas por la ecuacion:

(3-11)

Siempre que E y ( se conozean, el valor de » podrd determinarse por
medio de esta ecuacidn en vez de tener que recurrir a mediciones expe-
rimentales Por ejemplo, en el caso del acero A-36,E,, = 29(10%) klb/pulg®
¥ Gy = 11.0{10°) kib/pulg’, de modo que, segiin la ecuacidn 3-11, »,, =
0.32.

{a)

Fig. 3-23
He % L
Fig. 3-24
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esemeo 8
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Un espécimen de una aleacidn de titanio se prueba én torsion v el
diagrama de esfuerzo de cortante-deformacidn angular unitaria que
resulta se muestra en la figura 3-25q, Determine el médulo cortante
(7. ¢l limite de proporcionalidad v el esfuerzo cortante dltimo. Deter-
mine también la distancia ¢ méixima que la parte superior de un blo-
que de este material, mostrado en la figura 3-25b, podria desplazarse
horizontalmente si ¢l material se comporta eldsticamente al actuar so-
bre &l la fuerza cortante ¥, [ Cudl es la magnitud de ¥ para causar es-
te desplazamiento?

Solucion

Midulo cortante. Este valor representa la pendiente de la porcidn
recta (A del diagrama vy Las coordenadas del punto A son (0.008
rad. 52 kib/pulg’). Entonces,

52 klb /pulg?
(s St = G300 klb/pulg? Resp.

La ecuacidn de la linea OA es por lo tanto 7= 6500y que es la ley
de Hooke para cortante,

Limire de proporcionalidad Por inspeccion, la grifica deja de ser
lineal en el punto A. Asi,

Tip = 52 kibipulg? Resp.

Esfuerzo dltimo.

Este valor representa el esfuerzo corante miximo, punto 8. De la
grifica,

7, = 73 kib/pulg? Resp.
Deplazamiento eldstico mdvimo v fuerza cortante.  Como la defor-
macidn unitaria cortante eldstica maxima es de (0L008 rad, un dngulo

muy pequefio, la parte superior del blogue en la figura 3-25b se des-
plazard horizontalmente:

tan(LOOS rad) = 0008 rad = _W

2 pulg
d = 0,016 pulg Resp.

El esfuerzo cortante promedio correspondiente en el blogue es 1, =
52 klb/pulg®. Asi, la fuerza cortante V necesaria para causar ¢l des-
plazamiento cs

v V
Tpaom = 3 52 klb/pulg? - (3 pulg)d pulg

V = 624 kip/pulg? Resp.
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El espécimen de aluminio mostrado en la figura 3-26 tiene un didme- 163 kN
tror iy = 25 mm v una longitud calibrada Ly = 250 mm. 5i una fuer- T
za de 165 kN alarga la longitud calibrada 1.20 mm, determine ¢l mé-

dulo de elasticidad. Determine iambién cufinto se reduce el didmeiro
debido a esta fuerza. Considere Gy = 26 GPa v oy = 440 MPa,

Solucién
]
Mddulo de elasticidad.  El esfuerzo normal promedio en el espé-
cimen es
P 16S(10%) N dy — =
o £ . 200 ;= 336.1 MPa ' ;
A (w/4)[0.025 m)
¥ la deformacidn unitara normal promedio es ]
&  L20mm i
E = I = 250 mm = [LHMED mm, o
Como o < oy = 440 MPa, ¢l material se comporta elisticamente. El 1
mddulo de elasticidad es
165 kM
336.1(10°) Pa
g, =T B01000P . ops Resp. Fig. 3-26

€ DD04R0

Contraccidn del digmerra. Pnimero determimamos la relacion de
Poisson para el material usando la ecuacion 3-11.

E
G=——
T+ )

70.0 GGPa
26 GPa = 5 === "
o= (L3465

Como g = (LOD4B) mm /mm, entonces por la ecuacidn 3-9,

€l
-
'Elrrng
£y
0346 =
0LO04E0 mmmn;, mm

Ep = —LIHLGG mm,/ mim
La contraccitn del didmetro es por lo tanto
&' = (D.0D166)(25 mm )
= {1.0415 mm Resp.




112 « CAPITULO 3 Propiedades mecanicas de los materiales

*3.8 Falla de materiales por flujo plastico y por fatiga

La aplicackin de larpo plazo de la car-
ga del cabde sobre este posio ha caw-
sado s deformscidn debido al Mo
pldsticn

o kb /paalg)

N

.-‘_'_‘—-—-_-

W00 00 600 RO 1000
Dengrama o para acero inoxifable
n | TNFF v deformacidn unitaria por flugo
plistico de 1%

Fig. 327

fhi

Hasta ahora hemos esiudiado las propiedades mecinicas de un material
sdlo para una carga estdtica o aplicada lentamente a una temperatura
constante. Sin embargo, en ciertos casos, un miembro puede tener que
usarseé en un ambiente para el cual las cargas deben ser sostenidas por
periodos largos a temperaturas elevadas, o en olros casos la carga puede
ser repetida o ciclica. No consideraremos tales efectos en este libro, aun-
que brevemente mencionaremos como se puede determinar la resisten-
cia de los materiales en estas condiciones, puesto que reciben un trata-
miento especial en el disefio.

Flujo plastico. Cuando un material tiene que soportar una carga por un
periodo muy largo, puede continuar deforméndose hasta que ocurre una
fractura sdbita o su utilidad se ve amenazada. Esta deformacién perma-
nente dependiente del tiempo se llama flufe pldstice. Mormalmente el
fujo plistico es tomado en cuenta cuando se usan metales o cerdmicos co-
mo miembros estruciurales o partes mecinicas sometidos a temperatu-
ras elevadas. Sin embargo, en algunos materiales, como los polimeros y
oz materiales compuestios (incluyendo la madera v el concreto), si bien la
temperatura ne es un factor importante, el flujo puede presentarse para
aplicaciones estrictamente a largo plazo de la carga. Como ejemplo tipi-
cn, consideremos el hecho de que una banda de hule no retorna a su for-
ma original después de haber sido liberada de una posicidn estirada en la
cual s¢ mantuvo durante un periodo muy largo. En sentido general, tan-
to el esfiuerzo v /o la remperatira juegan un papel importante en la veloci-
dad del flujo plistico.

Para efectos practicos, cuando el flujo plistico resulta importante, el
material se disefia por lo comin para disefiar una deformacion unitaria
por flujo plistico especificado para un periodo determinado. A este res-
pecto, una propiedad mecinica importante que se considera en el dise-
fio de miembros sometidos a flujo plistico es la resistencia por Tujo plds-
tico. Este valor representa el esfuerzo imicial més alto que ¢l material
puede soportar durante un tiempo especificado sin causar una cantidad
determinada de deformacidn unitaria por flujo pldstico. La resistencia
por flujo plistico variard con la temperatura y, para efectos de disefio,
deberin especificarse la temperatura, la duracion de la carga, v la defor-
macidn unitaria por flujo plistico permisibles. Por ejemplo, se ha suge-
rido una deformacidn unitaria por flujo plistico de 0.1% anual para el
acero en pernos ¥ en luberias, y de 0.25% anual para el forro de plomo
en cables

Existen varios métodos para determinar la resistencia por flujo plis-
tico permisible para un material en particular. Uno de los méds sencillos
implica ensayar varias muesiras simultineamente a una temperatura
constante, pero estando cada una sometida a un esfierzo axial diferen-
te. Midiendo el tiempo necesario para producir va sea una deformacidn
unitaria permisible o la deformacion unitaria de ruptura para cada es-
pécimen, s¢ puede establecer una curva de esfuerzo contra tiempo. Nor-
malmente estas pruebas se efectian para un periodo méximo de 1000 ho-
ras. En la figura 3-27 se presenta un ejemplo de los resultados para un
acero inoxidable a una temperatura de 1200 °F y una deformacidn unita-
ria por flujo plastico prescrita de 1%. Este material bene una resistencia
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de fluencia de 40 klb/pulg” (276 MPa) a la temperatura ambiente {con
0.2% de desviacidn), y la resistencia por flujo plistico a 1000 horas se en-
cuentra que es aproximadamente o, = 20 kib/pulg® (138 MPa).

En general, la resistencia por flujo plistico disminuird para rempera-
turas mds elevadas o para esfuerzos aplicados mds elevados. Para perio-
dos mis largos, deberdn hacerse extrapolaciones de las curvas. Para ello
se requiere un cierto grado de experiencia con el comportamiento del
flujo pléstico, ¥ cierto conocimiento suplementario del uso de las pro-
piedades del material bajo flujo pldstico. Sin embargo, una vez que la re-
sistencia por flujo plistico de un material se ha determinado, se aplica
un factor de sepuridad para obtener un esfuerzo permisible apropiado
para el disefio.

Fatiga. Cuando un metal se somete a ciclor de esfuerzo o de defor-
macidn repetidos, ello ocasiona que su estructura se colapse, v, finalmen-
le se fracture. Este comportamiento se llama fariga, ¥ por lo regular es
la causa de un gran porcentaje de fallas en bielas y cigliefiales de md-
quinas, dlabes de turbinas de gas o de vapor, conexiones o soportes de
puentes, ruedas y ejes de ferrocarril, asi como otras partes sometidas a
cargas ciclicas. En todos estos casos ocurrird una fractura bajo un esfuer-
zo menor que el esfuerzo de fluencia del material.

La naturaleza de esta falla resulta del hecho de que existen regiones
microscdpicas, normalmente en la superficie del miembro, donde el es-
fuerzo local es muche pids grande que el esfuerzo promedio que acida
en la seccidn transversal. Cuando este esfuerzo méds grande se aplica en
forma ciclica, conduce a la formacidn de grietas diminutas. La presencia
de estas grietas provoca un aumento posterior del esfuerzo én sus puntas o
fronteras, lo cual a su vez ocasiona una extension posterior de las grietas en
el material cuando el esfuerzo continda ejerciendo su accidn. Con el tiem-
po el drea de la seccidn transversal del miembro se reduce a un punto en
que la carga va no puede ser soportada, y como resultado ocurre la fractu-
ra slibita. El material, aunque sea dictil, se comporta como si fuera frdgil,

Con objeto de especificar una resistencia segura para un material me-
tilico bajo carga repetida, es necesario determinar un limite por debajo
del cual no pueda ser detectada una evidencia de falla después de ha-
ber aplicado una carga durante un nimero determinado de ciclos. Este
esfuerzo limitante se llama [fmite de fariga o, mids propiamente, limire de
resistencia a la fatiga. Usando una maquina de ensavos para este propd-
sit0, una serie de muestras son sometidas a un esfuerzo especifico apli-
cado ciclicamente hasta su falla. Los resultados se trazan en una grifica
que represente €l esfuerzo § (0 o) como ordenada y el ndmero de ciclos
N ala falla como abscisa. Esta grifica se llama diagrama 5-N, o diagra-
ma esfuerzos-ciclos, y a menudo los valores de N se trazan en una esca-
la logarftmica, puesto que generalmente son bastante grandes.

En la figura 3-28 se muestran ejemplos de diagramas 5-V de dos me-
tales comunes en ingenieria. El limite de resistencia a la fatiga es aquel
esfuerzo para el cual la grifica §-N se vuelve horizontal o asintdtica.
Como va hemos indicado, existe un valor bien definido de (54). =
27 klb/pulg® (186 MPa) para el acero. Sin embargo, para el aluminio el
limite de resistencia a la fatiga no estd bien definido, por lo que se le es-
pecifica normalmente como el esfuerzo que tiene un limite de 500 mi-
llones de ciclos, ($,)u = 19 kibpulg® (131 MPa). Los valores tipicos de

El diseio de los juegos mecinicos de
un parque de diversitn, requicre una
consideracion cundadosa de las CANgs
gue pueden provocar Fatiga,
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Fig. 3-28

los limites de resistencia a la fatiga para diversos materiales de ingenie-
rin aparecen con frecuencia en los manuales. Una vez obtenido un va-
lor determinado, se supone que para cualquier esfuerzo por debajo de
este valor la vida bajo fatiga es infinita, y por consiguiente el nimero de
ciclos para que la falla ocurra va no merece consideracion.
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PROBLEMAS

3-26. Una barra de plistico acrilico tene una longiiud
de 200 mm v un didgmetro de 15 mm, 5 e le aplica una
carga axial de 300 M, determine ¢l cambio en su longitud
v en su didmetro, E, = 1.0 GPa, 1, = 04,

e
WD N | AN
\— M0 enm |

Froh. 24

327. Un blogue alindrico corto de aluminio 2004-Th,
que tiene inicialmente un didmetro de 0.5 pulg v una lon-
gitud de 1.5 pulg. se sitda entre las mordazas lisas de un
tornillo de banco v se comprime hasta que la carga axial
aplicada ¢s de B0 Ib, Determine (@) la disminucion de su
lomgitud ¥ (b} su nuevo didmetro,

Prob, 327

*328.  LUn blogue cono clindrics de bronee CRS100 con
difimetro original de 1.5 pulg v longitud de 3 pulg. se colo-
ca en ung magquina de compresion ¥ e comprime hasta
que su longitud es de 2.98 pulg. Determine el nuevo did-
metrn del hlogue.

329, El soporte consta de tres placas rigidas conecta-
das entre si por medio de dos cojinetes de hule situndos
simétricamente. 51 se aplica una fuerea vertical de 50 N
a la placa A, determine ¢l desplazamiento vertical apro-
ximado de esta placa debido a las deformaciones unita-
rias cortantes en el hule, Cada cojinete tiene dimensiones
de 30 mm y 20 mm, &, = 0,20 MPa.

oM

Prob. 3-2%

33, Se construve un resorte de cortante con dos bo-
gues de hule, cada uno de altura h, ancho b v espesor a.
Los blogues se adhieren a tres plocas comio s¢ muestra.
Si las placas son rigidas v el madule cortante del hule es
%, determine ¢l desplazamiento de la placa A si se aplica
una carga P vertical a esta placa. Suponga que el desplaza-
mienic es pequeio de modo gque § = a tan ¥ = ay

Prod. 330
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3-31.  Seconstruye un resorie de cortante adhiriendo un
anillo de hule a un anillo rigido empotrado ¥ a un man-
guito. Cuando se coloca una carga P sobre el manguito,
demuestre que |a pendiente en el punto v del hule es
dy/dr = —tan ¥ = —tan{ P 2ehir)). Para dngulos peque-
fios podemos escribir dy fdr = — P 2whr), Integre esta
expresicin ¥ evalie la constante de integracidn usando la
condicidn de que v = 0 en r = r,. Del resaltado, caleuls
Ia deflexitn v = & del manguilo.

*331. Un blogue de aluminio tene una seccidn trans-
versil ular ¥ ¢ somete a una fuerza de compre-
sidn axial de 8 klb 5i el lado de 1.5 pulg cambia su lon-
gitud a 1500132 pulg, determine la razdn de Poisson y la
aueva longitud del lndo de 2 pulg, E,, = 10{10°) kib,/pulg”.

[

Prob. 3-32

333, Un buje tiene un didmetro de 3 mm y encaja den-
tro de un manguito rigido con un didmetro intenior de
32 mm. Tanio el buje como el manguito tienen una lon-
gitud de 50 mm. Determine la presidn axial p que debe
aplicarse a la parte superior del buje para hacer que to-
me contacto con los costados del manguito, Ademdis, jen
cudnto debe ser comprimido el buje hacia abajo para que
ocurra esto? El buje estd hecho de un material para el
cual E = 5 MPa, v = (.45

3M. LUn blogue de hule se somete a un alargamicnto
de 0.03 pulg a lo largo del gje 1. ¥ sus caras verticales re-
ciben una inclinacidn tal que # = BO.3%, Determing las de-
formaciones unitarias e, e, v ¥, Considere » = (L5,
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PROBLEMAS DE REPASO

335 Se muestra en la figura la porcidn elistica del dia-
grama de esfuerzo-deformacidn unitaria a tensidn para
una aleacidn de aluminio. El espécimen usado para la
prueha tiene una longitud calibrada de 2 pulg ¥ un dui-
metre de 0.5 pulg. Cuando la carga aplicada es de 9 kib,
gl nuevo didmetro del espécimen es de (049935 pulg.
Calcule ¢l madulo cortante O, para el aluminio,

*3.3. Semuestraen la Ggura ln porcdn elisticn del dia-
grama de esfuerzo-deformacidn unitaria en tension para
una aleacidn de alominic. El espécimen usado en la proe-
ba tiene wna longitud calibrada de 2 pulg v un didmetro
de 0.5 pulg. 5i la carga aplicada es de 10 kib, determine
el nueve didmetro del espécimen. El médulo cortante es
iy = 38(10%) kib/pulg®.

o (kb jpulg®) -
.-'"

m

£ (pulg fpulg)
01006 4

Probs. 3-35036

A3, Una viga rigida reposa en una posicion horizontal
sobre dos cilindros de aluminio 2004-Té que tienen las
longitudes sin carge que se muestran en la figura, S5i ca-
da cilindro tiene un didmetro de 30 mm, determine la co-
locacion x de In carga de B kN de modo que la viga per-
manezca horizontal. (Cudl es el nuevo didmetro del
ﬁdm A después de haberse aplicado la carga? », =

33, Un blogue cilindrico corto de aluminio 6061-Th
con didgmetro original de 20 mm v longitud de 75 mm s
coloca en una maquina de compresion v s comprime has-
ta gue la carga axial aplicada es de 5 kM. Determine (a)
el decremento en su longitud v {b) su nuevo didgmetro,

330, Elalambre AR de scero A-36 tiene un dres irans-
versal de 10 mm® y no estd estirado cuando § = 4507,
Dretermine la carga F necesaria para que § = 44,97,

Froh. 339

=3-4. Mientras experimenta una procha de tensidn, un
cspécimen de aleacion de cobre con longitud calibrada
de 2 pulg s somctido a una deformacién unitaria de
0,40 pulg /pulg cuando el esfuerzo es de 70 kibvpulg®. Si
ey = 45 klb/pulg’ cuando &, = 0.0025 pulg/pulg, deter-
mine la distancia entre los puntos de calibracion cuandao
s¢ retira la carga.



341, El disgrama de esfuerzo-deformacidn unitaria
para ¢l polietilens, que s usa para revestir cables coa-
xiales, se determina con un espécimen que liene una
longitud calibrada de 10 pulg. 5i una carga P sobre el
espécimen  desarrolla una  deformacidn  unitaria  de
& = 0024 pulg /pulg, determing la longitud aproximada
del espécimen, medida entre los puntos de calibracidn,
cuanco se retira la carga,

o (kbpalg %)
[
5
'} - . _._'_._..._._..r‘"”_
.-"_'..-— [ 4
3 / —
b
[/
IH 5
u"'r . i paal i
0 (udEE O0is 00k 0033 008 O “ipola/puly

Frob, 3-41

3L Una prucha de tensida se levd a cabo en un capd-
cimen de acero que tenda un didmetro original de 12.5 mm
v una longitud calibrada de 30 mm, Los datos resultan-
tes se muestran en la tabla siguiente, Trace ¢l diagrama
de esfuerzo-deformacidn unitaria v determine en forma
aproximada el module de elasticidad, ¢l esfuerzo dltimo
y el esfuerzo de rupiura, Use una escala de 20 mm = 30
MPa y 20 mm = 005 mm /mm. Yuelva a dibujar la regidn
clastica lincal usando la misma escala de esfuerzos pero
com una escala de deformaciones unitariag de 20 mm =

(L0 mm fmm.

PFrob. 3-42

PropLEmMas DE BEPasa = 119

343, Be efectud una prueha de tensidn en un espéci-
men de acero que tenia un didmerro oniginal de 12.5 mm
v una longitud calibrada de 30 mm. Usando los dates én
la tabla, trace el diagrama de esfuerso-deformacion uni-
taria ¥ determine en forma aproximada el mdadulo de te-
nacidad. Use una escala de 20 mm = 50 MPa y 20 mm =
(S mm /mm.

*344. Una barra de latén de B mm de didmetro ticne
un médulo de clasticidad de £ = 100 GPa. 5i su lon-
gined €5 de 3 m y se somele a una carga axial de 2 kN,
determine su alargamiento. [Cwdl serfa su alargamiento
bajo la misma carga 91 su didgmetro fuera de 6 mm?




La garrucha de esta toire petrolera esta suspendida de cables sometidos a cargas
y deformaciones extremadamente grandes.



el cuerpo. En particular, si el esfuerzo genera una respueﬁia lineal elds-
tica en el material, entonces la ley de Hooke es aplicable y se tendra una
relacidn proporcional entre el esfuerzo y la deformacidn unitaria.

121
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Por ejemplo, considere la manera en que una barra rectangular se de-
forma eldsticamente cuando estd sometida a una fuerza P aplicada a lo
largo de su eje centroidal, figura 4-1a. La barra estd aqui empotrada en
un extremo con la fuerza aplicada a través de un agujero en su otro ex-
tremo. Debido a la carga, la barra se deforma como se indica por las dis-
torsiones de 1as lineas reticuladas, originalmente horizontales y verticales
dibujadas sobre la barra. Advierta la deformaciin focalizada que ocurre
en cada extremo. Este efecto tiende a dissmiiniir al medirlo en regiones ca-
da vez mis alejadas de los extremos. Ademds, las deformaciones se “em-
parejan” y s¢ igualan en la seccidn media de la barra.

Como la deformacidn esta relacionada con el esfuerzo dentro de la ba-
rra, podemos establecer que el esfuerzo se distribuird mis uniformemente
a través de la seccidn transversal si la seccion se toma cada vez més lejos
del punto en que se aplica la carga externa. Para mostrar esto, considere-
mos un perfil de la variacidn de la distribucion del esfuerzo que actia en
las secciones g-a, b-b ¥ ¢-¢, cada una de las cuales se muesira en la figura
4-1h, Comparando estas distribuciones se ve que el esfuerzo casi alcanza
un valor uniforme ¢n la seccidn c-c, la cual estd suficientemente alejada
del extremo. En otras palabras, la seccidn c-c estd lo bastante alejada de
la aplicacion de P para que la deformacidn localizada causada por P de-
saparezca. La distancia minima desde el extremo de la barra donde esto
ocurre puede determinarse usando un andlisis matemdtico basado en la
teoria de la elasticidad.

Sin embargo, como reg.fa ,gememf, aplicable a muchos otros casos de car-
ga y geometria del miembro, podemos considerar esta distancia por lo me-
nos igual a la mayer dimension de la seccion transversal cargada. Por con-
siguiente, para la barra en la figura 4-16, la seccidn c-c deberia estar
localizada a una distancia por lo menos igual al ancho (no al espesor) de
la barra.* Esta regla se basa en observaciones experimentales del compaor-
tarniento del material y, s6lo en casos especiales, como el visto agui, ha si-
do justificada matemdticamente. Sin embargo, debe notarse que esia re-
gla no es aplicable a todo tipo de miembro v carga. Por ¢jemplo, en los
miembros formados por elementos de pared delgada vy sometidos a car-
gas que ocasionan grandes defllexiones, se pueden generar esfluerzos v de-
formaciones localizadas que tienen influencia a una distancia considera-
ble del punto de aplicacion de la carga.

*Cuandao In secoitn o-c estd asi localizada. la teoria de la elastieidad predice que el esfuer-
o MR 08 e, = L2, ..
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En el soporte, figura 4-1a, advierta cdmo se impide la disminucidn del
ancho de la barra, la cual deberia ocurrir debido al alargamiento lateral
de ésta, una consecuencia del “efecto Poisson™ visto en la seccién 3.6. Sin
embargo, por los mismos argumentos anteriores podriamos demostrar que
la distribucidn del esfuerzo en el apoyo también se empareja y se vuelve
uniforme en la seccidn transversal a una distancia corta del soporte; ade-
mis, la magnitud de la fuerza resultante generada por esta distribucidn
del esfuerzo debe ser igual a P.
El hecho de que el esfuerzo y la deformacidn se comporten de esta ma-
nera se denomina principio de Saini-Venani, va que el primero en adver-
tirlo fue el cientifico francés Barré de Saint-Venant en 1855, En esencia, el
principio establece que el esfuerzo v la deformacidn unitaria producidos
en puntos del cuerpo suficientemente alejados de la regidon de aplicacion
de la carga serdn los mismos que el esfuerzo y la deformacidn unitaria
producidos por cualesquiera otras cargas aplicadas que tengan la misma
resultante estiticamente equivalente y estén aplicadas al cuerpo dentro
de la misma regién, Por ejemplo, si dos fuerzas P2 aplicadas simétrica- Note cimo las lineas sobre esta membrana de
mente actian sobre la barra, figura 4-1¢, la distribucidn del esfuerzo en la Ei“lidwm" Mgt spusiSca mler e
: ; : distorsiones Iocakizadas en los agarres
seccidn c-c. que esté lo suficientemente alejada de los efectos locales de o uiean como era de esperarse. Esto es de-
estas cargas, serd uniforme y, por tanto, equivalente a Opom = P/, cOMO  bido ol principico de Saint-Venant,
antes
Para resumir, cuando se estudia la distribucion del esfuerzo en un cuer-
po en secciones suficientemente alejadas de los puntos de aplicacidn de la
carga, no tenemos gue considerar las distribuciones del esfuerzo, un tan-
to complejas, que pueden desarrollarse realmente en los puntos de apli-
cacidn de la carga o en los soportes. El principio de Saint-Venant postula
que los efectos locales causados por cualquier carga que actde sobre ¢l
cuerpo se disipardin o suavizarin en aguellas regiones que estén lo sufi-
cientemente alejadas de la localizacion de la carga. Ademads, la distribu-
citn del esfuerzo resultante en estas regiones serd la misma que la causa-
da por cualquier otra carga estiticamente equivalente aplicada al cuerpo
dentro de la misma drea localizada.
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4.2

Deformacion elastica de un miembro cargado axialmente

Usando la ley de Hooke v las definiciones de esfuerzo vy deformacion
unitaria, desarrollaremos ahora una ecuacidn para determinar la defor-
macitn cldstica de un micmbro sometido a cargas axiales, Para genera-
lizar el desarrollo, consideremos la barra mostrada en la figura 4-2a, que
liene una seccidn transversal que vara gradualmente a lo largo de su
longitud L. La barra estd sometida a cargas conceniradas en sus exire-
mas ¥ 4 una carga externa variable distribuida a lo largo de su longitud.
Esta carga distribuida podria, por gjemplo, representar ¢l peso de una
carga vertical, o fuerzas de friccidn actuando sobre la superficie de la
barra. Aqui queremos determinar ¢l desplazamienrso relative & (delta) de
un extremo de la barra respecto al otro causado por esta carga. En el si-
guiente andlisis despreciaremos las deformaciones localizadas que ocu-
rren en punios de carga concentrada v donde la seccidn transversal cam-
bia repentinamente. Como vimos en la seccidn 4.1, esos efectos ocurren
dentro de pequefias regiones de la longitud de la barra y tendrin por
tanto sdlo una pequedia influencia en el resultado final. En su mayor par-
te, la barra se deformard uniformemente, por lo que el esfuerzo normal
estard distnbuido de manera uniforme sobre la seccién transversal.,

Usando el método de las secciones, un elemento diferencial de longi-
tud dx v drea Alx) es aislado de la barra en la posicidn arbitrana x. El dia-
grama de cuerpo libre de este elemento se muestra en la figura 4-2b. La
fuerza axial interna resultante se representa por P(x), puesto que la car-
ga externa hard que varie a lo largo de la longitud de la barra, Esta carga,
P(x), deformard el elemento en la forma indicada por el perfil punteado
¥. por consiguicnte, ¢l desplazamiente de un extremo del elemento res-
pecto al otro extremo serd dé. El esfuerzo v la deformacidn unitaria en el
elemento son:

_ Px) s
“Tam ¥ T ax

5i estas cantidades no exceden el limite de proporcionalidad, podemos
relacionarlas por medio de la ley de Hooke, es decr,

o = Ee

Pix) dé

Alx) - E(E)

_ Plx)dx
Alx) E

dé

Fig. 42
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Para la longitud entera L de la barra debemos integrar esta expresion
para encontrar ¢l desplazamiento buscado en ¢l extremo. Esto da:

(4-1)

donde,

& = desplazamiento de un punto de la barra relativo a otro punto
L = distancia entre los punios

P(x) = fuerza axial interna en la seccidn, localizada a una distancia x
de un extremo
A(x) = drea de la seccidn transversal de la barra, expresada como fun-
cion de x
E = mddulo de elasticidad del material

Carga y area transversal constantes. En muchos casos la barra
tendrd un drea transversal A constante v el material serd homogéneo,
por lo que E serd constante. Ademds, si una fuerza externa constante se
aplica a cada extremo, figura 4-3, entonces la fuerza interna P a lo lar-
go de la barra serd también constante. En consecuencia, al integrar la
ecuacion 4-1 se obtiene:

PL
S=—r (4-2)

Si la barra estd sometida a varias fuerzas axiales diferentes, o si la sec-
citn transversal o el modulo de elasticidad cambian abruptamente de una
regidn de la barra a la siguiente, la ecuacion anterior puede aplicarse a ca-
da segmento de la barra donde esas cantidades sean todas constantes. El
desplazamiento de un extremo de la barra respecto al otro s¢ encuentra
entonces por medio de la adicidn vectorial de los desplazamientos de los
extremos de cada segmento. Para este caso general,

d= 2%] (4-3)

El desplazamisnio vertical en la parte su-
perior de estas columnas depende de la
carga aplicada sobre ¢l techo v del piso uni-
do a sus puntos medios,
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Convencion de signos. Para aplicar la ecuacidn 4-3, debemos desarro-
llar una convencidn de signos para la fuerza axial interna y el desplaza-
miento de un extremo de la barra con respecto al otro extremo de la
misma. Para hacerlo, consideraremos que la fuerza v el desplazamiento
son posilives si causan fensidn vy alargamiento, respectivamente, figura
4-4, mientras que una fuerza v un desplazamiento negativo causarin
compresion y contraccidn, respectivamente,

Por ejemplo, consideremos la barra mostrada en la figura 4-5a. Las fuer-
zas axiales internas © P, caleuladas por el método de las secciones en cada
segmento, son Py = +3 kN, Pgr = =3 kN v Pep = =T kN, figura 4-5b.
Esta variacidn s¢ muesira en ¢l diagrama de fuerza axial (o normal ) para
la barra, figura 4-5¢. Aplicando la ecuacidn 4-3 para obtener el desplaza-
miento del extremo A respecto del extremo I, lenemos

PL (5kN)Lus  (—=3kN)Lge (=7kN)Lep
ﬁ“‘*"“-EAE* AE T AE * AE

Si se sustituyen los otros datos y se obtiene una respuesta positiva, ello
significard que el extremo A se alejard del extremo [ (la barra se alar-
ga) mientras que un resuliado negativo indicard que el extremo A se
acerca hacia I (la barra se acorta). La notacidn de doble subindice se usa
para indicar este desplazamiento relativo (8, p): sin embargo, si el des-
plazamiento va a determinarse respecto a un punto fijo, entonces, se
usard solo un subindice. Por ejemplo, si D se localiza en un soporte fijo,
entonces ¢l desplazamiento calculado se denotard simplemente como &,

SKN 4N AN 7KK
A B C o
Lag Lac I L I
ial
F kM)

€l

Fig. 45
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La barra compuesta de acero A-36 mostrada en la figura 4-6a estd he-
cha de dos segmentos AR y BD que tienen freas transversales de
Aun = 1 pulg® ¥ Agp = 2 pulg”. Determine el desplazamiento verti-
cal del extremo A y el de 8 respecto a C.

15 kb 15 kb 15 klb

4 kil 4 klb 4 klb 4 kib
Bg =15 klb

B ki fkih

Pae=Tklb

Solucién (b S

Fuerza interna. Debido a la aplicacidn de las cargas externas, las
fuerza aviales internas en las regiones AB, BC y CD serin todas di-
ferentes. Esas fuerzas se obtienen aplicando el método de las seccio-
nes v la ecuacidn de equilibrio por fuerza vertical, como se¢ muestra
en la figura 4-6b y se encuentran graficadas en la figura 4-6c.

Desplazamiento. De la cubierta interior posterior de este libro, to-
mamos el valor E,. = 29(10°) klb,pulg’. Usando la convencitn de sig-
nos, esto es, fuerzas internas de tensidn son positivas y fuerzas inter-
nas de compresin son negativas, el desplazamiento vertical de A
respecto al soporte fije D es:
B PL  [+15kIb]{2 pies)(12 pulg/pie)
A= 2 4E " (1 pulg*)[29( 107} kIb/pulg?]
[+7 kib]{1.5 pies) (12 pulg/pie)
(2 pulg®)[29(10°) klb/pulg’]
[=9kib]{1 pie) {12 pulg /pie]
(2 pulg?)[29(107) kib/pulg’]
= +0.0127 pulg Resp.

Como el resultado es positive, la barra se alarga v el desplazamiento
de A es hacia arriba.

Aplicando la ecuacion 4-2 entre los puntos B v C, oblenemos:
_ PgeLpe  [+7kIb]{1.5 pies)(12 pulg/pie)

B0c = 4B T 2pug)900) kibjpug] 00217 pulg Resp

Aqui B se aleja de C, va que el segmento se alarga.
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El conjunto mostrado en la figura 4-Ta consiste en un tubo AR de
aluminio con drea transversal de 400 mm®. Una barra de acero con
didmetro de 10 mm estd unida a un collarin rigido y pasa a través del
tubo. Si se aplica una carga de tensién de 80 kN a la barra, determine
el desplazamiento del extremo C de la barra. Considere E, = 200 GFPa
v Ey = 70 GPa.

B kN fp = B0 EN
=g Bl KN

P mtn==“ L
« |
" i)

& —————
{a)

Fig. 47

Solucion

Fuerza interna.  El diagrama de cuerpo libre del tubo y de la barra,
figura 4-7b, muestra que la barra estd sometida a una tension de B0 kN
y el tubo a una compresidn de B0 kN,

Desplazamiento. Determinaremos primero el desplazamiento del
extremo C con respecto al extremo B, Trabajando en unidades de new-
tons ¥ melros, lenemos

PL _ _ [+80(10°) N](0.6 m)

,ﬁ < = = N, = +ﬂ.m3ﬂ5ﬁl
S8 = AE T 7(0.005 m)A[200(10°) N/m]] e

El signo positivo indica que el extremo C se mueve hacia [a derecha
con respecto al extremo B, ya que la barra se alarga.
El desplazamiento del extremo B con respecto al extremo fijo A es:

PL [—B0(10*) N](0.4 m)
" AE T [400 mmi(10°°) m?/ mm?[[70(10%) N/m?]

= —0.001143 m = 0.001143 m —=

5g

El signo menos indica aqui que ¢l tubo se acorta, por lo que  se mue-

vee hacia la derecha respecto a A,
Puesto que ambos desplazamientos son hacia la derecha, el despla-

zamiento resultante de C respecto a A es entonces:
(=) 8 = &g + 8y = 0001143 m + 0003056 m
= 0.0MI0 m = 420 mm — Resp.
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Una viga rigida AR descansa sobre los dos postes cortos mostrados
en la figura 4-8a. AC estd hecho de acero y tiene un didmetro de
20 mm; BD estd hecho de aluminio v tiene un diimetro de 40 mm.
Determine el desplazamiento del punto F situado en AB cuando se
aplica a una carga vertical de 90 kN sobre este punto. Considere
E. = 200 GPay E, = 70 GPa.

Solucion

ial Fuerza interma.  Las fuerzas de compresion que actidan en la parte
superior de cada poste se determinan a partir del equilibrio del miem-
bro AR, figura 4-8b. Esas fuerzas son iguales a las fuerzas internas en
cada poste, figura 4-8¢,

Desplazamiento.  El desplazamiento de la parte superior de cada

poste es:
Posie AC:
o | Pl [~60(10%) NJ(0.300 m)
_ BNk mm , _ tactac _ - m e ~
hﬂm' oA sk~ (0010 mPR00(10%) Nj] ~ 210 m
6 kN . 30 kN = (.286 mm |
Preste B
_ 3
5y = Penlan _ [=300 107) MN]{0.300 m ) N —III.":H{I"‘J m

T AgpEy  w{0.020 m)Y[70(10%) N/m?]

= 0102 mm |

En la figura 4-8d se muestra un diagrama de los desplazamientos de
los puntos A, B v Fsitluados en el gje de la viga. Por proporciones en el
trifingulo sombreado, el desplazamiento del punto F es entonces:

[1]°4,] M kN
00 mm
dp = 0,102 + (0.184 =} B
¢ mm + | mm](mmm) 225 mm | exp.
P =60 kN Fyon= KN .
viozm ni“"“"m,.,,.—.u

.-"f & U‘.l.U:]E:II'Hn

|00, 184 m

5 1)

1LZREG mm

Fig. &8
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LUin miembro estd hecho de un material que tiene un peso especifico
¥ v un madulo de elasticidad E, El miembro tiene la forma de un co-
mo con las dimensiones mostradas en la figura 4-%. Determine el des-
plazamiento de su extremo inferior bajo el efecto de su propio peso,

Solucion

Fuerza faferna.  La fuerza axial interna varia a lo largo del miem-
bro que depende del peso Wiyv) de un segmento del miembro situa-
do debajo de cualquier seccidn, figura 4-9b. Por tanto, para calcular
el desplazamiento, debemos usar la ecuacidn 4-1. En la seccidn loca-
lizada a una distancia v del fondo, el radio x del cono como funcidn
de v se determina por proporcidn; esio es,

El volumen de un cono con base de radio x v altura y es:

T

Rl I |
317

w

V =
3

3
yr© =

Como W = 3V, la fuerza interna en la seccidn es:

2
. '|.r-;1-r
HIF =0 P(y) = -ﬂ—f}'ﬁ

Desplagamiento.  El drea de la seccidn transversal es también una
funcidn de la posicidn y, figura 4-95, Tenemos:

,G
T

Aly) = wxl =

Aplicando la ecuacion 4-1 entre los limites ¥ = 0y ¥ = L se obtiene:

5= L’-Fm dy r-[{rwﬁm’]ﬂﬂf
0

AVE ~ | (=) VI E
#
=3g| Yo
i
ELE Resp.

Como verificacion parcial de este resultado, note como las unidades
de los términos, al cancelarse, dan la deflexidn en unidades de longi-
iud como era de esperarse,
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PROBLEMAS

41. Elconjunto consta de una barra de acero CB v una

barra de alumdnio GA, feniendo cada una un didmetro de ’- A0 pulg “1%pey _.|‘ Bl .‘

12 mm. 5i la barra se somete a las cargas axialesen A yen 5. 3 kb 2 kib & kb
¢l cople B, determine ¢l desplazamicnto del cople B v del

extremo A, La longited de cada sepmento sin astirar e A Skh B © kb i
muesira en la figura Desprecie el tamafio de las conexio-
mes en By C, y suponga que son rigidas. E,. = 3 GPa,
Ey = 70 GFa.

45 Una barra de acero A-36 estd soanetida a las cargas
quee s mestran en la fgura. 5i el drea de la seccidn tramns-
versal de la barra es de 60 mm?, determine el desplaza-

18 KN miento de B y de A, Desprecie el tamafio de los coples ¢n
B Cyi

Prob. 4-1

41 La flecha compuesia, gue consiste en secciones de
aluminio, cobre ¥ dcero, ¢std sometida a las cargas mostra-
das en la figura. Determine el desplazamiento del extremao
A con respecto al extremo 02 y el esfuerzo normal en cada
secciin. En ks figurs se muestran el drea de la seccidn trans-
versal v el mddulo de elasticidad para cada seccidn. Des-
precie @ tamadfio de bos collarines en By en O

4} Determine el desplazamiento de B con respecto a i
de [a flecha compuesta del problema 4-2

Aluminio Cobee Apero
Egy = MR I0% kibipulg?  E_ = 18107 ) kibipulg?  E, = 2910° ) kibipulg?
Ay = 009 pulg? Age = 0,12 pulg? A p=0.05 pulg? Prob, -5

50 kb 1,73 ki

2N by 150 klb

46, La barra de aluminio 2004-T6 tiene un difmetro de

A D
SOk LTSKE 30 mimn ¥ sopofta la carga mostrada. Determine ¢f despla-
18 puily .I. 12 pulg .I__ 1§ PI1E—| zamiento de A con respecto a E, Desprecie el tamafio de
bos coples.
Probs. 413
A # [ [

B kM £
*4-4.  Una Oecha de cobre estd sometida a las cargas axia- W

lea que se muestran en la figura, Determine el despla- i
zamiento del extremo A con respecto al extremo [ 4 los
didmetros de cada sepmento son dyg = 075 pulg, dg- =
1 pulg. y dep = 0.5 pulg. Tome E,, = 18{10") kib pulg’. Prob, 44

—— 4m I m e 2@ 2



4-7. La barra de acero tene las dimensiones orginales
mostradas en la figora. Determine el cambio en su longi-
tud y las nuevas dimensiones de su seccidn transversal en
la seccidn a-a al estar sometida 3 una cargs axial de 50 kM.
E,. = 200 GPa, v, = 0.29.

Prob. 4T

*4-8. La estructura mostrada consiste en dos barras ri-
gidas originalmente horizontales. Estén soportadas por
pasadores v barras de acero A-36 de 0.25 pulg de didme-
tro. 5i s¢ aplica la carga vertical de 5 kb a la barra inferior
AB, determine el desplazamiento en C, B y E.

ProBLEmas = 133

49, El cople estd sometido a una fuerza de 5 kib. De-
termine la distancia 4" entre C'y E tomando en coenta la
compresidn del resorte y la deformacidn de los segmentos
verticales de los pernos. Cuando no se tiene una carga apli-
cada, el resorte no esté estirado v d = 10 pulg. El material
&5 acero A-36 y cada perno tiene un didmetro de 0.25 pulg,
Las placas en A, B v C son rigidas v el resorte tieng una ri-
gidez k = 12 klb/pulg.

Skib

% pulg

4-10. La barra tene un drea A en su secciin transversal
de 3 pulg” y un médulo de elasticidad £ = 35(10°) kib /pulg”.
Dretermine ¢l desplazamiento de su extremo A cuando es-
td sometida a la carga distribuida mosirada,

b w—_'ﬂlr'-"ll'hlnj:ul:

K—

4 pies |

Proh. 4-10
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4-11. La armadura esid hecha de tres barras de acero
A-36, cada una con drea transversal de $00 mm?, Determi-
ne el desplazamiento horizoatal del fodillo en C cusndo
P=8kMN,

412, La armdiara e hecha de res barras de acero
A-36, cada una con drea transversal de 400 mm’, Determi-
ne la magnitud requerida de P para desplazar el rodillo
0.2 mrn hacia la derecha.

e B8 et 01 1 —]

Probs. 4-11112

413 La armadura consiste de tres miembros, cada una
de acero A-36 y drea transversal de 0.75 pulg®. Determine
la carga miixima F que puede aplicarse de modo que el ro-
dillo en B no se desplace més de (.03 pulg

414 Resuclva el problema 4-13 considerando que La car-
ga P actin verticalmente hacia abajo en O

Frobs. 4-1414

4-15. El conjunto consta de ires barras de titanio v
una barra rigida AC. El drea de la secoidn transversal de
cada barra 2¢ da en la figura, 5i se aplica una carga vertical
de P = 20kN al anillo F, determine el desplazamiento ver-
tical del punte F. E; = 350 GPa.

F=2EN
Prob. 4-15

*416. El sistema de eslabones estd formado por tres
miembros dé acero A-36 conectados por pasadores; ci-
da migmbro tiene un drea transversal de 0.730 pulgl. |
se aplica una fuerza vertical de P = 50 kb al extremo B
del miembro A B, determine el desplazamiento vertical del
punto B.

4-17. El sistema de cslabones csta formado por tres
micmbros de acero inoxidable 304 conectados por pasado-
res; cada miembro tiene un drea transversal de 0,75 pulg’,
Determine la magnitud de la fuerza P necesaria para des-
plazar ¢l punto & 010 pulg hacia abajo.

-3 pies -3 pies

Probs. 416717



wd-18.  Considere el problema general de una barra que
consta de m segmentos, cada uno con drea transversal A,
v longitud L. 5ise tienen # cargas sobre la barra como
s¢ muestra, escriba un programa de computadora gue pue-
da usarse para determinar el desplazamiento de la barra
en cualguier posicion x especificada. Aplique el progra-
ma para los valores Ly = 4 pies, dy = 1 pies, Py = 400 [b,
A, =3pulg’, L; = 2pies. d; = 6pies. P; = —300Ib,A; =
1 pulg’.

Froh. 4-18

4-19. La barra rigida es1d soportada por la barra CF co-
nectada ésta én sus extremos por pasadores; la barra OF
tiene un drea transversal de 14 mm® v esid hecha de alu-
minio G061-T6. Determine la deflexidn vertical de la barra
en [ cuando se aplica la carga distribuida,

ProaLimas « 135

*420,  Lacabina O de un observalorio ene un peso de
250 klb, ¥ por medio de un sistema de engranes viaja ha-
cia arriba a una velocidad constante a lo largo de la colum-
na de acero A-36, la cual tiene una alturs de 200 pics. La
columna tiene un didmetro exterior de 3 pies v estd hecha
de placas de acero que tenen un espesor de 0,25 pulg. Des-
precie ¢l peso de la columna, v determine el esfuerzo nor-
mal promedio de la columns en su base B, en funcidn de
Ia posicidn ¥ de la cabing, También determine el desplaza-
micnto relativo del extremao A con respecto al extremo B
en funcidm de y,

4-21. Una barra tiens una longitud L v el drea de su sec-
cidn transversal es A, Determine su alargamiento debido
tanto a la fuerza P como a su propio peso. El material tie-
ne un peso especifico v (pesodvidumen) v un madulo de
elasticidad E.
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421 Elbarreno de acero A-36 de un pozo petrolero pe-
netra 12 000 pies en el terreno. Suponiendo que el tubo
usado para perforar el pozo esti suspendido libremente
de la torre en A, determine el esfuerzo normal promedio
miximo en cada segmento de ubo v el alargamiento de su
extremo [ con fespecto al extremo fijo en A. La flecha
consta de tres tamafios diferentes de tubo, AB, BC v CD,
cada uno con su longitud, peso por unidad de longitud y
drea transversal indicados en la figura. Sugerencia: use los
resultados del problema 4-21.

4-23. El tubo cstd enterrado cn el suelo de manera que
cuando s¢ jala hacia arriba, la fuerza de friccidn a lo largo
de su longitud varia linealmente desde cero en B hasta o
{fuerzalongitud) en C. Determine la fuerza inicial P re-
querida para extraer el tubo v el alargamiento asociado
del tubo un instante antes de que comience a deslizar, El
tubo tiene una longiiud L, un drea A en su seccidn trans-
versal y el material de que estd hecho tiene un mddulo de
elnsticidad E,

*4-24. La barra tiene un ligero ahusamiento v longitud
L. Estd suspendida del techo ¥ soporta una carga P en su
extremo. Demuestre que el desplazamiento de su extre-
mo debido a esta carga s § = PL {wEryry ). Desprecie el
peso del material. El médulo de elasticidad es E.

4-25. Resuelva el problema 4-24 incluyendo el peso del
material v considerando que su peso especifico e5 ¥ (pe-
sovolumen ).

Fy

L |

te

Probs. 4-24/25

4-26. Determine el alargamiento de la flecha ahusada
de acero A-36 cuando estd sometida a una fuerza axial de
18 kb, Sugerencia: use el pesultado del problema 4-24,

— ry= 05 palp ry= l|'.l|.|||-.iI ry= L5 pulg
1
-l_Fl.i;+ = I puslg K] F"-'II & kb

Proh. 4-26



477, Determine ¢l desplazamiento relative de un extre-
mo de la placa prismética truncada con respecto al otro
cxtremo cuando estf sometids a una carga axial P,

i:—:r""

A d,

PFrob. 427

*438. Determine el alargamiento de la barra de aluminio
cuando estd sometida a una fuerza axial de 30 kM. E, =

70 GPa. Sugerencia: use ¢l resultado del problema 4-27.

15 mm 15 @i
<
1250 mm-! HOX) e J.!.'rﬂmn-l

ProBLEmas « 137

4-39. Elmaterial del hueso tiene un diagrama esfuerso-
deformacion unitaria que puede definirse por la relacidn
o= Elef{1+kEe)], donde k v E won constantes. Determine
la compresidn dentro de la longitud L del hueso, donde se

supone gque el dres A de la seccidn transversal del hueso
es constante.

Prob. 4-2%

4-30. El pedestal tene una forma cuyo radio estd definido
por la funcidn r = 22 + ') pies, donde y estd en pies. Si
el médulo de elasticidad para ¢l material es E = 14{10%)
kib/pulg’, determine el desplazamiento de su parte supe-
rior cuando soporta la carga de 500 libras.

S0 Th
1.5 pie
re £
(24900
4 pies.
i
I pie
Proh. 4-30
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4.3 Principio de superposicién

El principio de superposicidn suele usarse pars determunar 2l esfuerzo
o ¢l desplazamiento en un punto de un miembro cuando éste estd so-
metido a una carga comphcada. Al subdividir la carga en componentes,
el principie de superposicidn csiablece que el esfuerzo o desplazamien-
to resultantes en ¢l punto puede determinarse encontrando primero el
esfuerzo o desplazamiento causado por cada carga componente actuan-
do independientemente sobre el miembro. El esfuerzo o desplazamiento
resultante se determina entonces sumando algebraicamente las contri-
buciones causadas por cada componenie.

Las siguientes dos condiciones deben cumplirse para que ¢l principio
de superposicidn pueda aplicarse,

1. La carpa debe estar relacionada linealmente con el esfuerzo o el
desplazamiente que va a determinarse. Por ciemplo, las ecuacio-
nes or = FiA v & = PLAE implican una relacidn hineal entre P v
T8,

2. La carga no debe cambiar significativamenie la geomeiria origi-
nal o configuracidn del miembro, 51 tienen logar cambios signifi-
cativos, la direccidn v localizacion de las fuerzas aplicadas asi como
sus brazos de momento cambiardn, y en consecuencia la aplicacion
de las ecuaciones de equilibrio conducird a resultados diferentes.
Por ejemplo, considere la barra esbelta mostrada en Ia figura 4-10q,
que estd sometida a la carga P. En la figura 4-106, P se ha reem-
plazado por sus componentes, P = F; + P.. 5 P ocasiona gue la
harra se deflexione considerablemente, como s¢ muestra, o momen-
o de la carga respectio a su soporie, Pd, noe serid igual a la suma de
los momentos de sus cargas componentes, Pd & Fd, + Pud;, por-
qgue dy # o #

La mayoria de las ecuaciones que implican carga, esfuerzo v desplaza-
miento, desarrolladas en este texto, constan de relaciones hneales entre
esas cantidades, También los miembros o cuerpos que s van a considerar
serdén tales que la carga producird deformaciones tan pequefas que el
cambio en la posicidn y la direccidn de la carga serd insignificante v puede
despreciarse. Sin embargo, en el capitulo 13 estudiaremos una excepcidn
a csta regla. Consiste en una columna gue lleva una carga axial equiva-
lente a la carga critica o de pandeo. Se demostrard que cuando esta carga
aumenta solo hgeramente, ocasionard que la columna sufra una deflexidn
lateral prande, incluso s el material mantiene elasticidad lineal. Estas de-
flexiones, asociadas con las componentes de coalquier carga axial, no pue-
den ser superpuesias,

F,
= I%*‘ + % I'I'"
- i) - ’

Fig. 4-10
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4.4 Miembro estaticamente indeterminado cargado axialmente

Cuando una barra esti fija sdlo en un extremo y estd sometida a una
fuerza axial, la ecuacion de equilibrio de fuerzas aplicada a lo largo del
eje de la barra es suficiente para encontrar la reaccidn en el soporte fijo.
LUn problema como éste, donde las reacciones pueden determinarse sdlo
a partir de las ecuaciones de equilibrio, se denomina estdticamente de-
terminade. Sin embargo, si la barra estd fija en ambay extremos, como
en la figura 4-11a, entonces se tenen dos reacciones axiales desconoci-
das, figura 4-115, v la ecuacidn de equilibrio de fuerzas se expresa comao:

+1ZF = 0; Fa+ Fa— P =10

En este caso, la barra se denomina estdticamente indeterminada, va que
la ecuacidn de equilibrio por si sola no es suficiente para determinar las
reacciones.

Para establecer una ecuacién adicional, necesaria para la solucidn, se
requiere considerar la geometria de la deformacidn. Especificamente,
A una ecuacidn que determina las condiciones del desplazamiento se le
llama comdicidn cinemdtica o condicidn de comparibilidad. Una con-
dicidn apropiada de compatibilidad requeriria que el desplazamiento re-
lativo de un extremo de la barra con respecto al otro extremo fuese igual
a cero, ya que los sopories extremos estdn fijos. Por consiguiente, pode-
mos escribir:

E_.."-a- = D

Esta ecuacidn puede expresarse en términos de las cargas aplicadas
usando una relacion carga-desplazamiento, que depende del comporta-
miento del material. Por gjemplo, s se tiene un comportamiento lineal
elistico, puede usarse § = PL /A E. Como la fuerza intérna en el segmen-
to AC es +F, v en el segmento CF la fuerza interna es — Fg, la ccua-
cién de compatibilidad puede escribirse como:

Falac _ Falew _
AE AE

0

Suponiendo que AE es constante, podemos resolver simultineamente
las dos ecuaciones anteriores v obtener los valores:

L I
r-r(52) v F-r(5E)

Ambos valores son positivos, por lo que |as reacciones se muestran con
sus sentidos correctos en el diagrama de cuerpo libre.
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La mayorfa de las columnas de eancrelo son
reforzadas con barras de acero; como esos
o materiales trabajan junios soportando la
carga aplicada, la columna resulta ser cstl-
ticamente indeterminada.
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La barra de acero mostrada en la figura 4-128 tiene un didmetro de
3 mm. Estd empotrada en la pared en A y antes de cargarla se tiene
una holgura de 1 mm entre la pared en &' v la barra. Determine las
reacciones én A y en 8’ cuando la barra se somete a una fuerza axial
de P = 20 kM, como se muestra. Desprecie el tamafio del collarin en £
Considere E,, = 200 GPa.

Solucidn

Equilibrio. Como se muestra en ¢l diagrama de cuerpo libre, figura
4-12b, supondremos que la fuerza P es suficientemente grande para
gue el extremo 8 de la barra entre en contacto con la pared en B'.
El problema es estdticamente indeterminado va que hay dos incdg-

~P=3kN
nitas v sdlo una ecuacidn de equilibrio, F L r
El equilibrio de la barra requiere: e
ik}
HTF =0 —Fy — Fg + 20(10°) N = 0 (1)
Compatibilidad. La carga ocasiona gque ¢l punto 8 se mueva a 8,
sin ningln desplazamiento adicional. Por tanto, la eondicidén de com-
patibilidad para la barra es:
Fe—iad—
94 = 0001 m e — .
Este desplazamiento puede expresarse en términos de las reaccio- (e)
nes desconocidas usando la relacion carga-desplazamiento, ecuacion Fig, #-12

4-2, aplicada a los segmentos AC vy CH, figura 4-12¢. Trabajando en
unidades de newions ¥ metros, tenemos:

Sga =000l m = F. ’:‘E*“' - Ff;"‘
0001 m = Fal04 m)
a(0,0025 m )7[200( 107) N/m?]
Fy(08m)
T r(0.0025 m)3[200{10°) N/m?]
i

Fi04m) = Fg(08m) = 39270N-m (2)
Resolviendo las ecuaciones 1 v 2 se obtiene:

Fq= 166kN Fg = 339 kN Resp.
Debido a que Fy resultd positiva, el extremo B s entra en contacto con
la pared en B’ como se supuso originalmente. Por otra parte, si Fg fue-

s¢ una cantidad negativa, ¢l problema seria estiticamente determina-
do,con Fg = 0y Fy = 20 kN,
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ei1eme Lo [fOR

2 pulg pualg

L)

= (LSS Kb pulp

Fig 413

El poste de aluminio mostrado en la figura 4-13a estd reforzado con un
niiclen de bronce. Si el conjunto soporta una carga axial de compresidn
de P = 9 klb, aplicada a la tapa rigida, determine el esfuerzo normal
promedio en el aluminio y en ¢l bronce. Considere £, = 10{10°)
kib/pulg’ v Ey, = 15(10") kib/pulg’.

Solucidn

Equilibrio. El diagrama de cuerpo libre del poste se muestra en la

figura 4-13b. Aqui la fuerza axial resultante en la base estd representa-

da por las componentes desconocidas tomadas por el aluminio, Fy, v el

bronee, Fy,. El problema es estdticamente indeterminado. [ Por qué?
El equilibrio por fuerzas verticales requiere que:

+1 EF, = ~9klb + Fy+ Fy, =0 (1)

Compatibilidad. La tapa rigida ¢n el poste origina que los desplaza-
mientos en el poste de aluminio y en el nicleo de bronce sean iguales,
eslo es,

By = By
Usando las relaciones carga-desplazamiento,
tal Bl
AgEy  ApEp

fa= 552)(E)

— [w-[{: pulg)® = (1 pulg)’} ][m[m‘j I:Ih,fpulgzi|
. w(1 pulg)’ 15(10%) kib,/pulg’

Resolviendo simultdneamente las ecuaciones 1 v 2, obtenemos
E,=6klb F, =3klb

Como los resultados son positivos, los esfuerzos serdn de compresion.
El esfuerzo normal promedio en ¢l aluminio y en el bronce son en-
lonces,

O klb
i - = (1,637 kib/pulg? Resp,
" wl(2pulg)® - (1pulg)]
3Kl 0,955 klb 7 Re
e ™ - g =k
" =1 pulg) /pule "

Las distribuciones de los esfuerzos se muestran en la figura 4-13c
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Las tres barras de acero A-36 mostradas en la figura 4-14a estdn conec-
tadas por pasadores a un miembro rigido. 5i la carga aplicada sobre el
migmbro es de 15 kN, determine la fuerea desarrollada en cada barra.
Las barras AB y EF tienen cada una un drea transversal de 25 mm’ v
la barra [ tiene un drea transversal de 15 mm’.

Solucion
Egquilibrio. Eldiagrama de cuerpo libre del miembro rigido se mues-
ira en la figura 4-14b. Este problema es estdticamente indeterminado

ya que se tienen tres incdgnitas v sélo dos ecuaciones disponibles de
equilibrio. Estas ecuaciones son:

+1ZFE, = 0 Fy+ Fo# Fg =15k N w0 (1)
(+EMy =0 —F,j04m) + 15kN{02m) + F{04m) =0 (2)

Compatibilidad. Debido a los desplazamientos en los extremos de
cada barra, la linea ACE mostrada en la figura 4-14c tomard la posi-
cidn definida por los puntos A'CE", Desde esta posicidn, los desplaza-
mientos de los puntos A, C v E pueden relacionarse por tridngulos
semejantes. La ecuacion de compatibilidad para esos desplazamien-
0% &5 entonees:

e 84— B B - B
0fm  04m
1 1
b = 1..13,.,+ Eaﬁ

Usando la relacidn carga-desplazamienio, ecuaciin 4-2, lenemos;

L 1 F,L L1 Fel
(15mm*)E,. 2| (25mm*)E,. | 2| (25mm*)E,

Fe = 03F, + D3F; (3)

Resolviendo simultdneamente las ecuaciones 1-3 se obtiene:
Fy = 931kN Resp.
Fr = 346 kN Resp.

Fg =202 kN Resp,

L 4 04 m

02m|0Im'
15 kN

k)

Leh

Fig. 4-14
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{ pulg - Al

(1]

F. (3 pulg)

El perno mostrado en la figura 4-154 estd hecho de una aleacidn de
aluminio 2014-T6 v estd apretado de modo que comprime & un tubo
cilindrico hecho de una aleacion de magnesio Am 1004-T61. El tubo
tiene un radio exterior de . pulg y €l radio interior del tubo y el ra-
dio del perno son de | de pulg. Las arandelas en los extremos del tubo
son rigidas v tienen un espesor despreciable. Inicialmente la tuerca
estd ligeramente apretada a mano; luego, por medio de una llave, la
tuerca se aprieta media vuelta. 8i el perno tiene 20 hilos por pulgada,
determine el esfuerzo en el perno.

Solucion

Equilibria. Se considera el diagrama de cuerpo libre de una seccidn
del perno y del tubo, figura 4-15b, para relacionar la fuerza en el per-
no Fi, con la fuerza en el ubo, F, Por equilibrio, se requiere,

+1ZF, =0, Fo—F=10 (1)

El problema es estdticamente indeterminado yva que s¢ tienen dos in-
cignitas en esta ecuacion.

Comparibilidad, Al apretar la tuerca media vuelta sobre el per-
no, ¢l tubo se acortard &, y el perno se alargard §,, figura 4-15¢.
Como la tuerca experimenta media vuelta, ella avanza una distancia
de (3H+ pulg) = 0,025 pulg a lo largo del perno. Entonces, la compa-
tibilidad de esos desplazamientos requiere

(+1) & = 0.025 pulg - E,.I

Leyvendo el mdédulo de elasticidad en la tabla de la cubierta interior
posterior v aplicando la ecuacién. 4-2, abtenemos:

[(0.5 pulg)?— (0.25 pulg)?][6.48(10°) kibipulg?] o

L[]

_ Ff3pulg)
025 pul ar(0.25 pulg)[10.6(10°) kib/pulg?]

0. TB595F, = 25 — 1.4414F, (2)
Resolviendo simultineamente las ecuaciones 1 y 2, obtenemos:
Fpy=F, =1122klb

Los esfuerzos en el perno ¥ en el tubo son entonces:

F,  11.22klb
o ——— = 57.2 kib/pul Resp.
7 A (025 pulg)’ bipulg’ .
F, 1122 kib/pulg?
g, === el ST J kib/pulg?

A, w{{05 pulg)® — (025 pulg)’]

Estos esfuerzos son menores gue los esfuerzos de fluencia de cada mate-
rial, (oy)y = E{I-I-:Ih,-'pnlgz V(o )y = Ek]b,-‘pmgi (vea la cubierta inte-
rior posterior ), por lo que este andlisis “eldstico™ es vilido.
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4.5 Meétodo de las fuerzas para el analisis de miembros

cargados axialmente

Es posible resolver también los problemas estiticamente indetermina-
dos escribiendo la ecuacidn de compatibilidad y considerando la super-
posicion de las fuerzas que actian sobre el diagrama de cuerpo libre, A
este método de solucidn suele llamdrsele mérodo de las fuerzas 0 mé-
todo de las flexibilidades. Para mostrar cdmo se aplica, consideremos
de nuevo la barra en la figura 4-11a. Para escribir la ecuacion necesaria
de compatibilidad, escogeremos primero cualquiera de los dos soportes
como “redundante™ y retiraremos temporalmente su efecto sobre la barra.
La palabra redundante, tal como se aplica aqui, indica que el soporte no
es necesario para mantener la barra en equilibrio estable, de manera que
cuando se retira, la barra se vuelve estdticamente determinada. Escoge-
remos aqui el soporte en B como redundante. Usando el principio de
superposicidn, la barra, con la carga onginal actuando sobre ella, Ggura
4-16a, es entonces equivalente a la barra sometida sélo a la carga exter-
na P, figura 4-16b, mds a la barra sometida s6lo a la carga redundante
desconocida Fg, figura 4-16c.

51 la carga P ocasiona que B se desplace hacia abajo una cantidad 8p,
la reaccién Fg debe ser capaz de desplazar el extremo B de la barra ha-
cig arriba una cantidad &g, de manera que no ocurra ningtin desplaza-
miento en B cuando las dos cargas se superpongan. Asi entonces,

(+}]

Esta ecuacidn representa la ecuacidn de compatibilidad para los despla-
zamientos en ¢l punto B, donde hemos supuesto que los desplazamien-
tos son positivos hacia abajo,

Aplicando la relacion carpga-desplazamiento a cada caso, tenemos
fp = PLyrfAE v g = Fpl /AE. En consecuencia,

PLH{' FEL
" AE | AE

) f—.-u:)
Fy = P =25
B F( I

Diel diagrama de cuerpo libre de la barra, figura 4-115, la reaccidn en
A puede ahora determinarse con la ecuacidn de equilibrio,

L .
P( f}+ﬁ_ﬂ—f"—ﬁ

Como Leg = L — L4 entonces,

n=5p_-i53

0

+1EF, = 0

o)
L
Estos resultados son los mismos que se obtuvieron en la seccidn 4.4, ex-
cepto que aqui hemos aplicado la condicidn de compatibilidad v luego la
condicitn de equilibrio para obtener la solucidn. Advierta también que
el principio de superposicidon puede usarse aqui ya que el desplazamien-
to y la carga estdn linealmente relacionados (§ = PL/AE), lo que supo-
ne, desde luego, que el material se comporta de manera clistico-lineal.

M hay
desplazamienio
de B

(EH

Desplazamienio de B
2] remover s flosrzn
redundanie de 5

(b

Desplazamiemio de 8
sl il aplicar la
foerza redundasic & 8

lch

Fig. 416
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~ La barra de acero A-36 mostrada en la figura 4-17a tiene un didme-
_r\':; W0kN ! mar-, tro de 5 mm, Estd unida a la pared fija en A v antes de ser cargada
hay un hueco entre la pared en B’ v la barra, de 1 mm. Determine las

reacciones en A y B'.

) Solucion

Compatibilidad. Aquiconsideraremos el soporte en £ como redun-
dante. Usando el principio de superposicion, figura 4-17k, tenemos

=8 0.001 m = &p — &y (1)
Las deflexiones &py dy son determinadas con la ecuacion 4-2.

_ Plac _  [20(10°) NJ{04m)

AE (00025 m)[200( 10%) N/m?)

= - — = ), 3056 10°°)F
AE  a{0.0025 m)¥[200{10°) N/m’] (107}

Bp = 0.002037 m

fp

Sustituyendo en la ecuacidn 1, obtenemos

0.001 m = 0.002037 m — 03056(107%)Fg
Fg = 340(10°) N = 340 kN Resp.

Equilibrie, Del diagrama de cuerpo libre, figura 4-17¢,
HIF, =0 -F, +20kN - 340kN =0 F, = 166kN Resp.
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PROBLEMAS

4-3. La columna de acero A-36, que tiene un drea
transversal de 18 pulg®, estd embebida en concreto de al-
1a resistencia como e muestra, 5 se aplica una carga axial
de 60 ki a la columna, determine el esfuerzo de compre-
sidn promedio en el concreto v en el acero. [Cudnto se
acoria la columna? La columna tiene una altura original
de 8 pies

*4-32, Lacolumna de acero A-36 estd embebida en con-
creto de alta resistencia como s¢ muestra en la figura de
abajo. 5i se aplica una carga axial de 60 klb a la colum-
ni, determime ¢l drea requerida de acero de manera que
I fuerza sea compartida igualmente entre el acero v el
concreto. | Cuwfinto se acorta la columna? La columna tie-
ne una altura original de 8 pics.

L]

16

Probs, 4-31732

433 Un tubo de acero estd lleno de concreto vy some-
tido a una fuerza de compresidn de B kM. Determine el
esfuerro cn el concreto v en el acero debido a esta car-
ga. El tubo tiene un didmetro exterior de B mm y un did-
metro interior de 70 mm. E,. = 200 GPa, E, = 24 GPa.

21 kM

500 mam

Prob. 4-33

43M. Una columna de concreto esti reforzada por me-
dio de cuatro varillas de acero de refuerzo, cada una de
18 mm de digmetro. Determine el esfuerzo en el concre-
1oy en el acero si la columna estd sometida a una carga
axial de 800 kM. E, = 200 GPa. E, = 25 GPa.

4-35. La columni estd construida con concreto de alta
resistencia y cuatro varillas de refuerzo de acero A-36, 5
estd sometida o una fuerza axial de 8N kN, determine ¢
didgmetro requerido de cada varilla para que una cuana
parte de la carga sea soportada por el acero v tres cuar-
tas partes por ¢l concreto, £, = 200 GPa. E, = 25 GPa.

S0 mm

*4-3. El tubo de acero A-36 tiene un radio exterior de
20 mm v un radio interior de 15 mm. 5i entra justamen=
te entre las paredes lijas antes de ser cargado. determine
la reaccicn en las paredes cuando sc somete a la carga
meostrada.
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4-37. La barra compuesta consiste ¢n un segmento A8
de acero A-36 de 20 mm de didmetro ¥ de segmentos
extremos DA v CF de bronce CE3400 de 30 mm de did-
mitro. Determine el esfuerzo normal promedio en cada
segmento debido a la carga aplicada.

438, La barra compuesta consisle €n un segmento AR
de acero A-36 de 20 mm de didgmetro v de segmentos
extremos DA v CF de bronce CE300 de 50 mm de did-
metre. Determine el desplazamiento de A respecto a B
debido a la carga aplicada.

mm-!-—ﬂ]}mrn - Tl&ﬂm

S0 mim | 2 mm

Proba, 4-37/38

439, Lacarga de 2800 Ib va a ser soportada por los dos
alambres de scero A-36, esencalmente verticales S ori-
ginalmente el alambre AF es de 60 pulg de largo v el
alambre AC de 40 pulg, determine la fuerza desarrollada
en cada alambre cuando se cuelga la aTgi. Cada alam-
bre tiene wn drea transversal de 0.02 palg®.

440, La carga de 2800 Ib va a ser soporiada por los
dos alambres de acero A-36, csencialmente verticales.
Si originalmente el alambre AF es de 60 pulg de largo ¥
el alambre AC de 40 pulg, determine el drea transversal
de AR para que la carga se reparta igualmente entre am-
bo alambres. El alambre AC tiene un dres transversal de

0.02 pulg’.

4-41. El soporte consiste en un poste sGlido de bromce
CHMO00 que estd rodeado por un wbo de acero inoxida-
ble 304, Antes de aplicar la carga, el hweco entre esas dos
partes es de | mm. Dadas las dimensiones mostradas, de-
termine la carga axial méxima que puede aplicarse a la
tapa rigida A sin generar fluencia en ninguno de los mate-
riales

=- B0 mam = =10 mm

Froh, 4-41

d-d41. Dos alambres de acers A-36 se usan para sapor-
tar el motar de 650 Ib de peso. Onginalmente, AR tiene
32 pulg de longitud v A"E° 32008 pulg de longitud. De-
termine |la fucrza soportada por cada alambre cuando el
mator se suspende de ellos Cada alambre tiene un drea
transversal de 0,01 pulg’.

Prob. 4-42



4-43. [El poste central B del conjunto tiene una longitud
original de 124.7 mm, mientras que los postes A y C ticnen
una longitud de 125 mm. Si las tapas arriba ¥ abajo se
consideran rigidas, determine el esfuerzo normal prome-
dio en cada poste. Los postes estdn hechos de aluminio v
tiene cada uno un drea transversal de 400 mm®. E, =
70 GPa.

444, El espécimen representa una matriz reforzada
con filamentos, Ia cual estd fabricada con plistico {ma-
triz) ¥ vidrio (fibra). 5i se¢ tienen & fibras, cada una con
drea Afd-e seccidn transversal v un mddulo de Ef. embe-
bidas en una matriz con drea transversal A, v un mddulo
de E,.determine el esfuerzo en la mairiz y en cada fibra
cuando se aplica la fuerza F sobre el espécimen.

Prob. 4-44

PROGLEMAS =« 148

445, La carga distribuida estd soportada por tres barras
de suspensidn. AE y EF estdn hechas de aluminio v CD
estd hecha de acero, 51 cada barra tiene un drea transver-
sal de 450 mm’, determine la inlensidad maxima w de la
cargn distribuida de modo gue no se exceda un esfucrzo
permisible de (@) = 180 MPa en el acero y (Gem)y =
%4 MPa en el aluminio. E,. = 200 GPa, Ey = 70 GPa.

d-46, La viga estd articulada en A ¥ soportada por dos
barras de aluminio; cada barra tene un didgmetro de
1 pulg ¥ un médulo de elasticidad E,; = 10(10°) kib /pulg”.
5i 5¢ supone que la viga es rigida ¢ inicialmente horizon-
tal, determine el desplazamiento del extremo B cuando
e aphique sobre ésta una carga de 5 kib,

4-47. La barra estd articulada en A ¥ estil soportada por
dios barras de aluminio, cada una con digmetro de 1 pulg
v médulo de elasticidad E,, = 10{10™) kb /pulg’. Si se su-
pone que la barra es rigida v que estd inicialmente en po-
gheidn horizontal, determine la fuerza en cada barra cuan-
do se aplica la carga de 5 kib.
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*4-48. Se supone que la viga horizontal es rigida micn-
tras soporia la carga distribuida mosirada. Determine las
reacciones verticales en los soportes. Cada soporte con-
siste en un poste de madera con didmetro de 120 mm y
con altura original (descargado) de 140 m. Considere
E puders = 12 GPa,

4-49. Se supone gue la viga horizonial es rigida mien-
iras soporia la carga distribuida mosirada. Determine el
dngulo de inclinacidn de la viga despuds de aplicada I
carga. Cada soporte consiste en un poste de madera con
digmetro de 120 mm y una longitud original (descarga-
da)) de 1.40 m. Considere E. g = 12 GPa

450, Las tres barras colgantes estin hechas del mismo
material ¥ tienen las mismas dreas A en sus secciones
iransversales. Determine el esfuerzo normal promedio en
cada barra =i la barra rigida ACE estd sometida a la fuer-
P

4-51. La barra rigida estd soportada por dos postes cor-
tos de madera v un resorte. 5i cada uno de los postes tie-
ne una aliura de 500 mm vy drea transversal de 800 mm®
v ¢l resorte tiene una rgidez & = 1B MN/m ¥ una lon-
gitud no estirada de 520 mm, determing |a fuerza en cada
poste despuéds de aplicada la carga a la barra. E .., =
11 GPa.

*4-52. La barra rigida estd soporiada por dos postes
de madera (abeto blanco) ¥ un resorte, Cada poste tiene
una longitud (sin carga presente) de 300 mm y un drea
transversal de 800 mm?; el resorte tiene una rigidez k =
1.8 MN/m v una longitud (sin carga presente ) de 520 mm,
Determine el desplazamiento vertical de A v B despuds
de que se aplica la carga a la barra.

Frohs. 4-51/52

4-53. El perno de acero de 10 mm de didmetro estd ro-
deado por un manguito de bronce. El diimetro exterior
del manguito es de 20 mm v su didmetro interior es de
10 mm. 5i el perno estd sometido a una fuerea dé com-
presin de P o= 30 kN, determine el esfuerso normal pro-
medio en el acero ¥ en ¢l bronce. £, = 200 GPa v B, =
1001 CGilPa,



4-54. Elvistago de 10 mm de didmetro de un perno de
geero estd envuelto por un casquillo de bronce. El did-
metro exterior de este casquillo es de 20 mm v su didme-
tro interior es de 10 mm. 5i el esfuerzo de fluencia para el
aCero 5 (Fy )y = 640 MPa y para el bronce es (o), =
520 MPa, determine la magnituwd de la carga eldstica mid-
xima F que puede aplicarse al conjunto. £, = 200 GPa,
Ep = 100 GPa.

"
10 mm
10 mem
F
Proh. 4-34

4-58, El micmbro rigido es mantenido en la posicidn
mosirada por ires barras de acero A-36. Cada barra tie-
ne una longitud inicial (no alargada) de 0L75 m v un drea
transversal de 125 mm’. Determine las fuerzas en las barras
i & un nivelador en la barra EF se le da una voelta ente-
ra. El avance del tornillo es de 1.5 mm. Desprecie el tama-
fia del nvelador v suponga que es rigido. Nowe: el avance
ocasiona gque la barra, al estar descangada, se acorie 1.5 mm
cunndo al nivelador se le da una vuelta entera,
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*4-56. La prensa consta de dos cabezales rigidos man-
tenidos en posicidon por las dos barras de acero A-36 de
L5 pulg de didmetro. Se coloca en la prensa un cilindro
sclido de aluminio 8061-Th ¥ e ajustan los tormillos de
manera gue apenas si aprieten contra el cilindro. 5i lue-
gor se aprietan media voelia, determine el esfuerso nor-
mal promedio en las barras y en el cilindro. El tornillo de
cuerda simple en el perno tiene un avance de 001 pulg.
Nota: el avance representa la distancia que el tomillo
avang a ko largo de su eje en una voelta completa del
tornillo.

12 pulg

10

4-57. La prensa consta de dos cabezales rigidos mante-
nidos en posicidn por las dos barras de acero A-36 de
1 pulg de didgmetro. Se coloca en la prensa un cilindro s6-
lidey de aluminio 6061-Th v se ajustan los tornillos de ma-
nera gue apenss s aprieten contra el cilindro, Determing
el dngulo que el tormillo debe girar antes que las barras
o el espfcimen comiencen a fluir. El tornille de cuerda
simple en el perno tienie un avance de 0.01 pulg. Nota: ¢
avance representa la distancia que el tornillo avanea a lo
largo de su eje en una vuelta completa del tormillo.

12 pulg

1ib prulg
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458. El conjunto consiste en dos postes hechos de un
material 1 con mbdulo de elasticidad E, y drea transver-
sal A en cada uno de ellos, v un material 2 con madulo
de elasticadad E; y drea transversal A Si se aplica una
carga central P a la vapa rigida, determine |a fuerea en ca-
da material.

Frob. 4-58

4-59, El conjunto consiste en 1res postes con las siguien-
1es propiedades; postes 1 (AB v CD) hechos de un ma-
terial con madulo de elasticidad E; v drea transversal Ay,
poste central 2 (EF) hecho de un material con mddulo
de elasticidad E; v drea transversal A, Si los postes A8
y O g2 reemplazan por otros dos postes hechos con el
material del poste EF, determine el dren transversal re-
gquerida en los nuevos postes de manera que ambos con-
juntos se deformen In misma cantidad al cargarios.

*4-6l. El conjunto consiste de dos postes AE v CD he-
chos de un material 1 que tene un modulo de elasticdad
de Ey v drea transversal A cada uno, v un poste central
EF hecho de un material 2 con madulo de elasticadad £
¥ drea transversal A;, determine el drea transversal re-
querida en el nuevo poste de manera que ambos conjun-

tos s¢ deformen la misma cantidad al cargarlos

4-61. El conjunto consiste en un miembro de aluminio
&061-TH v en un micmbro de bronee rojo CEI400, confi-
nados entre placas rigidas. Determine la distancia d a goe
debe colocarse la carga vertical P sobre las placas para
que éstas permanezcan horizontales cuando el material
s deforma. Cada miembro tiene un ancho de 8 pulg v no
estin adheridos entre si.

gl

FProh, 4-&1

4-62. La viga rigida esti soportada por un conjunto de
barras dispuestas simétricamente v cada una tiens un firea
A v longitud L. Las barras AR v CD tenen un modulo
de elasticidad £ v las barras EF v GH uno de E;. Deter-
mine ¢l esfuerzo normal promedio en cada barra s se
aplica un momento concentrado My a la viga.




4-63. El miembro ahusado estd fijo en sus extremos A
¥ & vy estd sometido a una carga F = 7 Klb en x = 30 pulg,
Digtermine las reacciones en los soportes. El muembro tie-
ne 2 pulg de espesor v estd hecho de aluminio 2014-Th.

*84-64. El micmbro ahusado estd fipo en sus extremos 4
v B y estd sometido a una carga P. Determine la posicidn
x de la carga v la magnitud mixima de &a 5 el esfuerzo
normal permisible del material es @ = 4 kibipulg’. El
micmbro tiene 2 pulg de espesor.

4-65. [El resorte sin estirar tiene una longitud de 250 mm
v una rigidez k = 400 kN/m. Si se comprime y se coloca
sobre la porcidn AC de 200 mm de la barra de aluminio
AR y se libera, determine la fuerza que la barra gjerce
sobre la pared en A. Anles de aplicarse la carga, hay un
hueco de 0.1 mm entre la barra y la pared en 8. La ba-
rra estd fija a la pared en A. Desprece ¢l espesor de la
placa rigida en T, Ey = T GPa.
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d-ti.  El poste estd hecho de aluminio 6061-T6 v tiene
un didmetro de 50 mm. Estd empotrado en A y en B v
en sy centro C tiene un resorie unido a un collarin rigi-
do. 5i el resorte inicialmente no estd comprimido, deter-
mine las reacciones en A ¥ en B cuando se aplica la fuer-
za P = 40 kN al collarin.

d-67. El poste esid hecho de aluminio 6061-Té v tiene
un didgmetro de 3 mm. Estd empotrado en A yen By
en su centro O tiene un resorte unido a un collarin rigida,
S5i el resorte inicalmente no es1d comprimido, determine
la compresidn en éste cuando se aplica la carga P = S0kN
al collarin,

Frohs. 4-66/6T

*4-68 La barra rigida soporta la carga distribuida uni-
forme de & kib/pie. Determine la fuerza en cada cable &
cada uno tiene un drea transversal de 0.05 pulg’ ¥y E =
310(10°) kib/pulg®.

4-69,. La barra rigsda esti onginalmente én posicion ho-
rizontal soportado por dos cables cada uno con drea
transversal de 0.05 pulg® v £ = 31{10°) kib/pulg’. Deter-
mine la rotacion pequefia de la barra cuando se aplica la
carga uniforme.
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4.6 Esfuerzo térmico

La mayoria de los pucnies se disefian con
juntas de expansicn pars permitir ¢l moe-
vimenlo IErmico de la m]:r:rﬁm die ro-
damiento v cvitar asi esfuersos por cam-
o die termperatur

L'n cambio de temperatura puede ocasionar que un material cambie sus
dimensiones. 5i la temperatura aumenta, generalmente un material se
dilata, mientras que si la temperatura disminuyve, el material se contrae.
Ordinariamente esta dilatacidn o contraccidn estd Mnealmiente relaciona-
da con el incremenio o disminucidn de temperatura que se presenta. i
éste es el caso v ¢l material es homogéneo e isotrdpico, se ha encontra-
do experimentalmente que la deformacion de un miembro de longitud
L puede calcularse usando la fdrmula;

87 = aATL (44)

donde,

a = prqji:d.n—d del matenal llamada coeficiente lneal de dilatacidn
térmica. Las unidades miden deformacion unitaria por grado de
temperatura, Ellas son 1/°F (Fahrenheit) en el sistema inglés y
1/°C (Celsius) o 1/°K (Kelvin) en el sistema S1. Los valores comu-
nes se dan en la cubierta interior posterior del libro

AT = cambio algebraico en la temperatura del miembro

L

longitud onginal del miembro

fiy

cambio algebraico en la longitud del miembro

5i el cambio de temperatura varia sobre toda la longitud del miembro,
estoes. AT = AT (x),0 5 « varia a lo largo de la longitud, entonces la ecua-
cion 4-4 es aplicable para cada segmento de longitud dx, En este caso, el
cambio en la longitud del miembro es:

L
by = L o AT dx (4-5)

El cambio en longitud de un miembro estdticamente determinado pue-
de calcularse facilmente con las ecuaciones 4-4 o 4-5, ya que ¢l miembro
tiene libertad de dilatarse o contraerse cuando experimenta un cambio
de temperatura. Sin embargo, en un miembro estdticamente indelermina-
do esos desplazamientos térmicos pueden estar restringidos por los so-
portes, lo que produce esfoerzos iérmicos que deben ser considerados en
el disefio.

El cilculo de esos esfuerzos 1érmicos puede efectuarse usando los mé-
todos delineados en las secciones previas Los siguientes ejemplos ilustran
algunas aplicaciones,
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La barra de acero A-36 mostrada en la figura 4-18 cabe justamentes
entre los dos soportes fijos cuando T = 60 °F Si la temperatura se
eleva a Ty = 120 °F, determine el esfuerzo Ermico normal promedio
desarrollado en la barra.

Solucidn

Eguilibrie, El diagrama de cuerpo libre de la barra s¢ muesira en
la figura 4-18b. Como no hay fuerza externa, la fuerza en A es igual
pero opuesta a la fuerza que actia en B; esto es,

+1IF, = 0; Fo=Fy=F

El problema es estiticamente indeterminado va que esta fuerza no
puede ser determinada por equilibrio.

Compailbilidad. Como Sg.q = 0, ¢l desplazamiento térmico S; que
ocurre en A, figura 4-18c, es contrarrestado por la fuerza F que se re-
guiere para empujar la barra una cantidad §p de regreso a su posicidn
original; es decir, la condicién de compatibthdad en A es:

{+1) Bag =10 =8y = &

Aplicando las relaciones térmicas ¥ de carga-desplazamientio, te-
e M0S.

FL
= TL — —
U= AL

Asi ocon kos datos de la fuhi:r_ta L0 g 1a p-usl!:riur,

F = aATAE
= [6.60{ 107%)/°F]( 120 °F - 60 *F){0.5 pulg )*[29{ 107} kib/pulg?]
= 287 kib

D¢ la magnitud de F deberia ser aparente qué cambios en (empera-
tura pueden ocasionar grandes fuerzas reactivas en miembros estiti-
camente indeterminados

Como F representa también la fuerza axial interna dentro de la barra,
¢l esfuerzo normal de compresion (térmico) promedio ¢s entonges:

e - ——— = 115 klb/pulg’ Resp.

0.5 pulg
I~
-
B o pus
" —
1 pies
B
il
F
F
b
iy
Rl & oy
i oy
&y
EeH]

Fig. 418
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EJEMPLO m

Un tubo de aluminio 2014-T6 con drea transversal de 600 mm” s¢ usa
como camisa para un permo de acero A-36 con drea transversal de
400 mm’, figura 4-19a. Cuando la temperatura es de ) = 15 °C, la
tuerca mantiene ¢l conjunto en una condicidn ligeramente apretada
tal que la fuerza axial en el perno es despreciable. 51 la temperatura
se incrementa a 7> = 80 °C, determine ¢l esfuerzo normal promedio
en el perno v en la camisa.

|

£l ihi

Fig. 419

Solucidn

Eguilibrie. En la figura 4-19% se muestra un diagrama de cuerpo li-
bre de un segmento seccionado del conjunto, Se generan las fuerzas Fy
¥ F, debido a que el perno y la camisa tienen diferentes cocficientes de
dilatacitn térmica y se dilatan diferentes cantidades cuando la tempe-
ratura se incrementa. El problema es estdticamente indeterminado, ya
que esas fuerzas no pueden determinarse sélo por equilibrio. Sin em-

bargo, se requiere que:
+HIF, =0 F,=F (1)

Compatibilidad El incremento de temperatura ocasiona que la ca-
misa y el perno se dilaten (8,)+ v (8,)y. figura 4-19¢. Sin embargo, las
fuerzas redundantes F, v F, alargan el perno y acortan la camisa. En
consecuencia, el extremo del conjunto alcanza una posicion final que
no es la misma que la posicidn inicial. Por consiguiente, la condicion de
compatibilidad es

(+]) &= (&) + (8)F = (8] — (8,)F
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Aplicando las ecuaciones 4-2 y 44 y usando las propiedades mecdni-
cas dadas en fa tabla en la cubierta inlerior posterion, lENemos:

[12(107%)/*C]( 80 °C = 15*C)({0L.150 m)

. Fy{0.150 m)
{400 mm?){ 107" m? 'mm?}[200(10°) N/m?]

w [23{107%)/°C](B0 *C = 15 *C){0.150 m)

B Fy(0.150 m)
600 mm? (10°° m? fmm?)[73.1(10°) N/m?]

Usando la ecuacion 1 v despejando, se obtiene:
F, = Fy = 21026 kN
El esfuerzo normal promedio en el perno y en la camisa es entonces:

S 20.26 kM
* 7 400 mm? (107" m*/mm*}

= 5.6 MPa Resp.

_ 2026 kN
600 mm?® (107* m*/mm®)

= 338 MPa Rexp.

T

Como cn este andlisis 3¢ supuso un comportamiento eldstico lineal
de los materiales, los esfuerzos calculados deben revisarse para cons-
tatar que ellos no exceden los limites proporcionales del material.
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Fig. 420

- BN e = B0 mm = e e

La barra rigida mostrada en la figura 420 estd fija a la parte supe-
rior de los tres postes hechos de acero ¥ aluminio. Cada poste tiene
una longited de 250 mm cuando no hay carga aplicada a la barra y la
temperatura es 1 = 20 “C. Determine la fuerza soportada por cada
poste si la barra estd sometida a una carga uniformemente distribui-
da de 150 kN/m vy la temperatura s¢ eleva a 77 = 80 °C.

Solucidn

Equilibrio. El diagrama de cuerpo libre de la barra se muestra en la
figura 4-206. El equilibrio debido a los momentos con respecto al cen-
tro de 1a barra, requiere que las fuerzas en los postes de acero sean igua-
les. Sumando fuerzas en el diagrama de cuerpo libre, tenemaos

+1IF, = 2F, + Fy — 90(10°) N = 0 (1

Comparibilidad. Debido a la simetria de la carga, de la geometria
¥ del material, la parte superior de cada poste se desplaza la misma
cantidad. Por tanto,

(+1) 5, = &, (2)

La posicidn final de la parte superior de cada poste es igual a su des-
plazamiento causado por el incremento de temperatura, mis a su
desplazamiento causado por 1a fuerza de compresidn interna axial, fi-

gura 4-20¢. Asi, entonces, para un poste de acero ¥ uno de aluminio, te-
Ui 8L

(+}) (Buchr = —(lcdr + (8)p
(+1) (Bu)r = —(Babr + (Ba)r
Aplicando la ecuacion 2, obtenemos

—(Bedr + (Bucde = —(Bulr + (Ba)r

Usando las ecuaciones 4-2 y 4-4 v las propiedades del material dadas
en la cubicrta interior posterior, obtenemos

— — fa & @ — . .F'E{'}'.E_Sq “1} —
[12(107%)/2C]{80 *C + 20°C}{0.250 m) + (0,020 m) [200{10°) N/}
o s Fo(0.250 m)
= —{23(107)/°CJ(80°C = 20 Y0250 m) + — oo ]
F,.= 1.216F, - 165.9(10°) (3)

Por consistencia, todos los datos numéricos se han expresado en tér-
minos de newtons, metros v grados Celsius. Al resolver simultinea-
mente las ecuaciones 1 v 3, resulta

Foe = —164kN F, = —123kN Resp.

El valor megativo para F,. indica que esta fuerza actia en sentido
opuesto al mostrado en la figura 4-206. En otras palabras, los postes
de acero estin en tension v el poste de aluminio estd en compresion.
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PROBLEMAS

4T Tres barras hechas cada una de material diferen-
te estdn conectadas entre si v siluadas entre dos muros
cuando [a temperatura es T) = 12 °C. Determine la fuer-
#a ejercida sobre los soportes (rigidos) cuando la tempe-
ratura es T3 = 1B "C, Las propiedades del material v el
drea de Iy seccidn transversal de cada barra estin dadas
en la figura.

A Bronce Cabre
E, =200 0GFa £ = 1P Ey = 1200GPa
= 1M IS0y = 2000020 @, = V08 A0
Ay =515 mm?

la_E:m_-mm? Ape = 450 man? =

' 2000 mam —II- .
(M mmil

o K e
Frob. 4T

4-T1. La cinia de acers de un topdgrafo va a usarse pa-
ra medir Lo longitud de una linea. La cinta tiene una sec-
cidn transversal rectangular de 0.05 pulg por 0.2 pulg ¥
una longitud de 100 pies cuando T, = 60 °F v la tensidn
en la cinta es de 20 Ib. Determine la longitud verdadera
de la linea = la lectura en la cinta es de 463.25 pics al
uwsarla con una tensidn de 35 b a Ts = 9 °C. El terreno
en que se coloca es plano. @, = 9.60(10 %F, E,, =
29(10%) kibvpulg’,

Prab. 4-T1

*4-TL La barra compuesta tiene los didmetros ¥ mate-
riales indicados. Estd sostenida entre los soportes fijos
cuando la temperatura es T), = 70 °F Determine el es-
fuerzo normal promedio en cada material cuando la vem-

peratura es de Ty = 110 *F,

H114-Té Alumisic 3 i acera
45100 Brosce
4 pulp
L 4 pigs ——== & pies —=ta— § pies - ‘-l

Froh. 4-T2

473 Una losa de concreto de alta resistencia de un ac-
ceso @ oun garaje tiens una longitud de 20 pies cuando s
temperatura es de 20 °F 5 hay una abertura de 0,125 pulg
entre une de sus lados v la guarnicidn, determine la tem-
peratura requerida para cerrar la abertura, [Cudl es el
cefuerzo de compresidn en el concreto cuando la tempe-
ratura sube a 110 *F7

474 Una rejilla térmica consiste en dos placas de alu-
mimio G61-T6 con ancho de 15 mm v empoiradas en sus
extremos. 5i la abertura entre ellas ¢s de 1.5 mm cuando
la temperatura es de Ty = 25 °C, determine la tempera-
tura requerida para cerrar justamente la abertura. § Cudl
e la fuerza axial en cada placa si la temperatura sube a
Ty = 100 °C? Suponga que no ocurrird Mexion ni pandeo.

475 Una rejilla térmica consiste en una placa A8 de
aluminio 6061-T6 v en una placa O de magnesio Am
1-Th], cada una con ancho de 15 mm y empotrada en
su exiremo. 56 la abertura entre ellas es de 1.5 mm cuando
la temperatura es de Ty = 25 °C, determine la tempera-
tura requenda para cerrar justamente la aberiura. jCudl
es la fuerza aooal en cada placa s la temperatura sube a
T; = 100 “C? Suponga que no ocurrird flexidn ni pandeo.

4

— LT ——"—-—-—-ml}mm-- —

'.
= 1.5 rmm

Probs. 4-7475

*4-T6. La barra AB de bronce rojo CEM v la barra
BC de aluminio 2004-T6 estdn unidas en el collarin & ¥
empotradas en sus extremos Si oo hay carga en las ba-
rras cuando Ty = 50°F, determine el esfuerzo normal pro-
medio on coda una de ellas cuando T; = 120 °F pCudinto
se desplazard ¢l collarin? El drea transversal de cada
miembro es de 1.75 pulg’.

Frab. 4-Té
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4-T7. El cilindro de 50 mm de didgmetro estd hecho de
magnesio Am 1004-T6] y se coloca en la prensa cuindo
la temperatura es T; = 20 °C. 5i los pernos de acero ino-
xidable 3 de la prensa tienen cada uno un didmetro de
10 mm y apenas aprietan al cilindro con fuerza despre-
ciable contra los cabezales rigidos, determine la fuerza en
el cilindro cuando la temperatura se elevaa T; = 13 °C

#=TR. E|chndro de didmetro de 30 mm de didmetro es-
14 hecho de magnesio Am 10M-T61 v se coloca en la pren-
sa cuando la temperatura es T, = 15 °C. 5i los pernos de
acero inoxidable 304 de la prensa tienen cada uno un did-
metre de 10 mm y apenas aprictan al cilindro con fuersa
despreciable contra los cabezales rigidos, determine la
lemperatura a la que el esfuerzo normal promedio en el
aluminio o en ¢l acero resulta ser de 12 MPa.

Frobs. 4-TT78

4-T. El conjunto consiste en un cilindro de aluminio
2014-Th con didmetro exterior de 200 mm v didmetrs in-
terior de 150 mmn junto con un clindro concénirco s6l-
do interior de magnesio Am 1004-T61 con didmetro de
125 mm. Si la fucrza de agarre en los pernos AR v CD e
de 4 kN cuando la temperatura es T = 16 °C, determi-
ne la fuerza en los pernos cuando la temperatura sube a
T; = 48 °C. Suponga que los pernos v los cabezales son
rigidos.

A t"
400 rm
[ &3 |
B ¥
hamimic
Prob. 4-7%

=4-80. La barra central CI del conjunto se calienta de
T =307°Ca T; = 180 "C por medio de una resistencia
elbéctrica. A la temperatura inferior T, el espacio entre O
v la harra rigida es de 0.7 mm. Determine la fucrza en las
barras AR v EF causada por €] incremento de tempera-
tura. Las barras AR v EF son de acero y cada una tiene
un drea transversal de 125 mm®. €D es de aluminio v tie-
ne un drea transversal de 375 mm®. £, = 200 GPa. E, =
70 GPa y a, = 23(107%)/*C.

4=-H1. La barra ceniral €0 del conjunto se calients de
Tiy= 30°C a Ty = 180 °C por medio de una resislencia
cléctrica. También, las dos barras extremas AB v EF se
calientan de T; = 30 a T; = 501 °C. A la temperatura in-
ferior T, el espacio entre C v la barra rigida es de 0.7 mm.
Dietermine la fuerza en las barras AH v EF causada por el
incremenio de temperatura. Las barras AR v EF son de
acero v cada una tiene un drea iransversal de 125 mm?, CD
es de aluminio y tiene un drea transversal de 375 mm®.
E,.=200GPa, Ey=T00Pa, o = 110N "Cya, =
X107 AC

LT mm



482, Las tres barras estin hechas de acero A-36 v for-
man una armadura conectada por pasadores. 51 ésta se
construye cuando T, = 50 °F, determine la fuerza en ca-
da barra cuando T; = 110 *E Cada barra tiene un dres
transversal de 2 pulg®.

&-B3 Las tres barras estdn hechas de acero A-36 y for-
man una armadura conectada por pasadores. Si ésta se
construve cuando T = 50 °F, determine e] desplazamien-
1o vertical del nodo A cuando Ty = 150 °F Cada barra
tiene &rea transversal de 2 pulg’,

*4-84. Labarra estd hecha de acero A-36 y tiene un did-
metro de 0.25 pulg. 5i los resortes se comprimen 0.5 pulg
cuando la temperatura de la barra es T = 40 °F, determi-
ne la fuerza en la barra cuando su temperatura es T =
160 “F.

ProBLEmas = 181

4-85. La barra tiene un drea transversal A, longitud L,
mddulo de clasticidad E y cocficiente de dilatacidn tér-
mica & La temperatura de la barra cambia uniformemen-
te desde una temperatura Ty en A hasta una temperatu-
ra T en B, de modo que en cualgquicr punto x a lo largo
de la barra, T = T, + x(Ty = T4)/L. Determine la fuer-
za que la barra ejerce sobre los paredes rigidas Inicial-
mente no se tiene ninguna fuerza axial en la barra,

4-B6. La barra metdlica tiene un espesor F y un ancho w
v estd somelida a un gradiente de iemperatura de T; a8 T;
(T} = T2). Esto causa que el midulo de elasticidad del
material varie linealmente de E; en la parte supenor a un
valor menor E; en el fondo de la barra. En consecuencia,
en cualquier posicidn vertical y, E = [(E; — E))/w] y +
E,. Determine la posicidon o donde debe aplicarse ka fuer-
za axial P para que la barra se alargue uniformemente en
toda su seecidn transversal.
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4.7 Concentraciones de esfuerzos

En la seccidn 4.1 se sefiald que cuando una fuerza axial se aplica a un
miembro, s¢ genera una compleja distribucion de esfuerros dentro de
una regidn localizada alrededor del punto de aplicacidn de la carga. Ta-
les distribuciones tipicas del esfuerzo se muestran en la figura 4-1. No
stlo bajo cargas concentradas aparecen complejas distribuciones del es-
fuerso, dno lambién en seccones donde el area de la seccon transver-
sal cambia, Por ejemplo, considere la barra en la fgura 4-21a, gque estd
sometida a una carga axial P. Puede verse aqui que las lineas horizon-
tales y verticales de la reticula asumen un patrén irregular alrededor del
agujero centrado en la barra. El esfuerzo normal méximo en la barra ocu-
rre en la seccidn a-a, que coincide con la seccidn de drea transversal muds
pequeita, 5i el material se comporta de manera elastica lineal, la distribu-
cidn del esfuerzo que actia en esta seccion puede determinarse a partir
de un anilisis basado ¢n la teoria de la elasticidad o bien experimental-
mente, midiendo la deformacion unitaria normal en la seccidn a-a v luego
calculando el esfuerzo usando la ley de Hooke, o = Ee Independiente-
mente del método usado, la forma general de la distribucion del esfuerzo
serd como la mostrada en la figura 4-216. De manera similar, si la barra
tiene una reduccidn de su seccidn transversal con filetes en la zona de
transicidn, figura 4-22a, entonces de nuevo, el esfuerzo normal méximo
en la barra ocurrird en la seccidn transversal mds pequefia, seccidn a-a,
v la distribucidn del esfuerzo serd como la mostrada en la figura 4-22b.

3
i
p Diistribucide real del esfeerzo
(b
o
Sin distorsidm
P P
Lnsborsionadn Dristribwcidn promedio del esfuerse

fal [[5]

Fig. 4-21
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En los dos casos anteriores, el equilibrio por fuerzas requiere que la
magnitud de la fuerza resultante desarrollada por la distribucidn del es-
fuerzo sea igual a P. En otras palabras,

P= Jn':i.-f! (4-6)
A

Comao se establecio en la seccidn 1.4, esta integral representa grificamen-
fe el volumen bajo cada uno de los diagramas de distribucidn del esfuer-
0 mostrados en las figuras 4-215 y 4-226, Ademds, el equilibrio debido a
los momentos, requiere que cada distribucion del esfuerzo sea simétrica
sobre la seccidn transversal, de manera que P pase por el centroide de ca-
da volumen.

5in embargo, en la prictica, la distribucidn real del esfuerzo no tiene
que determinarse: solo el esfuerzo mifximo en esas secciones debe ser co-  Las concentraciones de esfuerzos se pre-
nocido para poder disefiar el miembro cuando se aplique la carga Py se  sentan a menudo en las esquinas agudas de
genere este esfuerzo. En los casos en que cambia la seccidn transversal, maquinaria pesada. Los ingenieros pueden
como en los casos vistos antes, valores especificos del esfuerzo normal mg.  mitigar estos efecios usando placas atiesa-
ximo en la seccidn critica pueden determinarse por medio de métodos ex- 9078 soldadas a las esquinas
perimentales o por medio de técnicas matemiiticas avanzadas usando la
teoria de la elasticidad. Los resultados de esas investigaciones se repor-
tan por lo regular en forma grifica usando un factor K de concentracidn
de exfuerzos. Definimos K como la razén del esfuerzo maximo al esfuer-
zo promedio que actia en la seccidn transversal més pequefia; esto e,

K = Fmix (4-7)

"phrrn

Si se conoce K v si el esfuerzo normal promedio se ha calculado a partir
d¢ Ope = P/A, donde A es el drea transversal mds pequena, figuras

4-21¢ vy 4-22¢, entonces de la ecuacidn anterior, ¢l esfuerzo maximo en
la seccidn transversal s oy, = K(P/A)

P o

Dristribuciim real del esfuern
b}

[}
Sin dislorsain
W e
P ¢ #
Lhistorssonaida Diiseribucidn promedio del edfuersn
& (4]
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P —_—
(mh

1 — —_—
i

P — i
(5]

P —
i
Fig. 4-23

En todtas Las esquinas de esta losa ba ocurri-
do agrictamiento del concreto debido a su
conlraccidn al ser curado. Esas concentra-
ciones de eslverzos pueden evitarse dindo-
le forma circular al agujero,

Los valores especificos de K se reportan generalmente en forma gri-
fica en manuales relacionados con el andlisis de esfuerzos. Ejemplos de
estas grificas se dan en las figuras 4-24 v 4-25, respectivamente.* En par-
ticular observe que K es independiente de las propiedades del material
de la barra: mds bien, depende s0lo de la geometria v del tipo de discon-
tinuidad de ésta. Cuando el tamafo r de la discontinuidad disminuye, la
concentracién del esfuerzo aumenta. Por ejemplo, si una barra requicre
un cambio en su seccidn transversal, se ha determinado tedricamente
que una esquina aguda, figura 4-23q, produce un factor de concentra-
cidn de esfuerzo mayor de 3. En otras palabras, ¢l esfuerzo normal méxi-
mo serd tres veces mayor que el esfuerzo normal promedio en la seccidn
transversal méds pequefia. Sin embargo, éste puede reducirse a, digamos,
1.5 veces introduciendo un filete, figura 4-235. Puede conseguirse una
reduccidon alin mavor por medio de pequefias ranuras o por agujeros si-
tuados en la transicion, figuras 4-23c y 4-234. En todos estos casos un
buen disefio ayudard a reducir la rigidez del material que rodea a las es-
quinas, de modo que tanto la deformacion unitana como el esfuerzo se
distribuyan con més suavidad sobre la barra.

Los factores de concentracion de esfuerzos dados en las figuras 4-24 y
4-25 se determinaron sobre la base de una carga estdtica, con la hipdtesis
de que el esfuerzo en el material no excede el limite de proporcionalidad.
51 el material es muy frdgil, el limite de proporcionalidad puede estar en
el esfuerzo de ruptura y, por tanto, la falla comenzard en el punto de con-
centracicn del esfuerzo cuando se hava alcanzado el limite de proporcio-
nalidad. En esencia, lo que sucede es que comienza a formarse una grie-
ta en ese punto y se desarrolla una concentracidn del esfuerzo mis alta
en la punra de esia grieta, Esto, a su vez, ocasiona que la grieta progre-
s¢ en la seccion transversal, resultando una fractura subita. Por esta ra-
zin, es muy importante usar factores de concentracidn de esfuerzos en el
disefio cuando se usan materiales fragiles. Por otra parte. si el material es
dictil y estd sometido a una carga estdtica, los ingenieros desprecian por
lo general el uso de factores de concentracion de esfuerzos puesto que
cualquier esfuerzo que exceda al limite de proporcionalidad no provoca-
ri una grieta. En cambio, &l matenal tendrd una resistencia de reserva de-
bido a la fluencia y al endurecimiento por deformacidn. En la siguiente
seccitn veremos los efectos causados por este fendmeno.

Las concentraciones de esfuerzo son también la causa de muchas fallas
en miembros estructurales o en elementos mecinicos sometidos a cargas
de fariga. En estos casos, una concentracidn de esfuerzos ocasionard que
el material se agriéte cuando el esfuerzo exceda el limite de fatiga del ma-
terial, sin importar que éste sea dactil o fragil. Lo que sucede es que el
material sifeado en la punta de la grieta permanece en un extado frdgil y
por tanto, la grieta continda creciendo, conduciendo a una fractura pro-
gresiva. Por consiguiente, los ingenieros implicados en el disefio de tales
miembros deben buscar maneras de limitar la cantidad de dafio que pue-
de resultar debido a 1a fatiga.

*Wea Lipson, C. v Juvinall, B O, Handbook of Sress ard Steengih, Macmillan, 1963,
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esemeio XY

Una barra de acero tiene las dimensiones mostradas en la figura
4-26, 5i el esfuerzo permisible es o = 162 kIb/pulg?, determine la
méxima fuerza axial P que la barra puede soportar.

I pulg
015 pulg .5 pulg
pulg
1 pualg
i
Fig. 4-24

Solucidn

Como se tiene un filete del tipo mostrado, el factor de concentracion
de esfuerzos puede determinarse usando la grifica en la figura 4-24,
Loz parimelros geoméEtrncos necesanos son

r _ 0.5 pulg

= (1.5
n " 1pulg
w  2pulg 5
ho 1 pulg -
Entonces, de la grdfica,
K=14

Calculando el esfuerzo normal promedio en la seccidn transversal
My pegueiia, tenemos:

B

Forom = i1 pu_lm -

Aplicando la ecuacidn 4-T con o, = oy, resulta:

Tperm = K peum
16.2 klb = 14{2P)
M =5Mklb Hesp
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ejemeLo X

La barra de acero mostrada en la figura 4-27 estd sometida a una car-
ga axial de 80 kN. Determine el esfuerzo normal méximo desarrolla-
do en la barra asi como el desplazamiento de un extremo de la barra
respecto al otro. El acero tiene un esfuerzo de fluencia oy = 700 MPa
vun £, = 200 GPa.

A B 0 [y n
&l kN -— B0 kM
___.-Iﬁlmm
300 -
M) em—1 HIE} mam HH mm—
Fig. 427

Solucidn

Esfuerzo normal mdximo. Por inspeccidn, el esfuerzo normal médxi-
mo 5¢ presenta en la seccidn transversal mis pequefia, donde comienza
el filete,en B o en C, El factor de concentracidn de esfuerzos se lee en
la figura 4-23, Se requiere:

r fi mm W
B Wmm " k" 20mm ol

Entonces, K = 1.6,
El esfuerzo mdximo es entonces:

- Kp -y A0(10F ) N

Fin = 870 T M0 10,02 m)(0.000 m)
Mote que el material permanece elistico, ya que 640 MPa < oy =
T00 MPa.

Dexplazamiento. Despreciaremos aqui las deformaciones localiza-
das que rodean a la carga aplicada y al cambio brusco en la seccidn
transversal del filete (principio de Saint-Venant). Tenemaos:

Bap= TEE 5 80(10°) N(0.3 m) }
AT S AE ] (0.04 m)(0.01 m)[200(10°) N/m?]
X { BO{10°) N(0.8 m) }

(0,02 m){0.01 m)[200{107) N/m"]

] = H4) MPa Resp.

& qp = 2.200mm Resp,
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*4.8 Deformacion axial inelastica

La falla de este lubo de acero somendo &
presidn ocurrid en el drea tronsversal mids
pequea, que es a través del onificio, MNote
ciimo, antes de la fraciura, el material que
rodea la superficie fracturada se deformd.

Hasia ahora hemos considerado sdlo cargas que ocasionan que el ma-
terial de un miembro se comporte elisticamente. Sin embargo, a veces
un miembro puede ser disefiado de manera que la carga ocasione que
el material fluva y adquiera por consiguiente deformaciones permanen-
tes. Tales miembros suelen fabricarse con un metal muy dictil como el
acero recocido al bajo carbono, que tiene un diagrama esfuerzo-defor-
macidn unitaria similar al de la figura 3-6 y que puede maodelarse como
se muesira en la figura 4-28b, A un material que exhibe este comporia-
miento idealizado se le denomina eldstico-perfectamente pléstico o elas-
topldstice.

Para ilustrar fisicamente cdmo tal material se comporta, consideremos
la barra en la figura 4-28a, que estd sometida a la carga axial P. 5i la car-
ga genera un esfuerzo efdstico o = open la barra, entonces por equilibrio
se requiere gue, de acuerdo con la ecuacion 4-6, P = [oydA = oy A.
Ademis el esfuerzo oy genera en [a barm la deformacion unitana €, como
se indica en el diagrama esfuerzo-deformacion unitaria, figura 4-28b. Si P se
incrementa ahora hasta P, de manera que ocasione que ¢l material flu-
¥a,eslo es, o = oy, entonces de nuevo F, = [oy dA = opA. Lacarga Py
s¢ denomina carga pldstica, ya que representa la carga maxima que poe-
de ser soportada por un material elastoplistico. FPara este caso, las defor-
maciones unitarias no estan defimdas de manera danica. Mas bien, en el
instante en que s& alcanza oy, la barra estd prirero sometida o la defor-
macion unitaria de fluencia ey, figura 4-28b, después de lo cual la barra

continward fluvendeo (o alargdndose ) de manera que se generan las defor-
maciones unitarias &, luego &, etc. Como nuestro “modelo™ del material

exhibe un comportamiento perfectamente plistico, este alargamiento con-
tinuard indefinidamente sin incremento de la carga. Sin embargo, en rea-
lidad el material empezard, después de alguna fluencia, a endurecerse por
deformacidn de manera que Ia resistencia adicional que alcanza defendrd
cualquier deformacidn adicional. En consecuencia, cualquier disefio ba-
sado en este comportamiento serd seguro, va que el endurecimiento por
deformacidn proporciona el potencial para que el material soporte una
carga adicional en caso de que sea necesario.

€, i

[E1] ihi
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Consideremos ahora el caso de una barra que tenga un agujero como
se muestra en la figura 4-29, Cuando la magnitud de P se incrementa, se
presenta una concentracion de esfuerzos en el material cerca del agujero,
a lo largo de la seccidn a-a. El esfuerzo aqui alcanzard un valor méximo
de, dipamos, o, = oy con una deformacién unitaria eldstica correspon-
diente de valor e, figura 4-29. Los esfueérzos v las deformaciones unita-
rias correspondientes én otros puntos a lo largo de la seccidn transversal
serdn menores, como se indica en la distribucién del esfuerzo mostrada
en la figura 4-29¢. Como es de esperarse, el equilibrio requiere que
P = [ordA. En otras palabras, P es geométricamente equivalente al
“volumen” conténido dentro de la distribucion del esfuerzo. 5i la carga se
incrementa ahora a 7, de manera que ., = oy, entonces ¢l material co-
menzard a fluir hacia afuera desde el agujero, hasta que la condicidn de
equilibrio ' = [ d.A se satisfaga, figura 4-294. Como se ve, esto produ-
¢ una distribucidn del esfuerzo que tiene geométricamente un mayor “vo-
lumen™ que ¢l mostrado en la figura 4-2%¢. Un incremento adicional de
carga ocasionard que ¢l material eventualmente fluya sobre toda la seccidn
transversal hasta que ninguna carga mayor pueda ser soportada por la
barra. Esta carga pldsiica P, se muesira en la figura 4-29¢ y puede caleu-
larse a partir de la condicidn de equilibrio:

FF = J FprdA = oy A (4-7)
A

Aqul, oy €5 el esfuerzo de fluencia v A es el drea de la seccidn transver-
sal de la barra en la seccidn g-a.

Los siguientes ejemplos ilustran numéricamente como se aplican esos
conceptos a otros tipos de problemas en que el material se comporta clas-
topldsticamente.

Fy [+ 19

L] id)

FI

iy

iel

(aj
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Dos alambres de acero se usan para levantar el peso de 3 kb, figura
4-30a. El alambre AF tiene una longiiud no deformada de 20000 pies
y el alambre AC tiene una longitud no deformada de 20.03 pies. Si ca-
A da alambre tiene un drea transversal de 0.05 pulg® y el acero puede
considerarse elistico-perfectamente plistico, como se muestra en la
grafica o — e en la figura 4-306, determine la fuerza y alargamiento

en cada alambre,
000 pies 20403 pies “
ucian

Por inspeccitn, el alambre AH# comienza a tomar la carga cuando el

gancho se levanta. Sin embargo, si este alambre se alarga mis de (.03
B pies, la carga es entonces tomada por ambos alambres. Para que esto

ocurra, la deformacidn unitaria en el alambre AR debe ser:

0.03 pie
Eal = -:L"Elp% = (LIHI13

que es menor que la deformacién unitaria elistica mdxima, ey =

0.0017, figura 4-30b. Ademis, ¢l esfuerzo en el alambre AB cuando

esto sucede puede determinarse mediante la figura 4-304, por propor-

Cln; eslo s,

00017 _ 00015
S0klb/pulg® s
@ ap = #4.12 KIb/pulg?

La fuerza en el nlambre es entonces;
Fig = o pA = (4412 kib/ipulg?) (0.05 pie!) =2.21 kib

Como el peso por soportarse es de 3 kib, podemos concluir que am-
bos alambres deben usarse para soportarlo.

Una vez que el peso estd soportade, el esfuerzo en los alambres de-
pende de la deformacidn unitaria correspondiente. Hay tres posibili-
dades: que la deformacidn unitaria en ambos alambres sea eldstica, que
el alambre AR esté deformado plisticamenie mientras que el alambre
AC esté deformado eldsticamente o que ambos alambres estén defor-
mados plisticamente. Comenzaremos suponiendo gue ambos alambres
permanecen eldsticos. Por inspeccion del diagrama de cuerpo libre del
peso suspendido, figura 4-30¢, vemos que el problema es estdticamen-

o) te indeterminado. La ecuacidn de equilibrio es:
+{EF, = 0; Tap * Tae = 3klb =0 (1)
T.".l Tﬂl:'
€4 palg pulg)
(b} kb e}

Fig. 4-30
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Como AC es 0,03 pie mis largo que AR, vemos en la hgura 4-304
que la compatibilidad en los desplazamientos de los extremos By ©
requiers gques

Sap = 0.03 pie + 84 (2)
El médulo de elasticidad, figura 4-308, es £, = 50 kibfpulg” 00017 =

29.4(10°) kib/pulg’. Como éste es un andlisis eldstico lineal, la rela-
cidn carga-desplazamiento estd dada por 8 = PL/AE, por lo gque:

Tl 20.00 pies }( 12 pulg/pie)
(0.05 pulg? ) [29.4{ 107} kib/pulg?]

= (.03 pie {12 pulg/pie) +

20.00T,5 = 44.11 + 20.03T (3)

Resolviendo las ecuaciones 1 v 3, obtenemaos:
Tap = 260 klb
Tac = 0.400 kib

El esfucrzo en el alambre AR es entonces:

260 klh

= 52.0 kib/pulg?
~ 005 pulg? pulE

T am

Este esfuerzo es mayor que el esfuerzo elistico méximo permisible
{ary = 50 kib/pulg®) por lo que el alambre A B se plastifica y soporta su

carga méxima de:
Tag = 50 kib/pulg” (0.05 pulg’) = 2.50 kib Resp.

D¢ la ecuacidn 1,
Tac = 0.500 kib Resp.

Advierta que el alambre AC permanece eldstico, ya que el esfuerzo
en el alambre oy = 0,500 kIb7L05 pu.l;gz =10 lltil:n'|:ll.llg\2 < 50 kib/pulg?,
La deformacion unitaria eldstica correspondiente se determina por pro-
porcidn, figura 4-308; esto es,

_Eac D07
10kib/pulg? 50 kib/pulg?
€40 = 0000340

El alargamiento de AC es entonces:

B = (0.000340) 20,03 pies) = 000681 pie Resp.
Aplicando la ecuacidn 2, el alargamiento de AR es entonces:

fgp = 0.03 pic + 00681 pie = (LO368 pie Resp.

T (20,03 pies) (12 pulg/pic)
(0,05 pulg?)[29.4{ 10°) kibpulg?]

$.

20U poess | | 20005 pies

Sig = I3 pie + By Posicitn inkcial
]

Posicain fimal
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La barra en la figura 4-31a estid hecha de un acero con comportamien-
to eldstico-perfectamente plistico con oy = 250 MPa. Determine (a)
el valor méaximo de la carga P que puede aplicirsele sin que ¢l acero
fluya y (b} ¢l valor miximo de P que la barra puede soportar. Esboce
la distribucién del esfuerzo en la seccidn critica para cada caso.

Solucién

Parte (a), Cuando el material se comporta eldsticamente, debemos
usar un factor de concentracion de esfuerzos, determinado con ayuda
de la figura 4-23, que es dnico para la geometria dada de la barra, Aqui:

40 mm
i r 4 mm _
e dsTrr.i = (L125
h (0 mm — & mm) i
P
W 44 mm
— ——— = 05
4 iyl e e
ia) La carga mixima que no ocasiona fluencia, se presenta cuando
iz = fy. El esfuerzo normal promedio es oy = F/A. Usando la ecua-
cidn 4-7, [enemos:
% P
‘Tmi: il Ku—pr\"m: Ty = K(_r)
A
Py
i = ],
250(10°) Pa = 1 ?5|:mm1 m)(0.032 m)
Py = 014 kN Resp.
Esta carga se ha calculado wsando la seccion transversal muls pegeefta.
¥ La distribucidn resultante del esfuerzo se muestra en la figura 4-315,

Por equilibrio, el “volumen™ contenido dentro de esta distribucion de-
be ser igual a 9.14 kN.

5]

Farte (b). Lacarga maxima soportada por la barma requiere que fodo
el material en la seccién transversal mis pequeda fluya. Por lanto, con-
Fig 431 forme F crece hacia la carga plisiica Py, se cambia gradualmente la dis-
tribucidn del esfuerzo del estado eldstico mostrado en la figura 4-3156
al estado pldstico mostrado en la figura 4-31c. Se requiere:

Fo

(0.002 m){0.032 m)
P, = 160 kN Rexg

250(10°) Pa =

Aqui, P, esigual al “volumen” contenido dentro de la distribucion del
esfuerzo, que en este caso es Py = opA.
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*4.9 Esfuerzo residual

5i un miembro cargado axialmente o grupo de tales miembros forma un
sistema estiticamente indeterminado que puede soportar carges tanto
de tensidn como de compresidn, entonces las cargas externas cxcesivas
que causan fluencia del material generardn esfuerzos residuales en los
miembros cuando dichas cargas sean retiradas. La razdn para esto liene
que ver con la recuperacidn eldstica del material, que ocurre durante la
descarga. Por ejemplo, consideremos un miembro prismiético hecho de
un material elastoplistico que tenga ¢l diagrama esfuerzo-deformacion
OAB, como el mostrado en la figura 4-32, 51 una carga axial produce un
esfuerzo sy en el material ¥ una deformacidn unitaria plistica corres-
pondiente €, entonces cuando la carga se retirg, ¢l material responderd
eldsticamente y seguird la linea C0 para recuperar algo de la deforma-
cidn plistica. Una recuperacidn total a esfuerzo cero en el punto OF se-
ri sdlo posible si el miembro es esuiticamente determinado, va que las
reacciones de los sopories del miembro deben ser cero cuando se reti-
ra la carga. Bajo estas circunstancias, ¢l miembro se deformard perma-
nentemente de modo que la deformacidn unitaria permanente en el
miembro &5 €. Sin embargo, 81 el miembro es estdiicamente indelermi-
nada, retirar la carga externa ocasionard que las fuerzas en los soportes
respondan a la recuperacidn elistica CO. Como estas fuerzas impiden
que el miembro se recupere plenamente, inducirdn esfuerzos residuales
en el miembro.

Para resolver un problema de esta clase, el eiclo completo de carga y
descarga del miembro puede considerarse como la superposicion de una
carga positiva (accion de carga) sobre una carga negativa (accidn de
descarga). La accidn de cargar, de @ a C conduce a una distribucidn plis-
tica del esfuerzo, mientras que la accidn de descargar a lo largo de CD
comduce s6lo a una distribucion eldstica del esfuerzo. La superposicidn
requiere que las cargas se cancelen; sin embargo, las distribuciones de es-
fuerzo no se cancelardn v, por 1anto, quedardn presentes esfuerzos resi-
duales,

El siguiente ejemplo ilustra numéricamente es1os CORceplos.

] £ g ir
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esemreio IR
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La barra mostrada en la fipura 4-332 tiene un radio de 5 mm v g5ta
hecha de un material elistico-perfectamente plistico para €l cual
oy = 420 MPa v £ = T0 GPa, figura 4-33b. 5i se aplica una fuerza
P =60 kN a la barra v luego se retira, determine el esfuerzo residual
en la barra y el desplazamiento permanente del collarin en C.

Solucidn
El diagrama de cuerpo libre de la barra se muestra eén la figura 4-33b.
Por inspeccidn, la barra es estiticamente indeterminada. La aplica-
cidn de la carga P tendrd una de las tres siguientes consecuencias: que
ambos segmentos AC y CH permanezcan eldsticos, gue AC se plasti-
fique mientras C8 permanece elastico o que AC vy CH se plastifiquen.®
Un andglisiy eldstico, similar al visto en la seccidn 4.4, dard F, = 45kN
y Fg = 15 kN en los soportes. Sin embargo, esto conduce a un esfuer-
o de:

45 kM
Far = —————= = 573 MPa (compresidn) > oy = 420 MPa
FAC T (0,005 m)? [ } >

en ¢l segmento AC, y

5 .
Tep = LN.. = 191 MPa (tension )
o 0J005 m )*

en gl segments CH. Como ¢l material en el segmento AC fluird, su-
pondremos que AC se plastifica mientras que CB permanece eldstico.

Para este caso, 1a fucrza maxima posible generable en AC es:
(Faly = oy A = 420{10%) kN/m? [{0.005 m 7]
330kN

y, por equilibrio de |a barra, figura 4-33h,
Fp = 60kN = 33.0kN = 27.0kN
El esluerzo en cada segmento de la barra es por tanto:

4 = oy = 420 MPa {compresidn)

77.0kN
g = —————— = 344 MPa (tension) < 420 MPa (OK
TR {0005 m)? “ (renmon) R

Esfaerzo residual.  Para oblener el esfuerzo residual, es necesario
también conocer la deformacion unitaria en cada segmento debido
a la carga. Como CF responde clisticamente,

Falcs _ (27.0 kN ){0.300 m)

- TR 0001474
%= TAE T (0,005 m)? [0(10°) k] "
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AslL
e _ Q00147 m
T T 0300m
También, como ;- es conocida, la deformacidn unitaria en AC es:

B 0001474 m
Ear = 1; = _T“!F = —DD]4?4

= +{).004913

Por tanto, cuando se apiica P, ¢l comportamiento esfuerzo-deformacion
unitana para el material en ¢l segmento C8 ¢ mueve de £ a A', figura
4-33c, y para ¢l material en el segmento AC se mueve de O a B 5ise
aplica la carga P en sentido opuesto, en oiras palabras, 8 2 retira la car-
£a, BCUITE entonces una respuesta elistica v fuerzas opuesias de Fy =
45 kN y Fg = 15 kN deben aplicarse a cada segmento. Como se caloulé
antes, esas fuerzas generan esfuerzos oy = 573 MPa (lension) v oy =
191 MPa (compresidn), v en consecuencia, el esfuerzo residual en ca-
da miembro es:

(o), = —420 MPa + 5T3IMPa = 155 MPa Resp

[treple, = 34 MPa ~ 191 MPa = 153 MPa Resp,
Este esfuerzo de ensidn es el mismo para ambos segmentos, lo que
era de esperarse. Note también gue ¢l comportamiento esfuerzo-de- i
formacion unitaria para el segmenio AC se mueve de B a IV en la fi- awl
gura 4-33c, mieniras que ¢l comportamiento esfuerzo-deformacidn uni- A
taria para el segmento CF se mueve de A" a C°, £ o = (LEXHEN I?—_;-H-“_“*_:-'f;
foe = — AT F {a_.r |ty = 1, [N

Desplazamiento permanente, De la figura 4-33¢, la deformacion A /] s Tew= CO0ETI

unitaria residual en C8B es: .;‘

— A2

. a 1533 l{l"] Pa . B¢, ~
Ern = - S T ao = (LEHFZ RS

E  70(10%) Pa o

por lo que el desplazamiento permanente de C ¢s
B = ¢'rpleg = WZIES (M mm ) = (L6536 mm +~—  Resp

Podemos también obtener este resultado determinando la deforma-
cidn unitaria residual € 40 en AC, figura 4-33¢. Como la linea 80 tie-
ne una pendiente £, entonces:

B (420 + 153)40F Pa

Beac = = D0 Pa = [ANE185
Por tanto,
€' ar = €40 + Beye = —001474 + DOOB1ES = =00006555
Finalmente,

dp = & 4l g0 = —0.006355 (100 mm) = 0L.656 mm = Hesp,

*La posibilidad de gue CF s¢ plastifique antes gue AC, no pecds 0curnT ya guo cuan-
diy el punte £ s deforma, o defonmacidn waiaria en AC (por ser &sie mds conio) siem-
e sierd mavor que s deformackin unitaria en OB,

¢ s fmim
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PROBLEMAS

4-87. Determine ¢l esfuerzo normal miximo desarrollas
do en la barra cuando se halla sometida a una tension de
P=8kM

*4-88. 5i el esfuereo normal permisible para I barra s
TFperm = 120 MPa, determine la fuerza axial mixima P que

puede aplicarse a la barra.

5 mam
) rm
20
F r
Fm=
20 mm
Prohs, 4-H7/88

4-89, Una picza estd hecha de placa de acero de 0.25 pulg
de espesor. 5i se taladra un orificio de 1 pulg a través de
su centro, determine el ancho aproximado w de la placa
de modo que pueda soportar una fuerza axial de 3350 Ib,
El esfuerzo permisible es e = 22 kib /pulg’.

‘15 pulg

1350 Ty AXE0 I

Proh. 4-89

4M.  Determmine b fuerza axial mdxima P que puede apli-
carse a la barra, La barra estd hecha de acero v tiene un
esfuerzo permisible de o, = 21 kib/pulg’,

491, Determine el esfuerzo maximo normal desarrolla-

do en la barra cuando ésta estd sometida a una tensidn
F=2klh

| pulg U.I.Hr":.llg
g

= {25
oTSpulp Pty

Frobs. 49091

*4-92., Unpa placa de acero A-36 ticne un espesor de
12 mm. 5 tiene filetes en B y Cy o = 150 MPa, deter-
mine la carga axial mixima P que puede soportar, Caleu-
Iz su alargamicnio despreciando el efecto de los filetes

Proh. 4-%2



493, En la figura se muesira la distribucidn del esfuer-
20 resuliante a lo largo de la seccidn AR de una barra. A
partir de esta disiribucidn, determine la fuerza axial resul-
tante P aproximada aplicada a la barra. Tambaén. jcudil es

el factor de concentracion de esfuerzos para esla geome-
tria?

2 mm

—| — S MPs
30 MPa

Prob, 4-93

494, Se muestra la distribucion resultante de esfuerzo
sobre |a seocidn AB de la barra. De esta distribucion, de-
termine la fuerza P axial resultante aproximada aphcada
a lu barra. Tambsén, joudl 3 el factor de concentracion de
esfuerzos para esta geomenria?

05
F ——
4 pulg
| palg
3 kihipulg?
I
Prob. 494

PropEpaas = 177

495, En la ligura se muestra la distribucidn del esfuer-
2o resuliante a lo largo de la seccidn A B de la barra. A par-
tir de esta distribucdn, determine la fuerza axial resultan-
ie I aproximada aplicada a la barra, Ademis, poudl es el
factor de concentracion de esfuerzos para esta geomelria?

15 mle

(1,2 palg
. —
L]
[
= P £ kihipulg?
36 kibipulg?
Prob, 495

*4-06, Elvastago de 10 mm de didmetro de un perno de
acers tene un casquille de bronce adherido a €L EI did-
mietro exterior de este cosquillo es de 20 mm. 5i el esluer-
zo de Muencia del acero es [yl = 640 MPa, v el del bron-
& [Tylee = 520 MPa, determine la magnitud de la carga
s grande P que puede aplicarse al vistago. Suponga que
los materiales son elisticos v perfectamente plisticos,
E,. = 20 GPa, E,, = 100 GPa.

1 mmn

20 men

Prob, 4-96
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497, El vistago de 10 mm de didmeiro de un permo de
scero tiene un casquillo de bronce adherido a éL El did-
metro exterior de este casquillo es de 20 mm. Si el esfuer-
o de fluencia del acero de (ay),, = 640 MPa y el del bron-
ce [Pyl = 520 MPa, determine la magnitud de la carga
elistica P mids grande que puede aplicarse al conjunto.
Ey = 200 GPa, Ep, = 100 GPa.

P
10 mm
210 mm
B

Frob, 4-97

498,  El peso esti suspendicdo de alambres de acero y alu-
minko, cada wno con b misma longitud inicial de 3my drea
transversal de 4 mm’. Si los materiales pueden suponerse
clisticos ¥ perfectamente plisticos, con [ory), = 1200 MPa
¥ [yl = 70 MPa, determine la fuerza en cada alambre
cuando el peso es (@) 600 M v (b) = TN, £,y = T0 G,
Ey = 2000 GPa.

Alwminio I‘ At

Froh. 4-98

499, La barra tiene un drea transversal de 1 pulg’. Si se
aplica en & una fuerza P = 45 kib y luego se retira, deter-
mine el esfuereo residual en las secciones AR y BC oy =
30 klb/pulg’,

*4-1d. Dros alambres de acero, cada uno con un drea
transversal de 2 mm?, estin unidos & un anillo en C, v lue-
o se estiran y se amarran entre los dos soportes A y 8. La
temsidn inicial en los alambres es de 30N, Siuna fuerza ho-
rizontal P se aplica al anillo, determine la fuerza en cada
alambre si P = 20N, ;Codl es ls feeren mis pegueia gue
debe aplicarse al anille para reducir la fuerza en el alam-
bre CF a cero? Considere oy = 300 MPay £, = 200 GPa.

4
|

! S

2m

Froh. 4-1



4-101. Una carga distribuida s¢ aplica a una viga rigida,
Ia cual estd soportada por tres barras como 3¢ muesira
en la figura, Cada barra tiene un drea en su seccidn trans-
versal de 1.25 pulg® y estd hechn de un material que tiene
un disgrama esfuerzo-deformacidn unitaria que puede ser
aproximado por los dos segmentos de linea que se mucs-
tram. Si se aplica a la viga una carga de w = 25 klb/pie,
determine el esfuerzo en cada barra v el desplazamienio
vertical de Ia viga rigida,

4-102. Una carga distribuida es aplicada a una viga rigi-
da, la cual estd soportada por tres barras, como € mues-
tra cn la figura, Cada barra tiene un drea transversal de
0.7% pulg® ¥ estd hecha de un material que tiene un diagra-
i cde esluerso-deformacidn wnitara gue puede represcn-
tarse aproximadamente por los dos segmentos de linea que
se muestran, Defermine In intensidad de la carga distribui-
da w necesaria para que la viga se desplace hacia abajo
1.5 pulg_

ar(klbipulgl)

B

in

00012 nz CPulepule)

Frobs. 4-1007102

ProBLEmas = 179

4-103. Una viga rigida esti soportada por tres postes A,
By O de igual longitud, Los postes A ¥ O tenen un did-
metro de 75 mm y estin hechos de aluminio, para el cual
Ey =T GPay (o), = 20 MPa. El poste B tiene un did-
mietro de 20 mm v esti hecho de Intdn, para el cual By =
100 GPa ¥ { Py dse = 390 MPa. Determine la magnitud
mids pequefia de P de modo que (a) s6lo los postes A v ©
fluyan v gque (b) todos los postes Muyan.

F—————————— e

22 m—— 2 m—— 2 m—

Proh. 4-103

4104, Una viga rigida estd soportada por ires posies,
A, By €. Los postes A v C tienen un didmetro de 60 mm
v estdn hechos de aluminio, para ¢l cual Ey = T0 GPa v
{eryhy = 20 MPa. El poste & esti hecho de latdn, para el
cval B, = 100 GPa ¥ {8y by, = $90 MPa_Si P = 130kN,
determine ¢l didmetro méds grande del poste & de modo
que todos los postes. fluyan al mismo tiempo,

P-2m - 2m——2m—— 2 m—

Prob. 4-104
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4-105. Las tres barras que se muestran en la figura estin
unidas entre si por un pasador y bajo la accidn de la carga
P. 51 cada barra tiene un drea A de seccion transversal. una
longitud L, ¥ estid hecha de un material eldstico perfecta-
mente plisticn, para el cual el esfuerzo de fluencia es oy,
determine la carga miis prande (carga dltima) que pueds
ser soportads por las barras, es decr, Ia carga P que oca-
siona que todas las barras Muyan. Ademds, eudl es el des-
plazamicnio horizontal del punio A cuando b carga alcan-
za su vador dltimo? El madule de elasticidad es £,

Prob. 4-105

4-106.  Un material tiene un diagrama esfuerzo-deforma-
cidén unitaria que puede describirse por la curva o = ce''2.
Determine la deflexidn & del extremo de una barra hecha
ke este matenal si la barra tiene una longitud £, un drea

A en su seccidn transversal, ¥ un peso especifico 4.

Prab, 4- 106

4107, Resuelva el problema 4-106 5 ¢l diagrama esfuer-
zo-deformaciin unilaria estd definido por o = cEVE,

Frohe 4-107

*4-108. La barra con didmetro de 2 pulg estd empotrada
cn sus extremos v soporta la carga axial P, 5i el material
es eldstico y perfectamente plistico como s¢ muestra en
sp diagrama esfuerzo-deformacidn unitaria, determine la
carga P mds pequeiia necesaria para que Muyan ambos seg-
menios ALy OF. Determine el desplazamiento permangn-
te del punto C cuando se retira la carga.

4100, Dietermine ¢l alargambento én la barra del proble-
ma 4-108 cuando tanto la carga P como los sopories son
retirados

- 1 pies - 3 pies a
oF [kibipalp™y
1) S
|
/|
/|
- € {pulg fpulg)

Probs. 4- 1087104
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PROBLEMAS DE REPASO

4110, El remache de acero de 025 pulg de didmetro, ¢l
cuil s encuenira sometido a una temperatura de 1 5300°F
conecta dos placas de modo que a esta temperatura tie-
ne 2 pulg de longited ¥ cjerce una fuerza de agarre de
250 Ib entre las placas. Determine la fuerza aproximacda
de agarre entre las placas cuando ¢l remache se cofria a
70 F. Suponga en el cileulo que las cabezas del remache
y las placas son rigidas. Considere a,, = 8(107%) *F £,. =
29 10°) kib'pulg®, . Es el resultado una estimacitn conser-
vadora de la respuesta correcta? [ Por qué sl o por qué no?

Prab, 4110

4-111. Determing la fuerza P mixima axial que puede
aplicarse o la placa de acers El esfuerzo permisible es

Toerm = 21 klb/pulg’.

0.2% pulg

e,

pulg
.25 pulg

FProh. 4-111

®4-112. Dos inbos de acero A-36. coda uno con un dres
transversal de 032 pulg®, estin atornillados entre & usan-
do una unidn en B como se muesira. Originalmenie ¢l
conjunto estd ajustado de tal manera que no hay carga
solbre los tubsos. 5§ la unida se apriela de manera gue su
tormillo, con avance de (L15 pulg. experimenta dos voel-
tas completss, determine el esfuerzo normal promedio
desarrollado en los tubos. Suponga gue la unidn en 8 v
los coples en A v © son rigidos. Desprecie ¢l tamafio de
la umidnm Nera: el avance ocaswona que log tubos, descar-
gados, se acorten 0,13 pulg cuando la unidn gira una vuel-
t entera.

A & :
- 1 pies e 7} pies —=|
Frob, 4112

d-113. Una fuerza P s aplica a una barra compugsia
de un material elistico v perfectamente plastico, Cons-
truya una grafica para mostrar como varia la fuerza en
cada seecidn A8 v BC (ordenada) segiin aumenta P {abs-
cisa). La barra tiene dreas transversales de 1 pulg” en Ia
region AR v de 4 pulg® en region BC v oy = 30 kib pulg’,

L

= & pulg -

Froh. 4-113

4-114. La harra de aluminio 2014-T6 tiene un didmetro
de (L5 pulg ¥ estd liperamente unida a los soportes rigi-
dos en A v B cuando T; = T °F 5i la temperatura des-
ciende a T; = =10 °F ¥ s¢ aplica una fuerza axial de P =
16 b al collarin rigido como se muestra, determine las
repccaones en A v B

Frohe. 4-114



4-115. La barra de aluminio 2004-T6 tiene un didmetro
de (L5 pulg v estd ligeramente unida a los sopories rigi-
dos en A v B cuando Ty = WPE Determine la fuerza P
gue debe aplicarse al collarin para que, cuando T = 0 °F,
la reaccidn en B sea cero,

#4116 El perno de acero tiene un didmetro de 7 mm
v estd dentro de una camisa de aluminio como se mucs-
tra. La camiza tiene un didgmetro interior de 8 mm v un
disimetro exterior de 10 mm. La tuerca en A @5t ajusta-
da de manera que apenas apriete conlra la camisa. 5i la
tuwerca se apricta media vuelia, determine la fuerza en el per-
no ¥ en la camisa. El tomillo de cuerda simple del perno
tene un avance de 1.5 mm. £, = 200 GPa v E; = T
GiFa. Newa: el avance representa la distancia que la tuer-
ca avanza a lo largo del permo en una vuelta completa de
la tuerca.

4117. El perno de acero tiene un didmetro de 7 mm ¥
catd dentro de una camisa de aluminio como se muestra.
La camisa tiene un didgmetro interior de 8 mm v un did-
metro exterior de 10 mm. Lo tuerca en A estd ajustada
de manera que apenas 5i apricta confira la camisa. Deter-
mine la cantidad de vuelias que la teerca en A debe gi-
rar para que la fuerza én el perno v én la camisa sea de
12 kM. El tomillo de cuerda simple en ¢l perno tienc un
avance de 1.5 mm. E, = M GPa, E,; = T0 GPa. Mo
el avance representa la distancia gque I tuerca avanza a
lor large del perno en una vuelta completa de la tuerca.

|
!—-— 1M mm

Probs, 411617

PrOBLEMAS DE REPASD - TH3

4-118. La estructura consta de dos barras de acero A-36,
AC}' B, unidas a la viga rigida AB con peso de 100 b,
Determine la posicidn ¢ para la carga de 300 b de modo
que la viga permanezea en posickdn horizontal antes y
después de aplicar la carga. Cada barra tiene un didme-
o de 0.5 pulg.

A=-11%.  Una junta estd hecha de tres placas de acero A-346
que estdn soldadas entre si. Determing el desplazamien-
o del extremo A con respecto al extremo B cuando la
junta esti sometida a las cargas axiales que se indican,
Cada placa tiene un espesor de 5 mm.

Prab. 4-119
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5.1 Deformaciones por torsién de una flecha circular

Un par de torsidn ¢s un momento que tiende a hacer girar a un miembro
con respecto a su eje longitudinal. Su efecto es de interés primordial en el
disefio de ejes o flechas de impulsidn usadas en vehiculos ¥ en magquina-
ria. Podemos ilustrar fisicamente lo que sucede cuando un par de torsion
se aplica a una flecha circular considerando gue 1a flecha estd hecha de un
material altamente deformable tal como el hule, figura 5-1a. Cuando se
aplica el par, los circulos y lineas de rejillas longitudinales originalmente
marcados sobre la flecha tienden a distorsionarse para formar el patrdn
mostrado en la figura 5-16. Por inspeccidn, la torsion hace que los circulos
prermarte soan comte cleciilos v que cada linea de rejilla longitudinal se defor-
me convirtiéndose en una hélice que interseca a los circulos segin dngu-
los iguales. También las secciones transversales en los extremos de la fle-
cha permanecen planas, esto s, no se alabean o comban hacia adentro ni
hacia afuera, v las lineas radiales en estos extremos permanecen reclas
durante la deformacion, figura 5-1b. A partir de estas observaciones pode-
mos suponer que si el dngulo de rotacién es pequefto, la longitud y el radio
de la flecha permanecerdn sin alferacidn.
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Andes de s deformacidn
(a}

Los cinculos
PEImMAanEcTs
cisvulares r
Las lincas
‘mgiiudinales

& vielven hlices

L liness radiakes
PETmanesen itis

Déspiics de la deformacaii
]

Fig. 51

Mote la deformacidn del elemento rectangu-
lar cunndo esia barra de hube es sometida a
i par e forsein,

Asi pues, si la flecha esti fija en un extremo como se muestra en la fi-
gura 5-2 y se aplica un par de torsidn en su otro extremao, el plano som-
breado se distorsionard en una forma oblicua como s¢ muestra. Aqui se
ve que una linca radial ubicada en la seccidn transversal a una distancia
x del extremo fjo de la flecha girard un angulo &(x). El Angulo o(x), asi
definido, se lama dngulo de rorsion, Depende de 1a posicidn de x v varia-
ri a lo largo de la fecha, como se muesira,

Para entender odmo estla distorsion deforma el material, apslaremos aho-
ra un elemento pequefio situado a una distancia radial p (rho) del eje de
la flecha, figura 5-3, Debido a la deformacion, figura 5-2, las caras frontal
y posterior del elemento sufririn una rotacion. La que estd en x gira ¢x),
y la que estd en x + Ax gira dx)+ Ad. Como resultado, la diferencia de
estas rotaciones, Ad, ocasiona que el elemento quede sometido a una de-
formacion unitaria cortanle. Para calcular esta deformacidn unitaria, ob-
serve que antes.de la deformacion el dngulo entre los bordes ACy AB es
de 90°F; sin embargo, después de la deformacidn, los bordes del elemento
son AR v AC y el angulo entre ellos es 8. De la definicidn de deforma-
cion unitaria cortante, ecuacion 2-4, lenemos:

m ;
..l'- ! E T l;I“l-.lI‘l'FI.rl-llpu-\L ol
Homd g bolargode B4

dhefar|

Hamo sk deformar

Bl dngulo de borsidn dix) se incrementis
conforme 1 mumsentn.

Fig. 52
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Este dngulo,y, estd indicado sobre ¢l elemento. Puede relacionarse con la
longitud Ax del elemento vy con la diferencia en el dngulo de rotacidn, Ad,
entre las caras sombreadas. 5i Ax — dx v Ad — déb, tenemos entonces:

BD = pdd = dx
Por tanio,

dep
Y=0g (5-1)

Puesto que dx v depson iguales para todos los elementos situados en pun-
tos dentro de la seccidn transversal en x, entonces dd/dy es constante v
la ecuacidn 5-1 establece que la magnitud de la deformacidn unitaria cor-
tante para cualquiera de estos elementos varia 20lo con su distancia ra-
dial p desde el eje de 1a flecha. En otras palabras, la deformacidn unitaria
cortante dentro de la flecha varia linealmente a lo largo de cualquier Li-
nea radial, desde cero en el eje de la flecha hasta un MAKIMO Yo, €0 50
periferia, figura 5-4. Como dep /e = v/p = Y40, entonces:

= (e

Los resultados obtenidos agui son también vélidos para tubos circu-
lares. Dependen salo de las hipotesis con respecto a las deformaciones
mencionadas arriba,

‘..-""" r

La deformaciin wnitria
cortange del materinl crece
linealmese con g, o 553,

¥ = 0P s

Fig. 54

e Tomado

Dl fior el #0 BRIENG COramme Gl elemenn:

Fig. 5-3
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5.2 La férmula de la torsion

S1una flecha estd sometida a un par de torsidon externo, entonces, por equi-
librio, debe también desarrollarse un par de torsidn interno en la flecha.
En esta seccion desarrollaremos una ecuacion que relacione la distribu-
cidn del esfuerzo cortante con el par de torsion interno resultante en la
seccion de una flecha o de un (ubo circular.

Si el material es eldstico lineal, entonces es aplicable la ley de Hooke,
v = (i v, en consecuencia, una varlacidn lineal de la deformacidn uni-
taria cortanfe, como dijimos en la seccidn anterior, conduce a una varia-
cidn lineal en el esfuerzo cortante correspondiente a lo largo de cualgquier
linea radial en la seccidn transversal. Por tanto, al igual que la variacidn
de la deformacidn unitaria cortante en una flecha solida, rvariard desde
cero en el eje longitudinal de la flecha hasia un valor mAXIimo, 7,4, €0 50
periferia. Esta variacién s¢ muestra en la figura 5-5 sobre las caras fron-
tales de un mimero selecto de elementos situados en una posicidn radial
intermedia p v en el radio exterior ¢, Debido a la proporcionalidad de los
tridngulos, o bien usando la ley de Hooke (+ = & ¥) v la ecuacidn 5-2
[* = (p/e) ¥max]. podemos escribir que:

= (&)sus (5-3)

Esta ecuacidn expresa la distribucidn del esfuerso cortante como una fun-
cidin de la posicidn radial p del elemento; en otras palabras, define la dis-
tribucidn del esfuerzo en términos de la geometria de la flecha. Usdndo-
la, aplicaremos ahora la condicion que requiere que el par de torsidn
producido por la distribucidn del esfuerzo sobre toda la seccidn transver-
sal sca equivalente al par de torsion interno T en la seccidn, lo cual man-
tiene a la flecha en equilibrio, figura 5-5. Especificamente, cada elemento

Torda

Taix

El eslueren corante varia linealmenie 2 In lango
de toxda linea radial de b seccifn crassyersal

Fig. 5.8
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de drea d A, situado en p, estd sometido a una fuerza dF = rdA. El par de
torsidn producido por esta fuerza es d T = p{ rdA ). Por tanto, para la see-
cidn transversal entera;

T = Lp{f dA) = Lplif)rmi;dﬂ (5-4)

Puesto que 7, /¢ &5 constante,
T -
T = T__a":J pl d4 l:::'-l 5]
A

La integral en esta ecuacidn depende sdlo de la geometria de la flecha.
Representa el momento polar de inercia del drea de la seccidn transversal
de la Mecha calculado con respecto al ¢je longitudinal de 1a flecha. Sim-
bolizaremos este valor coma J, y por tanto la ecuacidn anterior puede es-
cribirse en la forma mis compacta,

Tmin = 1 (5-6)

donde,

Tmdx ™ E8{0erzo cortante miximao en la fecha, el cual ocurre en la super-
ficie exterior

T = par de torsion interno resultante gue actia en la seccidn transver-
sal. Este valor se determina por ¢l método de secciones y la ecua-
cidn de equilibrio de momentos con respecto al eje longitedinal de
la flecha,

J = momento polar de inercia del drea de la seccidn transversal

¢ = radio exterior de la flecha

Uszando las ecuaciones 5-3 y 5-6, el esfuerzo cortante en la distancia in-
termedia p puede ser determinado a partir de una ecuacidn similar:

Tp (5-7)
¥

T::

Cualquiera de las dos ecuaciones anteriores sucle lamarse fdrmula de
la rorsidn,. Recordemos que se usa solamente cuando la flecha es circular
v el material es homogéneo v se comporta de manera eldstico-lineal, pues-
to que su obtencidn esta basada en el hecho de que el esfuerzo cortante
es proporcional a la deformacion unitaria cortante.

189
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Ll

Trnin

Teada

El esfuerro corante varin linealmeste & lo laigo
e tola linea radial de 1o seccidn trensversal
ik

Fig. 5.7

Flecha sdlida. 5ila flecha tiene una seccidn transversal circular sdlida,
el momento polar de inercia J puede determinarse usando un elemento
de drea en forma de anillo diferencial 0 corona circular que tenga un es-
pesor dp ¥ una circunferencia 27p, figura 3-6, Para este anillo, dA4 = 2mp

dp. de modo que:

g

= jpﬁ dA = | p(2wpdp) = Iﬂ'[ p"'d'p = Efr(l)p"
A 1 4 1

A (5-4)

Advierta que J es una propicdad geomérrica del drea circular y es siem-
pre positiva. Las unidades comunes usadas para ella son mm* o pulg®.

Hemos mostrado que el esfuerzo cortante varia linealmente a lo largo
de toda linea radial de la seccidn transversal de la flecha. Sin embargo, si
un elemento de volumen de material sobre la seccidn transversal es ais-
lado, entonces debido a la propiedad complementaria del cortante, esluer-
z0s cortantes iguales deben también actuar sobre cuatro de sus caras ad-
vacenles como se muestra en la figura 5-Ta. Por consiguiente, no sdlo el
par interno de torsion T desarrolla una distribucion lineal del esfuerzo
eoriante a lo largo de toda linea radial en el plano de la seccidn frans-
versal, sino también una distribucion asociada del esfuerzo cortante a
lo largo de un plano axial, figura 5-76, Es interesante observar que, a cau-
sa de esta distribucidn axial de esfuerzo cortante, las flechas hechas de
madera tienden a rajarse a lo largo del plano axial cuando se las somete
a un par de torsidn excesivo, figura 5-8. Esto sucede debido a que la ma-
dera ¢s un material anisotropico. Su resistencia al corte paralelo a sus fi-
bras o granos, dirigida a lo largo del eje de la flecha, es mucho menor que
su resistencia perpendicular a 1as fibras, dirigida en el plano de la seccidn
transversal.

Falla de uma fecha de madern por sorsidin.

Fig. 5.8
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Flecha tubular. Siuna flecha tiene una seccidn transversal tubular, con
un radio interior ¢; ¥ un radio extenor ¢, entonces, segin la ecuacidn 5-8,
podremos determinar su momento polar de inercia restando J para una
flecha de radio c, del calculado para una flecha de radio ¢,,. El resultado
es!

(3-9)

Al igual que en la flecha s6lhida, el esfuerzo cortante distnbwdo en el drea

de la seccidn transversal del tubo varia linealmente a lo largo de cualquier it TR

linea radial, figura 5-9a. Ademds, el esfuerzo cortante varia a lo largo de i ST B IR L
: 3 ida & unn sobrecarga o que condujo & una

un plano axial de igual manera, figura 5-96. En la figura 5-% se muestran 5 causada por fuencia del material.

ejemplos del esfuerzo cortante actuando sobre elementos de volumen ti-

picos.

Esfuerzo torsional méximo absoluto. En cualquier seccidn trans-
versal dada de la flecha, el esfuerzo cortante miximo se presenta en la su-
perficie exterior. 5in embargo, si la flecha estd sometida a una serie de pa-
rés externos o ¢l radio (momento polar de inercia) varia, el esfuerzo
torsional maximo en la flecha podria entonces ser diferente de una sec-
citn a la siguicnte. 5i se va a determinar el esfuerzo torsional maximo ab-
soluto, resulta importante encontrar la posicidn en que la razdn Te S es
miéixima. Para esto puede ser de ayuda mostrar la variacidn del par inter-
no T en cada seccidn a lo largo del eje de la flecha por medio de un dia-
grama de momente forsionanfe, Especificamente, este diagrama es una
grafica del par interno T versus su posicidn x a lo largo de la longitud de la
flecha. De acuerdo con una convencidon de signos, T serd positivo si de
acuerdo con la regla de la mano derecha, el pulgar estd dirigido hacia afue-
ra de la flecha cuando los dedos se curvan en la direccidn del giro causa-
do por el par, figura 3-5. Una vez que se ha determinado el par interno en
toda la flecha, puede identificarse entonces la razdn méaxima Te .

Timix

Taia

Trrin

Trnda

El esfuerzs cormame varia lineximesie o io largo
e ot Binea ratial de ln secciin ransversal,
fa) &)

Fig. 59
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T s |

La distribucidn del esfuerzo en una flecha sélida ha sido graficada a lo
largo de tres lineas radiales como se muestra en la figura 5-104. Deter-
mine gl momento de torsidn inlerno resultante en la secciin.

& puly

kv

{aj 111
Fig. 5-10

Solucion |
El momento polar de inercia de la seccion transversal es:

I= gcz pulgl® = 25.13 pulg?

Aplicando la férmula de la torsién con 7, = 8 kib/pulg?®, figura 5-10a,
tenemos:

Tc T(2 pulg)
=5 8klb/pulg? = ———
L SR /Pulg " = 155 13 pulg?)
T = 101 klb- pulg Resp,
Solucién Il

El mismo resultado puede obtenerse encontrando el momento de tor-
sidn producido por la distribucidn del esfuerzo respecto al gje centroi-
dal de la flecha, Primero debemos exprezar = [{p) Por iridngulos se-
mejantes, tenemos:

_ Bkib/pulg’

%
o 2 pulg
T =4p

Este esfuerzo actlia en todas las porciones del elemento anular dife-
rencial que tiene un drea dA = 2wp dp. Como la fuerza generada por
resdF = vdA, el momento de torsidn es:

dT = pdF = p(rdA) = p(dp)2wp dp = Bwp' dp
Para el drea entera en que actda 7, se requiere:

2

= 1
T= I B’ dp = Eﬂ'(ip‘) = |1 klb- pulg Resp.
'] L]
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5.2
La flecha séfida de radio ¢ estd sometida al momento de torsion T, fi-

gura 5-11a. Determine la fraccidn de T que resiste el material conteni-
do dentro de la regidn exterior de la flecha, que tiene un radio interior

Sy am
LS
[

A kL s S i B

E

s

de ¢/2 vy radio exterior ¢.
Solucion
El esfuerzo en la flecha varia linealmente, de modo que 7= (p/€) Ts.
ecyacidn 5-3. Por tanto, el momento de worsidn d T sobre el drea anu-
lar localizada en la region de sombreado ligero, figura 5-11b, es:
dT" = p(rdA) = p{p/c)rmil2mp dp)

Para toda el drea de sombreado ligero, el momento de torsion es:
'I mi " 1
T = '?:I‘T v I modp
[ e

o zﬂmq! ] 4
-'1"1 e
(1)

e

{a}
Es decir.
Este momento de torsidn T puede expresarse en términos del mo-
mento de torsidn aplicado T usando primero la formula de la torsidn
para determinar el esfuerzo maximo en la flecha. Tenemos:

i
Fig. 511
Hesp.

T'==T

Sustituyendo este valor en la ecuacidn 1 obtenemos:
16

Aproximadamente el 94% del momento lorsionante es resistido agui
por la regidn de sombreado méds claro y ¢l restante 6% de T (o 1%} £5

resistido por el “niicleo” interior de la flecha, p = 0a p = ¢/2. En con-
secuencia, ¢l material localizado en la region exterior de la flecha es al-
tamente efectivo para resistir el momento de torsién, lo gue justifica el
uso de flechas tubulares como un medio eficiente para transmitir mo-
mentos con el consiguiente ahorro de material,
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La flecha mostrada en la figura 5-12a estd soportada por dos cojinetes
y estd sometida a tres pares de torsidn. Determine ¢l esfucrzo cortan-
te desarrollado en los puntos A v B, localizados en la seccidn a-a de la
flecha, figura 5-12b.

42.5 KIb-pulg

30 kib- pulg
12.5 kib-pulg

ar

!

Fig. 512

Solucion

Par de torsidn interno.  Las reacciones en los cojinetes de la flecha son
cero, siempre que se desprecie el peso de ésta. Ademds, los pares apli-
cados satisfacen el equilibrio por momento respecto al e¢je de la flecha.

El par de torsién interno en la seccidn ¢-a lo determinamos con ayu-
da del diagrama de cuerpo libre del segmento zquierdo, figura 5-125.
Tenemos,

EM,=0; 425klb-pulg— 30klb-pulg—=T =0 T = 125kIb-pulg

Propiedades de la seccidn. El momento polar de inercia de la fle- A
cha es: .

w
J = E{ﬂ.?j‘ |:!l.||.s,;|"‘I = (1407 Pul,!,4 klb,/pulg’

Exfuerzo cortante. Como el punto A estd en p = ¢ = 0.75 pulg, ¥

12.5 klb - pulg){0.75 pul
= Te pul) (0.3 PlE) _ 149 kibvpuly? "
J (0.497 pulg™) 377 wmpung?
Igualmente, para el punto B, en p = (.15 pulg. tenemos: 75 pulg 015 pulg x

Tp _ (125kib- pulg)(0.15 pulg)
I (0.497 pulg’)

Las direcciones de esos esfuerzos sobre cada elemento en A y 8, figu-
ra 5-12c, se determinan con base en la direccidn del par resultante inter-

no T mostrado en la figura 5-126. Observe cuidadosamente como actia
el esfuerzo cortante sobre los planos de cada uno de esos elementos.

Tg =

= 3.77 kibipulg®  Resp. te)
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esemeio [ER

T = (hETh

c
Fig. 5-11

MPa

El tubo mostrado en la figura 5-13a tiene un didmetro interior de 80 mm
v un didmetro exterior de 100 mm. 5i su extremo se aprieta contra el
soporte en A usando una llave de torsidn en B, determine el esfuerzo
cortante desarrollado en el material en las paredes interna y externa a
lo largo de la porcién central del tubo cuando se aplican las fuerzas de
B M alallave.

Solucion

Par de torsion inferne,. 53¢ (oma una seccidn en una posicidn O inter-
media a lo largo del eje del wbo, figura 5-135. La dnica incdgnita en la
seccidn es el par de torsion interno T. El equilibrio por fuerza y mo-
mento respecto a los ejes x y 7 se satisface. Se requiere:

M, =10 BON(03m) + BON{02m) =T =0
T=4IN'm

Propiedades de la seccion. El momento polar de inercia de la sec-
cion transversal del tubo es:

J = %[{ﬂ.ﬂﬁ m)* = (0.04 m}*] = 5.80(107°) m*

Esfuerzo cortante. Para cualguier punto sobre la superficie exterior
del tubo, p = ¢, = (L5 m, tenemos

Te, 40N-m{0.05m)
a = —= = e 0345 MPﬂ Rﬂ
T T sa0(10) mt 7

Para cualquier punio sobre la superficie interior, p = ¢; = 0,04 m, por
lo que:

Te, 40N -m(0.04 m
I S80{107%) m?

T =

= (.276 MPa Resp.

Para mostrar cémo esos esfuerzos actian en puntos representativos
D y E de la seccidn transversal, veremos primero la seccidn transver-
sal desde el frente del segmento CA del b, figura 5-13a. Sobre esta
seccidn, figura 5-13c, el par de torsion interno resultante es igual pero
opuesto al mostrado en 1a figura 5-13b. Los esfuerzos cortantes en D v
E contribuyven a generar este par v acidan por tanto sobre las caras
sombreadas de los elementos en las direcciones mostradas. En conse-
cuencia advierta como las componentes del esfuerzo cortante actdan
sobre las otras tres caras. Ademds, comdo la cara superior de D v la ca-
ra inferior de E estin sobre regiones libres de esfuerzo, es decir, sobre
las paredes exterior e interior del tubo, no puede existir ningiin esfuer-
zo cortante sobre esas caras o sobre las ofras caras correspondientes
del elemento.
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5.3 Transmision de potencia

Las flechas v los tubos que tienen secciones transversales circulares se
usan a menudo para transmitir la potencia desarrollada por una méqui-
na. Cuando se usan para este fin, quedan sometidos a pares de torsidn que
dependen de la potencia generada por la miquina y de la velocidad an-
gular de la flecha. La pofencia se define como el trabajo efectuado por
unidad de tiempe. El trabajo transmitido por una flecha en rotacion es
igual al par de torsién aplicado por el dngulo de rotacién. Por tanto, si du-
rante un instante de tiempo df un par de torsién aplicado T ocasiona que
la flecha gire un dngulo 46, entonces la potencia instantdnea es:

T4

P et

Puesto que la velocidad angular es @ = d8/dr, podemos también expresar
la potencia comio:

(5-10)

En el sistema 51, la potencia se expresa en waits cuando el par de tor-
sitn s¢ mide en newton-metro (N +m) y @ se expresa en radianes por se-
gundo (rad/s) (1 W = 1 N-m/s). En el sistema pie-libra-segundo o siste-
ma FPS, las unidades bdsicas de la potencia son pie-libra por segundo
(pie - Ib/s); sin embargo, en la prictica se usa més a menudo el caballo de
potencia (hp), en donde:

1 hp = 350 pies - libra/s

Para la magquinaria, a menudo se reporta la frecucncia, f, de rotacidn de
la flecha. Esta es una medida del nimero de revoluciones o ciclos de la
flecha por segundo y se expresa en hertz (1 Hz = 1 ciclo/s). Puesto que
1 ciclo = 2+ rad, entonces « = 2af y la ecuacidn antérior para la poten-
cia resulta

(5-11)

Disefio de una flecha. Cuando la potencia transmitida por una flecha
v su frecuencia se conocen, el par de torsidn desarrollado en la flecha pue-
de determinarse con la ecuacidn 5-11, esto es, T = P/2#f. Conociendo T
y el esfluerzo cortante permisible para el material, T, podemos deter-
minar el tamafio de la seccidn transversal de la flecha usando la férmula
de la torsidn, siempre que el comportamiento del material sea eldstioo-li-
neal. Especificamente, el pardmetro geométrico o de disefio J /¢ es:

J T

€ Tpem (5-12)

Para una flecha sélida, J = (w/2)c*, y entonces, al sustituir, puede deter-
minarse un valor inico para el radio ¢ de la flecha. Si la flecha es mebudar,
de modo que J = (7/2)(c? — ), el disefio permite una amplia variedad de
posibilidades para la solucidn: puede hacerse una seleccidn arbitraria, ya
sed PATa ¢, O para ¢, v ¢l otro radio se determina con la ecuacidn 5-12.

La flecha impulsora de esta méquina corta-
diora debe ser discfiada pars satisfacer los re-
quisitos de podencia de su molor.
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La flecha sélida A8 de acero mostrada en la figura 5-14 va a usarse pa-
ra transmitir 5 hp del motor M al que estd unida. Si la flecha gira a
w = 175 rpm y el acero tiene un esfuerzo permisible de 7. =
14.5 kb /pulg?, determine el didmetro requerido para la flecha al ¢ pulg
mis cercanao.

Fig. 5-14

Solucion

El par de torsién sobre la flecha se determina con la ecuacion 5-10, es
decir, P = Tew Si expresamos P en pies-libras por segundo y w en ra-
dianes/segundo, tenemos

550 pies « Ihy's
P = Shp( Ll —E) = 2750 pies + Ib/s
L hp
175 rewv f 2w rad Y/ 1 min
= = 18.33 rad
“ min (lrev)(ﬁl]s} rad/a

Asl,

P = T 2750 pies -Th/s = T(18.33 rad/s)

T = 150.1 pies - Ib

Si aplicamos la ecuacidn 5-12, obtenemos:

_met T
S 2c Tperm
_( T )' B (:{lﬁu.l pi:s-lh]{lzpul_gfpi:})lﬁ
T B (14 500 Ib/pulg?)
¢ = 0.429 pulg

By

'ﬂ"fwm

Como 2c = 0,858 pulg, seleccionamos una flecha con didmetro de

7
o B pulg = 0875 pulg Resp,
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EJEMP .L..ﬂ.m

Una flecha tubular con didmetro interior de 30 mm y un didgmetro ex-
terior de 42 mm, va a usarse para transmitir 90 kW de potencia. Deter-
mine la frecuencia de rotacitn de la flecha para que el esfuerzo cortan-

te no pase de 50 MPa,

Soludion

El momento de torsién mdximo que puede aplicarse a la flecha se de- -

termina con la fdrmula de la torsidn,

gz i
mMiE — .f
S0(10°) N/m? = Tf“'“ﬁ' m) .
(w/2)[(0.021 m)* = (0015 m)*)
T=5EBN-m
Aplicando la ecuacion 5-11, Ia frecuencia de rotacion es:
P =2xfT
SN 10') N-m/s = 2o f(53BN-m)
f =266 Hz

Resp.

PROBLEMAS

5-1. Un tubo eatd sometido & un par de torsidn de
600 M-m. Determine la porcidn de cste par que es resistida
peor bn seccidn sombreada. Resuelbva el problema de dos mia-
neras: (o) usando la frmula de ka torsidn; (b) determinan-
do la resultante de la distnibucidn del esfuerzo cortante,

0 Mm
20 men
Frob. 51

52 Una Mecha sélida de radio r estd sometida a un par
de torsitn T. Determine ¢l radio r’ del micleo de la fecha
que resista una mitad del par aplicado (T/2). Resuelva ¢l
probema de dos modos: (a) usando la fdrmula de la tor-
sithn; () determinando la resultante de la distribucidn del
esfucrzo corlante.

5-3. LUna flecha sdlida de radio r estd sometida a un par
de torsitn T. Determine ¢l radio r’ del nidcleo de la flecha
que resista una cuarty parte del par de torsidn aplicado
(T /4). Resuelva el problema de dos modos: {a) usando la
fdrmula de la torsidn; {b) determinando la resultante de
la distnibucion del esfuerso cortante,

T Probs, 5-2/3

*5-4, El wbo de cobre tene un didmetro exterior de
A0 men v un didmetro interior de 37 mm. 5i estd firmemen-
e afianzado a la pared en A y se le aplican tres pares de

torsidn como s¢ muestra en la fgura, determine el esfuer-
#0 cortante maximo desarrollado en el tubo

Prob, 5-4
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£-5. Un tubo de cobre tiene un didmetro exterior de
2.5 pulg vy un didmeire interior de 230 pulg. 5i estd firme-
mente afianzado a la pared en C v se le aplican ires pares
de torsdn como se muesira ¢n la Ggora, determuine el es-
fuerso cortante desarrollado en los puntos A v B, Esfos
puntos estdn situados sobre los elementos de volumen lo-
calizados en A yen B

§-6. Una Mecha solida de 1.25 pulg de didmetro se usa
para transmitir los pares de torsion aplicados a los engra-
nes como 5 muestra en |la figora. 50 estd soportada por
cojinetes lsos en A v B, 1os cuales no resisten ninglin par,
determine el esfuerzo cortante desarrollado en los puntos
Cw I¥ die la flecha. Indigue ¢l esfuerzo cortante sobre los
elementos de volumen localizados en estos puntos

5.7. La flecha tiene un didmetro externior de 1,25 pu[p. W
un didgmetrointerior de 1 pulg. 5i se somete a los pares apli-
cados como s¢ muestra, determine el esfuerze corante
méximo absoluto desarroltado en la flecha. Los cojinctes
lisos en A v B no resisten pares

*8-8. La flecha tiene un didmetro exterior de 1.25 pulg v
un didmetro interior de 1 pulg. Si se somete a los pares apli-
cados como s¢ muestra, trace b distribucidn del ssfuerzo
cortante gue actids a lo largo de una linea radial en lo re-
gidn EA de la flecha. Los cojinetes lisos en A y B no resis-
ten parcs.

[b-pics

2100 h-pies B

1500 Ib-pies

58, Un conjunte consste en dos secciones de tubo de
acero palvanizado conecladas entre & por medio de un co-
ple reductor situado en B, El tubo mds pequefio tiene un
didmetro exterior de 0L75 pulg v un didmelro inferior de
0.68 pulg, mieniras gue o tubo mas grande tiene an did-
metro extenor de 1 pulg ¥ un diimetro imtenor de 0.86
pulg. Si el tubo esti fijo a la pared en C, determine el es-
fuerzo cortante mdximo desarrollado en cada seecidn del
tubo cuando el par mostrado se aplica & las empufiaduras
clex la Have,

151s

I3k

5-10. Eleslabdn funciopa como parte del control de cle-
vacion de un pequedio avidn. 51 el tubo de aluminio unido
al eslabdm tiene un didmetro interno de 25 mm v un espe-
sor de 5 mm, determine ¢l esfuerzo cortanie mbximo en el
tubo cuando se aplica la fuerza de 600 N a los cables. Es-
boce |a distribucidn del esfuerzo cortanle sobre toda la sec-
cidm,

Froh. 5-10



5-11. Laflecha consiste en tres tubos concéntricos, cada
uno hecho del mismo material ¥ con bos radios interno y
externo mostrados. 5i se aplica un par de torsidn T =
B0 M -m al disco rigido fijo en su extremao, determine el
esfuerzo cortante miximo en la flecha.

#; = 30 mm
- Fg = 1% mm

-y = B mm
rgp= M) mm

£=51 mm
o= 38 mmi

Prob. 5-11

*5.12. LafMecha salida extd empotrada en Oy 2508 some-
tida a los pares de torsidn mostrados. Determine el cs-
fuerzo cortante en los puntos A v B ¢ indique ¢] esfuerzo
cortante sobre elementos de volumen localizados en esos
puntos.

15

15 20 pimy

M

Prob, 5-12

513 Un tubo de acero con didmetro cxterior de 2.5 pulg
&¢ usa para transmitir 350 hp de potencia al girar a 27 rpm,
Determine el didmetro interior d del tubo al | pulg més cer-
cano si el esfuerzo cortante permisible es Toorm =

10 kb fpulg’,

5

Proh. 513
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514, La fecha solida tiene un didmetro de 0,75 pulg 5i
estd sometida a los pares mostrados, determine ¢l esfuer-
#o cortante maxime generado en las regrones BCy DE de
la flecha. Los cojinetes en A v F permiten la rotacidn libre
de la flecha.

§-15. La flecha sdlida tiene un didmetro de 0,75 pulg. Si
cstd sometida a los pares mostrados, determine ¢l esfuer-
20 corfanls maximmo generado en los regiones O v EF de
Ia Nechi, Los cojinetes en A v F permitén la rotacian libre
de 1a fecha.

20 W-ples
*15 Ibepies

FProbs. 5-14115

#5016, La flecha de acero tiene un didmetro de 1 pulg v
se atomilla a la pared por medio de una lave. Determine
el par de fuerzas F més grande que puede aplicarse a la
flecha sin que ¢l acero fluya. . = 8 kib/pulg”.

5-17. Laflecha de acero ticne un didimetro de 1 pulg y se
atornilla a la pared por medio de una Uave, Determine el

esfuerzo comanie miximo en la fecha cuando las fuerzas
del par tienen una magnitud F = 3010k,

12 palg

Probs. 5-16/17
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S.18  Una MNecha de acero estd sometida a las cargas de
torsidn que se mucstran en la fgura, Determine el esfuer-
o cortante desarrollado en los puntos A y 8 v race el es-
fuerzo cortante sobre elementos de volumen situados en
estos puntos. La flecha tiene un radio exterior de 80 mm
en la seccidn donde A v B estin localizados,

5-19. Una Aecha de acero estd sometida a fas cargas de
torsidn que se muestran en la Ggura. Determine el esfuer-
#0 cortante maximo absoluto en la flecha y trace la disin-
bucitn del esfuerzo cortante a ko largo de una linea radial
donde tal esfuerzo es médximo.

e MM

1.5 kM-m

a ¥aim Frobs, 51819

*m5-20, Las flechas de acero de 2 mm de didmetro gque
s¢ muestran en Lo figura estdn conectadas entre sf por me-
dio de un cople de bronee. 5i el esfuerzo de fluencia del ace-
ro &% { 7y), = 100 MPa v el del bronce es [ ry)y, = 250 MPa,
determine el didmetro exterior o requerido del sople para
que &l acero v ¢l bronce empeecen a fuir 4] mismao Gempo
cuando &l conjunto extd sometido a un par de torsion T, Su-
panga que el cople tiene un didmetro interior de 20 mm.

5-21. Las flechas de acero de 20 mm de didimeiro que se
muestran en la figara estin conectadas entre i por medio
de un cople de bronge. 5i el esfuerzo de Muencia del acero
o8 (Tyle = 100 MPa, determine ¢l par de torsidén T nece-
sario pars que el acero fluye, 31 d = 40 mm., determing ¢l
esfuerze comante maximo en ¢l bronce, El cople tiene un
didmetro interior de 20 mm,

20 mm

Frobs. 5-30{E1

§5-21. Fl cople se usa para conectar las dos flechas entre
si. Suponiendo que el esfucrzo cortante en los pemos es
uniforme, determine el nimero de pernos necesatios pa-
ra que el esfucrzo cortanie mAximo en la flecha sea igual
al esfuerzo corante en los pemmos. Cada perno tienc un
difmetro 4.

Prub, 5-22

523 Las flechas de acero estin conectadas entre si por
medio de un filete soldado como se muestra. Determine
el esfuerzo cortante promedio en la soldadura a lo largo
de la seccidn a-a si ¢l par de torsidn aplicado a las flechas
es T = 6l N - m. Nota: la seccidn eritica donde la soldadu-
ri falla ¢s a lo largo de by seccidn a-r.

=6 N-'m 1

12 mm 11

Prob. 5-13

*5-M. Labarra tiene un didmetro de 0.5 pulg v un peso
de 5 |b/pic. Determine el esfuerzo maximo de torsidn en

la barra en una seccidn situada en A debido al peso de la
harra.

515, Resuelva ol problema 5-24 para el esfuerzo de tor-
s1dn midximo en #,




m5-26. Considere el problema general de una flecha cir-
cular hecha de m segmentos cada uno de radio c,,. 5i se
tignen i pares de torsidn sobre 1a flecha como se muestra,
escriba un programa de computadora que sirva para de-
terminar el esfuerzo cortante miximo en cualquier posi-
cidn x especificada a lo largo de la Mecha. Apliguelo para
los siguientes valores: L, = 2 pies,c; = 2 pulg, Ly = 4 pies,

¢a = 1 pulg, Tj = 800 1b - pie, d; = 0, T> = —600Ib - pic.d; =
5 pies
T
T;
T,
"y "-.:-"
--.__.-l""-.
4
A
i,
Prob, 526

£-27. La flecha estd sometida a un par de torsion dis-
tribuido a lo largo de su longitud con magnitud ¢ =
(10x*)N + m /m, donde x estd en metros. Si el esfuerzo mé-
ximo en la flecha debe permanecer constante con valor de
80 MPa, determine la variacidn requerida para el radio ¢
de laflechaparad=x = 3m.

¥n.

L
L~
1= {blt) N-mfm
Proh. 527
#5-28. Un resorie clindrico congiste en un anillo de hule
unideo a un anillo rigido ¥ a una Necha. 5i 2] anillo rigido

s& manticne fijo v se aplica un par de torsién T a la Mecha,
determine el esfuerzo corante miximo en el hule,

Propicmas = 203

®85-29. La flecha tiene un didmetro de 80 mm y debido a
la friccidn en su superficie deniro del agujero, queda so-
metido a un par de torsin variable dado por la funcidn
1= [25xe" )N - m /m, donde x esti en metros. Determine
el par de torsidn minimo T, necesanio para vencer la fric-
cidn v que la flecha pueda girar. También determine el es-
fuerzo maximo absoluio en la Necha,

Ty

BN enre

Im -m (e ) MNem/m

Proh, 5-20

5-M. Laflecha sdlida ticne un ahusamiento lineal que va
de ry en un extremo a rg en el otro. Obtenga una ecuacidn
que dé el esfuerzo cortante médximo ¢n la flecha en una po-
sicidm x a lo largo del ¢je de la flecha.
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£-31l. Cuando se perfora un podo a una velocidad angu-
lar constante, el extremo del ubo perforador encuentra
una resistencia T, a la torsidn. Tambidn ¢l suelo a lo largo
de los costados del tubo crea un par de ficcydn distribuido
a lo largo de su longitud, que vards uniformemente desde
cero en la superficie B hasta r, en A. Determine el par mi-
nimo Ty que debe ser proporcionado por la unidad de
impulsidn para vencer los pares resistentes, v calcule el es-
fuerzo cortante mdximo en el tubo. El tubo tiene un radio
exterior F, ¥ un radio intenor r,

*5-32. La flecha impulsora A8 de un sulomdvil esti he-
cha con un acero que tene un esfuerzo comante permisi-
ble de 7. = B kib/pulg’. Si el didmetro exterior es de
2.5 pulg v &l motor desarrolla 200 hp coando Lla flecha gi-
ra & 1140 rpm, determine el espesor minimo requerido pa-
ra la pared de la flecha.

5-33.  La flecha impulsora A de un automdovil va a ser
diseiiada como un tubo de pared delgada. El motor desa-
rralla 13 hp cuando la flecha gira a 1500 rpm. Determine
el espesor minimo de la pared de la flecha s su didmetro
exterior €5 de 1.5 pulg. El material tiene un esfuerzo cor-
tantc permisible de 7w = 7 kib/pulg’.

5-M. Laflecha motriz de un tractor va a ser disefada co-
mo un tubo de pared delgada. El motor entrega 200 hp
cuando la Mecha estd girando a 1200 rpm. Determine el es-
fuerzo minimo para la pared de la flecha si el didmetro
exterior de ésta es de 3 pulg. El material vene un esfuer-
20 cortante permisible T, = 7 kib/pulg’.

535, Un motor surministra 500 hp a la flecha de peero
AHB, gue es tubular y tiene un didmetro exterior de 2 pulg.
Determine su didmetro inlerno mas grande al | pulg mds
cercano, cuando gira o 200 rad /s 9 el esfuerso cortante per-
misible del material es 7, = 25 kb fpulg’.

*5.36.  La flecha motriz de wn iractor esti hecha de un

tubo de acero que tiene un esfuerzo cortante permisible
Tperm = 0 kib,/pulg®. 8i el didmetro exterior es de 3 pulg v
el maotor suministrie 175 hpa la Decha al girar o 1253 rpm,
determine el espesor minimo requendo para la pared de
La flecha.

5-37. Un maotor entrega 500 hp a la Necha de acero AR,
que s tubular v tiene un didmetro exterior de 2 pulg v un
didmetro interior de .84 pulg. Determine la velocidad
angular rds pequeia a la que puede girar Ia flecha si ¢l
csfuerzo cortante permisible del material es ., =

25 klib/pulg’ "

5-38 La flecha de 0.75 pulg de didmetro para el motor
eléctrico desarrolla (L5 hp v gira a 1740 rpm. Determine el
par de torsion generado v caleule ¢l esfuerzo cortante mé-
ximo en la flecha. La flecha esti Wada P cojineles
de bolas en A v B



530, La flecha solida AC tene un didmetro de 25 mm y
estd soportada por dos cojinetes lisos en D v E. Esti aco-
plada a un motor én O que suministra 3 kW de potencia a
la Mecha cuando gira a 50 rpm. Si los engranes A v B 1o
man | kW v 2 kW, respectivamente. determine ¢l esfuerzo
corante miximo desarrollado en la Decha en las regiones
AB vy BC. La flecha puede girar libremenie en sus cojine-
tes de apovo Dy E.

1EW IEW

1 kW 25 mm

*5-40. Lafechasdlida de acero DF tiene un didmetro de
25 mm y estd soporiada por dos cojinetes lisos en Dy en
E. Estd acoplada a un motor en C que entrega 12 kW de
potencia a la flecha cuando gira a 50 rpm_ 5i kos engranes
A, By Ctoman 3 EW, 4 kKW v 5 kW, respectivamente, de-
termine el esfuerzo cortante maximo desarrollado en la
flecha en las regiones COF v BC. La fAecha puede girar li-
bremenie en sus cojineies de apove I¥ v E.

3-4l. Determine el esfuerzo cortants méaximo absoluto
generado en ba flecha en ¢l problema 5-40,

i2kWw
5 kW
3 4w 25 men
b
s £ r
Frobs. S-8id1

ProglEmas = 205

5-42. El motor entrega 500 hp a la flecha AR de acero
que es tubular v tiene un difimetro exterior de 2 pulg v un
didmetro interior de 1.84 pulg. Determine la velocidad an-
gular mds pegueiio a la que puede girar 51 el esfuerzo cor-
tante permisible del material es feq = 25 kib/pulg’.

Praob. 5-10

5-43.  El motor entrega en A 50 hp cuando gira a una ve-
locidad angular constante de 1350 rpm. Por medio del sis-
tema de banda v polea csta carga es :nm:qndnnln flecha
BC de acero del ventilador. Determine al 3 pulg més cer-
cano el didmetro minimo que pueds tener esta fllecha sioel

esfuerzo cortante permisible para el acero es T, =
12 klb fpulg’.

4pies|

A
Epile
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5.4 Angulo de torsién

Los poros potralenos son comdnmente per-
forados a profundidades mayores de mil me-
troi Como resultado, el dngubo todal de tor-
sidhn e un conjunto de tubos de perforacidn
puede ser conssderable v debe ser calowlado.

T,

(aj

Ocasionalmente el disefio de una flecha depende de la restriccidn en la
cantidad de rotacidn que pueda ocurrir cuando la flecha estd sometida a
un par de torsidn. Ademis, poder calcular el dngulo de torsién de una fle-
cha es importante cuando se analizan las reacciones en flechas estatica-
mente indeterminadas.

En esta seccitn desarrollaremos una formula para determinar el dnga-
lo de rorsidn, & (phi). del extremo de una flecha con respecto a su otro
extremo. Supondremos que la flecha tiene una seccidn transversal circu-
lar gue puede variar gradualmente a lo largo de su longitud, figura 5-15a
v que el material es homogéneo y sé comporta de un modo eldstico-lineal
cuando se aplica ¢l par de torsidn. Como en el caso de una barra cargada
axialmente, despreciaremos las deformaciones locales que ocurren en los
puntos de aplicacién de los pares v en donde la seccidn transversal cam-
bia abruptamentie, Segin el principio de Saint-Venant, esios efecios ocu-
rren én pequenas regiones a lo largo de [a fMecha v generalmente tienen
slo un ligero efecto en los resultados finales.

Para usar ¢l método de las secciones, un disco diferencial de espesor d,
localizado en la posicion x, se aisla de la flecha, figura 5-156. El par de tor-
sitn resultante interno estd representado por T(x), puesto que la accidn
externa puede causar que varie a lo largo del eje de la flecha. Debido a
Tx) el disco se torcerd, de modo que la rotacidn relativa de una de sus
CAras con respecio a la otra cara es déd, figura 5-155. Ademds como se ex-
plicd en la seccidn 5.1, un elemento de matenal situado en un radio p ar-
bitrario dentro del disco sufrird una deformacidn unitaria cortante y. Los
valores de y v diéb se relacionan por la ecuacidn 5-1, es decir,

drx
db = y— (5-13)
b = B

ik

Fig. 5-15



Ya que es aplicable la ley de Hooke, y = 7/G. y que el esfuerzo cortante
puede expresarse en Erminos del par de torsidn aplicado usando la formu-
la de la torsidn 7= T{x)p/dx), entonces ¥ = Tx)p/xe)G, Sustituyendo
este resultado en la ecuacion 3-13, el dngulo de torsidn para el disco s en-
lonces:

db = Lioer
Jix)r

Integrando sobre toda la longitud L de la flecha, obtenemos el dngulo de
torsidn para toda la flecha, esto es,

(5-14)

Agui,

¢ = fingulo de torsidn de un extremo de la flecha con respecto al otro,
medido en radianes

Ti{x) = par de torsién interno en una posicion arbitrana x, hallado a par-
tir del método de las secciones y de la ecuacion del equilibrio de
momentos aplicada con respecto al eje de la flecha

Jix) = momento polar de inercia de 1a flecha expresado en funcién de la
posicion x

7 = modulo de rigidez del material

Par de torsion y area de la seccion transversal constantes. Por
lo comiin, en la prictica de la ingenieria ¢l material s homogéneo por lo
que (7 es constante. Ademds, el drea transversal de la flecha v ¢l par de
torsidn aplicado son constantes a lo largo de la longitud de la flecha. fi-
gura 5-16. 5i éste es el caso, el par de torsion interno T{x) = T, el mo-
mento polar de inercia J(x) = J, v la ecuacidn 5-14 puede ser integrada, lo
cual da:

TL

- 5-15
o iG | (2-13)

Las similitudes entre las dos ecuaciones anferiores ¥ agquellas para una barra
cargada axialmente (& = [P{x)ix/A(x)E vy 6 = PL/AE) son notorias.

Secoon 5.4 Angulo de torsion - 207

Al calcular ¢l esfuerzo v el dngulo de tor-
i die eata perforadora de suelo, es nooe-
sario ooissderar la carga variable que acita
n bo lorgo de su longited,
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Fig. 17

Podemos usar Ia ecuacion 3-15 para determinar el médulo de elastici-
dad por cortante ; del material. Para hacerlo se sitia una probeta de en-
sayo de longitud v didmetro conocidos en una miquina para ensayos de
torsion como la que se muestra en la figura 5-17. El par de torsion Ty el
angulo de torsidn ¢ se miden entonces entre una longitud calibrada L.
Usando la ecuacidn 5-15, G = TL /¢ Normalmente, para obtener un va-
lor de 5 mis confiable, se efectian varias de estas pruchas y se emplea el
valor promedio.

Si la flecha estd sometida a varios pares de torsion diferentes, o si el drea
de |a seccidn transversal o el médulo de rigidez cambian abruptamente de
una regidn de la fecha a la siguiente, la ecuacidn 3-15 puede aplicarse a
cada segmento de la flecha en que estas cantidades sean todas constan-
tes. El dngulo de torsién de un extremo de la flecha con respecto al otro
se¢ halla entonces por la suma vectorial de los dngulos de torsion de cada
sepmento. En este caso,

(3-16)

Convencion de signos. Con objeto de aplicar las ecuaciones anterio-
res debemos establecer una convencidn de signos para el par de torsidn
interna y para el dngulo de torsidn de un extremo de la fecha con respec-
o al otro. Para hacerlo wsaremos la regla de la mano derecha, segin la
cual tanto el par como el dngulo de torsion serdn positivos si el pulgar se
aleja de la seccidn de la fNecha cuando los dedos restantes se curvan para
indicar ¢l sentido del par, figura 5-18.

Para ilustrar el uso de esta convencién de signos, consideremos la fle-
cha mostrada en la figura 5-19g, la cual estd sometida a cualro pares de
torsion. Va a determinarse el dngulo de torsidn del extremo A con respec-
ioal exiremo D, En este problema deberin considerarse tres segmentos
de la flecha, puesto que el par de torsidn interno cambia en B y en C. Usan-



Convenciin de signo positivo
para Ty

Fig, 5-18

do el mérodo de las secciones, se calculan los pares de torsidn internos pa-
ra cada segmento, figura 5-19b. Segin la regla de 1a mano derecha, con
pares positivos dirigidos hacia afuera del extremo seccionado de la flecha,
tenemos T 5 = +B0MN-m, T = =TOMN-m ¥ Trp = =10 N -m. Con &s-
tos valores se puede trazar el diggrama de momentos forsionanies para la
flecha, figura 5-19¢. Aplicando la ecuacidn 5-16, tenemos:

_ (+BON-m) Lap . (=TON-m) Ly . (=10N-m) Lop
AfD I JG G

51 se sustituyen los demds datos v se obtiene la solucidn como una canti-
dad pasitiva, ello significa que el extremo A girard como se indica por la
curvatura de los dedos de la mano derecha estando el pulgar dirigido fha-
cia afwera de la flecha, figura 5-19a. Se usa la notacién con subindice do-
ble para indicar este dngulo de torsién relativo{dy, p); sin embargo, si el
dngulo de torsion va a determinarse con relacion a un punte fijo, entonces
s6lo se usard un dnico subindice. Por ejemplo, si [ estd situado en un so-
porte fijo. entonces el dngulo de torsidn caleulado serd denotado como oy,

L
L2 T (4-)

& 60 Nm
A 150 MNm

+I

()
Fig. 5-19

Secoon 5.4 Angulo de torsidn
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Los engranes unidos a la flecha de acero empotrada estdn sometidos a
los pares de torsion mostrados en la figura 5-20a. 51 ¢l madulo de cor-
tante es & = 30 GPa v la Mlecha tiene un didmetro de 14 mm, determi-
ne el desplazamiento del diente P en el engrane A. La flecha gira libre-
mente sobre el cojinete en B,

Tp = 130 N-m
Ty = 150 N+m - o
150 Nm 150 N-m ' ponm B
' ¥ : 2BD%'m 100 mm el o
1 | ' ’
A
Solucion - 12

Par de rorsidn interno.  Por inspeccitn, los pares en los segmentos AC,
CD y DE son diferentes pero constantes a lo largo de cada segmento. En
la figura 5-206 se muestran los diagramas de coerpo libre de segmentos
apropiados de la flecha junto con los pares internos calculados. Usan-
do la regla de la mano derecha v la convencion de signos establecida

de que un par positivo se aleja del extremo seccionado de la flecha, te-
NEMmos:

Tac = +150N-m  Tep=-130N'm Tpe = -170N+m

Estos resultados se muestran también sobre el diagrama de pares tor- b}
sionantes en la figura 5-20¢.

ﬁiugul'ﬂ de torsion.  El momento polar de inercia de la flecha es:
J = %{CHIW n:l}' = 3.‘."?[134} m!

Aplicando la ecuacion 5-16 a cada segmento v sumando los resultados
algebraicamente, lenemos:

TilN-mi
- _EE_ {(+150 N-m){0.4 m)
U SIG 0 AT7107) mY[R0(107) N/mY] = —I
. (-130N-m)(03m) 0 o7 I
37701077 mA[B0{10") N/m")) ! -1 70
(~17T0N-m){05m) .
* 377010°%) mipso(10°) Nymy] 212 rad o R

Como la respuesta es negativa, por la regla de la mano derecha el pul-
gar se dirige hacia el extremo E de la flecha v, por tanto, el engrane A

p [
]mmT
gira como se muestra ¢n la figura 5-20d. lﬁ
El desplazamiento del diente P sobre el engrane A es: /« A |
* Igly
Sp = dyr = (0212 rad ) (100 mm) = 21.2 mm Resp.

Fig. 5-20
Hecuerde que este andlisis ¢s vihdo sdlo si el esfuerzo cortante no

excede del limite proporcional del material.
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eieme L offTH

(Tl = 225 Nom A, _.ar';ﬂm. .

gy = (O34 rd

Fig, 5-21

Failih
L]

70150 m

Las dos flechas sdlidas de acero mostradas en la figura 5-21a estin aco-
pladas a través de los engranes B v C. Determine el dngulo de torsidn
del extremo A de la flecha AB cuando se aplica el par de torsién T =
45 N -m, Considere (¢ = 80 GGPa. La flecha A8 gira libremente sobre
los cojinetes E y £, mientras que la flecha CI estid empotrada en [,
Cada flecha tiene un didmetro de 20 mm.

=435 M-in

Lap

Solucion

Par de torsién interno.  En las figuras 5-216 v 5-21c se muestran dia-
gramas de cuerpo libre de cada flecha. Sumando momentos a lo largo
del eje x de la flecha se obtiene la reaccion tangencial entre los engra-
nes de F =45 N'm .15 m = 300 N. Sumando momentos respecto al
eje x de la flecha DC, esta fuerza gencra entonces un par de torsion de
(Th), = 300N (0,075 m) = 22.5 N-m sobre la flecha DC.

Angulo de torsién.  Para resolver el problema calculamos primero el
Mg P pr

giro del engrane C debido al par de 22.5 N-m en la flecha OC, figura
5-215. Este dngulo de torsidn es:

_ Tlpe _ (+225N-m}1.5m)

¢ =G © (/230,000 m ) [80010%) N/m?]

= =069 rad

Como los engranes en los extremos de las flechas estdn conectados,
la rotacion &y del engrane € ocasiona que el engrane B gire ¢y, figura
5-21c. donde

dig(L15m) = (00269 rad) (0,075 m)
by = 00134 rad

Determinaremos ahora el dngulo de torsion del extremo A con res-
pecto al extremo & de la flecha AB generado por el par de 45 N-m,
figura 5-21c. Tenemos:

N Taplan . (+45 M-m}{2 m}

P48 ™ TG " (ay2) (0010 m)*[8D(107) N/m?]

= +0.0716 rad

La rotacion del extremo A se determina entonces sumando dy v g,
ya que ambos dngulos tienen el mismo sentido, figura 5-21c. Tenemos:

b= by + dyn = 00134 rad + DOTI6 rad = +0.0850 rad  Resp.
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El poste sélido de hierro colado de 2 pulg de didmetro mostrado en la
figura 5-22a estd enterrado en el suelo. 8i se le aplica un par de torsidn
por medio de una llave rigida a su parte superior, determine el esfuer-
zo cortante madximo en el poste v el dngulo de torsidn en su parte su-
perior, Suponga que el par estd a punto de hacer girar el poste y que el
suelo ejerce una resistencia torsionante uniforme de ¢ Ib-pulg /pulg a
lo largo de su longitud enterrada de 24 pulg. G = 5.5(107) kib/pulg’.

Solucion

Par de torsidgn interno.  El par de torsidn interno en el segmento A B
del poste es constante. Del diagrama de cuerpo libre, figura 5-225, te-

METOE:

La magnitud del par de torsidn distribuido uniformemente a lo largo
del segmento BC enterrado puede determinarse a partir del equilibrio
de todo el poste, figura 5-22¢. En este caso,

EM. =0 25 1b(12 pulg) = +{24 pulg) = 0

= 12.51b- pulg/pulg
Por tanto, del diagrama de cuerpo libre de una seccidn de poste situa-
da en la posicidn x dentro de la regidn 8C, figura 3-22d, lenemos:

IM. =1 Toe — 1252 = 0

Ty = 12.5x
Exfuerzo cortante mdyimo. El esfuerzo cortante mds grande ocurre

en la regidn A B, puesto que el par es médximo ahi y J es constante pa-
ra ¢l poste. Aplicando la fdrmula de la torsitn, tenemos:

Tapt 300 b = pulg)i 1 pul 6 pul
oty = A2 o SO PRSI PR g1 mipulg?  Resp &
I (w/2){1 pie) e MR o 25
M-
Angulo de rorsidn. Fl dngulo de torsion en la parte superior puede o
determinarse respecto a la parte inferior del poste, va que este extre- F
mo esti fijo ¥ a punto de girar. Ambos segmentos AR y BC, giran, v en |
este caso tenemos: !
Tofy panlg
_ Tanlan o Te dx |
T IG |
T J-'i Ti b1 i "H,'f__
(300 1b-pulg) (™M 12.5x dx | 11 .
1G JG iz s pulg fplg 24 pelg
10800 Ib-pulg® | 12.5[(24)%/2] Ib- pulg® i i Y
B JG JG

o 14 400 Ib-pulg®
(w231 pulg]'iﬂl[lm] Ih;']:ru]gl

= (LOOL6T rad

apilg 23 1

2 pulg
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La flecha ahusada mostrada en la figura 5-23q estd hecha de un mate-
rial cuyo médulo cortante es &, Determine ¢l dngulo de torsidn de su
extremo # cuando estd sometido a un par.

Solucidn

Momenio de torsidn intermo.  Por inspeccidn o por el diagrama de
cuerpo libre de una seccidn localizada en la posicién arbitraria x, figu-
ra 5-23b, el momento de torsion ¢s 1

Angulo de rorsidn.  El momento polar de inercia varia aqui a lo lar-
go del eje de la flecha, por lo que tenemos que expresarlo en (érminos
de la coordenada x. El radio ¢ de la flecha en x puede determinarse en
términos de x por proporcion de la pendiente de la linea A8 en la fi-

gura 5-23c. Tenemos:
C: — Cy = ¢

L X

~
Il
-
-
|
o
"
1.
| b
[ |
A
e

Entonces, en x,

Aplicando la ecuacion 5-14, tenemos:

RIE D A e

L L

Efectuando la integracion usando una tabla de integrales, se obtiene:

so(Zy b |
(ﬂﬂf‘rﬁ(ﬁ = ’)i_:_t'z '-‘( E I)] B

Sty

Reordenando términos resulia;

_ L (fi + 0 + Ef)

Imli o

¢ Resp,

Para verificar parcialmenie este resultado, nole que coando ¢, = =
i, cnlonoes
L _7TL
[(=/2)')G JG

|!|tI‘=

gue s la ecuacion 5-15.
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PROBLEMAS

*5-44. Las hélices de un barco estin conectadas a una
flecha sdlida de acero A-36 de 60 m de largo que tiene un
didmetro exterior de 340 mm y un didmetro interior de
260 mm. 5i la potencia generada es de 4.5 MW coanda la
flecha gira a 20 rad s determine el esfueren torsionante
miximo en la flecha v su dngulo de torsidn.

S5=45. Una flecha estd sometida a un par de torsicdn T,
Compare la efectividad de usar ¢l tubo mostrado en La fi-
gura contra la de una seccidn salida de radio ¢, Para esto,
caleule el porcentaje de aumento en el esfuerzo de torsidn
v en el ingulo de torsidn por unidad de longited del tubo
respecto a la seccidn sdlida,

ialy

Probes, S-440M5

S8,  La flecha sédida de radio © estd sometido a un par
de worsion T. Demuestre gue b deformacion cortante ad-
xima generada en la flecha es vy, = Te /MG Cudl es la
deformacidn cortante en un elemento locslzado en el pun-
e A, a /2 del centro de la [lecha? Eshoce la distorsidn
cortante en csfe clemento.

A

Proh. S-46

547, La Necha de acero A-36 estd hecha con los tubos
AR v O més una seccion sdlida BC, Estd soportada so-
bre cojinetes lisos que e permiten girar libremente. 5 los
engranes, (ijos a sus extremes, estdn sometidos a pares de
torsidn de 85 N-m, determine ¢l dngulo de torsicn del en-
grane A con respecto al engrane £). Los tubos Uenen un
disgmetro exterior de 30 mm v un didmetro interior de
20 mm. La seccidn solida tiene un diimetroe de 40 mm,

*E48.  La flecha de acero A-36 estd hecha con los Labaos
AB v O mas una seccidm salida BC, Estd soportada so-
Ibre cogimetes lisos que ke permiten girar hbremente. 3i los
engranes, fijos a sus extremaos, estin sometidos a pores de
torsida de 85 N -m, determine ¢ angulo de torsion del ex-
tremo B de la seceidn sdlida respecto al extremo O Los
tubos tenen un didmetro externo de 30 mm ¥ un didme-
tro interno de 20 mm. La seccidn solida tiene un didmetro
die 40 mm.

549, Los extremos estriados v los engranes unidos a la
flecha de acero A-36 cstdn sometidos a los pares de tor-
sidn mostrados, Determine ¢l dingulo de torsidn del extre-
mo B con respecto al extremo A, La flecha tiene un did-
metro de 40 mm.

20k M m Nem
a
2 Mm
MR M m
b mm
4K} m o
|
|
506 mm
™~
Frod, 5-4%
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E-8). Los extremos esiriados v los engranes unidos a lo
flecha de seerd A-36 estin somebilos & Los pares de Lor-
sidm mostrados. Determine ¢l :'i.ngulll ile tarston del CTEra-
ne {Ccon respecto al engrane I3, La flecha tiene un didme-
tro die 40 mim.

04D -y

S04 M-m

I N

N

HND mim

Proh. 2-30

5Kl Lnflechn v wolnnte giratorios, sl ser levados repen-
tinameante al reposo en £, comienzan a oscilar en sentido
farario ¥ antihorario de menera fuie un punto A sosbre ¢l
borde extenor del volante se desplaza a través de un arco
e 6 mim. Determmine e esiero cortante muxim desimo-
itado en la flecha tubular de acero A-36 debido a e os-
alaion, La echa tiene un difmetro interior de 24 mim
un diimnetro exterior de 32 mm, Los nnj:m.:l.;l. en v O peer-
miten gque la flecha gire libremente, mientras que el sopos-
b en L mantene Oja Ia fecha,

Frob. 5-51

5.5 El perno de scero A3 de # mom de didgmetro es
i empotrade en o] blogue en A, Determine las fuerzas F
del par que debe aplicarse a la Nave para que ¢l esfucrzo
coftante maximo ey el perno sea de 18 MPa. Tambidn
caleule ¢l desplazamiento correspandicnte de cada foerza
Foevesino pari generar este esfuereo, Suponga gue |a Ha-
v s rigida.

150 men

Froh. 5-51

E-8X Lawuwrbing desarrolla 150 BW de potencia gue
s¢ iransmite a los engranes en forma tel que O recibe 70%
v IF 3%, 50 la rotacidn de la flecha de acero A-36 de
100 mm de didmetro es w = B rpm, determme ¢l esfuer-
zi cortante mdimo absoluio en la flecha v el dngulo de
torsidn del extremo E de la flecha respecto al extremo 8.
El cojinete en £ permite que la flecha gire hbremente res-
pecto o su cje

tm I

4 m (
2m

Prody, 5-53



5-54. Lawrbing desarrolla 150 kW de polencia que se
transmite a los engranes de manera que tanke O comoe D
reciben la misma cantidad. 5i la rotacidn de la flecha de
acero A-3 de 100 mm de didmeino o5 w = 50K rpm, deter-
ming &l esfuerzo cortante miximo absoluto en ba fecha v
la rotacidn del extremao B de ésta respecto al extremo £,
El cojinete cn E permite que la Mecha gire libremente al-
rededor de su eje.

= e
Ym o i
wm L
Im
Praols, 5-54

5-55. La Mecha hueca de acero A-36 nene 2 m de longi-
tud ¥ un didgmetro exterior de $0 mm. Cuando estd giran-
do 3 80 radis, ransmite 32 kW de potencia del motor E al
generndor O, Determing el espesor minimea de la fecho si
el esfuerio cortante permisible es 7, = 140 MPay Ia fle-
cha estd restringida a no torcerse mids de 000G radiancs,

#5-56, Laflechs solida de acero A-36 tiene 3 m de longi-
tud v un didmetro de 50 mm. 5 requiere que transmita
35 kW de potencia del motor £ al generador ¢, Determi.
ne la velocidad angular minima que la flecha puede tener
%1 esti restringida a no torcerse mis de 19,

Probs, 5-5556

ProBLEMAs « 217

=57, El motor produce un par de torsidn T = 20N -m
sobre el engrane A. 5 el engrane C se bloguea repentina-
mente de tal manera que no pueda givar, aungue B si pue-
de girar libremenie, determine el dngule de torsidn de F
con respecta s E v el de Foon respecto o [ de la flecha de
acero L2 que tiene un didmetro interior de 30 mm v un
didmetro exterior de 50 mm. También, calcule ¢l esfueraos
cortante miximo absoluto en la flecha. La flecha estd so-
portada sobre copineles en &y M,

100 LY
A E N
20 I |
[EL1 3
c 40 zim FE
N&m 0dm
IS m ILE
Froly, 5-57

558, El movor de un helicoprero suministra 600 hp a ln
flecha del rotor AR cuando las aspas estdn giramdo a
12080 rpm. Determine al L pulz mis cercano el diimetro de
la Mecha :113 8l el esfueren cortante permisible s 1, =
B klbpulg” v las vibraciones limitan el angulo de torsidn
de Ia flecha o 0,05 radisnes. La Oecha tiene 2 pics de lon-

gitud ¥ estd hecha de acero L2,

5-59. Elmotor de un helicoptero esti entreganda 600 hp
i lo flecha del rotor A8 cuandoe las aspas giran a 13060 rpm.
Drstermine al :, paly mis cercano el didimetro de la flecha AN
si ¢l esfuerzo cortante permisible o5 7y = 103 kib/ pulg®
v las vibraciones limiton el dngulo de torsidn de la lechn
a 005 radianes. La flecha tiene 2 pics de longitud v estd he-
cha de acero 12,

Proh. 558758
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*mi-bll, Considere el problema general de una flecha
circular hecha de m segmentos, cada uno de radio ¢, ¥
middulo cortante 7, 51 actdan n pares de torsidn sobre la
flecha como sc muesira, escriba un programa de compu-
tadora que sirva para determinar el dngulo de torsitn én
su extremo A, Apligue el programa con los sigulentes da-
b Ly o= 0.5 i, ¢y = 002 m, Gy = 30 GPa, Ly, = 1.5 m,
e =005m, Gy = 15GPa, Ty = —450 N-m, d; = 0.25 m,
T =600Nm.d; = 0.8m,

Frob, 560

561, La pieza de acero A-36 consta de un tuba con ra-
dio exterior de 1 pulg v un espesor de pared de 0,125 pulg.
Por medio de una placa rigida en B se conecta a b flecha
silids AH de 1 pulg de didmewro. Determine |3 rolacion
del extremo O del tubo si se aplica un par de torsidn de
200 b - pulg al tubo en este extremo. El extremo A de la
Mecha estd empotrada,

Froh. 5441

562, La flecha de acero L2 de 6 pulg de didmetro en ln
turbina estd soporiada sobre cojinetes en A v B, 5 O se
mantiene fijo v las paletas de ln turbina generan un par de
torsidn en la flecha que crece lingalmente de ceroen C a
2000 b+ piie en 1, determine ¢l dngulo de torsidn del ex-
tremo [ de la flecha respecto al extremo O, También, caleu-
Ie el esfuerso cortaile misimo absoluto en la fecha. Des-
precie el tamano de las paletas.

14k

Prob, 5441

563, Cuandi se perfora un pooo, se supone gue ¢l extre-
mo produndo del tubo perforador encuentra una resisten-
cia a la torsion T 4. Ademis la friccidn del suclo a lo largo
de los ndos del wbo cren una distribucidn lincal del par de
topsidn por unidad de longitud que varia desde cero en L
superficie B hasta i en A. Determine el par de torsidn ne-
cesanio Tg que debe aplicar la unidad impulsora para ha-
cer girar ¢l tubo. También, :cudl es el dngulo de torsidn re-
lative de un extremo del tubso con resgpecto al olro exiremao
en el instante en que ¢l tubo va a comenzar a girar? El fu-
by tiene un radio exterior £, ¥ un radio interior £, El md-
dulo de cortante es G

Froh, 5-63



*56d. Con el poste de acero A-36 se “taladra™ o veloci-
dad angular constante el suelo usando la instalacién rota-
toru, 5i el poste tiene un difimetro interior de 200 mim y
un difimetro exterior de 225 mm, determine el angulo re-
lative de torsidm del extremo A del poste con respecto al
extremo &, cuando el poste alcanzs la produndidad indi-
cada, Debido a la friccidn del suclo, suponga que el par que
aciia a lo largo del poste varia inealmente como se mues-
Erin ¥ que un par de torsion concentrasdo de 30 kN -m actia
en la punta del poste.

¥ i
4m
Im
15 m/m
2 kN'm

Prob. 5-64

68 El dispositive mostrado se usa para mezclar suelos
con ¢l fin de proporcionar estabilieacidn in sine 51 el mezcla-
dor estd conectado a una flecha whbular de acero A-36 que
tiene un didmetro interior de 3 pulg ¥ un didmetro exterior
de 4.5 pulg, determine el dngulo de torsion de b Becha en la
seccidn A con respecto a la seccidn B, asi como el esfucrzo
cortante maximo absoduto en la flechs, si cadn hoja mezcla-
dora estd someetica a bos pares de torsion mostrados.

ProbLEmas « 219

S-6b. El dispositivo mosirado se usa para mezclar suclos
con ¢l fin de proporcionar estabilizacion in sine. 5i ¢l mez-
clados estd conectado & una flecha tubular de acero A-36
que tiene un didgmetro mterior de 3 pulg v un didgmetro ex-
teror de 4.5 pulg. determine ¢l dngulo de torsida de [a flecha
en la secerin A con respecto a la seccion O, considerando
gue cacla hoga mercladora estd sometida a los pares de tor-
sidin mostrados,

Praki, 5-fh

5467, Laflecha tiene un radio ¢ y estd som<ticda a un par
de torsion por unidad de longitud de i, distribuido unifor-
memente sobre toda la longitud L de la Aecha, Determi-
ne el dngulo de torsion ¢ en el extremo B, considerando
que el exiremo alejado A estd empotrade. El mddulo cor-
tamie es 7.

W

Prob, 5-67
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*L6f.  El perno de acero A-36 se apricta dentro de un
agujero de manera que el par de torsidn reactivo sobre ¢l
vistago AR puede expresarse por la ecuacidn ¢ = (kx7)
M = m/m, donde r estd en metros. Sise aplica un par de tor-
sidn T = 50N - m a ln cabeza del pemno, determing I cons-
tante k v ln magnitud del giro en los 50 mm de longitud del

vistago. Suponga que ¢l vistago tiene un radio constanie
de 4 .

5-69. Resuelva el problema 5-68 considerando que el par
distribuido es ¢ = (ke N = m m,

50 Nom

5T, La Mecha de radio o esta sometida a un par distri-
buido r, medido como par Tongitud de fecha, Determine
el dngulo de torsidn en el extremo A. El mddulo de cor-
tanie es (i,

Prah, %70

ET. Elcomornoe de la superficie de la fecha estd deh-
nido por lrecuacion v = o' donde o es une constanie, 51
la Necha estd sometida a un par de worsidn T en sus extre-
o, delermime i:l.ﬁnﬂu‘h:u;l: torsidn del extrema A con res-
pecto al extremo &, El médulo de cortante es .

B
T = ,|'I
Y r
/
-1 | | "
L
Proh, 571

#5-72, Un resorte cilindrico consiste en on anillo de hu-
Je unido a un anillo dgido v a una Aecha. Si el anillo rigi-
do se mantiene fijo y se aplica un par de torsion T a la fle-
cha rigida, determine ¢l dngulo de torsidn de ésta. El
mésclulo cortanie del hule es (3. Sugerencia; como se mues-
tra en la figura, la deformacidn del elemento con radio »
pucde determinarse con F dF = dr ¢ Use esta expresion

junto con = T/(2ewrh), del problema 5-28, para obtener
2] resultado.

Prob, 572
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5.5 Miembros estaticamente indeterminados cargados
con pares de torsion

Una flecha sometida a torsién puede clasificarse como estiticamente in-
determinada si la ecuacidn de equilibrio por momentos, aplicada con res-
pecto al eje de la flecha, no es suficiente para determinar los pares de tor-
sién desconocidos que actian sobre la flecha. En la figura 5-24a se muestra
un ejemplo de esta situacidn, Segin se aprecia en el diagrama de cuerpo
libre, figura 5-24b, los pares de torsidn reactivos en los soportes A y B son
desconocidos. Requerimos que:

M, =0 T-T,-Tg=0 '

Puesto que aqui sélo s tiene una ecuacion de equilibrio y existen dos in-
cognitas, este problema es estdticamente indeterminado. Con objeto de ob-
tener una solucidn usaremos el método de andlisis visto en la seccidn 4.4,

La condicién necesaria de compatibilidad, o condicién cinemética, re-
quiere que ¢l dngulo de torsidn de un extremo de la flecha con respecto
al otro extremo sea igual a cero, va que los sopories én los extremos son
fijos. Por tanto,

iy B = L

Para escribir esta ecuacion en términos de los pares de torsion descono-
cidos, supondremaos que el material se comporta de modo eldstico-lineal,
de modo que la relacidon carga-desplazamiento quede expresada por ¢ =
TL /JG. Considerando que el par interno en el segmento AC es + T, ¥ que
en ¢l segmento CB el par intermo es — Ty, figura 5-24¢, la ecuacidn de com-
patibilidad anterior puede escribirse como:

Talac  Telac _
JG JG

0

Aqui se supone que JOF g5 constante.

el Fipg. 5-24




222 - CAPITULO S Torsion

Resolviendo las dos ecuaciones anteriores para las reacciones, v consi-
derando que L = L 4 + Lgo oblenemos

Lﬂl‘)
=Tl —
ra= ("2
L X
TH=T( ':{)

Advierta gue cada par reactivo crece o decrece linealmente con la ubica-
cidn de L 4o 0 Lge al par de torsidn aplicado,
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esemeLo |0

La flecha sélida mostrada en la figura 5-23a tiene un didmetro de
20 mm. Determine las reacciones en los empotramientos A v B coan-
do estid sometida a los dos pares de torsion mostrados.

{m) ihi
Solucidn

Equilibrio. Por inspeccidn del diagrama de cuerpo libre, figura 5-255,
s¢ ve que el problema es estdticamente indetcrminado ya que hay sd-
lo una ecuacion disponible de equilibrio, y se tienen dos incdgnitas, T,
¥ Tp. S¢ requicre

ZM, =0 =Ty +BWN-m-—-500N-m—T,=10 (1)

Comparibilidad. Como los extremos de la flecha estén empotrados,
el dngulo de torsidn de un extremo de la flecha con respecto al otro de-
be ser cero. Por consiguiente, la ecuacion de compatibilidad puede es-
cribirse como

Esta condicidn puede expresarse en términos de los pares de torsidn
desconocidos usando la relacidn carga-desplazamiento, ¢ = TL JG. T

Tenemos aqui regiones de la flecha donde el par interno es constante,
BC, CD v DA. En los diagramas de cuerpo libre mostrados en la figu- @

ra 3-L5c se indican esos pares internos actuando sobre segmentos de |a Ty 500 N'm
flecha. De acuerdo con la convencidn de signos establecida en la sec-

citn 5.4, tenemos

= T2 m) + (Ty + 500N -mY(1.5 ml . Ts0.3m) 0 T, + 5odb
1G 1G 1G @E‘
o L
18T, — 02Ty = —750 (2) i)
Resolviendo las ecuaciones 1 v 2, oblenemos Fig. 5-23
Ty=-M5N-m Tg=045N-m Resp.

El signo negativo indica que T4 actda con seatido opuesto al mostra-
do en la figura 5-25b.
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I e

=I5 h-pie

I'lil:l

a)

La flecha mostrada en la figura 5-26a estd hecha de un tubo de acero
unido a un micleo de latén. Si se aplica un par de torsidn T = 250 b - pie
en su extremo, indigue la distribucidn del esfuerzo cortante & lo largo
de una linea radial de su seccidn transversal. Considere G, = 11.4(10™)
klb/pulg?, Gy, = 5.20{10%) kib,/pulg’.

# _"‘-.:‘Tm

25 i (b

Fig. 5-24

Solucdon

Equilibrio. En la figura 5-268 se muestra un diagrama de cuerpo hi-
bre de la flecha. La reaccidn en el empotramiento se ha representado
por la magnitud desconocida de par resistido por el acero, T, y por el
latén, T, Trabajando en unidades de libras v pulgadas, por equilibrio
5€ requiere;

—To— T + 250 Th- pie{12 pulg /pies) = 0 (1)

Comparibilidad.  Se requiere que el dngulo de torsién del extremo A

sea ¢l mismo tanto para ¢l acero como para el latén. Asi,

&=y = g
Aplicando [a relacion carga-desplazamiento, ¢ = TL JG, tlenemos:
T L -

(=/2)[(1 pulg)® ~ (0.5 pulg)*]11.4(10°) kib/pulg?
Tl
(ar/2)(0.5 pulg)*5.20{ 1¢F) kib/pulg®

Toe = 3188T,,, (2)
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Resolviendo las ecuaciones 1 v 2, obtenemos:

Ty = 29110 1b - pulg = 2426 Ik~ pie
Ty = 88.51b - pulg = 7.38 Ib - pie

Estos pares actdan a lo largo de toda la longitud de la flecha, va que
ningln par externo actia en puntos intermedios a lo largo del eje de la
flecha. El esfuerzo cortante en el micleo de latdn varia de cero en su
ceniro a un maximo s0bre la superficie en que entra en contacto con
el tubo de acero. Con la fdrmula de torsidn,

(88.5 Ib - pulg) (0.5 pulg) 5
= = 451 Ib,/pul
[ﬂal.}miﬁ {n,-’! }{U.E PU]E}' .l'rp“ B
Para el acero, el esfuerzo cortante minimo estd localizado sobre la su-
perficie y tiene el valor de:

(2911.01b - pulg)(0.5 pulg)
{(=/2}[(1 pulg)* — (0.5 pulg)’]
v el esfuerzo cortante méximo estd en la superficic externa, con valor de:

(2911.0 b+ pulg)(1 pulg)
(=/2)[(1 pulgl* — (0.5 pulg)’]

Los resultados se muestran en la figura 5-26¢. Note la discontinuidad
del esfiserzo cortante en la superficie de contacto entre el latdn y el ace-
ro. Esto era de esperarse, ya que los materiales tienen madulos de ri-
gidez diferentes; es decir, que el acero es mds rigido que el latén (G,
= Gl pOT 1o quie toma mads esfuerzo cortante en esta superficie de
contacto. Si bien el esfuerzo cortante es aqui discontinuo, la deforma-
cidn cortante no lo es; es decir, la deformacidn unitaria cortante es la
misma en el laton ¥ en el acero. Esto puede evidenciarse usando la ley
de Hooke, ¥ = /(7. En la superficie de contacto entre acero v latdn, fi-
gura 5-26d, la deformacidn cortante unitaria es:

= 988 Ib/pulg’

{Tac)min =

(Tac)max = = 1977 Ib/pulg®

451 Ib/pulg’ _ 988 Ih/pulg”
5.2(10°) Ibpulg®  11.4{10°%) Ibipulg’

yu— - = 0.0867(107) rad
G
GT7 I freetet

Y mix

Disoribucidm del esfiserro Dhstribucidn de la deformaciin
coranie unibaria cortanie
(el {d)
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PROBLEMAS

573, La flecha de acero tene un didmetro de 40 mm v
estd empotrada en sus extremos A y¥ 8. Determine el
esfuerzo cortante mdximo en las regiones AC y CH de la
flecha cuando se aplica ¢l par mostrado. G,, = 10.8{10°)

kibpulg”.

J kM

Praob, 5-73

574, Una barra estd hecha de dos sepmentos: AB de ace-
roy B de latdn. Eaud El'rlpl'l'lm:la £ SUS EXITEMOS ¥ S0mme-
tida & un par de torsidn T = 680 N - m. 5i la porcidn de ace-
ro tiene un didmetro de 30 mm. determing el didmetro
requerido en la porcion de latdén de manera que las reac-
clones en los empolramientos sean las mismas. (7, =
75 GPa, Gy, = 39 GPa.

575 Determine el esfuerno cortante maximo absoluto
en la flecha del problema 5-74.

*5T6. La flecha de acero estd hecha de dos segmentos:
AC tiene un didgmetro de 0.5 pulg v CF un didmetro de
1 pulg. 5i estd empotrada en sus extremos A v B v sometida
& un par de torsion de 500 |b-pie, determine ¢l esfuerzo
cortante maximo en la flecha. G, = 108(10%) kb /pulg’.

Prob. 5-T6

5-T1. Elmotor A genera un par de torsidn en el engrane
£ de 4530 |b- pie que se aplica a lo largo del eje de la flecha
I de acero de 2 pulg de didmetro, Este par de torsidn de-
be transmitirse a los engranes pifiones en E v F. 5i estos
engranes estdn temporalmente fijos, determine ¢l esfuerzo
cortante miximo en los segmentos CF v B0 de la Necha.
L Cudl s ¢l dngulo de torsitn de cada uno de esos segmen-
tos? Los cojinetes en O v D sdlo cjercen fuerzas reactivas
sobre la flecha v no resisten ningin par de torsion, G, =
12(10°) kb pulg’.

45 Ih-pie
I [

Prob. 5-TT

5-T8. La Mlecha compuesta consiste en un segmento me-
dio que incluye la flecha sdlida de 1 pulg de didmetro v un
tubo que estd soldado a las bridas rigidas A v 5. Despre-
cic ¢l espesor de las bridas v determine el dngulo de tor-
sein del extremo C de la fecha respecto al extremo I3, La
flecha estd sometida a un par de torsidn de 800 Ib-pie. El
material es acero A-36,

Sy | k|
pulg
R0
A
15

‘ﬁpt_ i

-0
Pruob., &.T8



5-79. La flecha estd hecha de una seccidn sdlida AB de
acero ¥ una porcidn ubular de acero con un nicleo de la-
ton. 3i estd empotrada en A v se aplica en C un par de tor-
siin = 50 Ib-pig, determine el dngulo de torsidin que se
présenta en Oy calcule el esfuerzo cortante v la deforma-
cidin cortante médximos en el latdn v en el acero. Conside-
re Gy = 11L.5(10") klb/pulg’ v Giy = 5.6(10%) kib/pulg’.

fule]
L5 pulg "
I pulg I = 50 b pie
Prab. 59

*5-80. Las dos flechas de 3 pies de longitud estin he-
chas de aluminio 2004-Th. Cada una tiene un didmetro de
1.5 pulg v estdn conectadas entre s por medio de cngra-
nes fijos a sus extremos. Sus olros extremos estin empo-
trados en A ¥ B, Tambidn estin soportadas por cojinetes
en Oy D gue permiten la libre rotacidn de las Mechas res-
pecto a sus ¢jes. 5ise aplica un par de torsidn de 600 |b-pie
al engrane superior como s¢ muestra, determine el esfuer-
zo cortante maximo en cada flecha.

Froh, 5-8{

5-81. Las dos flechas, AF v EF, estdn empotradas en sus
extremos ¥ conectadas a engranes conectados a su vez al
engrane comin en O que esti conectado a la fecha CO.
5i se aplica un par de torsidn T = B0 N - m al extremao [,
determine el Angulo de torsion en este extremo. Cada fie-
cha tiene un didmerro de 20 mm v estdn hechas de acero
A3

ProBLEsns « 22T

582 LasdosMechas, AR v EF, estin empotradas en sus
exutremos y conectadas a engranes conectados a su ver al
engrane comin en C que ¢std conectado a la flecha CD.
5i se aplica un par de torsion T = 80 N -m al extremo D,
determine el par de torsidn en A y F. Cada flecha tiene un
didmetro de 20 mm v estdn hechas de acero A-36.

P

fum
*m T= Rl Nm

Prohs. 5-R142

5-83. La flecha de acero A-36 estd hecha de dos seg-
mentos: AC tene un didmetro de 005 pulg v OF tiene un
didimetre de 1 pulg 5 la flecha estd empotrada en sus ex-
tremos A v B v estd sometida a un par de torsidn unifor-
memente distribuido de 60 b - pulg jpulg a lo largo del
sggmento O, determine ¢l esfuerzo cortante médximo ab-
soluto en la flecha.

Prob. 5-83

*584. Laflecha ahusada estd doblemente empotrada en
A v B, 51 se aplica un par de torsion T en su punto medio,
determing las rencciones en los empotramisnios

Frab., 5-84
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B85,  Una porcidn de Ia flecha de acero A-36 estd some- 5-87. Laflecha de radio ¢ estd sometida a un par de tor-
tida a un par de torsidn lincalmente distribuido. 5i la fe- sidn disiribuido ¢, medido como par longiiud de flecha,
cha tiene las dimensiones mostradas, determine las reac- Dretermine las reacciones en los empotramientos A v 8.
ciones en los empotramientos A v O, El segmento AR tiene

un didimetro de 1.5 pulg y el segmento BC un didmetro de

0.75 pulg.

EB6. Determine la rotacién en la junta B vy el esfuerzo

cortante midximo absolulo en la Decha del problema 5-85.

300 1bepulg fpaalg

*56 Flechas sodlidas no circulares

Mote la deformacidn que ocurre en el ele-
mento cuadrado cuando esta barra de hule
cstd sometids a un par de torsida.

Fig. 527

En la seccidn 5.1 se demosird que cuando un par de torsidn se aplica a
una flecha que tenga una seccidn transversal circular, es decir, que sea si-
métrica con respecto a su egje, las deformacienes unitarias cortantes va-
rian linealmente desde cero en el centro hasta un momento mAximo en
su periferia. Ademis, debido a la uniformidad de la deformacidon cortan-
te en todos los puntos sobre el mismo radio, la seccidn transversal no se
deforma, sino que permanece plana despuds de que la Mecha se ha torc-
do. 5in embargo, las Mlechas que no tienen una seccidn transversal circu-
lar no son simétricas con respecto a su eje, y a causa de que el esfuerzo
corlante en su seccidn transversal estd distribuido de manera compleja,
sus secciones fransversales pueden alabearse cuando la flecha se tuerce.
En la figura 5-27 puede observarse cémo se deforman las lineas de reticula
de una flecha que tiene una seccidn transversal cuadrada cuando la fle-
cha estd sometida a torsidn. Como consecuencia de esta deformacidn, el
andlisis de la torsion en flechas no circulares resulta considerablemente
complicado v no se examinard en este texto.

T

"\\

)
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T

Dastribucidn del exfoeren cortanic Algbea del drea de la seccide transversal
a lo largo de dos lneas radiales

(aj {1}

Mediante un andlisis matemético basado en la teoria de la elasticidad es
posible determinar la distribucién del esfuerzo cortante en una flecha de
seccidn transversal cuadrada. En la figura 5-28a se muestran ejemplos
de como varfa este esfuerzo cortante a lo largo de dos lineas radiales de
la flecha. Segin se dijo anteriormente, a causa de que estas distribuciones
del esfuerzo cortante varian de manera compleja, las deformaciones uni-
larias cortantes que generan tendrin como consecuencia un alabeo de la
seccidn fransversal conforme se muesira en la figura 5-285, En particular,
observe que los puntos de las esquinas de la flecha estardin sometidos a
un esfuerzo cortante nulo y, por tanto, a una deformacion cortante tam-
bién nula. La razén para esto puede mostrarse al considerar un elemen-
to de material situado en uno de estos puntos, figura 5-28c, Se podria es-
perar que la carga sombreada de este elemento esté sometida a un esfuerzo
cortante con objeto de ayudar a resistir el par de torsion aplicado T. 5in
embargo, esto no sucede aqui, puesto que los esfuerzos cortantes ry 1,
que actian sobre la superficie exterior de la flecha, deben ser cera, lo cual
a su vez implica que las componentes de esfuerzo cortante correspondien-
tes 7y 7 en la cara sombreada deben ser también iguales a cero.

Los resultados del andlisis anterior, junto con otros resultados de la teo-
ria de la elasticidad para flechas que tengan secciones transversales trian-
gulares y elipticas, s¢ muestran en la tabla 5-1. En todos los casos, el es-
Juerzo cortante mdximo e presenia en un punto de la seccidn transversal
que esté menos distante del eje central de la flecha. En la tabla 5-1 estos
puntos estdn indicados con puntos negros en las secciones transversales.
También se dan en la tabla las férmulas para el dngulo de torsidn de ca-
da flecha. Extendiendo estos resultados a una flecha que tenga una sec-
cién transversal arbirraria, puede demostrarse asimismo que una flecha
que fenga una seccidn transversal circular es mas eficiente, va que esté so-
metida tanto a un esfuerzo cortante miximo mds pequefio cOmo a un in-
gulo de torsidn mdr pequefio que una flecha que tenga una seccidn trans-
versal no circular v estd sometida al mismo par de torsidn.

ic)

ia* + b*TL
Ea'bG
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La flecha de aluminio 6061-T6 mostrada en la figura 5-29 tiene una sec-
citin transversal en forma de tridangulo equilatero. Determine el par de
torsién T méds grande que puede aplicarse al extremo de la flecha si el
esfuerzo cortanie permisible €5 7. = 8 klb/pulg® y el dngulo de tor-
sitn méiximo permitido en su extremo es de ey = 0.02 rad. ; Qué par
de torsidn puede aplicarse a una flecha de seccidn circular hecha con
la misma cantidad de matenial®?

Solucidn

Por inspeccidn, el par de torsién interno resultante en cualquier sec-
cidn transversal a lo largo del gje de la flecha es también T. Con las
formulas para t ¥ @ de la tabla 5-1, se requiere:

20T 207
T ™ Tt 8(10°) Ib/pulg® = rptﬂg.fi!'
W T = 1350 Ib - pulg
También,
46TL _ _ 46T(4 pies)(12 pulg /pie)
=" aGy ™ (1S pulg1.7(10%) Io/pulg
T = 1701h- pulg Hea,

Por comparacidn, se ve que el par de torsién mds grande es limitado
por ¢l dngulo de torsion permisible.

Seccidn transversal cireular.  Sise va a usar la misma cantidad de alu-
minio para una flecha de igual longitud con seccidn transversal circu-
lar, debemos calcular primero el radio de ésta. Tenemos:

1
Acircte = Atridnguios T = 5 (1.5 pulg)(1.5 sen 60°)

¢ = (L5357 pulg
Por los requisitos de esfuerzo y dngulo de torsidn se requiere:
_Te. 5 T(0.557 pulg)
T B0 Bo/fuilg” = (m/2)(0.557 pulg')
T = 2170 1b- pulg
TL T4 pies){ 12 pulg/pie}
- = U.m .I-.I:Li =z 7
o T T (#/2)(0557 pulg®) (37(10°) Io/pulg’]

T =2331b-pulg

Nuevamente, el dngulo de torsidn limita al par aplicable.

Comparando este resultado (233 Ib-pulg) con el dado antes
(170 1b - pulg), se ve que una Mecha con seccidn transversal circular pue-
de soportar 37% mis par de lorsidn gue una con seccidn transversal
iriangular.
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*5.7 Tubos de pared delgada con secciones transversales cerradas

A menudo se emplean tubos de paredes delgadas de forma no circular
para construir estruciuras de peso ligero tales como las usadas en los ae-
roplancs. En algunas aplicaciones pueden estar sometidas a una carga de
torsion. En esta seccidn analizaremos los efectos de aplicar un par de tor-
sidn a un tubo de pared delgada que tenga una seccidn transversal cerra-
da, es decir, un tubo que no tenga aberturas a lo largo de su longitud. En
la figura 5-30a se muestra un tubo de tal tipo, que tiene una seccidn trans-
versal constante pero de forma arbitraria. Para el andlisis supondremos
que las paredes tienen un espesor variable . Puesto que las paredes son del-
gadas, podemos obtener una solucidn aproximada para el esfuerzo cortan-
te suponiendo que este esfuerzo estd distribuido uniformemente a través
del espesor del tubo, En otras palabras podremos determinar el esfwerzo
corfanie promedio en el tubo en cualquier punto dado. 5in embargo, an-
tes de hacerlo, veremos primero algunos conceptos preliminares con res-
pecto a la accién del esfuerzo cortante sobre la seccidn transversal.

=9

Flujo cortante. En las figuras 5-30a y 5-30b se muestra un elemento
pequeio del tubo, que tiene una longitud finita 5 ¥ un ancho diferencial
dx. En un extremo, el elemento tiene un espesor £, ¥ en ¢l otro extremo
el espesor es fy. Debido al par de torsidn aplicado T, en la cara frontal del
elemento se desarrolla un esfuerzo cortante. Especificamente, en el extre-
mo A el esfuerzo cortante es 74, v en el otro extremo B es 1y Estos es-
fuerzos pueden relacionarse observando que esfuerzos cortantes equiva-
lentes 74 ¥ 5 deben también actuar sobre los lados longitudinales del
elemento, que s¢ muestran sombreados en la figura 5-306. Puesto que es-
tos lados tienen espesores 1, ¥ fy consiantes, las fuerzas que actian sobre
ellos son dF, = 141, dx) ¥ dFy = ity dx). El equilibrio de las fuerzas
requiere que ésias sean de igual magnitod pero de sentido opuesto, de mao-
do que:

Tala = Tl

Este importante resultado establece que ef producro del esfuerzo cortan-
re longitadinal promedio multiplicado por el espesor del tubo ex el mis-
mo en todo punto del drea ransversal del rubo. Este producto se [lama
Jlujo de cortante ® g,y en términos generales puede expresarse como:

(="t (5-17)

Puesto que g es constante sobre la seccidn transversal, el esfuerzo cortan-
te promedio mds grande ocurrird donde el espesor del tubo es mds pe-
quehia,

-

T

2

(i}

bk

*S¢ usa el término “Aujo”, ya quo conceplsalments g es anibogo al agas que Muye por un ca
il abierio de seecidn transversal reciangular con alura constante y ancho vanable w. Aun-
que In vebocidad e del agua en cada punto a ko largo del canal e diferemie (igeal que 1,0,

el flupn g = vw es ponstande.
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Fig. 5-30 {eom.)

5iun elemento diferencial que tenga un espesor £, una longitud ds v un
ancho dx se aisla del tubo, figura 5-30¢, se ve que ¢l drea sombreada so-
bre la que actia el esfuerzo cortante promedio es dA = t ds. Por tanto,
dF = 7t ds = g d5, 0 g = dF/ds. En otras palabras, el flujo de cortan-
te, que es constante en ef drea de la seccidn transversal, mide la fuerza por
wnicdad de longitud a lo largo del drea de la seceidn transversal del iubo.,

Es importante observar que las componentes de esfuerzo cortante que
s2 muestran en la figura 5-30c son las tinicas que actian en ¢l tubo. Las
componentes que actdan en la otra direccidn, como se muestra en la figu-
ra 5-30d, no pueden existir. Ello se debe a que las caras superior € infe-
rior del elemento estdn en las paredes interior y exterior del tubo, y estas
superficies deben estar libres de esfuerzo. En su lugar, segin se observd
arriba, el par de torsidn aplicado hace que ef flujo de cortante v el esfuer-
z0 promedio estén siempre dirigidos tangencialmente a la pared del niba,
de manera que contribuyan al par de torsidn resulfantes T,

Esfuerzo cortante promedio. El esfuerzo cortante promedio, uom.
gue actia én ¢l drea sombreada dA = r dy del elemento diferencial mos-
trado en la figura 5-30¢, puede relacionarse con el par de torsién T con-
siderando el par producido por el esfuerzo cortante con respecto a un
punto & seleccionado dentro de los limites del tubo, figura 5-30e. Como
se muestra, el esfuerzo cortante desarrolla una fuerza dF = rpdA =

Tproml ! 65} €n el elemento. Esta fuerza actia langencialmente a la linea
central de la seccidn transversal del tubo, y, como el brazo de palanca es
h, el par de torsion es:

dT = WdF) = h{Tyomt d3)

Para toda la seccidn transversal se requiere que:

T= ﬁﬂ Toromt 05

Aqui, la “integral de linea” indica que la integracion se lleva a cabo aire-
dedar de todo el limite del drca. Puesto que el flujo de cortante § = Tppom!

es constante, estos términos reunidos pueden ser factorizados fuera de la
integral, de modo que:

T = r,m:fh ds

Puede hacerse una simplificacién griafica para evaluar la integral obser-
vando que el drea media, mostrada por el tridngulo sombreado en la figo-
ra 5-30e, es dA,, = (1,/2)h ds. Entonces,

F Er,._:[dd,., ol o .
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Despejando Tpom, lenemos
(3-18)

Adqui,
Toram = €sfuerzo cortante promedio que actda en el espesor del tubo

T = par de torsidn resultante en la seccidn transversal, el cual se halla
usando ¢l método de las secciones y las ecuaciones de equilibrio

t = espesor del tubo donde se va a caleular 7.,
A, = drea media encerrada por la finea central del espesor del tubo. A,
s muestra sombreada en la figura 5-300,

Puesto que § = Ty . podemos determinar el flujo de cortante en la
seccidn transversal usando la ecuacidn

g=5,— (5-19)

Angulo de torsién. El dngulo de torsién de un tubo de pared delga-
da de longitud L puede determinarse usando los métodos de la energia y
mis adelante en el texto se propone como un problema el desarrollo de
la ecuacidn necesaria.® Si el material s¢ comporta de manera eldstico-li-
neal y & es ¢l médulo de cortante, entonces este dngulo ¢, dado en radia-

nes, puede exXpresarse por:

L s
&= =

C4AlG [ (>-20)

Aqui la integracidn debe llevarse a cabo alrededor de todo el limite del
drea de la seccitn transversal del tubo.

*Wieéase el problema 14-19.
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Dastribucion ded esfoerzo

(Birmmla de b torssing

T

Disiribucidn del exheerzs
corinnte promedio
lagroximacidn de pared delgada)

{1 I

Calcule el esfuerzo cortante promedio en un tubo de pared delgada
con seccidn transversal circular de radio medio r,, y espesor f, que es-
td sometido a un par de torsidn T, figura 5-31a. jCudl es el dngulo de
torsitn relativo si el tubo tiene una longitud L?

Solucién

Esfuerzo cortante promedio. El drea media del wubo es A, = mrl.
Aplicando la ecuacidn 5-18 obtenemos:

T T
fp.u-.-.—lmn—zmr_:_ﬂ Resp.

Podemos verificar la validez de este resultado aplicando la férmula
de la torsion. En este caso, usando la ecuacidn 5-9, tenemos

T3 =)
=S+ it - )
= %[rﬁ + r;‘}{rﬂ. +* fr}{rﬂ - .I"r'}

Comor,=r,=nyt=r,—rnJd= ; [I:Erﬁ.,}[Zrm}.r] = 2wt

_TFry Try, T
de manera que  Tpom = I Py = py— Hesp.

que concuerda con el resultado previo.

La distribucidn del esfuerzo cortante promedio que actia sobre to-
da la seccidn transversal del tubo se muesira en la figura 5-3156. Tam-
bién se muestra la distribucidn del esfuerzo cortante que actia sobre
una linea radial, calculado con la formula de la torsidn, Observe como
cada Ty, actlia en una direccion tal que contribuye a generar un par
de torsion resultante T en la seccidn. Conforme el espesor del tubo dis-
minuye, el esfuerzo cortante en todo el tubo resulta mas uniforme.

rillph de torsidn.  Aplicando la ecuacion 5-20 tenemos:
TL s TL
= —— —_———_—,—_—_— d
¢ dAtG T ¢ {nrfw}lﬂrf !

La integral representa la longitud alrededor de la linea central limitro-
fe, que es 2oy, Sustituyvendo, el resultado final es;

_TL

2wri Gt
Demuestre que se obliene el mismo fesuliado usando la ecuacion 5-15.

i Resp,
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tiemrio K3

El tubo es de bronce CB6100 y tiene una seccidn transversal rectangu-
lar como se muestra en la figura 5-32a, Determine ¢l esfuerzo cortan-
te promedio en los puntos A y 8 del tubo cuando éste estd sometido a
los dos pares mostrados. ; Cudl es el dngulo de torsidn del extremo C?
El tubo estd empotrado en E.

imm

| E
R —

&l mim B 25
il ﬂ‘ i Slﬂ
S E—
I‘.'F man
| il
#hmm (1] -m

Solucién

Esfuerzo cortante promedio. 51 s¢ secciona el wbo a través de los
puntos A y B, el diagrama de cuerpo libre resultante es ¢l mostrado en
la figura 5-32b. El par de torsidn interno es de 35 N - m. Como se mues-
tra en la figura 5-32d, ¢l drea A, es:

Ay = (0,035 m)(0.057 m) = 000200 m*

Aplicando la ecuacidn 5-18 al punto A, ry, = 5 mm, por lo que:
T 35N-m

A, 2(0.005 m)(0.00200 m?)

En ¢l punto B, 1y = 3 mm, por lo que:

T g = T = ASH.'m
T 2A,  2(0.003 m)(0.00200 m?)

Estos resultados se muestran sobre elementos de material localiza-
dos en los puntos A v B, figura 5-32¢. Note cuidadosamente como ¢l
par de 35 M-m en la figura 5-32b genera esos esfuerzos sobre las caras
sombreadas de cada elemento.

Angulo de torsion. De los diagramas de cuerpo libre en las figuras
5-32b y 5-32c, los pares de torsidn internos en las regiones DE v CD
son de 35 N« m y de 60 N + m, respectivamente. De acuerdo con la con-
vencidn de signos establecida en la seccidn 5.4, estos pares son ambos
positivos. Asf, la ecuacidn 5-20 nos da:

Ty = = 175MPa Resp.

=292 MPa  Resp.

¢= E-::;E #
- ¢f::.m$:;}1;${sl';‘*]} N/m*) [2(55?:: ) ’ 1(335 “r:i“r:l )]
4{0.@332;;;::1;?} N/m?) [2(5:5?;: ) N 2(335 — )]

6.29{107*) rad Resp.

A H-m

25 Nem §

) MN-m
i)

&0 M-m

DA mim

i

1.75 MPa

£

(el

Fig. 5-32




236

CAPITULO 5 Torsion

163 Idpulg

{cl

Un tubo cuadrado de aluminio tiene las dimensiones mostradas en
la figura 5-33a. Determine el esfuerzo cortante promedio en el punto
A del tubo cuando éste estd sometido a un par de torsién de 85 |b- pie.
Calcule también el dngulo de torsidn debido a esta carga. Considere

(7 = 3.80(10%) kib/pulg’.

¥ pulg :
05 puly A =/

25 - phes
1 pulg
0.5 pulg
Solucién “”
Esfuerzo cortante promedio, Por inspeccidn, el par de torsion inter-

no resultante en la seccidn transversal donde se encuentra A es T =
&5 Ib - pie. De la figura 5-33h, el drea A, que aparece sombreada, es:

Ay = (2.5 pulg){2.5 pulg)= 6.25 |;||.J.1,gT

Aplicando la ecuacidn 5-18,
T  B5lb-pie(ll pulg /pie)
P AL 2(05 pulg)(6.25 pulg?)

Como f es constante, exceplo en las esquinas, el esfuerzo cortante pro-
medio es el migmo en todos los puntos de la seccidn transversal. En la
figura 5-33¢ s¢ muestra actuando sobre un elemento localizado en el
punto A. Advierta que 7., actiia hacia arriba sobre la cara sombrea-
da, contribuyendo asi a generar el par T interno resultante en la sec-
cidn.

Angulo de torsign.  El dngulo de torsion generado por T se determi-
na con la ecuacidn 5-20, esto es,

= 163 Iblpulg  Resp.

TL s = B3 b~ pie( 12 pulg /pie)(5 pies){ 12 pulg/pie)

¢ il r 4(6.25 pulg? (380 10%) Ib/pulg?]

d
j{m - D.206(107%) pulg ™ ¢ ds

La integral en esta expresidn representa la fongind de 1a linea central
limitrofe del tubo, figura 5-33b. Asi,

¢ = 0.206{107") pulg '[4(2.5 pulg)] = 2.06(10*) rad  Resp.
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Un tubo delgado estd hecho de 3 placas de acero A-36 de 5 mm de es-
pesor que forman una seccidn transversal triangular como s¢ muestra
en la figura 3-34a, Determine el par de torsidn T maximo a que puede
quedar sometido si el esfuerzo cortante permisible es 7o, = 90 MPa
y el tubo no debe girar méds de ¢ = 2(1077) rad.

2N i

Solucidn
El drea A, se muestra sombreada en la figura 5-34b v es igual a:

Ay = %{zm mm }( 200 mm sen 607)
= 17.32(10°) mm*(10° m¥*/mm?) = 17.32(107") m?

El esfuerzo cortante promedio mas grande ocurre en puntos en que el I_ _|
espesor del tubo es més pequefio, esto es, a lo largo de los lados y no Ll
en las esquinas. Aplicando la ecuacidn 5-18 con ¢ = 0005 m, obtene- )
mos
T T Fig. 5-34
Torom = : Q010" N/m* =
Fom A, (1) N/ 2(0.005 m){17.32({107%) m*)
T=156KkN-"m
D la ecuacidn 5-20 tenemos:
TL [ds
¢=acf

T(3m) ﬁ ds
4(17.32(107%) m)*[75(10°) N/m?] J (0.005 m)

0.002 rad =

300.0 = de's

La integral representa la suma de las dimensiones a lo largo de los tres
lados de la linea central limitrofe. Asi,

3000 = T{3(0.20 m)]
T . 51]'[! N *m Rﬂp

Por comparacidn, la aplicacidn del par de torsion estd restringida por
el dngulo de torsidn.
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PROBLEMAS

*5-88. La barra de aluminio tiene una seccidn transver-
sal cuadrada de 10 mm por 10 mm, Determine ¢l par de
torsidn T necesario para que un exiremo gire %07 con res-
pecto al otro, 5 la barca Gene 8 mode longitud, &y =
28 GPa, (1y)y = 240 MPa.

T

— 10 mam

10 mm
Prob, 5-58

589, Determine la cantidad en que se mcrementa ol es-
fuerzo cortanie maximo en una fecha con seccidn elipti-
ca respecto a una (lecha con seocidn transversal circular si
amibas flechas resisten ¢l mismo par de torsidn,

5 Sia=25mmyb = 15 mm. determine ¢l esfuerzo
cortante méximo en las flechas circular y eliptica cuando

el par de torsidn aplicado es T= 30 N-m. ; En qué porcen-
taje es mis eficiente para resistir el par de torsion la fle-
cha de seccidn circular que la flecha de seccidn eliptica?

Probs. 5-RW0

591 La flecha de acero tiene 12 pulg de longitud v se
atornilla a la pared por medio de una lave. Determine las
fuerzas F del par méximo que pueden aplicarse a la flecha
sin gue el acero fuya. vy = 8 kib/pulg’.

*5.-92. La flecha de acero tiene 12 pulg de longitud ¥
s¢ atornilla a la pared por medio de una llave. Determine
el esfuerzo cortante miximo en la flecha v la magnitad
del desplazamiento que experimenta cada fuerza del
pitr 51 éstas tiencn una magnitod F = 3 b &, =
10.8{10°) kib,pulg’.

593, LaMecha estid hecha de plistico ¥ tene una seccidn
vransversal eliptica. 5i estd sometida a la carga torsional
mosirada, determing el esfuerzo cortante en el punio A v
muesire el eafuerzo cortanie sobre un elemento de volu-
men localizado en este punto. Ademds, determine el dngu-
lo de 1orsidn ¢ en el extremo 8. G, = 15 GPa.

§
40 M-
AiN-m
 m
-
Jm&{: S mum

15m i il i

Praks. 5-93 - a

594, Laflecha de seccidn cusdrada se usa en el exremo
de un cable impulsor con el fin de registrar La rotacidn del
cable en un aparato medidor. 5i vene 13z dimensiones mos-
trackas ¥ esti sometida a un par de 8 N - m, determine el
esfuerso cortante en ¢l punio A de la flecha. Esboce el es-
fucreo corante sobre un elemento de volumen situado en
osie punto

Prob. 554 #Nm



595  LaNecha de aluminio estd empotrada en sus extre-
mos A v B, Determing las reaccionss en los empotramien-
tos cuando se somete o un par de torsion de B0 Ib-pie en
C. La flecha tiene seccidn transversal cuadrada de 2 pulg
por 2 pulg. También, [cudl es el dngulo de torsidn en C7
iy = 3.8(10°) kib,pulg’.

*5-96. Se quicre fabricar una barra circular para resistic
un par de torsidn; sin embargo, la barra resulta con seccion
transversal eliptica durante el proceso de manufaciura, con
una dimensidn mis pequefia que la otra por un factor k
como se mestra. Determine ¢l factor por el que se incre-
menta el esfuerzn cortanle maxmmo,

Proh. 5

5-87.  Se aplica un par de torsidn T a dos tubos con las
secciones transversales mostradas, Compare el Mujo de cor-

ianie desarrollado en cada tubo,
'
o
e
'
i
Il N
— o —— po—=r-= 4
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5-98. El tubo de plistico estd sometido a un par de tor-
sidn de 150 N - m. Determine la dimensadn medi e de sus
lados si el esfuerzo cortante permisible 7., = 60 MPa.
Cada lado tiene un espesor § = 3 mmi. Desprecie las con-
centraciones de esfuerzos en las esgquinas

5-99. El tubo de plistico estd sometido a un par de tog-
sidn de 130 N -m. Determine el esfluerzo conanie prome-
dio en el tubo 51 la dimensidn media a = 20 mm. Cada
liwdo tiene un espesor + = 3 mm. Desprecie las concentra-
ciones de esfuerzos en s esgquinas

150 N-m

Prohs. 59809

5.1, Determine el espesor constante del tubo rectan-
pular si el esfuerzo cortante promedio no debe exceder de
12 kib/pulg® cuando se aplica un par de torsidon T =
20 kib - pulg al tubo, Diesprecie las concentraciones de es-
fuerzos en las esquinas Se muestran las dimensiones me-
dias del tubo,

5100, Determine el par de torsion T que puede aplicar-
s¢ al tubo rectangular si el esfuerzo cortante promedio no
debe exceder de 12 kib/pulg’. Desprecie las concentracio-
nes de esfuersos en las esquinas, 5S¢ muestran las dimen-
siomes medias del tubo v su espesor ex de 00125 pulg.

Proshs. S 1HELIT
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510 Se aplica un par de torsidn de 2 kib - pulg al tubo
que tiene un espesor de 0.1 pulg en su pared. Determine
¢l esfuerzo cortante promedio en el tubo

palg

Proh. 5102

5103, Eltubo estd hecho de plistico, su pared es de S mm
de cxpeaor ¥ thene las dimensiones mediss mostradas., De-
termine ¢l esfuerzo cortante promedio en los puntos A ¥
& evando esti sometido al par de torsidn T = 5 N-m.
Muestre el esfucrzo cortante sobre clementos de volumen
localizados en esos puntos,

*5-104. El tubo de acero tiene una seccion transversal
eliptica con las dimensiones medias mostradas v un espe-
sor constante f = 0.2 pulg. 54 el esfuerzo corfante permisi-
ble 3 750 = 8 klb/pulg” v el tubo debe resistir un par de
torsiin T = 250 |b-pie, determine la dimension b necesa-
ria. El drea media de la elipse es A, = #b(0.55).

250 |bpie

Prah. 5104

Q0% El tubo estd hecho de |'I|I1.it||','|'.ll_, thenme 5 mm de es-
pesor ¥ las dimensiones medias son las mostradas. Deter-
mine el esfuerzo cortante promedio en los punios A y
B cuando el tubo estd sometido al par de torsion T =
500 M- m. Muestre el esfuerzo comante sobre elementos
de volumen localizados en esos puntos. Desprecie las con-
centraciones de esfueroos én las esquinas.

0 mm

Froh. 5105



El.  Una porcion del fuselaje de un avidn puede apro-
ximarse por la seccidn transversal mostrada. 5i el espesor
de su pared de aluminio 2014-T6 es de 10 mm, determine
el par de torsidn maximo T que puede aplicarse si Toerm =
4 MPa. Ademis, determine el dngulo de torsidn en una sec-

cidn de 4 m de longitud,

Prob. 5-1i

5-107. El wubo simétrico esti hecho de un acero de alla
resistencia con las dimensiones medias mostradas v con un
espesor de 5 mm. Determine el esfuerzo contante prome-
dio desarrollado en los puntos A v B cuando se somete a
un par de torsion T = 40 M - m, Muestre el esfuerzo cortan-
te en elementos de volumen localizados en ¢sos puntos

S e

mim

40 H-m

Proh, 5-107
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*5-108. El twbo exagonal de plistico estd somelido a un
par de torsidn de 150 N - m. Determine la dimension me-
dia a de sus lados =i el esfuerzo cortante permisible es
Tperm = 60 MPa. Cada lado tiene un espesor 1 = 3 mm.

T= 150 MNm

Frob, S-108

510, Debido ala fabricacidn, el circulo interior del wu-
bo es excénirico con respeto al cirgulo exterior, [ En qué
porcentaje se reduce la resistencia torsional cuando la ex-
centricidad ¢ es igunl a un cuarto de la diferencia de los
riddios?

Prob. 5-10%

S-110.  Para un esfuereo cortante maximo dado, determi-
ne el factor en que s incrementa la capacidad de tomar
un par de torsidn si la seccidn semicircular s invieme de
la posicidn punieada a la seccidn mosirada. El tubo tiene
0.1 pulg de espesor.
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5.8 Concentracion de esfuerzos

LET]

ic)

La férmula de la torsidn, 7,4, = Te/J, puede aplicarse a regiones de una
flecha que tenga una seccion transversal circular constante o un ligero
ahusamiento, Cuando se presentan cambios bruscos en la seccidn trans-
versal, tanto la distribucidn de esfuerzo cortante como la distribucidn de
deformacion cortante en la flecha se vuelven complejas v pueden obte-
nerse sdlo por el uso de métodos experimentales o posiblemente por
un andlisis matemstico basado en la teoria de la elasticidad. En la igura
5-35 se muestran tres discontinuidades de la seccidn iransversal comunes
en la prictica. Ellas son los coples, que se usan para conectar dos flechas
colineales entre si, figura 5-35a; los cufieras, usados para conectar engra-
nes o poleas a una flecha, figura 5-35b, v los fileres, utilizados para fabri-
car una flecha colineal dnica de dos flechas que tienen didmetros diferen-
tes, figura 5-35¢. En cada caso el esfuerzo cortante miximo ocurrird en el
punto indicado de la seccidn transversal.

Con objeto de eliminar la necesidad de llevar a cabo un andilisis com-
plejo de esfuerzo en una discontinuidad de la flecha, el esfuerzo cortante
maximo puede determinarse para una geometria especificada usando un
Sactor de concentracidn de esfuerzos torsionales, K. Como en el caso de
micmbros cargados axialmente, seccidn 4.7, K es por lo regular tomado
de una grifica. En la figura 5-36 se muesira un gjemplo de una flecha con
filetes. Para usar esta grifica, primero se calcula la relacién peométrica

ED I‘ 1 1 i & f 1 1 11 1
T T T r H
19 = r =
1 Fi a7
LE u
|.T il 4 I I |
16 X ]
Y e 1T i
x 3 " =1 Did =23
i4 ki . T I a."'+=- .EP
* h : : 11675
- - Py i "':!_ [ ]
13 P Elml o 1281
1 —_— —r=t— ,l1
1.2 i =
o -
11
1 0 A o i -
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D /d para definir la curva apropiada y después, una vez caleulada la abs-
cisa r/d, se halla el valor de K a lo largo de la ordenada. El esfuerzo cor-
tante méximo se determina segin la ecuacidn:

(5-21)

Aqui, 1a fdrmula de la torsidn se aplica a la mds pequeita de las dos fle-
chas conectadas. puesto que T4, ocurre en la base del filete, figura 5-35¢.

Puede observarse en la grifica que un aumento en el radio r del filete
causa una disminicidn de K. Por tanto, el esfuerzo cortante méximo en la
flecha puede reducirse aumentando ¢l radio del filete. También, & se re-
duce ¢l diimetro de la flecha mis grande, la relacidn £ /d serd menor, asi
como el valor de K. y por tanto 1y, serd menor.

Como en ¢l caso de miembros cargados axialmente, los factores de con-
centracidn de esfuerzos torsionantes deben utilizarse siempre que se di-
sefien flechas de materiales frdgiles, o cuando van a estar sometidas a fa-
tiga o a cargas de rorsidn ciclicas. Estos tipos de carga dan lugar a la
formacidn de grietas ¢n la zona de concentracidn de esfuerzos, v esto pue-
de a menudo conducir a una falla sibita de la flecha, Obsérvese también
que si s¢ aplica una carga torsional estdrica grande a una flecha fabricada
de un material deictil, entonces pueden desarrollarse deformaciones ine-
lfisticas en la flecha. Como resultado de la Muencia, la distribucion del es-
Tuerzo estard diviribuida mds suavemente en la flecha, de modo que ¢l
esfuerzo miximo que resulte no estard limitado a la zona de concentra-
cidn de esfuerzos. Este fendmeno se estudiard mis ampliamente en la sec-
cidn siguiente.

Las concentraciones de esfucrzos pucden
ocurrin én el scoplamienio de estas flechas,
lo gue debe tomarse en cuenta ol disehar el
acoplamicnio,
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La flecha escalonada mostrada en la figura 5-37a estd soportada por
cojinetes en A v B. Determine el esfuerzo miximo en la flecha debido
a los pares de torsidn aplicados. El filete en la unidn de cada flecha tie-
ne un radio r de 6 mm.

M) M-m
0 M m
) M-m
mim

(a)

Fig. 5-37

Solucion

Par de torsion interno.  Por inspeccion, el equilibrio por momento
respecto al eje de la flecha se satisface. Como el esfuerzo cortante md-
ximo ocurre en los extremos de las rafces de las flechas de menor did-
metro, ¢l par interno (30 N-m) puede encontrarse ahi aplicando gl mé-
todo de las secciones, figura 5-37h.

Esfuerzo cortante miwimo.  El factor de concentracidn de esfuerzos
puede determinarse usando la figura 5-36. De la geometria de la flecha
Lenemos:

D 2(40mm})

d  2(20mm)

r & 1

- = ——— =115
d 220 mm)

Con estos parametros se obtiene K = 1.3,
Aplicando la ecuacidn 5-21, tenemos:

Tc B 30 - m{0.020 m)

=K — =].
Toin =8 T T (w/2)(0.020 m)*

= X310 MPa Resp.

Por evidencia experimental. la distribucidn real de los esfuerzos a lo
largo de una linea radial en la secoon transversal de la seccidn critica
tiene una forma similar a la mostrada en la figura 5-37c .y en la cual se
compara con la distribucion lineal de esfuerzos obtenida con la formu-
la de la torsidn.,
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*5.9 Torsion inelastica

Las ecuaciones para el esfuerzo y la deformacidn desarrolladas hasta aho-
ra son viilidas solamente si el par de torsién aplicado ocasiona que ¢l ma-
terial se comporte de manera eldstico-lineal. Sin embargo, si las cargas de
torsidn son excesivas, el material puede fluir v, por consiguiente, deberd
usarse entonces un “andlisis pldstico” para determinar la distribucion del
esfuerzo cortante v ¢l dngulo de torsion. Para llevar a cabo este andlisis es
necesario satisfacer las condiciones tanto de deformacidn como de equi-
librio en la flecha.

En la seccidn 5.1 se mostrd que las deformaciones unitarias cortantes
que se desarrollan en el material deben variar finealmense desde cero en
€l centro de la flecha hasta un miximo en su limite exterior, figura 5-38a.
Esta conclusidn se basd enteramenie en consideraciones geomeiricas v
no en el comportamiento del material. También el par de torsién resul-
tante en la seccidn debe ser equivalente al par de torsidn causado por to-
da la distribucién de esfuerzo cortante sobre la seccitn transversal. Esta
condicidn puede expresarse matematicamente considerando el esfuerzo
cortante T que actda sobre un elemento de drea dA localizado a una dis-
tancia p del centro de la flecha, figura 5-38h. La fuerza producida por es-
te esfuerzo es dF = vdA, v el par de torsién producido es dT = pdF =
prdA. Para toda la Nlecha se requiere que:

T = [ prdA (5-22)
A

Si el drea dA sobre la cual actia 7 puede definirse como un anillo dife-
rencial que tiene un drea de dA = 2mpdp, figura 5-38c, entonces la ecua-
cidn anterior puede escribirse como:

(5-23)

Estas condiciones de geometria y carga serdn usadas ahora para deter-
minar la distribuciton del esfuerzo cortante en una flecha cuando estd so-

metda a tres tipos de par de torsion.

dd = Fmada
o Tf
Distribucin lnes (bl il
ealiserzin-ideformscadin unlLams
{al

Fig. 5-38



245

T

« CAPITULO S Torsion

Par elastico maximeo, 35i el par de torsion produce la méxima defor-
macidn unitaria cortante eldstica ¥y en el limite exterior de la flecha, en-
tonces la distribucidn de la deformacién unitaria cortante a lo largo de
una linea radial de la Mecha serd como la mostrada en la Ggura 5-395 Pa-
ra establecer la distribucidn del esfuerzo cortante, debemos usar va sea la
ley de Hooke o hallar los valores correspondientes del esfuerzo cortante
a partir del diagrama vy del material, figura 5-3%. Por ejemplo, una de-
formacion unitaria cortante vy produce el esfuerzo cortante v en p = .
De la misma manera, en g = p, la deformacién unitaria cortante s ¥, =
[ fe)yy. Segin el diagrama =y, ¥ produce 7. Cuando estos esfuerzo v
otros comao ellos se trazan én p = ¢, p = gy, elc, resulta la distribucion de
esfuerzo cortante {ineal esperada en la figura 5-39¢. Puesto que esta dis-
tribucidn de esfuerzo cortante puede describirse matemdticamente como
T = 1y (p/fc). el par miximo de torsion eldstica puede determinarse a par-
tir de la ecuacion 5-23, es decir,

Ty = zwan (ﬁ).ﬁ dp

w 1

Ty = 3T (5-24)

Este mismo resultado puede, por supuesto, obtenerse de una manera
méds directa usando la fdrmula de Ta vorsidn, es decir, o = Tfuf|[1rf3}c-‘].
Ademis, el dingulo de torsidn puede determinarse a partir de la ecuacidn
513, como sigue:

b = y ‘% (5:25)

Comao se observo en la seccion 5.4, esta ecuacion da por resultado ¢ =
TL G, cwando la flecha estd sometida a un par de torsion constante v tie-
ne un drea transversal constante,

Par de torsion elastoplastico. Consideremos ahora que el material
de la flecha exhibe un comportamiento plistico perfectamente eldstico.
Comao se muestra en la figura 5-d0a, esto estd caracterizado por un dia-

. '.I'[ ¥
r

¥ Dastribucion de b delormacion Distribucite del esfserzo coatamie

Uislarnn ooranie

ih) i<

Fig. 5-39



grama esfuerzo-deformacidn unitaria cortante en que el material experi-
menta una cantidad creciente de deformacidon unitaria cortante cuando
el esfuerzo cortante en €l material alcanza el punto de fluencia r. Enton-
cex, a medida que el par de torsidn aplicado vava aumentando en magni-
tud arriba de Ty, comenzard a presentarse la fluencia, Primero en el limi-
te exterior de la flecha, p = ¢, v luego, segin la deformacidn unitaria
cortante vava aumentando a, digamos, ¥, el limite de la fluencia progre-
sard hacia el centro de la flecha, figura 5-408. Como se muestra, esto pro-
duce un micleo elistico, donde, por proporcion, el radio externo del ni-
cleo es py = {yy/y Jc. También la porcidn exterior de la flecha formard un
anillo o coroma circilar pldstice, puesto que las deformaciones unitarias
cortante ¥ son mayores que ¥y dentro de esta regién. En la figura 5-40c
se muestra la distribucion del esfuerzo cortante correspondiente a lo lar-
go de una linea radial de la flecha. Esta fue establecida tomando puntos
sucesivos en la distribucidn de la deformacidn unitaria cortante, v hallan-
do el valor correspondiente del esfuerzo cortante a partir del diagrama
Ty Por ejemplo.en p = ¢, ¥ da yp. v en p = py yy da también Ty, eteé-
lera.

Puesto que rpuede ahora ser establecido en funcidn de p, podemios apli-
car la ecuacidn 5-23 para determinar el par de torsidn. Como una férmu-
la general, para un material de comportamiento elastoplastico, lenemos:

Tr= Eﬂ'prﬂ dp
P p ¢
= ETI'L (‘-"v;)ﬂz dp + IirJ Ty dp

L]

[ T
25 [y o
=

P

ar - 2 3
- — + — -
Iy TyPy 3 Tyic F%'}

= "ﬁi{a.c-‘ - M) (5-26)
plistico
LY
Niicleo
f‘ el
w }J. ! Distribwcitn de Ia deformacian

i baria coatanie
fa) L

Fig. 5-40
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Par de torsion plistico. LIn aumento adicional de T tenderd a reducir el
radio del ndcleo eldstico hasta que todo el material fuya, es decir, py =10,
figura 5-40db. El material de la flecha estd entonces sometido a un com-
portamiento perfectamente plistico v la distribucion del esfuerzo cortan-
te es constanle, como se muestra en la figura 5-404. Puesto que entonces
T = Ty, podemos aplicar la ecoacidn 5-23 para determinar ¢l par de tor-
sidn plistice, T, el cual representa el par de torsidn més grande posible
que la flecha puede soporiar,

Tp= E*.rrLI it dp

- e (527)
Por comparacidn con el par de torsidn eldstico médximo Ty, ecuacion 5-24,

puede verse que:
4
T, = 5]‘}

En oiras palabras, el par de torsion plistico es 33% mas grande que el par
de tersion eldstico maximo,
El dingulo de torsidn & para la distribucion del esfuerzo cortante en la
figura 5-40d no puede ser definido en forma dnica. Esto es porque 7= 1y
i i A i oA de e (TP corresponde a ninp,ﬁ!i valor inico de la drimﬁu unitaria cortante
minio causada por ln aplimli-{m deunparde Y= Ty En consecuencia, una ver que T, se aplica. la flecha continuars
torsidn plistico. deformindose o torciéndose, sin ningln aumento correspondiente en el
esfuerzo cortante.

Par de torsion dultimo. En general, la mayoria de los materiales de in-
genieria tendran un diagrama esfuerzo-deformacidn unitara cortantes
como ¢l que se muestra en la figura 5-41a. Por consiguiente si T aumenta
de modo que la deformacidon unitania cortante méxima en la flecha resulte
¥ = ¥, figura 5-41h, entonces, por proparcion, vy ocurre en py = (¥, e
De igual manera. las deformaciones unitarias cortantes en, digamos, p =
m ¥ p = g pueden ser halladas por proporcidn, es decir, v = (/e ¥
¥ = {m/c)y,. 5i se toman valores correspondientes de 7, 7y, T ¥ 7, del
disgrama -y v se trazan, oblenemos la distribucion del esfuerzo cortan-

A&nillo
plasricn

T

I | r
T T'l 3
T
A
IIII' elisko
i
¥ e ¥ [nsaribascain de la deformecidn Par cle worside
umlario coranie tolakmente pldatico
idp iel iTh

Flg. 5-40 {gani.)



te, gue actia sobre una linea radial en la seccidn transversal, figura 5-41c
El par de torsién producido por esta distribucion del esfuerzo se llama
par de torsidn @ftimo, T, puesto que cualguier aumento posterior en la
deformacidon unitaria cortante causard que ¢l esfuerzo cortante méximo
en el limite exterior de la flecha sea menor que 7,. y, por tanto, el par de
torsidn producido por la distribucidn de esfuerzo cortante v resultante se-
ria menor que T,

La magnitud de T, puede determinarse integrando “grificamente™ la
ecuacion 5-23. Para ello se segmenta ¢l drea de la seccidn transversal de
la flecha en un nimero finito de anillos, tal como el que s¢ muestra som-
breado en la figura 5-41d. El drea del anillo, AA = 27p Ap, se multiplica
por el esfuerzo corlante 7 que actia sobre ella, de modo que la fuerza
AF = v AA puede determinarse, El par de torsidn creado por esta fuer-
za es, entonces, AT = p AF = p(rAA). Lasuma de todos los pares de tor-
siin en toda la seccidn transversal, asi determinada, da el par de torsidn
dltimo T,; esto es, la ecuacién 5-23 se convierte en T, = 2rE1p" Ap. Por
otra parte, si la distribucion del esfuerzo puede expresarse como una fun-
cidn analitica, 7 = f{p). como en los casos del par de torsion elastica y plis-
tica, entonces la integracién de la ccuacidn 5-23 puede llevarse a cabo di-
reclamente.

Distribucidm de la deformacion [issribazcstn del esfuerson
anikars coranile daltima gorante dllans
(1] B id)

Fig. 5-41
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e AR TR
EJEMPLO R

50 mm

T{ MPa)

¥ irmd)
0,286 (107

il

20 MPa

Distribucidn del esfuerzo

coranie eldsicoe

LRG0 ) rad

T2 010 rad

Disribucidn de by deformacidm
unikaria cortante elistica
{hj

Fig. 5=-42

La flecha tubular en la figura 5-424 estd hecha de una aleacion de alu-
minio que tiene ¢l diagrama elastoplistico vy mostrado. Determine
{a) el par de torsidn midximo que puede aplicarse a la flecha sin que el
material Auya. (b) el par de torsidn maximo o par de torsion plastico
que puede aplicarse a la flecha. jCuidl debe ser la deformacion unita-
rin cortante minima en el radio exterior para que se desarrolle un par
de torsidn plistico?

Solucidn

Par de torsign eldstico maxime. Se requiere que el esfucrzo cortan-
te en la fibra exterior sea de 20 MPa. Usando la formula de la torsidn,
lenemos:

_ Ty, 2 _ T3 (0,05 m)
LT S AL (ar/2)[(0.05 m)* = (0,03 m)*]
Ty =342 kM-m Resp,

Las distribuciones del esfuerzo cortanie v de la deformacion unita-
ria cortante para este caso se muestran en la figura 5-42h. Los valores
en la pared interior del tubo se obtienen por proporcién,

Par de torsidn plastico.  La distribucitn del esfuerzo cortante en es-
te caso se muesira en la figura 5-42c. La aplicacion de la ecuacion 5-23
requiere que 7 = 7y Tenemos:

s m 1 LIREA
T, = IirJ:m [20010%) N/m*)e* dp = 125.66(10%)— p°
Tm 3 LLREER
=410kN'm Resp,
Para este tubo, T, representa 20% de incremento en la capacidad
por par de torsidn en comparacién con el par eldstico Ty.

Deformacidn unitaria cortante en ef radio exterior.  Eltubo se plas-
tifica totalmente cuando la deformacidn unitaria cortante en la pared
interior es de 0.286(10 ) rad, segiin se muestra en Ia figura 5-42¢ Co-
mo la deformacion unitaria cortante permanece fineal sobre la seccién
transversal, la deformacidn unitaria plastica en las fibras exteriores del

tubo en la figura 5-42¢ se determing por proporcidn; esto es,
Yo _ D286(1077) rad

S0 mI'I'I. 0 mm
= 0477(107%) rad Resp,
20 MPa
ATT 10 %) rad
0.256 1 1075 rad
Distribucidin del esfueran Dissirihucion de la deformacion umitaria

cartante plisiico cortante plistica imicial
L[]
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esemreLo BB

Una flecha sdlida circular tiene un radio de 200 mm y longitud de 1.5 m.
El material tiene un diagrama 1y elastoplistico como ¢l mostrado en
la figura 5-43a. Determine el par de torsidn necesario para torcer la fle-
cha un dngulo ¢ = (.6 rad.

TisPa)

5

Tirsd)

L6 (LN

Solucidn

Para resolver ¢l problema obtendremos primero la distribucidn de la
deformacidn cortante y luego la distribucidn del esfuerzo cortante. Una
vez determinado esto, puede fijarse la magnitud del par buscado.

La deformacidn cortante méxima ccurre en la superficie de la flecha,
es decir, en p = ¢. Como el dngulo de torsion es ¢ = 0.6 rad en toda la
longitud de 1.5 m de la flecha, usando la ecuacidn 5-25 para toda la lon-
gitud, tenemos:

s Ymis( 1.5 m)
¢ =y 06 = = 0.02 m)
Vmax = D008 rad

La deformacidn cortante, que siempre varia linealmente, se muesira
en la figura 5-43h, Note que el material fluye va que 4, = ¥y = 00016
rad en la figura 5-43a. El radio del nicleo eldstico, gy, puede obtener-
s¢ por proporcion. De la figura 5-43h,

Py (.02 m
0.0016  0.008

py = 004 m = 4 mm

En la figura 5-43c sec muestra la distribucidn del esfuerzo cortante,
trazada sobre un segmenio de linea radial, con base en la distribucion
de la deformacion cortante. El par de torsidn puede ahora obtenerse
usando la ecuacitn 5-26. Sustituyendo los datos numéricos, se obtiene:

T ==l - p})

Foe 2
_ r[?ﬁ{lﬂ;] N/m’] [4(0.02m)* — (0.004m)7)

1.25kN-m

Hesp.,

DS rad
[iseribisciin de la delformacicn
unslang corlants
L]
Ty = 75 MPa

Dastribiciim del exlecrio coralc
1h

Fig. 5-43
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*5.10 Esfuerzo residual

Cuando una flecha estd sometida a deformaciones por corfanie plistica
causadas por torsidn, el retire del par de torsidn ocasionard que cieno es-
fuerzo cortante permanczca en ka flecha. Este esfuerzo se llama exfuerze
residual, v su distribucion pucde calcularse usando los principios de su-
pe rposicion,

La recuperacion elistica fue analizada en la seccidn 3.4, y se refiere al
hecho de que cuando un material se deforma plasticamente, parte de la
deformacidn del material se recupera cuando |a carga se retira, Por gjom-
plo si un material se deforma a ¥, mostrada por el punto O en la curva
r-ypde la Ggura 5-44, ¢l retire de la carga causard un esfuerzo cortante in-
verso, de mado que el comportamiento del material seguira €] segmento
CIY en linea recta, creando cieria recuparracion eldstica de la deformacidn
cortante ). Esta linea ¢s paralels a la porcion inicial A8 en linea recta
del diagrama 5, v por tanto ambas lineas tienen una pendiente € como
s indica.

Para ilustrar codmo puede determinarse la distribucadn de esfuerzo re-
sidual en una flecha, primere consideremos que la flecha esta sometida
a un par de torsidn plastica T,. Como se explico en la seccidn 5.9, T, crea
una distribucicn del esfucrzo cortante como s muestra en la figura 545
Supondremos que esta distribucion es una consecuencia de la deforma-

Consponiamiento
_elastppliscn del material

i

o L0 recuperRcsin elisiicn
nkxiing 25 17,

Canygertamienio elisticn
innveatidio del material

Fig. 5-44



cidn del material en el limite exterior de la flecha hasta w en la figura 5-44.
También, que v, es lo suficientemente grande como para que se pueda su-
poner que el radio del ndcleo elistico tende a cero, esto es, ¥ == we SI
T, se retira, el material tiende a recuperarse eldsticamente, a lo largo de
la linea CD. Puesto que ocurre un comportamiento eldstico, podemos su-
perponer sobre la distribucidn de esfuerzos en la figura 5-45a una disri-
bucién lineal de esfuerzos causada al aplicar el par de torsién plistica T,
en la direccidn opuesta, figura 5-45b. Aqui el esfucrzo cortante miximo 7,,
calculado para esta distribucion del esfuerzo, se llama mddulo de ruptra
por torsidn, Se determina a partir de la fdrmula de la worsion,® lo cual da:

T TP-:'
7 (w2

Tr &

Usando la ecuacion 5-27,
[(2/3)mryc’le 4
T = ==
(m/2)c*

L

Observe que agui es posible la aplicacion invertida de T, usando la dis-
tribucidn lineal de esfuerzo cortante de la figura 5-45b, puesto que la re-
cuperacion maxima de la deformacion eldstica por cortante es 2y, como
s¢ vio en la figura 5-44. Esto corresponde al esfuerzo cortante maximo
aplicado de 27y el cual es mayor que el esfuerzo cortante maximo de Sy
calculado anteriormente. De agui que, por superposicion de las distribu-
ciones del esfuerzo gque impliquen la aplicacidon v luego el retiro del par
de torsidn plistico, tenemos la distribucidn del esfuerzo cortante residual
¢n la flecha, como se muestra en la figura 5-45¢ Deberd observarse en es-
te diagrama que ¢l esfuerzo cortante en el centro de la flecha, mostrado
como Ty, debe realmente ser cero, puesto que el material a lo largo del eje
de la flecha no estd deformado. La razdn de que esto no sea asi es que he-
mos supuesto que fode el material de la fecha fue deformado mds alld del
limiite proporcional como objeto de determinar el par de torsidn pléstico, fi-

gura 3-45g, Para ser mis realistas, cuando se modela el comportamiento del
material debe considerarse un par de torsién elastoplistico. Esto conduce

asi, a la superposicidn de las distribuciones de esfuerzos que se muestran en
la figura 5-454,

T.-,:'__'.

I|lrlul.l|":1'

Par de torsidin elastoplistion aplicada Par de wrsidn elastoplistico mnvertids

SecodM 510 Esfuerzo residual - 253

5
T, (

Par de worsidn plistico aplicado
que gemtra dEformsaciones unilanas
cortantes en loda la Necha

laf
r,,(

Par de 1orsadin plistico imvenida
quis cans deformaciones unitaris
eldsticss &n ela la flecha

bl

1
i
A

[Hsiribucids del esfuerzo
cortante residual £n la flacha

Pl

Distribmeion del cafusrae

cortante resdizal n la flecha

{d
Fig. 545

*La formula de 1o vorsion es vilida sdlo cuando el material s comporta de manera elisti-
oo<lineal; sin embargn, el médulo de roptura s lama asi pongue se supone que el materal
¢ comporta eldsticamente ¥ luego se rompe repentinamentc en e limite proporconal.



254 - CAPITULO 5 Tersién

rp= 1 palg
1 = 2
rikibipulg’)
12
T irmd
0,002
{a)
12 kihipulg®
T" (1.1

Par de torsicm plistica aplicade
]

!
=

kibipulg?
Par e borsidn plistica opuesia

id
kihipalg®

[Mhstribucide del eshoerzo
coranie residual

Un tubo estd hecho con una aleacion de laton; tiene 5 pies de longitud
v el drea transversal mostrada en la figura 5-46a. El material tiene un
diagrama elastoplistico rv. también mostrada en la figura 5-d6a. Deter-
mine el par de torsidn plistica T, ;Cuil es la distribucidn del esfuerzo
cortante residual v el angulo de torsiin permanente del tubo si T, se remue-
ve justamente después de que ¢l tubo queda totalmente plastificado?

Solucion

Par de torsidn plastica.  El par de 1orsidn plistica T, deformari el tubo
de modo que wodo el material Auyva. La distribucion de esfuerzos serd co-
mio la mostrada en la figura 5-46b Aplicando la ecuacion 3-23, tenemos:

T,= Errrfrpz dp = %ﬂﬁfd - &)

= %"{11(1&“] Ib/pulg?)[(2 pulg)® = (1 pulg)’]=175.9 klb- pulg Resp

En el momento en gque el iubo gqueda totalmente plastificado, la fluen-
cia ha comenzado en el radio interior, es decir,en ¢; = 1 pulg, ¥, = 0.002
rad, figura 5-46a. El dingulo de torsidn que se presenta puede determi-
narse con la ecuacion 5-25, que para ¢l tubo entero da:

L _ (000G2)(5 pies)(12 pulg /pie)
£ (1 pulg)

Cuando se remueve T, 0 en efecto se reaplica en sentido opuesto, de-
be superponerse la distribucidn de esfuerzo cortante lineal “ficticia™ mos-
trada en la figura 5-46¢ a la mostrada en la figura 5-46b. En la figura
5-46¢, ¢l esfuerzo cortante médximo o el médulo de ruptura se calcula con
Ia fdrmula de la torsidmn:

_ Teee (1759 Klb-pulg)(2 pulg)
I (=/2)[(2 pulg) - (1 pulg)]
También, en la pared interior del tubo el esfuerzo cortante es:

¢p=h’ =|:=12umd"|

= 14.93 kib/pulg’

F

7 = (14,93 k1hf|:rulgl}(%
De la figura 5-46a, 7 = /vy = 12 klb/pulg® /(0,002 rad) = 6000

klb/pulg®, por lo que el dngulo correspondiente de torsion ¢, al remo-

ver T, s entlonces:

B Tl (1759 kIb- pulg (5 pies)(12 pulg,fpie)

POIG (mf2)[(2 pulg '~ (1 pulg)*]6000 kibipulg®

En la figura 5-46d se muestra la disiribucidn del esfuerzo cortanie re-
sidual resultante. La rotacién permanente del tubo después de que T, se
ha removido es:

L+ ¢ =0120 — 00747 = 0.0453 rad % Resp.

Pﬂl&} - 2
nalg ) = 747 Kib/puig

= (0747 rad )
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PROBLEMAS

5-111. La fMecha de acero esta hecha de dos segmentos,
AE v BC, conectados por medio de un filete de soldadura
con rachio de 2.8 mm. Determine e esfuerzo cortante mi-
ximo desarrollado en la flecha.

50 mam

IM-m
qem

Prah. 5111

*5-112. Laflecha se usa para transmitir 0.8 hp girando a
450 rpm. Determine el esfuerzo cortante miximo en la fle-

cha. Los segmentos estdn conectados por medio de un fi-
lete de soldadura con radio de 0075 pulg,

1 nislg
0.5 pulg

Proh. 5112

5113  El conjunto estd sometido a un par de torsidn de
710 Ib- pulg. Determine el radio del filete de menor tama-
fio que puede usarse para transmilir el par s el esfuerzo
cortante permisible del material es =, = 12 kib/pulg’.

.75 pule

ulg

1.5 pulg

Prot. 5-113 710 Ib:pic

5-114. La flecha compuesta estd disefiada para girar a
T20 rpm mieniras transmite 30 kW de polencia girando
a T30 rpm. | Es esto posible? El esfuerro cortante permi-
sible €5 Tyeer = 12 MPa

Z115% La flecha compuesta estd discfiada para girar a
540 rpm. 51 el radio del filete que conecta las fechas 3
ro= 720 mm y el esfuerzo cortante permisible del material
€8 Toerm ™ 33 MFa, determine la potencia mixima que la
flecha puede transmitir,

T8 mum

Probs, 5-114/115

*5-116. El acerc usado para la fecha tene un esluerzo
corante permisible 7., = 8 MFPa. 5i los miembros estén
conectados mediante un filete de soldadura de radio
r = 2.25 mm, determing el par de torsidn T madximo que
puede aplicarse.

50 5

T I
2 z Probs 5=-116
£-117. Una flecha sdlida estd sometida al par de torsidn
T que ocasiona que el material Moy, 5i el material s elas-
toplistioo, demuestre que el par puede expresarse tn.n!r-
minos del angulo de torsidn ¢ de la flecha como T = 5 Ty
{1 - ¢*y/4¢"), donde Ty v dyson el par y el dngulo de tor-
sitn cuando el material empicza a fluir,

E-118. Una fecha solida con didmetro de 2 pulg estd he-
cha de un material elastopléstico con esfuerzo de fluencia
ry = 16 kib/pulg’ y madulo cortante G = 12{10%) kit /pulg’.
Dretermine ¢l par de torsidn requerido para desarrollar un
nicleo elistico en la flecha con diimetro de 1 pulg. jOué
valor ticne este par plistico?

E119. Determine el par de lorsidn necesario para torcer
un alambre corto de 3 mm de diimetro varias vaelias si es-
t4 hecho de acero con comportamiento elastoplistico y
esfuerso de Muencia 7 = 40 MPa. Suponga que el mate-
rial se plastifica totalmente.
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5120, Unaflecha sélida tene didmetro de 40 mm ¥ lon-
gitud de | m. Estd hecha de un material elastoplistico con
eafuerzo de Muencia rp = 100 MPa. Determine ¢l par de
torsion Ty miximo eldstico y el correspondiente dngulo
de torsidn. ;Qué valor tiene el dngulo de torsidn si el par
s¢ increments a T = 12T 7 & = 80 GPa.

§-121. Determine &l par de lorsidn nEcesario para Lorcer
un alambre corto de 2 mm de didmetro varias vaeltas sies-
td hecho de acero elastoplistico con esfuerzo de Quencia
7y = 50 MPa. Suponga que el material 2e plastifica wal-
mienle,

122, Una barra con seccidn transversal circular con
3 pulg de didmetro estd sometida a un par de torsion de
100 pulg - klb. 5i el material es elastoplistico con 7y =
16 klb pulg®, determine el radio del nickeo elistico.

5123, Una fecha de radio ¢ = 0.75 pulg estd hecha de
un material con el comportamiento elastoplistico maostra-
do en la figura. Determine el par de torsidn T que debe
aplicarse en sus exXITEmMos para que 5¢ genere un nacleo
elistico de radio p = 0.6 pulg. Determine el dngulo de tor
sidn cuando la flecha tiene 30 pulg de longitud.

T
f?-ﬂpuli
T
7 (kibvpulg”)
3
e ¥ (e
Prosh. 5-123

*5-124. Eltubo de 2 m de longitud estd hecho de un ma-
terial con comportamiento elastoplistico comao el mostra-
do, Determine ¢l par de torsidn T aplicado que somete el
material del borde exterior del tubo a una deformacidn
COFtAnte UNitAria ey, = 0.008 rad. ; Codl serd el dngulo de
torsidn permanente en el iubo cuando se retire ¢l par? Es-
boce la distnibucién del esfuerzo residual en el tuba

45 mm

T (MFPaj

00 ¥ {rad)

Frob. 5-124

5-125. La flecha consiste en dos secciones rigidamente
conectadas enire si. 51 el material Hene un comportamisn-
o elastoplastico como ¢l mosirado, determine ¢l par de
torsion T mds grande que puede aplicarse a la flecha. Tam-
bidn dibuje la distribucidn del esfueroo cortante sobre una
linca radial para cada seccidn. Desprecie el efecto de la
concentracidn de esfluerzos

1 pulg

075 palg

* (kibipuilg’)

rad
0,008 nind

Proh. 5125



5-126. La flecha estd hecha con un material endurecido
por deformacidn con un diagrama -y coma el mostrado.
Determine el par de torsidon T que debe aplicarse a la fle-
cha para generar un nicleo elistico con radio p, = 0.5 pulg.

Tirad}

Prob., 5-116

5-127. La flecha tubular estd hecha con un material en-
durecido por deformacidn con un diagrama ¥ comao ¢
mostrado. Determine el par de torsidn T que debe aplicar-
s¢ a la flecha para gue la deformacidn cortante unitaria
maxima sea de 0.00 rad.

[}

.75

rikibipulg’)

o

radp
(LIS 0k T

Prob, 5117

PrOBLEMAS « 25T

*5-128. El diagrama de esfuerzo-deformacion unitaria
cortante para una flecha sdlida de 50 mm de didmetro pue-
de representarse por el diagrama dado en la figura. Deter-
mine el par de (orsidn requerido para generar un esfuer-
zo cortante miximo en la Necha de 125 MPa, 5i la Necha
tiene 3 m de longivad, jcudl es el dngulo de torsidn corres-

pondiente?

7 (MPa)
125
S0
tnd
005 oo Y

Frob, 5-128

5129, Eltubo de 2 m de longitud estd hecho con un ma-
terial con el comportamiento elastoplistico mostrado en
la figura. Determine el par de torsidn T aplicado que so-
miete al material en el borde exterior del tubo s una defor-
macion unitaria conante Y, = 0.006 rad. | Cudl serd el
dngulo permanente de torsidn en el tubo cuando se retire
cste par? Esboce la distribucidn de los esfuerzos residua-
les en el tubo,

35 mm

TiMPa)
210

rirad)
{003

Frob, 5-12%
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E1M. La flecha sdlida estd hechn con un material cuyo
comportamiento elastopldstico se muesira en ka figura. De-
termine el par de torsidn T necesario para formar un ngd-
cleo elistico en la Aecha con radio gy = 23 mm. ;Qué dn-
gulo se tuerce un extremo de la Necha con respecto al olro
&i ésta tiene una longitud de 2 m? Determine la distnibu-
cldn del esfuerzo residual v el dngulo permanente de tor-
sidn en la Oecha cuando el par se retira.

T (MPaj)
150

Py = 23 mim

¥ (rad)

Prob., 2150

5-131. Una flecha de 1.5 pulg de difimetro estd hecha con
un material cuyo comporiamiento elastoplistico se mues-
ira en la fgura, Determine el radio de su ndcleo elistico
al someterla a un par T = N [b-pie. Determine el dngu-
o de torsidn cuando La flecha tene 10 pulg de longitud.

¥ drad]

Prab., 5131

*5-132. La fMecha estd sometida a una deformacidn uni-
Earia cortanie maxima de 00048 rad, Determine el par de
torsidn aplicado a la flecha si el material se endurece por
deformacidn de acuerdo con el diagrama de esfuerzo-de-
formacidn unitaria corlante mostradeo en la figura.

(&

T
T ikiIbipulg)

12

{rad}
(KM NS ¥

Prob, 5-132

5-133  Se aplica un par de orsicn a la flecha de rodio ro S
el matenal Hene una relacidn esleerzo corlante-delormacin
unitaria dada por = ky'®, donde & es una constante, de-
termine el esfuerzo conanie miximo en la Mecha.

Prob, 5-133
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PROBLEMAS DE REPASO

513, Considere un tubo de pared delgada de radio me-
dio r ¥ espesor . Demuestre que el esfuerzo cortante mid-
ximo en el lubo debido a un par de torsion T uende al es-
fucree cortante promedio caleulado con la ccuacidn 5-18
cuando rft = =,

Praob, 5-134

5135  Eltubo tiene un didmetro exterior de 0.75 pulg v
un didmetro intervor de (V68 pulg. Si estd firmementc su-
jetado a la brida, determine la distribucidn del esfuerzo cor-
tante a lo largn de ka altura del who cuando s aplica el par
mosirado a la barra de la llave,

®5-136.  El tubo tiene un didmetro exterior de 075 pulg
¥ un didmetro interior de (L83 pulg. 51 estid Hirmemente su-
Jetado ala brida en B, determine la distribucidn del esfuer-
zo cortanie a lo lnrgo de una linea radial situada a la mi-
tad de la altura del tubo cuando se aplica el par mostrado
a la barra de la llawe,

Probs. 51357156

5137, El tubo perforador de un pozo petrolero estd he-
cho de acero v tiene un didmetro exterior de 4.5 pulg v un
espesor de 0.25 pulg. Si el tubo estd girando a 650 rpm al
ser impulsado por un motor de 13 hip, determine el esfuer-
zo cortante midximo en el tubo.

m5-138  La flecha ahusada estd hecha de aluminio 2014-
Th y tiene un radio que pusde describirse por la funcidn
r= 0021 + %) m. donde x estd en metros. Determine
el dngulo de torsion de su extremo A siestd sometica a un
par de torsidn de 450 N -m.

F= 000N+ T m

Proh. 5-138

5130, 5ila flecha scdida AH a la cual exd unida la cruceta
ex de latdn rojo CE3M vy tiene un didmetro de 10 mm, de-
termine las fuerzas miximas del par que pucde aplicarse
& la cruceta antes de que el material empiece a fallar. Con-
SdeTe Tom = 40 MPa, ; Cudl es el dngulo de torsidn de la
cruceta? La fecha estd fija en A.

=
~

1540 s

- F




#5-140. La flecha sdlida AR unida a la creceta estd he-
cha de latén rojo CEM00. Determine €] didmetro mas pe-
quedio de la flecha de modo que ¢l dngulo de torsidn no
pase de 0.5 v el esfuerzo cortante no pase de 30 MPa cuan-
do F=25HM

150

150 mm

Prob. 5-140

5141 Elmaterial de que esté hecha cada una de tres fle-
chas tiene un esfuerzo de fluenca de 7y v un médulo de
cortante de &, Determine qué geometria para la flecha re-
sistird el mayor par de torsidn sin fluir. ;Qué porcentaje
de este par puede ser tomado por las otras dos lechas? Su-
ponga que cada flecha estd hecha con la misma cantidad
de material ¥ que tiene la misma drea transversal,

OH A

Froh. =141

PrO®LEMAS DE REPASD = 261

5-14%. La flecha de 60 mm de didmetro gira a 300 rpm.
Este movimiento s causado por las desiguales tensiones
cn la banda de la polea de BN v 430 M. Determine la po-
tencia tramsmitica v el esfuerzo cortante méximo desarro-
lado en la flecha

10Ky mm

450N

FProb. 5142

5143, El tubo de aluminio tiene un espesor de 5 mm v
las dimensiones externas mostradas en su seccidn rans-
versal. Determine el esfucrzo cortante madximo promedio
en el tubo, 5i el fubo tiene una longitud de 5 m, determine
el dngulo de torsidn. Gy = 28 GPa.

13 N'm
im

2 M-y

2m

11063 mam

Prab. 5-143
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Las wigas son miembros estructurales importantes usadas en la construasan de
edificias. Su disefio se hasa a menudo en su capacidad de resistir esfuerzos
de flesxadin, que es e tema de este capitulo.

Copyrighted material



6.1 Diagramas de fuerza cortante y momento flexionante
Los miembros esbeltos y que soportan cargas aplicadas perpendicular- ——————————

menie a sus ejes longitudinales se llaman vigas. En general, las vigas son  —=Se m—
barras rectas v largas que tiencn secciones transversales constantes, A Vign samplemente apoyads

menudo se clasifican segin ¢l modo en que estdn soportadas. Por gjem-

plo, una viga simplemenie apoyada estd soportada por un pasador en un

extremo y por un rodillo en el otro, figura 6-1, una viga en voladizo estd

empotrada en un extremo y libre en el otro, y una viga con voladize liene

uno o ambos extremaos libres situados mas alld de los soportes. Las vigas

pueden considerarse entre 1os elementos estructurales mis importantes, e

Como ejemplos se cuentan los miembros usados para soportar el piso de

un edificio, la cubierta de un puente o el ala de un acroplano. También el

cje de un automdvil, la pluma de una gria e incluso muchos de los hue- |EEE———————
508 del cuerpo humano funcionan como vigas. i e —

Wiga con valadio
Fig.6-1
263
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Carga distribusda positiva
.

(E SN B
Fuerza comanle imberna positiva
MM
FE ' R
Momento flexionante inemno positivo
Coavencidn de signos para vigas

Fig. -3

Debido a las cargas aplicadas, las vigas desarrollan una fuérza cortante
v un momento flexionante internos que, en general, varian de punto a pun-
to a lo largo del ¢je de la viga. Para disediar apropiadamente una viga es
necesario primero determinar la fuerza cortante mixima y el momento
flexionante méximo en la viga. Una manera de hacerlo es expresar Vy M
como funciones de la posicidn x a lo largo del eje de la viga. Esas funciones
de fuerza cortante y momento flexionante pueden trazarse y representar-
se por medio de graficas lamadas diagramas de corfante vy momenito. Los
valores méximos de V' v M pueden entonces obtenerse de esas grificas.
Ademis, como los diagramas de cortante y momento dan informacion de-
tallada sobre la varfacidn de la fuerza cortante v del momento fexionan-
le a lo largo del eje de la viga. ellos son usados por los ingenieros para
decidir dénde colocar material de refuerzo dentro de la viga o para deter-
minar &l tamafio de la viga en varios puntos a lo largo de su longitud.

En la seccidn 1.2 usamos el método de las secciones para hallar la car-
ga interna en un punio especifico de un miembro. Sin embargo, si tenemos
que determinar Vv M como funciones de x a lo largo de una viga, enton-
ces es necesario localizar la seccidn imaginaria o cortar a una distanciae
arbifraria x desde el extremo de la viga v formular V' v M en términos de
x. Respecto a esto, la seleccidn del origen v de la direccidn positiva para
cualquiera x seleccionada es arbitraria. Con frecuencia, el origen se loca-
liza en el extremo izquierdo de la viga v la direccidn positiva se toma ha-
cia la derecha.

En general, las funciones de fuerza cortante y momento flexionante in-
ternos obtenidas en funcion de x serdn disconrinuas, o bien sus pendien-
tes serin discontinuas en punios en que una carga distribuida cambia o

donde fuerzas o0 momentos concentrados son aplicados. Debido a esto, las
funciones de cortante ¥ momento deben determinarse para cada regidn
de la viga localizada entre dos discontinuidades cualesquiera de carga. Por
ejemplo, tendrin que usarse las coordenadas xy, ¥y v Xy para describir la
variacion de V v M a lo largo de la viga en la figura 6-2a. Esas coordena-
das serdn vilidas sdlo dentro de las regionesde A a Bparax;, de Ba C
para x; y de Ca D para xy.

Convencion de signo para vigas. Antes de presentar un método pa-
ra determinar la fuerza corante ¥ el momento Mexionante como funcio-
nes de x v luego trazar esas funciones (diagramas de fuerza cortante y mo-
mento flexionante), es necesario primero establecer una convencidn de
signos que nos permita definir fuerzas cortantes y momentos flexionan-
tes internos “positivos” y “negativos™, Aunque la seleccion de una con-
vencidn de signos es arbitraria, usaremos agui la frecuentemente usada
en la prictica de la ingenieria y mostrada en la figura 6-3. Las direcciones
positivas son las siguientes: la carga distribuida actia hacia abajo sobre la
viga; la fuerza coriante interna genera una rotacidn horaria del segmento
de viga sobre el cual ella actia y el momento flexionante interno genera
compresion en las fibras superiores del segmento, Las cargas opuestas a
éstas se consideran negativas.
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Dibuje los diagramas de fuerza cortante vy momento fexionante para

M
A? 1) la viga mostrada en la figura 6-d4a.
T—
v P
F
E)

b (7]

I-ullr-

fa)
Solucidn

Reacciones en los soportes.  Las reacciones en los soportes se mues-
tran en la figura G-8d.

Funciones de fuerza cortante y momenio flexionante.  a viga se sec-
ciona a una digtancia x arbitraria del soporte A, extendiéndose dentro
de la regidn A8, v el diagrama de cuerpo libre del segmento izquierdo se
muestra en la figura 6-4b. Las incognitas ¥ v M se indican actuando en
sentide positive sobre la cara derecha del segmento, de acuerdo con la
convencion de signos establecida. Aplicando las ecuaciones de equili-
brio se obtiene:

P
. P
+1ZF, =0 V= 3 (1)
F
P p LtEM =0 M=_x (2)
T T z
¥
— % | En la figura 6-4¢ se muestra un diagrama de cuerpo libre para un seg-
- mento zquicrdo de la viga que se extiende una distancia x dentro de
" la region BC. Como siempre. V y M se muestran actuando en sentido
_% positivo. Por tanto,
FL #
Mo = 3 | +1EF, =0 '2'-1""'1-""-1]'
F
V=—— 3
. ®
L]
td +EM =1k M+P( —%)—§1=l]
I P
M=3(L~-x) (4)

El diagrama de fuerza cortante representa una grifica de las ecuaciones
I v 3 v el diagrama de momento flexionante representa una grifica de las
ecuaciones 2 v 4, figura H-4d, Estas ecuaciones pueden verificarse en par-
te notando que dV /dx = —w y dM /dx = V' en cada caso. (Esas relaciones
s¢ desarrollan en la siguiente seccion como las ecuaciones 6-1 y 6-2.)
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eseme Lo R

Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante para
la viga mostrada en la figura 6-5a.

|-\.|||'|-

MII-
i
E

)
=13

Solucion
Reacciones en los soportes.  Las reacciones en los soportes fueron de-

L
terminadas en la figura 6-5d. it d— u
Funciones de fuerza cortante y momento flexionante. Este proble- ! g* lj

ma es similar al del ejemplo previo, donde dos coordenadas x deben "
usarse para expresar la fuerza cortante v el momento flexionante en to- M,
da la longitud de la viga. Para el segmento dentro de la regién AB, fi- L
gura 6-3b, tenemos fch

+1ZF, = 0, v=——2 My

+EZM =0 M= -%x

=
|--|_I
r-|ﬁt

Y para el segmento dentro de la region BC, figura 6-5¢,

M .
+{EFy = i V= ——f T

M, = |
(+IM = M=Mn—fx 2\‘-\__!*1
Y

Diagramas de fuerza cortante vy momento flexionante. Cuando se
grafican las funciones anteriores, s¢ obtienen los diagramas de fucrza
cortante ¥ momento flexionante mostrados en la Ggura 5-5d4. En este
caso, observe que la fuerza cortante es constante en toda la longitud de
la viga; ¢lla no es afectada por el momento My que actia en el centro
de la viga. Asi como una fuerza genera un salio en el diagrama de fuer-
za cortante, gjemplo 6-1, un par concentrado genera un salto en el dia-
grama de momento flexionante,




268 = CAPITULO & Flexidn

Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momento flexionante para
la viga mostrada en la figura 6-6a.

Solucion

Reacciones en los soportes.  Las reacciones en los soportes fueron de-
terminadas en la figura 6-6c.

Funciones de fuerza cortante ¥y momenio flexionante. En la figura

| 6-6b se muestra un diagrama de cuerpo libre del segmento izquierdo
| L | de la viga. La carga distribuida sobre este segmento estd representada
por su fuerza resultante solo después de que el segmento se aisla como
un diagrama de cuerpo libre. Dado que el segmento tiene una longitud
x, la magnitud de la fuerza resultanie es wx. Esta fuerza actia a través
del centroide del drea que comprende la carga distribuida, a una dis-
tancia x,/2 desde el extremo derecho. Aplicando las dos ecuaciones de
equilibrio se obtiene:

L
+1ZF, =1 wl--n'x-'lf'=ﬂ

V= W(% - x) (1

(FEM = —(w—;.)l + {wx}(%) +M=0
M - :{I..t - %) (2)

Estos resultados para V' ¥y M pueden verificarse observando que
dV jdr = =w, Esto es ciertamente correcto, va que w actia hacia aba-
jo. Advierta también que dM fdx = V, como era de esperarse.

Diagramas de fuerza cortante v momento flevionamre.  Estos diagra-
mas, mostrados en la figura 6-6¢, se obtienen graficando las ecuaciones

1 ¥ 2. El punto de fuerza cortante nula puede encontrarse con la ecua-
cidn 1:

g

wIE

En el diagrama de momento vemos que este valor de x representa el

¢ puntosobre la viga donde se presenta el mdxime momento, ya que se-

% —_ piin la ecuacidn 2, la pendiente V = 0 = 4M /dr. De la ecuacion 2 te-
i feios:
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Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante para
la viga mostrada en la figura 6-7a.

ihi
Solucion
Reacciones en los soporfes.  La carga distribuida estd reemplazada
por su fuerza resultante y las reacciones se han determinado como se i ?' R
muestra en la figura 6-7h, wy L — “%
Funciones de fuerza cortanie y momenio flevionante. En la figura 1_.--""'MF$ i
6-Tc se muestra un diagrama de cuerpo libre de un segmento de lon- ﬁj_l
gitud x de la viga. Note que la intensidad de la carga triangular en la w2 - 2, _1 v
seccidn se encuentra por proporcion, estoes,w/x = wp/Low =wge/L. 3 7 |
Conocida la intensidad de la carga, la resultante de Ia carga distribui- '
da se determina por el drea bajo el diagrama, figura 6-7c. Asi, i
. wpl 1w _
+TE.F}. = ﬂ, T — E(T)I -V = ﬂ .
It iy L 2
V== ) m 5
L L 1 1
HEM =0, o B —(E)x[—x) +M=0 wyld T
3 2 2\ L 3 v
=M s 1 _ i .
M = (2L + 3L ) (2) Mt
Estos resultados pueden verificarse aplicando las ecuaciones 6-1 v .
f-2; asi, M
I X
dv. _ "o WX
AR TR ok
dM Wy Wy D T
Vo — =2 4 3L% - 3y = (L - &2 K (d}
dx 6L ) =3t y 0
Fig. 67

Diagramas de fuerza cortante v momento [Texionante,  Las grificas
de las ecuaciones 1 y 2 se muestran en la figura 6-7d.
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Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante para
la viga mostrada en la figura 6-8a.

Solucidn

bkibipic  Reacciones en los soportes.  La carga distribuida se subdivide en una
2 kibipie componente triangular y en una componente rectangular de carga; lue-
20 Estas se reemplazan por sus fuerzas resultantes. Las reacciones se
han determinado v se muestran sobre el diagrama de cuerpo libre de
la viga, figura 6-8h.

ia) Funciones de fuerza cortante y momento flexionante.  En la figura
f-Be se muestra un diagrama de cuerpo libre del segmento izquierdo.

rectangular y una triangular. Observe que la intensidad de la carga trian-

2klbypie gular en la seccidn se encuentra por proporcidn. Se muestra también
la fuerza v la posicidn resultantes de cada carga distribuida, Aplicando
las ecuaciones de equilibrio, tenemaos:

. 1 . X
i +1ZF, = 0; 30kIb— (2 kib/pig)x — - (4 ﬂh,rp.ej(m pi..:)“ -V=0

L 1

F=(3ﬂ—1:—%)klh (1)

L+EM =1k
. X 1 I LT X -
=30 Kib{x) + (2 klh,.l'pmj.t(z) + 3 4 klhfple}(m I:W.“).un:(?')+1"f:!' LI

3

H=(3ﬂr—x1—%)ﬂh-piﬂ (2)

La ecuaciton 2 puede verificarse considerando que dM /dx = V. esto es,

o kb, pie mediante la ecuacién 1. También, w = —dV/ldr = 2 4 %:_ Esta ecua-
2 ki /pic cion se cumple, ya gque cuando x = 0, w = 2 klb/pie. v cuando x = 18
pies, w = 6 klb/pie, figura 6-8a.
1. Diagramas de fuerza cortante v momento flexionante.  Las ecuacio-
0 ki £ kb nes 1y 2 :s_l!in graficadas en la figura 6-8d. Como en :1 punto de mo-
Vikib) mento miximo dM /dy = V = 0, entonces, de la ecuacion 1,
E i i
_ V=0=30-2¢-—
_— Tipie) 9
s Escogiendo la raiz positiva,
-437 _ s
adclb-pée ) - 163 klbpic x = 9,735 pies
Entonces, de la ecuacidn 2,
ipie) (9.735)°
" " My = 30(9.735) — (9735) — =

Fig, 64 = 163 kib - pie
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eseme Lo KB

Dibuje los diagramas de fuerza cortante ¥ momento flexionante para

la viga mostrada en la figura 6-9a. ISKN Sigy -4
15 kKN
% kPdim
Bl kM m I- B0 kNm
L
| E— |
————— 3| 1 PSp—
t 3 1 5
. " 8715 kEN 4,78 kM
(ml LLiH] {cl

Solucldn

Reacciones en los soportes.  Las reacciones en los soportes han sido
determinadas y se muesiran en el diagrama de cuerpo libre de La viga,
figura 6-94d.

Funciones de fuerza eortante v momento flexionante. Como se tie-
ne¢ una discontinuidad de carga distribuida v también una carga con-
centrada en el centro de la viga, deben considerarse dos regiones de x
para describir las funciones de fuerza cortante ¥ momento flexionante pa-
ra toda la viga.

0= x; << 5 m, figura 6-9:
+1XF, = 0 575kN -V =0
V = 575kN (1)

15 kN

[+EZM =Xk —BOEKMm — 575kNx, + M =0 B0 M-m
M= (575z; + B0)kN:m (2) [:'

S5m < x; = 10 m, figura 6-9¢: I im im
S575EN 14 25 kN

+1EF, =0 575kN = 15kN = 5kN/m(x; — 5m) - V = 0 WIKN)
V = (1575 = Sx,) kN (3)
l+EZM =(0; —80kN-m — 575kN x, + 15kN(x; — 5m]

X;— 3m
2
M = (=25xs" + 15.75x; + 92.5) kN 'm (4) ik

+ SkN/m(x; — 5 m}( ) +M=10

L
10875
Estos resultados pueden verificarse aplicando w = —dV/dr v V =

dM /dx. También, cuando x, = 0, las ecuaciones 1 y 2dan V = 575kN ®
v M = 80 kN - m; cuando x; = 10 m, las ecuaciones 3 v 4 dan ¥ =
=34.25 kN v M = 0. Estos valores concuerdan con lag reacciones en
los soportes mostradas sobre el diagrama de cuerpo libre, figura 6-94,

Diagramas de fuerza cortante y momento flexionante. Las ecuacio-
nes | a4 estdn graficadas en la figura 6-94, Fig, 69

i)
i
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6.2 Método grafico para construir diagramas de fuerza
cortante y momento flexionante

Como se muestia, ba falla de esta mesa ociu-
ot en el soporte armiostrado del lado dere-
cho, El diagrama de momento flexionante
para la carga de la mesa indicaria que éste
es ¢l punto de momento nterno méxirmo

En los casos en que una viga estd sometida a varias fuerzas vy momentos
concentrados, asi como a cargas distribuidas, la determinacidn de Vy M
como funciones de x v ¢l posterior trazo de esas ecuaciones puede resultar
muy tedioso. En esta seccidn veremos un método mas simple para cons-
truir los diagramas de fuerza cortante ¥y momento flexionante que se basa
en dos relaciones diferenciales que existen entre la carga distribuida, la
fuerza cortante v el momento flexionante.

Regiones de carga distribuida. Consideremos la viga mostrada en
la figura 6-10a que estd sometida a una carga arbitraria. En la figura 6-1004
s¢ muestra un diagrama de cuerpo libre para un pequefio segmento Ax de
la viga. Como este segmento se ha escogido en una posicion x a lo largo
de la viga donde no existe una fuerza o un momento concentrado, los resul-
tados que se obtengan no serdn aplicables en esos puntos de carga con-
centrada.

Advierta que todas las cargas mostradas sobre el segmento actian en
sus direcciones positivas de acuerdo con la convencidn de signos estableci-
da, figura 6-3. Ademds, tanto la fuerza como el momento interno resultan-
te que actdan sobre la carga derecha del segmento deben incrementarse
por una pequedia cantidad finita para mantener el segmento en equilibrio.
La carga distribuida ha sido reemplazada por una fuerza resultante wix)
Ax que actia a una distancia k{Ax) del extremo derecho, donde 0 < k < |
|por ejemplo. s wix) es uniforme, k = ﬂ Aplicando las dos ecuaciones de
equilibric al segmento, tenemos;

Wi AL
wiLl
- -
i e
i I
i |
i I
i i
— — kA T)
] I
T
M S
ol s bl i
o e
L B
Diagrama de cuerpo Area de la seccida
lthre del segmenin & transversal el segmenio

1}

Fig. 6-10)
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+1EIF, = V=wx)dx=(V+AV)=10
AV = —wix) Ax
(+EMg = O -V Ax = M + wix) Ax[k(Ax)] + (M + AM) =0
AM =V Ax — wix) k[Ax)

Dividiendo entre Ax y tomando el limite cuando Ax = 0, se obtiene:

(6-1)

(6-2)

Estas dos ecuaciones proporcionan un medio conveniente para trazar
ridpidamente los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante. La
ecuacidn -1 establece que en un punto la pendiente del diagrama de fuer-
za cortante ¢s igual al negativo de la intensidad de la carga distribuida.
Por gjemplo, considere 1a viga en la figura 6-11a. La carga distribuida es
positiva y crece de cero a wy. Por lo tanto, el diagrama de fuerza cortan-
fe serd una curva con pendiente negalivir que crece de cero a —wg En la
figura 6-115h se muesiran las pendientes especificas wy = 0, —wg, —wp ¥
—W g

De manera similar, la ecuacion 6-2 establece que en un punto la pen-
diente del diagrama de momento flexionante es igual a la fuerza cortante.
Observe que el diagrama de fuerza cortante en la figura 6-115 comienza
en +V,, decrece a cero y luego se vuelve negativa, decreciendo a V. El
diagrama de momento flexionante tendrd entonces una pendiente inicial
de +V, que decrece a cero, luego se vuelve negativa y decrece a -Vg. Las
pendientes ¥V, Vie, Vip, 0 ¥ =¥y se muestran en la figura 6-11c.

Wy

ek

Fig. 6-11
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{el

C o
M
ify
L [
Fig. fi=11 {cont. )
F
L H Mo AM
Ay V4 &Y
{al
M H Mo+ AM
bz V& &V
(k1
Fig. 6-12

Las ecuaciones 6-1 ¥ 6-2 pueden también reescribirse en la forma aV =
—wix)dx v dM = V dx. Observando que wix) dx ¥ ¥V dx representan dreas
diferenciales bajo los diagramas de carga distribuida y fuerza cortante,
respectivamente, podemos integrar esas dreas entre dos puntos cuales-
quiera C v [} sobre la viga, figura 6-11d, v escribir:

(6-3)

(6-4)

La ecuacidn 6-3 establece que el cambio en fuerza cortanie entre los pun-
tos Oy I es igual al deea (negativa) bajo la curva de carga distribuida
entre ezos dos puntos, figura 6-114. Similarmente, de la ecuacidn 6-4, el
cambio en momento flexionante entre C y [, figura 6-11f, es igual al drea
bajo ¢l diagrama de fuerza cortante dentro de la regidn de Ca D.

Como se indicd antes, las ecuaciones anteriores no se aplican en pun-
108 en donde actia una fuerza 0 momento concentrado.

Regiones de fuerza y momento concentrados. En la figura 6-12a
s muestra un diagrama de cuerpo libre de un peguefio segmento de la
viga ¢n la figura 6-10a tomado bajo una de las fuerzas. Puede verse agui
gue por equilibrio de fuerzas se requiere

+1ZF, =0 V-—F—(V+AV) =0

AV = —F

(6-5)

Entonces, cuando F actia hacia abajo sobre la viga, AV es negariva por lo
que la fuerza cortante “saltard” hacia abajo. De la misma manera, si F ac-
tia hacia arriba, el salto (AV) serd hacia arriba.

De la figura 6-125, el equilibrio por momentos requiere gue el cambio
£n momento sea

*HEMp=0: M+ AM-M,-VAx—M=10

Hagiendo que Ay — 0, obtenemos
AM =M, [6-6)

En este caso, si M, se aplica en sentido horario, AM es positivo por lo que
¢l diagrama de momento “saltard™ hacia arriba. Igualmente, cuando M
actda en sentido antihorario, el salto (AM) serd hacia abajo.



Seccion 6.2

La tabla 6-1 ilustra la aplicacion de las ecuaciones 6-1,6-2, 6-5 y 6-6 a
varios casos comunes de carga. Ninguno de esos resultados deberfa me-
morizarse sino estudiarse cuidadosamente para entender con clanidad co-
mo s¢ construven los diagramas de fuerza cortanie v momento flexionan-
te con base en el conocimiento de la variacidn de la pendienre en los
diagramas de carga v fuerza cortante. respectivamente. Valdria la pena el
esfuerzo v el tiempo invertido en su entendimiento de estos
conceptos, cubriendo las columnas de los diagramas de fuerza cortante v
momento flexionante en la tabla v tratar de reconstruir esos diagramas
con base en el conocimiento de la carga.

W

AN A .
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: L -
L {.':' TP

Diagrama de Moerea cortants -'ﬂ'_:--'r

th_di—ﬂhmﬁll?

P w=l

He—be—m|§ " ..;

La fuerza P hacia abajo ocasiona
que ¥ sulte hacia abajo de V) 8 ¥y,

W
A,
La pendiemie constanie cambia de 'I."||.'|."I.

) My {;

L

{I:*:Il Y ¢ : "

¥ Mingiln cambio en fuerza comante va Pendieme conswarie positva, Un M, antihogario
que la pendiense w =0, cassona qiae M anie khacks abago,

¥, L

¥y M,
Pendiente negativa conslanhe. Pendsemie positiva gque decreoe de Vya Ve
¥

lI"I1 H]:

¥y M,

Pendesle negalava g crodd & — wy i — 'y,

Pendsemie positiva gae decrece de V,a Vs

Vs

Pendiente negativa qie decreod 3& —w) b — wy,

W

ol
Pendieme positiva gue decreee de 1) & 1,
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[

EJEHI‘l_ﬂm

Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante para
la viga en la figura 6-13a.

{mb

Solucion

Reacciones en el soporte. Las reacciones se muestran sobre un dia-
grama de cuerpo libre, figura 6-135.

F‘

(

L
(b}

Diagrama de fuerza cortante. De acuerdo con la convencidn de sig-
nos, figura 6-3,enx =0,V =+Pyenx = L,V = +F. Esos puntos ¢s-
tin indicados en la figura 6-136. Como w = 0, figura 6-13a, la pendien-
te del diagrama de fuerza cortante serd cero (dV /dx = —w = () en todo
punto, v por consiguiente una linea recla horizontal conecta los pun-
L0S EXITETOs

1<k

Diagrama de momento flexionante. Enx=0M=—-Plyenx=L,
M = (), figura 6-13d. El diagrama de fuerza cortante indica que la fuerza
cortante es constante y positiva y por tanto la pendiente del diagrama de
momentos fexionantes serd constarite posiiva, dM jdx =V = +Pen todo
punto, Por consiguiente, los puntos extremos estdn conectados por una
linea recta de pendiente positiva como se muestra en la figura 6-134.

M

- P
i)

Fig. 613
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Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momento flexionante para
la viga mostrada en la figura 6-14a.

Solucion

Reacciones en ¢l soporfe,  Lareaccion en el empotramiento se mues-
ira en ¢l diagrama de cuerpo libre, figura 6-1485,

(= E el

— e ————— ———

F
(b

Diagrama de fuerza corfante.  5e traza primero la fuerza cortante
Vo= en ambos extremos, figura 6 1de, Como no exisie ninguna carga
distribuida sobre la viga, el diagrama de fuerza cortante tendrd pen-
diente cero en todo punto. Por tanto, una linea horizontal conecta los
puntos extremos, lo que indica que la fuerza cortante s cero en toda
la wiga,

Diagrama de momenito flexionante.  El momento M en los puntos
extremos de la viga, x = 0vx = L, se grafica primero en la Digura 6-14d.
El diagrama de 1a fuerza cortante indica que la pendiente del diagrama
de momentos serd cero va que V' = 0. Por consiguiente, una linea hori-
zontal conecta los puntos exiremos, como s¢ muestra.

b

idp

Fig. 14
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Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momento flexionante para
la viga mostrada en la figura 6-15a.

Solucidn
Reacciones en ¢l soporfe.  Las reacciones en ¢l empotramiento se
muestran en ¢l diagrama de cuerpo libre, figura 6-15b,

Diagrama de fuerza cortante.  Se traza primero la fuerza cortante en
cada punto extremo, figura 6-15¢. La carga distribuida sobre la viga es
constante positiva por lo que la pendiente del diagrama de cortante se-
ri constante negativa (dV /dx = —wy). Esto requiere que una linea rec-
ta con pendiente negativa conecte los puntos extremos.

¥

L=

I

Diagrama de momenio Texionante,  5e traza primero el momento
en cada punto extremo, figura 6-134, El diagrama de cortante indica
que V s positiva v decrece de wyl. a cero, por lo que el diagrama de
momento debe comenzar con una pendiente positiva de wy, L v decre-
cer a cero, Especificamente, como el diagrama de cortante es una linea

recta inclinada, el diagrama de momento serd parabdlico, con una pen-
diente decrecienle como @& muestra en la ﬁs,ur:u.

)

————— I
Pemliente decrecientements positiva
w, I,:r
il

Fig. 6-15
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Dibuje los diagramas de fuerza cortante ¥y momento flexionante para
la viga mostrada en la figura 6-16a.

Soluckdn

Reacciones en el soporte.  Las reacciones en el empotramiento ya se
han calculado y se muestran sobre €l diagrama de cuerpo libre, figura
6166,

wy ! i)
h

Diagrama de fuerza cortante.  Se traza primero la fuerza cortante en
cada punto extremao, figura 6-16c. La carga distribuida sobre la viga es

positiva y linealmente decreciente. Por tanto la pendiente del diagrama
de fuerza cortante serd decreciente negativamente. En x = (), la pendien-
te empicza en —wy ¥ llega a cero enx = L. Como la carga es lineal, el
diagrama de fuerza cortante es una pardbola con pendiente negativa-
mente decreciente.

Ly
wol:
1 Femlsenie decrocwnlemenle negaliva

(5]

Diagrama de momento flevionante. Se traza primero el momento
en cada punto extremao, figura 6-164d. Del diagrama de fuerza cortante,
V¥ es positiva pero decrece de wyl. 2enxy=0Daceroenx = L. La cur-
va del diagrama de momento (lexionante con esle comportamiento de
su pendiente es una funcidn cibica de x, como se muestra en la figura.

Pendicnie decrecienlcmenic Pt v

id)
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Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante para
la viga mostrada en la figura 6-17a.

2 klbipic
K 15 kb 30 kb
bl
Lal
Fig. &-17 Wkl
Pendsente =)
Solucién N recizniemenie negaliva
Reacciones en los soportes,  Las reacciones ya han sido determina- o
das v se muestran en ¢l diagrama de cuerpo libre, figura 6-17h. ripie)
Diagrama de fuerza corfante. Se trazan primero los valores en los
puntos extremos x = 0, V = +15 yx = 45, V = =30, figura 6-17¢. Del
comportamiento de la carga distribuida, la pendiente del diagrama de
fuerza cortante variard de ceroenx = 0a —2 en x = 45 Como resul-
tado, el diagrama de fuerza cortante es una pardbola con la forma mos-
trada. i
Pendsenie = -2
El punto de cortante cero puede encontrarse usando el método de !
las secciones para un segmento de viga de longitud x, figura 6-17¢. Se
requiere que V' = 0, por lo que decrecienemens positiva
Mkl Pendienne =
1 , x . :

+1ZF, =0 15kib I[Zk]hllfp“(d-spiﬁ) x=10; x =260 pies Pendsente

Diagrama de momento fTexionanfe, 5S¢ trazan primero los valores en
los puntos extremos x = 0, M = 0y x = 45 M = 0, figura 6-174. Del
comportamiento del diagrama de cortante, la pendiente del diagrama , vipie}
de momento comienza en 415 v se comporta luego decrecientemernte
posiftivia hasia que alcanza el valor cero en 2600 pies. Luego se vuelve
crecientemente negariva hasta que alcanza el valor =30 en x = 45 pies.
El diagrama de momento es una funcion cibica de x. [ Por qué?

Note gque el momento miximo se presenta en x = 26.0, ya que
dM jde = V = 0 en este punio. Del diagrama de cuerpo libre en la fi-
gura 6-17¢ tenemos

L+HEM =0

2 klb/pie (E'E)] (26.0 pies) 5‘—[!.’@) +M=0 -

, 1
=15 klb(26.0 pies) + 3 45 pics

M = 260 klb - pie
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Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante para
Ia viga mostrada en 1a figura 618z,

REN KN
|

i 3m%1m-|
Hﬁﬂ
& [l

iaj

Solucidm

Reacciones en los soportes.  Las reacciones cstin indicadas en el dia-
grama de cuerpo libre, figura 6-185.

BEN EkN Diagrama de fuerza cortante. Enx =0V, = +48 kN venx = 10,

6m b2 mdame ¥ = — 112 kN. figura 6-18¢. En puntos intermedios entre cada fuerza

i D la pendiente del diagrama de cortante serd cero. [ Por qué? Por consi-
A = ‘f t guiente la fuerza cortante retiene su valor de +4.8 hasta ¢l punto B. En

112 kN 1 la fuerza cortante s disconsinua, va que se tiene ahi una fuerza con-
centrada de 8 kN El valor de la fuerza cortante justo a la derecha de
VRN | B puede encontrarse seccionando la viga en este punto, figura 6-18¢,
donde por equilibrio V = —3.2 kN. Use el método de las secciones v
(€} ! demuestire que el diagrama “salta” nuevamente en C. como se mues-
T | tra, v luego lega al valor de —11.2 kM en 2,
' ] ! vimp  Observe que con base en la ecuacidn 6-5, AV = — F, el diagrama de
-1.3 cortante puede también construirse “siguiendo la carga™ sobre el dia-
‘ ‘ -11.2 grama de cuerpo libre, Comenzando en A, la fuerza de 4.8 kN actida

hacia arriba, por lo que ¥V, = +4.8 kM. Ninguna carga distribuida ac-
tia entre A ¥ B, por lo que la fuerza cortante permanece constante
(dVfdx = 0. En B, la fuerza de 8 KN aciia hacia abajo, por b que la
fuerza cortante salta hacia abajo 8 kN, de +4.8 kN a =3.2 kN, De nue-
_ vo, la fuerza cortante s constante de 8 a C (ninguna carga distribui-
i da); luego en C salta hacia abajo 8 kN hasta —11.2 kN, Finalmente, sin
carga distribuida entre Cy D, termina en —11.2 kN

MUkN-m) ‘

id) vimy [Magrama de momenteo flexionante.  El momentoe en cada extremo
de la viga es cero, figura 6-184. La pendiente del diagrama de momen-
o de A a B es constante igual a +4.8. ; Por qué? El valor del momento en
B puede determinarse usando la estéitica, figura 6-18¢, o encontrando el
area bajo ¢l diagrama de cortante entre A v B, esto es, AM 5z = (4.8
kM6 m) =288 kN-m. Como M, = (L entonces Mg =M, + AM 5z =
0+ ZBEKN-m = 288 kN -m. Desde ¢l punto £, la pendiente del dia-
grama de momentos es — 3.2 hasta que se alcanza ¢l punto C, De nue-
vo, el valor del momento se puede obtener por estitica o encontrando
el drea bajo el diagrama de cortante entre B v C, esto es, AM g = (—3.2
ENNW2Zm) = =64 kN-m, por logue W= 288kN--m — 6 dkN+m =
224 kN« m. Continuando de esta manera, verificamos que el diagrama
s¢ cierra en D,
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e1emrio BN

Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momento flexionante para
la viga con voladizo mostrada en la figura 6-19%a.

E kb
2 kiv/pie

A
f {
b4 pies=— & pies —= 4 pies
(E1]
Solucién

Reacciones én los seportes.  Eldiagrama de cuerpo libre con las reac-
ciones calculadas se muestra en la figura 6-195.

fi klh

Diggrama de fuerza corfanfe,  Como siempre, COMENZamos (razan-
do las fuerzas cortantes en los extremos ¥V, = +440klb y Vi = 0, 6-
gura 6-19¢, El diagrama de cortante tendrd pendiente nula de A a 8.
En B, el diagrama salta hacia abajo 8 klb a —3.60 klb. Luego tiene una
pendiente crecienfemente negativa. La fuerza cortante en C puede de-
terminarse a partir del drea bajo ¢l diagrama de carga, Ve = Vg +
AVge = —3.60 kb — (1/2)(6 pies)(2 kib/pie) = —9.60 klb. Salta luego :
17.6 klb a 8 kib. Finalmente, de C a D, la pendiente del diagrama de  4.40 '
cortante serd constante pero Aegativa, hasta que la fuerza cortante al- = g
canza el valor cero en D. =360 =

Diagrama de momenio flexionante. Se trazan primero los momen-
tos extremos M, = 0y Mp = 0, figura 6-194. Estudie el diagrama y no-
te cimo las pendientes y las diversas curvas son establecidas median-
te el dingrama de cortante usando dM /dx = V. Verifique los valores
numéricos de los picos usando el método de las secciones y estéitica o
calculando las dreas apropiadas bajo el diagrama de cortante para en-
contrar el cambio en momento entre dos puntos. En particular, el pun- =40 |

to de momento nulo puede determinarse estableciendo M como una g - ki)

funcidn de x, donde, por asi convenir, x se extiende del punto B hacia Fasa, ¥
la regidn BC, figura 6-19. Por tanto,
6l ¥ Pendiemic = 8

Pemlwnls = -9
L+EM = 0 S

1 /2 klb/pi
—4.40 kib(4 pies + x)+ 8 kib{x) + f(ﬁi)xm(;) +M=0

Wiklbi

Eipiel

Miklb-pie) |
176 Pﬁm L] —B-ﬂl

M = —:—Ef — 3.60x + l?.ﬁ)]ﬂb- pie = 0

x = 394 pics

Observando esos diagramas, vemos que por el proceso de integra-
cidin para la regidn AB la carga es cero, la fuerza cortante es constanie
¥ &l momento es lineal; para la regidn BC la carga es lineal, la fuerza
cortante es parabdlica y ¢l momento es cibico; y para la regidn CI la
carga ¢s constanle, la fuerza cortante es lingal v ¢l momento es para-
bélico., Se recomienda que los ejemplos 6.1 al 6.6 sean resueltos tam-
bién usando este método. Fig. 6-19
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PROBLEMAS

f=1. Dibuje los disgramas de fuerza cortante ¥ momen-
to flexionante para la flecha. Las chumaceras en A v B ejer-
cen solo reacciones verticales sobre la flecha.

1zmm

kN Prah, -1

6-1. Eldispositivo mostrado se usa para soporiar una car-
ga. 5i ln carga aplicada a la manija es de 50 |b, determine
las tensaones Ty v T; en cada extremo de la cadena v lue-
go dibuje los diagramas de fuerza cortanie v momenio fle-
xionante para el brazo ABC,

FProb, 6-2

6-3.  Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momen-
to flexionante para la Mecha, Las chumacerasen A vy en D
gjercen sélo reacciones verticales sobre la flecha. La car-
ga estd aplicads a las poleas en B, C v E.

Wy

A

Prob. 6-3 1101

*6-4. Dibuje los diagramas de fuerza cortanie ¥ momen-
1o Dexionante pars ls viga.

1klb 2 ki 2 kih 2 ki

|4 piea 4m--4pi==—-l~4pt==-l-—4m==4

Frob. t-4

6-5. Dibuje los diagramas de fuerza cortanie ¥ mamen-
to flexionante para la barra que estd soportada por un pa-
sidor en A vy por una placa hisa en 8, La placa se desliza
dentro de ka ranura, por ko que no puede soportar una fuer-

#a vertical, pero si puede soportar un momento.

15 kN

66, Dibuje los diagramas de fuerza cortanie y momen-
to flexionante para la flecha, Las chumaceras en A yen B
cjercen sdlo reacciones verticales sobre ln flecha. Exprese
también la fuerza cortante ¥ el momenio Mexionante en la
flecha en funcidn de x deniro de la regidn 125 mm < 1 <
T25 mim.

125 “'". T5 mm



67,  Dibuje los diagramas de fuerza coranie ¥ momen-
1o flexionante para la viga,

10 kN 4 kN

— T >1SI:_"'4-m

Im -t im =

*h-8. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momen-
to flexionante para el iubo, uno de cuyos extremos cstd so-
metidoe a una fuerza honzontal de 5 kM, Sugerenciz: las
rescciones en el pasador O deben reemplazarse por car-
gas equivalentes en el punio B sobre ¢l gje del tubo.

SkN

]

Frob. 6-8

=9, Dhbuje los diagramas de fuerza cortante ¥ momen-
to flexionante para la viga. Sugereniciac la carga de 20 kib
debe reemplazarse por cargns equivalentes en el punta ©
sobre el eje de la viga.

15 klb

I 4 phes 1 4 pies i 4 pies

Prob. 6-9

PropLEraas « 285

6-10. La gria pescante se usa para soporiar ¢l motor gue
tiene un peso de 1200 [b. Dibuje los diagramas de fuerza
cortanie v momenio flexionante para el brazo ABC cuan-
do estd en la posicitn hornzontal mostrada,

Prob, 6-18

f-11. Determine la distancia @ en que debe colocarse el
soporte de rodillo para gue el valor micomo absoluto del
mdsmsenlo sea minmmo. L'Hl."n.ljz loas diagrnm:.: de luerza cor-
tante v momento flexionante para esta condicidn.

sl
Fal-

Proh. é-11

=12, Dibuje los diagramas de fuerza cortante ¥ momen-
to flexionante para la viga compuesta que estd conectada
por un pasador en &,

6 kb R kih

q
= b pics == G pies —=— 4 ples — 4 pies —

Prah., 6-12
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6=13, Las barras estdn conectadas por pasadores en Oy 16 Dibuje los diagramas de fuerza cortanie ¥ momen-

en ). Dibuje los diagramas de fucrza cortante y momen- o flexionante para la viga,
to flexionante para ¢l conjunto. Desprecie el efecto de la
carga axal.

BN} I pie

pr=—— K s i 8 pies

Frod. 6-13

oi-14.  Considere el problema gencral de una viga sim-

plemenic apoyada sometida a n cargas concentradas. Es- 519, E| hombre de 150 1b de peso estd sentado en el cen-
criba un programa de computadora que pucda usarse pa- ey g 1a lancha que tiene un ancho uniforme v un peso por
ra determinar ka fuerza cortante ¥ ¢l momento Mexionante pie lineal de 3 Ib. Determine &l momento flexionante m-
en cualquier posicion x especilicada a lo largo de la viga y ximo ejercido sobre la lancha. Suponga que el agua ejerce
trace los dug,ramu correspondientes parn la vign. Mues- una carga uniforme distribuida hacia arriba sobre el fon-
tre una aplicacion del programa usando los valores P = do de la lancha.

500 Ib, d, = 5 pies, Py = 800 b, d; = 15 pies, L., = 10 pies,

L = 15 pies

p——— T4 pleg ————=4 1.5 pies

Proh, 617

=18, Lazapata de cimentacion soporta la carga transmi-
Prob. 614 tida por las dos columnas, Dibuje los diagramas de feerza
cortante y momento flexionanie para la zapata i la reac-
cion de la presidn del suelo sobre la zapata se supone uni-

615, Diibuje los diagramas de fuerza cortante ¥ maomen- forme.

1o fexionante para la viga, Determine también la fuerza
cortante v ¢l momento flexionante en la viga en funcidn
de x, donde 3 ples < x = 15 pies.

14 klb 14

5 ppies "2 pies i pes

Pral. 6-15 Prab, 6-18



6-19. Dribuje los diagramas de fuerza cotlante y momen-
o fexionante para la viga.

2 kb, pie

*-2. El robot industrial se mantiene en |a posicidn es-
tacionaria indicadas. Dibuje los diagramas de fuerza cor-
tante v momento flexionante del brazo ABC que esté co-
nectado en A por un pasador v un cilindro hidrdulico 8D
(miembro de dos fuerzes), Supongn que el brazo v lus te-
nazas tienen un peso uniforme de 1,5 Ib/pulg v que sopor-
tan la carga de 40 b en C.

I

Proh. &-20

6-21. Dibuje los dingramas de fuerza cortanie ¥ momen-
to flexionante para la viga ¥ determine ba fuerza cortanis
¥ el momento en la viga como funciones de x. para 4 pics
< x < 10 pies

150 I, /pie

200 1h-pie

00 - pie

- B
I-—-dpin i pies 4 pies

ProBLEMas = 28T

6-22. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momen-
Lo flexionante para la viga compuesta, Los ires segmentos
estin coneclados por pasadores en By en E.

N

6-23. Laviga T estd sometida a la carga mostrada. Dibu-
je loa diagramas de fuerza cortante v momento fexionan-
te e la viga.

2 kib
100 b /pie

I‘ & pies == 1% pies |
| palg
4 Eitpulg
“}PullT-
-
| pulg
Froh. =13

*H-24. Laviga estd soportada en A por un pasador v des-
cansa sobre un cojinete en 5 que gjerce una carga uniforme
distribuida sobre la viga en sus dos pies de longitud, -
buje los diagramas de fuerza cortante y momento flexio-

pante para la viga si ésta soporta una carga uniforme de
2 klb/pic.

& piex
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6=25. Dhbuje los diagramas de fuerza cortante y momen-
to flexionante para la viga. Los dos segmentos estén uni-
dos cntre si en H.

# kib 3 kb fpie

=1 pies 5 pies 1 & pies
Prode 6-25

mb-26. Considere el problema general de una viga en vo-
ladizo sometida a » cargas concentradas v & una carga w
uniformemente distribuida, Escriba un programa de compu-
tadora que pueda usarse para determinar Ja fuerea cor-
tante v el momento Aexionante eo cualquier posicidn ¢ es-
pecificada a lo largo de la viga; trace los diagramas de
fuerza cortante ¥ de momento (lexionante para la viga.
Aplique el programa usando los valores Py, = 4 kM, d; =
2m,w =8 Nma =2ma=4mL =4m.

Proh. 620

6=I7. Diectermine la distancia a en gue debe colocarse ¢l
soporte de rodillo de manera que el valor méximo abso-
huto del momento sea minima, Dibuje los disgramas de
fucrza cortante ¥y momento flexionante para esta condi-
ciim,

-2, Dibuje bos diagramas de fuerza cortante y momen-
to Aexionante para la barra de conexidn. En los extremos
A v B sdlo se presentan reacciones verticales

r—-—rf_';TT]TT]_ﬂ_lT |12t

=

2lb 14k I

Frakb., §-I8

629,  [hbuje los disgramas de fucrza corante y momen-
to Mlexionante para la viga.

Prah, 6-29

63 [nbuje los dingramas de fucrza cortante ¥ momen-
to flexionante para la viga,
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6-31. Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momen- -3, Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momen-
o Mexionante para la viga, to fexionante para la viga v determine la fuerza cortante
v el momento en la viga como funciones de x.

Ll
L=

Frob, 6-31

Prob, 6-34

*6-3L. El esqui soporta las 180 Ib de peso del hombre, 5i
la carga de nieve sobre la superficie del fondo del esqui es
traperoidal, como se muesira, determing la intensidod w y
luego dibuje los diagramas de fuerza cortante ¥ momentio
Mexionanie para el esqui.

6-35.  El pasador liso estd soportado por dos silletas A ¥
8 v esté sometido a una carga de compresidn de 0.4 kKN /m
causada por la barra C. Determine la intensidad de la car-
ga distribuida wy, de las silletas sobre el pasador y dibuje
fos disgramas de fuerza cortante v momento flexionante

para el pasador,
150 b
3 ples
|
W L
L5 pigg - 3 pies === |.5 pigs
Frob. 6=-31
6-31. Dibujelos diagramas de fuerza contante y momen- *G-M. DNbuje los disgramas de fuerza cortante ¥ momen-

to flexionante para la viga. o Mexionante para ly viga.

- 45m --I-—- —45m

I 13 pies T f pies |
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637,  Laviga compuesia consta de dos segmentos unidos *edll, Dibuje los diagramas de fuerza corfanie y momen-
entre si por un pasador en B, Dibuje los diagramas de fuer- to flexionante para Lo viga.

za cortante y momento flenonante para la viga queé sopor-

ta la corga distribuida mostrada,

Froh. 6-3T

6-38 Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momen- PR

Dhibuje los dingramas de fwerza cortanie v momen-
o flexionante para la vigs,

to flexionante para la viga.

A5 kM /m

[Prubs, 638

6-39.  [Dhbuje los disgramas de fuerza corante y momen-

to Mexionante para la viga v determing la fugrza cortante

¥ ol momento como funciones de 1. 6-42,  Dibuje los diagramas de [uerza cortante vy momenio

Nexionante para la viga,
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6.3 Deformacion por flexion de un miembro recto

En esta seccidn estudiaremos las deformaciones que ocurren cuando una
viga prismitica recta hecha de material homogéneo estd sometida a fle-
xidm. El andlisis se limitard a vigas con secciones transversales simétricas
respecto a un eje v el momento flexionante se encuentra aplicado respec-
to a un eje perpendicular a este eje de simetria, como s¢ muestra en la fi-
gura 6-20. El comportamiento de miembros con secciones transversales
asiméiricas o que estin hechos de varios materiales se basa en considera-
ciones similares, y se estudiardn separadamente en secciones postenores
de este capitulo.

Usando un material sumamente deformable como ¢l hule, podemos ilus-
trar fisicamente qué sucede cuando un miembro prismético recto estd so-
metido a un momento flexionante. Consideremos, por ejemplo, la barra
no deformada en la figura 6-21a que tiene una seccidn transversal cuadra-
da v estd marcada con una reticula formada por lineas longitudinales v
transversales. Al aplicar un momento flexionante, éste tiende a distorsio-
nar esas lineas segiin el patron mostrado en la figura 6-215. Puede verse
aqui que las lineas longitudinales se curvar v que las lineas transversales
Permanecen rechas pero sufren una rotacidn,

El comportamiento de cualquier barra deformable sometida a un mo-
mento flexionante es tal que el material en la porcidn inferior de la barra
s¢ alarga v el material en la porcidn superior se comprime. En consecuen-
cia, entre esas dos regiones debe haber una superficie, llamada superficie
neuira, en la que las fibras longitudinales del material no experimentarin
un cambio de longitud, figura 6-20,

£

Las lineas
s vselven curvas

Eje de
smeEria
X
neulra
Ex
lomgiudanal
Fig. 6-10
M

Las limgas vemicales
PermARCEn roclas, pero giran

Anies de la deformacidn

fa)

Despiads de la deformaciin

[L=1]
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Mote la distorsidn de las lineas debido & B
flexidn de esta barra de buabe. La linea supse-
rior s¢ cstira, la linea inferior se comprime,
¥ a linca ceniral permanece con la misma
longitud. Las lineas verticales piran pero
peTmANEcen recias

Con base en estas observaciones haremos las siguientes tres hipdtesis
relativas a la manera en que €l esfuerzo deforma al material. La primera
es que el efe longitudinal x, que se encuentra en la superficie neutra, figu-
ra 6-22a, no experimenta mingin cambio de longingd. El momento tiende
a deformar la viga en forma tal que esta linea recta se viaelve ina linea cir-
va contenida en el plano x-y de simetria, figura 6-225b, La segunda hipdte-
sis ¢s que fodas las secciones transversales de la viga permanecen planas
y perpendiculares al eje longitudinal durante la deformacidn. La tercera
hipdtesis es que cualquier deformacidn de la seccidn transversal dentro de
su propio plano serd despreciada, figura 6-215, En particular, el gje z, con-
tenido en el plano de la seccidn transversal y respecto al cual gira la sec-
citn, se llama eje nentro, figura 6-22h_ 80 posicion se determinard en la si-
puiente seccidn.

Para mostrar como esta distorsidn deforma el material, aislaremos un
segmento de la viga localizado a una distancia x a lo largo de la longitud
de la viga v con un espesor no deformado Ax, fipura 6-22a. Este elemen-
to, tomado de la viga, s¢ muestra en vista de perfil en sus posiciones no

{mp

k)

Fig. 6-22
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Ar = A

-

e ¥ )
lompirudinsl Ax
4 F
“Ax

Eleiemie ni defivrrmead Elztinenio delanmado

(&) by

Flg. 623

deformada y deformada en la figura 6-23. Note que cualguier segmento
de linea Ax, localizado sobre la superficie neutra, no cambia de longitud,
mientras que cualguier segmento de linea As, localizado a una distancia
arbitraria v arriba de la superficie neutra, se contraerd v tendrd la longi-
tud As” después que la deformacitn ha tenido lugar. Por definicitn, la de-
formacidn unitaria notmal a lo largo de As se defermina con Ia ecuacidn
2-2, esto s,

£ = lim Ag' — As
Ape=ef) Ax

Representaremos ahora esta deformacion unitaria en términos de la
posicion v del sepmento v del radio de curvatura pdel eje longitudinal del
elemento. Antes de la deformacion, As = Ax, figura 6-23a. Después de la
deformacidn Ax tieng un radio de curvatura p, con centro de curvatura en
el punto O, figura 6-23b. Como A define el dngulo entre los lados de la
seccion transversal del elemento, Ax = As = p A De la misma manera,

la longitud deformada de As es 45" = (p - ¥) A# Sustituyendo en la ecua-
cidn anterior, obtenemos:

_ (p = ¥) A — p A
i ==() it

g = 2 (6-7)

g

Este importante resultado indica que la deformacion unitaria normal
longitudinal de cualquier elemento dentro de la viga depende de su locali-

« 293
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[iseribucidn de ks deformacion unéiaris normal

Fig. 6-24

zacitn y sobre la seccion transversal v del radio de curvatura del eje lon-
gitudinal de la viga en el punto. En otras palabras, para cualguier seccidn
transversal especifica, la deformacidn unitaria normal longitudinal va-
riand linealmente con y desde el gje neutro. Una contraccidn (- &) ocu-
rrird en fibras situadas arriba del eje neutro (+y), mientras que se presen-
tarin alargamientos (+e) en fibras localizadas debajo del eje (—y). Esta
variacién en la deformacion unitana sobre la seccién transversal se mues-
tra en la figura 6-24. Aqui la deformacidn unitana méxima ocurre en la fi-
bra extrema, situada a una distancia ¢ del eje neutro. Usando la ecuacion
-7, COMO €y = C/p. entonces por division,

e _~ve
Emiix cfp
De manera que
¥
(2 =

Esta deformacion unitaria normal depende sdlo de las hipGtesis hechas
con respecto a la deformacidn. 5i s6lo se aplica un momento a la viga, es
entonces razonable suponer adicionalmente gue este momento Ocasiona
sodamente un esfuerzo normal en la direccion x o longitudinal. Todas las
otras componentes de esfuerzo normal v cortante son cero, va que la su-
perficie de la viga esid libre de cualguier oira carga, Es esie estado unia-
xial de esfuerzo el que provoca que el material tenga la componente de
deformacidn unitaria mormal longitedinal €, (o, = Eg, ), definida por la
ecuacion 6-8. Ademds, por la razén de Poisson, debe haber también com-
ponentes de deformacién unitaria asociadas e, = —ve, ¥ &, = — v, que
deforman el plano de la seccidn transversal, aungue aqui hemos despre-
ciado esas deformaciones. Sin embargo, tales deformaciones ocasionardn
que las dimensiones de la seccidn transversal se voelvan mis pequefias
debajo del eje neutro y mayores arriba del eje neutro. Por ejemplo, si la
wiga tiene una seccidn cuadrada, se deformard como se muestra en

la figura 6-235,
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6.4 La férmula de la flexién

En esta seccidn desarrollaremos una ecuacién que relaciona la distribu-
cidn del esfuerzo longitudinal en una viga con el momento de flexidn in-
terno resultante que actda sobre [a seccidn transversal de la viga. Para ha-
cer esto, supondremos que el material se comporta de manera elastica
lineal, por lo que ¢s aplicable la ley de Hooke, esto es, or = Ee. Uina varia-
cidn lineal de la deformacidn uniraria normal, figura 6-26a, debe ser en-
tonces la consecuencia de una variacidn lineal del exfuerzo normal. figu-
ra 6-268, Por tanto, igual que la variacidén de la deformacidon unitaria
normal, ervariard de cero en el eje newiro del miembro a un valor méximo
i €0 puntos a la distancia ¢ maxima desde el eje newtro, Por tridngulos
semejantes, figura 6-265, 0 usando la ley de Hooke, o= Ee, y Ia ecuacion
6=, podemos escribir

7= (2 )rm (69)

Esta ecuacidn representa la distribucidn del esfuerzo sobre la seccidn
transversal. La convencidn de signos establecida aqui es importante. Pa-
ra un M pasitivo actuando en la direccidn +z, valores positivos de y dan
valores negativos para o, esto es un esfuerzo de compresion ya que aciida
en la direccidn negativa de x. Similarmente, valores negativos de v dardn
valores positivos o de tension para o. 5i se selecciona un elemento de vo-
lumen de material en un punto especifico sobre la seccidn transversal, sélo
es0s esfuerzos normales de tension o de compresidn actuarin sobre €L Por
ejemplo, el elemento localizado en +y s& muestra en la fipura 5-26¢,

Podemos localizar la posicion del eje neutro sobre la seccidn transver-
sal satisfaciendo la condicidn de que la fieerza resultante producida por la
distribucion del esfuerzo sobre la seccidn transversal debe ser igual a ce-
ro. Notando que la fuerza dF = o dA actida sobre el elemento arbitrario
dA en la figura 6-26¢, requerimos que:

Fo=XF.: ﬂ=IdF=l’rrn'A
A A

[ (et

F rmin

Wanacite de la deformacsin
umritaria neermal §vista Isierad)

Fipds

Vanacidn del exlhoereo
de Mexida | vista laleral)

.13
Fig. t-26

Este espécimen de madera fallkd por lexidn;
sus Mbras superores s aplastaron ¥ sus fi-
bras inferioTes s¢ rompicron.,
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Vanscsin del esfuerco de flexitn
el

Fig. 6-2i {emiil. b

Como g /c no es igual a cero, entonces
J A= (6-10)
A

En otras palabras, el momento estdtico de la seccidn transversal del miem-
bro respecto al eje neutro debe ser cero. Esta condicidn silo puede ser ga-
tisfecha si el gje neutro es también el efe centroidal horizontal de la sec-
ciom transversal.* En consecuencia, una vez determinado el centroide de
la seccitn transversal del miembro, se conoce también la posicidn del eje
neutro,

Podemos determinar el esfuerzo en la viga a partir del requisito de que
el momento interno resultante M debe ser igual al momento producido
por la distribucidn del esfuerzo respecto al gje neutro. El momento de dF
en la figura 6-26c respecto al ¢je neutro es dM = y dF. Este momento es
positivo yva que, por la regla de la mano derecha, el pulgar estd dirigido a
lo largo del eje positivo 2 cuando los dedos se curvan segln ¢l sentido de
rotacién causado por dM. Como dF = o dA. usando la ecuacidn 6-9, te-
nemos para la seccidn transversal total,

(Mg). = ZM; M= L;de = J_}l{ﬂdﬂ} = IF(%‘Tmn)'dﬂ

A A
L]
T mix
H=L[_-uzn‘.-'| (6-11)
C
A
*Hecucrde que la on del centroide vy de la seccdn iransversal se define por la ecua-

cin ¥ = | v dA/ | dA. Si [y dAd = 0, entonces ¥ = 0, por lo que ¢l centroide se localiza
sobre el eje de referencia (zje neatro). Vea el apdnadics A,



La integral en esta ecuacidn representa el momenio de inercia de la sec-
cidn transversal de la viga respecto al eje neutro. Lo denotamos con [, De
la ecuacidn 6-11 podemos entonces despejar oy, v escribirla en forma
general como

(6-12)

Aqui,

Fiz = esfuerzo normal méaximo en el miembro que ocurre en el punto
de la seccion transversal mds aléjado del eje neutro.

M = momenlo interno resultante, determinado con el método de las
secciones ¥ las ecoaciones de equilibrio v se calcula con respecto
al gje neutro de la seccidn transversal.

I = momento de inercia de la seccidn transversal calculado respecto
al eje neutro,

¢ = distancia perpendicular del ¢je neutro al punto més alejado de es-
te eje ¥ sobre el cual actia oy,

Como oy, /c = =y, ecuacidn 6-9, el esfuerzo normal a la distancia v
intermedia puede determinarse con una ecuacidn similar a la ecuacidn
6-12. Tenemos:

| =M | (6-13)

I

Advierta que el signo negativo es necesario ya que es consistente con
los ejes x, v, 7 establecidos. Por la regla de la mano derecha, M es positivo
a lo largo del gje +z. y es positiva hacia arriba por lo que o debe ser ne-
gativo (compresivo) va que actia en la direccidn x negativa, figura 6-26¢.

A cualesquiera de las dos ecuaciones anteriores se les lama fdrmula de
la flexidn. Se usa para determinar ¢l esfuerzo normal en un miembro rec-
to con seccidn transversal simétrica respecto a un eje 51 ¢l momento es
aplicado perpendicularmente a este eje. No obstante que hemos supues-
to que el miembro es prismdtico, podemos en la mayoria de los casos de
disefio usar la férmula de la flexién también pars determinar el esfuerzo
normal en miembros que tienen un ligere ahusamiento. Por ejemplo, con
base en la teorfa de la elasticidad, un miembro con una seccidn transver-
sal rectangular ¥y un ahusamiento de 15° en sus lados superior e inferior
longitudinales, tendrd un esfuerzo normal méximo real que es aproxima-
damente 5.4% menor que el calculado vsando la férmula de la flexidn.

6.4

La farmula de la flexidn « 297
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Una viga tiene una seccidn transversal rectangular y estd sometida a la
distribucidn de esfuerzo mostrada en la figura 6-27a, Determine el mo-
mento interno M en la seccidn causado por la distribucion del esfuer-
zo (a) usando la férmula de la flexidn, (b) calculando la resultante de
la distribucion del esfuerzo mediante principios bisicos.

i pulg

2 kibvipulg?
fa}

Fig. 617

Solucion

Parre {a). Lafdrmula de la Aexidn es ogg, = Me /T, De la figura 6-27a,
¢ = 6 pulg y &y, = 2 kib/pulg®. El gje neutro se define como la linea
NA, porque el esfuerzo es cero a lo largo de esta linea. Como la sec-
cidn transversal tiene una forma rectangular, el momento de inercia de
la seccidn respecto al NA se determina con la férmula para un rectén-
gulo dado en el forro interior de este texto; esto es,

=556 = (6 pulg)(12 pulg)® = 864 pulg"

Por tanto,
Mc M6 pulg)
- kib/pulg? = ————
M = 288 klb- pulg = 24 klb- pie Resp,

Continria
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2 kivpulg®
r
dF &
I
gty
(1]
[
¥

eh

Parte {b). Demostraremos primero que la fuerza resultante de la dis-
iribucion del esfuerzo es cero, Como se muestra en la figura 6275, el
esfuerzo que actiia sobre la franja arbitraria d4 = (6 pulg) dv, locali-

zada a una distancia y del eje neutro, es:

R 1
o = ( bpulg)ﬂ kib/pulg?)

La luerza generada por este esfuerzo es dF = odA, v entonces, para la
seccidn fransversal entera,

e foune [ (G2 oro

1]
= (1 kib/pulg’)y* =0

—h pulg

El momento resultante de la distribucidn del esfuerzo respecto al eje
neutro (eje 7) debe ser igual a M. Como la magnitud del momento de
dF respecto a este eje es dM = v dF. v dM es siempre positiva, figura
&-27h, entonces para la seccidn entera,

< b pruilg .
M=J' dF = [( L :]Eklh 11]5 Ig) d
A.}I J—r. pngF t pulg [ /pulg”) (5 puly) dy

i puly

- G klbfplﬂg’)r’

= 288 klb - pulg = 24 kb - pie

Hesp.

El resultado anterior puede tarmbién determinarse sin integracion. La
fuerza resultante para cada una de las dos distribuciones rriangulares de
esfuerzo en la figura 6-27c es griaficamente equivalente al volumen
contenido dentro de cada distribucidn de esfuerzo. Asi entonees, cada
volumen es;

F= %I[ﬁ pulg)(2 kib/pulg®){6 pulg) = 36 kib

Esas fuerzas, que forman un par, actdan en el mismo sentido que los
esfuerzos dentro de cada distribucicn, figura 6-27c. Ademis, actian
pasando por el centroide de cada volumen, esto es, | (6 pulg) = 2 pulg
desde las partes superior e inferior de la viga. Por tanto, la distancia
entre ellas es de 8 pulg, tal como se muestra. El momento del par es
entonces:

M = 36 kIb (8 pulg) = 288 klb-pulg = 24 kib-pic  Resp.
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esemeLo 23

La viga simplemente apovada en la figura 6-28a tiene la seccidn trans-
versal mostrada en la figura 6-286. Determine el esfuerzo miximo ab-
soluto de flexion en la viga v dibuje la distrnbucidn del esfuerzo en la
seccion transversal en esta posicion.

LB
H

|
:- — ¥y ————
I & m =
ial
M {kN-mi}
xR
gim)
3 L3
{ch
Fig. 628
Solucidn

Momenio inferne mddvimo.  El momento interno maximo en la viga,
& = 225 kN -m, ocurre en el centro del claro como se muesira en el
diagrama de momento flexionante, figura 6-28¢, Vea el ejemplo 6.3.

Propiedades de la seecidn.  Por razones de simetria, el centroide Cy
el gje neutro pasan por la mitad de la aliura de la viga, figura 6-285. La
seccion transversal se subdivide en las tres partes mostradas v ¢l mo-
mento de inercia de cada parte se calcula respecto al eje neutro usan-
do el teorema de los ejes paralelos. (Vea la ecuacion A-5 del apéndice
A.) Trabajando en metros, tenemos:

[ = (T + Ad%)

E[I—lz[tl.ﬁ m){0.020 m)® + {0.25 m)(0.020 m){0.160 m)>

+

[1]2 {0.020 m){0.300 m)?

301.3(107%) m*

Coniinga
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12.7 MPa

i3 hPa
11.2 %{Pa
B *1.28Pa
M= 225 kN-m
2
E M=215%kN'm
127 MPa
12,7 MPa
{di
112 MT¥a 12.7 MPa
5 1.2 MPa i 127 MPa

el

Esfuerzo de flexidn,  Aplicando la fdrmula de In flexidn, con ¢ =
170 mm, el esfuecrzo miximo absolute de flexidn es:

Me 22.5 kN -m(0.170 m)
Tmin = 7% i T T 310 M

= 127MPa  Resp.

En la figura 6-284 se muestran vistas bi v tridimensionales de la dis-
tribucion del esfuerzo. Note como el esfuerzo en cada punto sobre 1a
seccidn transversal desarrolla una fuerza que contribuye con un mo-
mento dM respecto al eje neutro que tiene el mismo sentido que M.
Especificamente, en el punto &, vy = 150 mm, por lo que:

Myg 22.5 kN - m(0.150 m)
— _'_..; == = ]11 MF
T . 301.3(107%) m* "

El esfuerzo normal gue aciia sobre elementos de material localiza-
dos en los puntos B v [ se muestra en la figura 6-28e.
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La viga mostrada en la figura 6-29 tienc una seccién transversal en
forma de canal, figura 6-296. Determine el esfuerzo miximo de flexidn
que se presenta en la seccion a-a de la viga.

Solucién

Momento infterno.  En este caso, las reacciones en el soporte de la vi-
ga no tienen que determinarse. Podemos usar, con el método de las sec-
ciones, el segmento a la izquierda de la seccidn a-a, figura 6-29¢. En par-
ticular, advierta que la fuerza axial interna resultante N pasa por el
centroide de la seccidn transversal. Observe también que el momento
interno resultante debe calcularse respecto al eje newtro de fa viga en la
secciin d-d.

Para encontrar la posicidn del eje neutro, la seccidn transversal se
subdivide en tres partes componentes, como se muestra en la figura
6295, Como el eje neutro pasa por el centroide, usando la ecuacidn A-2
del apéndice A, tenemos

__ EFA _ 2[0.100 m](0.200 m}{(.015 m) + [0.010 m]}{0.02 m}){0.250 m)
Y=7Fa T 2(0.200 m)(0.015 m) + 0.020 m{0.250 m)
= [LOFH m = 39,09 mm

Esta dimensitn se muestra en la figura 6-29¢.
Aplicando la ecuacidn de equilibrio por momentos respecto al cje
neutro, lenemos:

+IMya=0; 24kN(Zm) + LOKN(0OSHOm) — M =0 jespoomm £ [Homm—  pm
M = 4859kN-m P —faT |
mm
Propiedades de la seceién. El momento de inercia respecto al gje 15 - b || Y p— I
neutro se determina usando el teorema de los ejes paralelos, aplicado B
a cada una de las tres partes componentes de la seccion transversal, i)

Trabajando en metros, tenemaos:

= [é (0.250 m)(0.020 m)* + (0.250 m){0.020 m)(0.05908 m — 0.010 rn‘f]

+ 1[1'—2(0.:115 m)(0.200m)* + (0.015 m)(0.200 m)(0.100 m — 0.05909 mf]

= 42.26{10°%) m*
Esfuerzo mérximo de flexién. El esfuerzo miximo de flexidn ocurre
en los puntos mdis alejados del eje neutro. En este caso, el punto mis
alejado estd en el fondo de la viga; ¢ = 0.200 m - 0.05909m = 0.1409 m.
Entonces, 24KN
Mc  4B59kN-m(0.1409 m )
=— = - = 16.2 MPa  Resp.
Tmiz = 75 42.26(10°%) m* “3p
Muestre que en la parte superior de la viga el esfuerzo de flexion es
o’ = 6,79 MPa. Note que ademds de este efecto de flexidn, la fuerza
normal de ¥ = 1 kN v la fuerza cortante ¥ = 2.4 kN contribuirdn tam-
bién con esfuerzos adicionales sobre |a seccidn transversal. La super-
posicidn de todos esos efectos se verd en un capitulo posterior.
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El miembro con seccidn transversal rectangular, figura 6-30a, estd dise-
fiado para resistir un momento de 40 N-m. Para aumentar su resistencia
y rigidez, se propone afiadir dos pequefias costillas en su fondo, figura
6-30b. Determine el esfuerzo normal miximo en ¢l miembro para am-
bos casos,

Solucidn

Sin cosrillas. Es claro que el gje neutro se localiza en el centro de la
seccidn transversal, figura 6-30a, porloque ¥ = ¢ = 15 mm = 0,015 m.
Asi,
41 N-m L4
1

1
e a [ a —_ =t 4
- ! ubh i3 (0.06 m)(0.03 m)* = 0.135(107") m

Por tanto, el esfuerzo normal maximo es:
Me (40N -m){0.015 m)
ir = —_— = =
e 0.135(10°%) m*

Con costillas. En la figura 6-30b, segmentando la seccidn en el rec-
tingulo grande principal y en los dos rectingulos inferiores (costillas),
i la posicidn del centroide ¥ del eje neutro se determinan como sigue:

10 mm 5 nun -

4 N m

44 MPa Resp.

A
_ (0015 m])(0.030 m)(0.060 m) + 2[0.0325 m}{0.005 m)(0.010 m)
e dae (0,03 m)(0.060 m) + 2(0.005 m){0.010 m)

= 0.01592 m

(b

Este valor no representa a ¢. Mis bien,
= 0035 m = 001592 m = 0.019%08 m

Usando el teorema de los ejes paralelos, el momento de inercia res-
pecto al eje neutro es:

I= [émmu m)(0.030 m)? + (0.060 m)(0.030 m)(0.01592 m — 0015 mf]

1
E E[E{uﬂm m)(0.005 m)* + (0010 m) (0005 m)(0.0325 m — 0.01592 mf]
- EI.IMI{I{I'*']I m*
Por lo tanto, el esfuerzo normal méximo es
Me  40N-m{0.01908 m)
Tmin ™ 7 = &y
] 0.1642{107%) m

Este sorprendente resultado indica que la adicidn de las costillas a la
seccion transversal aumentard el esfuerzo normal en vez de disminuir-
lo, v por esta razén deben ser omitidas

= 4.65 MPa Resp.
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PROBLEMAS

6-43. Un miembro con las dimensiones mostradas se usa
para resistir un momento MNexionante interno M =
2 klb - pie. Determine el esfuerzo maximo en el miembro
si el momento se aplica (a) alrededor del eje z, (b) alrede-
dor del eje v, Esboce la distribucion del esfluerzo para cada
LSO,

12 pulg

Proh. 6-43

*f-44. La barra de acero con diimetro de 1 pulg estd so-
metida a un momento interno M = 3 Ib - pie, Defermi-
ne el esfuerzo generado en los puntos A v B, Esboce tam-
beén una vista tridimenssonal de la distribucidn del esfuerzo
que actia gobre la seccidn transversal,

= 3 [be e
45¢

Prob. 6-44 0.5 puly

6-45. Unmiembro tiene la seccidn transversal inangular
maostrada. Determing ¢l momento maximo interno M que
puede aplicarse a la seccion sin exceder los esfuerzos per-
misibles de tensidn ¥ de compresitn de (Cpem ) = 22 kib/
pulg’ ¥ (Fpeem)e = 15 klb/pulg’, respectivamente.

f=d46. 1Unmiembro tieng la seccion transversal triangalar
maostrada. 5i se aplica un momento M = 800 Ib - pic a la
seccidn, determine los esfuerzos miximos de tensidn v de
compresion por flexidn en el miembro. También, esboce
una vista tridimensional de la distribucidn del esfuerzo que
actlia apbre la seccidn transversal.

4 pulg

Prabs. f-45046

6-47. La viga estd hecha de tres tablones unidos entre si
por medio de clavos. 5 el momento que actika sobre la sec-
cidm transversal es M = 600 N -+ m, determine el esfuerzo
de fMlexion maximo en la viga, Esboce una vista iridimen-
sional de la distribucidn del esfuerzo que actia sobre la
seccifin transversal.

*f-48. La viga csid hecha de tres tablones unidos entre
s por medio de clavos 5i el momenio que acthia sobre la
seccidn transversal es M = 600 N * m, determine la fuerza
resultante que el esluerzo de Nexidn ejerce sobre el tablon

SUPETIOT.

I5 mm

| 54

il 1sm

=B N-m

I} mam Probs, 64748

6-49. Una viga tiene la seocitn transversal mostrada. Si
esti hecha de acero con un esfuerso permisible o, =
2 kib/pulg’, determine el maximo momento interno que la
viga puede resiatir si ¢l momento se aplica (a) alrededor
del gje z, (b) alrededor del eje v,

¥

023

U.2% pulg

Proh. 6-49
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6-50. La viga estd sometida a un momento M = 40
kM« m. Determine el esfuerzo de flexdn que actia en los
puntos A ¥ 8, Esboce los resultados sobre un elemento de
volumen presente en cada uno de esos puntos.

&= 4 kMNm
50
S mm
50 mm AT iy
S mm
Prab. 650

6-51. La picza de aluminio de una miquina estd someti-
da a un momento M = 75 N - m. Determine el esfuerso de
NMexion generado en bos puntos B v O sobre by seccidn trans-
viersal, Esboce los resultados sobre un elemento de volu-
men localizado en cada uno de esos puntos.

*6-51 La pieza de aluminio de una de migquina estd so-
metida 8 un momento M = 75 N - m. Determine bos esfuer-
®0s maximos de tension ¥ de compresidn por flexidn en la

parte.

20 e
T
2 10 men
1
[[1]
10 mam

M=75Nm

4} vy

Probs. 6-51/52

6-53. Una viga estd construida con cuatro tablones de
madera unidos entre si con pegamento, como s¢ muestra,
5i el momento que actia sobre la seccidn iransversal es
M = 450 N - m, determine la fuerza resultante que el es-
fuereo de flexidn produce sobre el tabldn A superior v so-
bre el lablén B lateral.

A
15 L
M =250 M'm
200 mam
._._I " 201 jmam
15 mm _,.-'I
2 mm WM} po
Prob., 6-53

6-84. Laviga estd sometida a un momento de 15 kb - pie.

Determine la fuerza resultante gue el esfluerzo de flexidn
produce sobre el patin A H.LFETiI:l\T]I'IﬂhIE el |'th|1. B infe-

rior. También, calcule el esfverzo meximo de Nexidn de-
sarrollsdo en ls vign.

=55, Laviga esti sometida a un momento de 15 kib - pie.
Determine el porcentaje de este momento que es resisti-
do por el alma ¥ de la viga.

M=15



*6-56. Lo viga estd construida con cuatro tablones como
s¢ muestra. 51 estd sometids & un momento M, =
16 kib - pie, determine el esfuerzo en los puntos A v B,
Esboce una vista tridimensional de la distribucitn del es-

fuerzo.

6-57.  La viga estd construida con cuatro tablones como
s¢ muesira. 51 estd sometida a un momento M, =
16 klb - pie, determine la fuerza resultante gque el esfuerzo
produce sobre el tabldn C superior,

A
10 pulg
L ] J.l‘.lll

M, = 16 klb-pic
I

|_,.,~"“ pulg 3

| palg
Froba, b-5&/5T7

6-58, La palanca de control se wsa en una segadora de
césped. Determine ¢l esfuerzo méximo de flexion en la sec-
cidin a-a de la palanca si s¢ aplica una fuerza de 20 1hala
mianija. La palanca esti soportada por un passdor en A v
por un alambre en B, La seccidn q-o ¢3 cuadrada de 025 =
0.25 pulgadas.

o 1.75 pulg

Prob. 6-58

ProsLessas = 307

659, Laviga estd sometida a un momento M = 30 b - pie.
Determine el esfuerzo de flexidn que actda en los puntos
Ay B, También esboce una vista iridimensional de la dis-
tribucidn del esfluerzo que actida sobre la seccion transver-
sal entera.

palg

M = 10 [b-pie
| pulg

Proh. 6-59

*6-60. La picza de fundicidn ahusada soporia la carga

mostrada. Determine el esfuerzo de flexidn en los puntos
Ay B, La seccidn transversal en la seccidn a-a se da en la

figura.

10 pulg A
15 palg 15 palg
F, F;
5008 1300k
A
I pulg
-
]
ey
&
4
I J
pulg Lpult
Proh. fi=6i

6=61. 5ila echa en el problema 6-1 tene un didmetro
de VI mm, determine ¢l esfluerso midxmo absoluto de e

xidn en la flecha.

6-62 5ila flecha en el problema 63 tiene un didmetro
de 1.5 pulg, determine el esfuerzo miximo absoluto de fle-
xidn en la flecha.

6-63.  5ila Mecha en el problema 66 tiene un didmetro
de 50 mm. determine el esfuerzo méximo absoluto de le-
xidm en la flecha.

564, 50 ¢l tubo en el problema 6-8 tiene un didmetro
exterior de 30 mm ¥ un espesor de 10 mm, determine el es-
fuerso miximo absoluto de flexion en la flecha.



308 + CAPITULO & Flexion

6-65. La viga ACH en ¢l problema 6-% tiene una seccidn
transversal cuadrada de & = 6 pulg, Determing el esfuer-
2o midmimo absoluto de flesxada en la viga.

6<6b. Lapluma ABC de la gnia en el problema 6-10 tie-
fie Lina seccon transversal rectangular con base de 2.5 pulg;
determineg su altura i requerida, al | pulg més cercana, para
que ¢l esfusrzo permisible de flexion gy, = 24 klb pulg?
no sea excedido.

6-67. 5ila pluma ABC de la grda en ¢l problema §-10 tie-
vir una seceitn transviersal rectangular con base de 2 pulg
y altura de 3 pulg, determine el esfuerze miamo absolu-
o de flexidn en la pluma.

"i-68. Determine el esfuerzo miximo absoluto de e
xdn en la viga del problema 6-24. La seccidn transversal
e reciangular con base de 3 pulg y altura de 4 pulg.

6-6%. Determine ¢l esfuerzo miximo absoluto de fexidn
en la viga del problema §-25. Cada segmenio hiene una sec-
cidin transversal rectangular con bise de 4 pulg v altura de
8 pulg.

6T,  Determine ¢l esfuerzo maximo absoluto de fexidn
en el pasador de 2 mim de didmetro en el problema 6-33,

6Tl El gje del vagdn de ferrocarnl esti sometido a car-
pas de M) klb en sus ruedas, 5i el eje estd soportado por dos
chumaceras en C v I, determine el esfuerze méximo de
flexidn generado en ¢l centro del eje, donde el diametro
e de 5.5 pulgadas,

20 kih 200 kb

Frob, 6-7T1

T2 Determine el esfuerzo maximo absoluto de fle-
widm en la flechs de 30 mm de didgmetro sometuda o bas fuer-
zas conceniradas indicadas, Las chumaceras éen A v B so-
portan sélo fucrzas verticales.

6-TA. Detersnine el didmetro perrnigible mas peguedio pa-
ra la flecha sometida a las cargas concentradas mostradas,
Las chumaceras en A v B sdlo soportan fuerzas verticales;
¢l esfuerzo permisible de flexidn e8 M., = 160 MPa.

0Em — - E2m T

oL bR 40 M

Frobs. 6-TLT3

6-Td  Deternvne el cafueres médxmo absoluio de Nexidn
en la flecha de 1.5 polg de didmetro sometida o Las fuerzas
concentradas indicadas. Las chumaceras en A v B sopor-
tan stlo fwerzas verticales

6-T5,  Determming el didmetro permisible més peguefio pa-
rit | flecha sometida a Las fuerzas concentradas indicadas,
Lag chumaceras en A v B soportan sddo lueress verticales
¥ ¢l esfuerzo permisible de flexion es oy, = 22 klb /pulg’.

Al b

Frobe. -T473



#6476, El brazo CD del poste de servicio soporta un ca-
ble del que pende un peso de 600 |b. Determine el esfuer-
o mdximo absoluto de flexidn en el brazo si se supone que
A, B y C estin articulados.

_— 4 piss - -| 2 pulg
3 pigy e

L s

B B

Prob, 6-T6

677, Una porcidn del fémur puede modelarse como un
tubo con didgmetro interior de 0L375 pulg v un didmetro ex-
terior de 1.25 pulg. Determine ln méxima fuerza P elist-
ca estatica que puede aplicinsele en su centro sin que se
produzca una falla. El diagrama o-¢ para ¢l material del
hueso s¢ muesira en la fRgura v &5 ¢l mismo en tensidn ¥

€N COMpresicm,

aikibpulg™)

€(pulg /puig)

002 008 Prob. 6-77

6-TH. La silla esti soportada por un brazo que estd ar-
ticulado de modoe que puede girar respecto al eje vertical
cn A. La carga sobre |a silla es de 1BD Ib v el brazo s un
tubo hueco cuya seccidn transversal tiene las dimensiones
mostradas. Determine el esfuerzo maximo de flexidn en la
secchin a-u.

180 It
I_.--'l|:||:||5
s
palgll fI =5 palg
g | ES
—8 pulg — =] p+-05pulg

Frob. 6-T8

ProBLEMAs = 309

6-79. La flecha de acero tiene una seccidn transversal
cirgular con didmetro de 2 pulg. Estd soportada sobre chu-
maceras lisas A ¥ 8, que gjercen sdlo reacciones verticales
sobre la flecha. Determine el esfuerzo méximo absoluto
de flexidn en la flecha cuando estd sometida a las cargas
mostradas de las poleas.

A

500 [ K} S b
Prob. 6-T9

*5-80. Los soportes extremos de un andamio para per-
foradores usado en una mina de carbin consisten en un tu-
ba con didmetre exterior de 4 pulg que enchufa con un
tub de 3 pulg de didmetro exterior v longitud de 1.5 pies.
Cada tubo tiene un espesor de 0.25 pulg. Con las reaccio-
nes extremas de los tablones soportados dadas, determing
el esfoerzo mAximo absoluto de fexidn en cada tubo, Dies-
precie el tamafio de los tablones en los cdloulos.

g S S0k 15k 0h IHHJIHE:I

| 1¥ l_!
by -
0.5 pie

G-81. Lawviga esti sometida ala carga P en su centro, De-
terming la posicidn o de los sopories de manera que ¢l
esfuerzo mdximo absoluto de flexidn en la viga sea tan
grande como sea posible. jQué valor tiene este esfuerzo?

F

His
feet
b

o [ i

L2 — LA
Prob. 6-E1
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6-82. La armadura simplemente apoyada estd sometida
a la carga central distribuida. Desprecie el efecto de §a ce-
losia diagonal y determine el esfuerzo miximo absoluto
de flexidn en la armadura. El miembro superior 5 un tu-
bo con didgmetro exterior de 1 pulg vy espesor de 5; pulg; ¢l
miembro inferior es una barra sélida con didmetro de

Prob. 6-K2

683, El pasador se usa para conectar los tres eslabones
entre si. Debido al desgaste, la carga se distribuye sobre a
parte superior ¢ inferior del pasador como se muecstra en
¢l diagrama de cuerpo libre, 5i el didmetro del pasador ¢5
de 0.40 pulg, determine el esfuerzo maximo de flexidn so-
bee la seccidn transversal @-a central. Para obtener la solu-
cidn es necesano primeroe determinar las intensidades de

ks cargas wy ¥ wy.

B0 1B
pulg_
[0.40 pulg
3 puig
4 |k 400} b
Prob. 6-80

-84 Lna flecha esia hecha de un polimero con seccidn
transversal eliptica. Si resiste un momenio interno M =
50 M - m, determine €] esluerzo miximo de Nexion genera-
do en el material {a) wando la fdemila de la Mexidn, donde
I, = {m{0.08 m}0.04 m)*, (b) usando integracidn. Esbo-

ce una visia tndimensional de la distribucidn del esfuerzo
que actia sobre la seccidn transversal,

685, Resuelva el problema 6-84 considerando que el mo-
mento M = 50 M- m estd aplicado respecto al gje v v no
respecto al eje x. Aqui. [, = ;= (0.04 m)({0L08 m)’,

52 z]

— - |
{4mE y (B

M=50N m

L]

160 num X

Frobs. i-E4H5

6-86. Lavigasimplemente apovada estd hecha de cuatro
barras de ; puls de diimetro, dispuestas como se muestra.
Determine el esfuerzo méximo de flexion en la viga debi-
do a la carga mostrada.

6-87. Resuelva el problema 6-86 51 el arreglo se gira 45°
y s fija en los soportes.

4 | Bl dh

-

b 2 pies <k—— G pies ——==2 pies =

*“6H-BE. La viga de acero tiene la seocidn transversal mos-
trada. Determine la intensidad méxima de la carga w dis-
iribuida que puede soportar Lo viga sin que el esfuerzo de
flexidn exceda el valor oy, = 22 kib/pulg’.

6-89. La viga de acero tiene la seccidn transversal mos-
trada. 5 w = 5 klb/pie, determine el esfuerzo miximo ab-
scluto de flexion en la viga.

fe— B pies ——=—— B pies - % phes ——
B pulg

—
- 0.3} pualg
03 pulg.i— 1 10 pulg
1
0.3 palg
T



690, Laviga tiene la seccion transversal rectangular mos-
trada. Determine la carga P méxima que puede soportar
sohire sus extremos vilados gi el esfuerzo de flexion no de-
be ser mayor que og, = 10 MPa.

691 Lawiga tigne la seccidn transversal rectangular mos-
trada Si P = 12 kN, determine el esfuerzo maximo abso-
luto de flexidn en la viga. Eshoce la distribucidn de esfuer-
20 que actia sobre la seccidn transversal.

B
|_

1500 mm

Frobe. 691

*6-92 De un tronco de 2 pies de didmenro va a comarse
una secciin rectangular para usarse como viga simplemen-
ie apovada, 5i el esfuerzo permisible de flexion para la ma-
deTa €3 Oy = 8 kib/pulg’, determine ¢l ancho b y la altu-
ra h reqqueridos por la viga para que #sta soporte la carga
méxima posible. ; Qué valor tiene esta carga?

693, De un tromco de 2 pies de didmetro va a corarse
una seccion rectangular para usarse como viga simplemen-
te apoyada. 5i el esfuerzo permisible de flexidn para la ma-
dera &8 Oppm = 8 klb/pulg’, determine la mixima carga
F que podrd soportar si el ancho de la viga es b = 8 pul-
gadas

I & pies - & pies =

ProaLemas « 311

684, La estructura ARLD del ala de un avidn ligero estd
hecho de aluminio 2014-T6 ¥ tiene una seccion ITansver-
sal de 1.27 = 3 pulg [peralie) ¥ un momento de inercia res-
pecto & su eje neutro de 2.68 pulg’. Determine ¢l esfuerso
médxima absoluto de flexwidn en la estructurs para |a carga
mostrada. Suponga que A, § y C son pasadores. La cone-
xidn estd hecha a lo largo del eje central longitudinal de la
estruciura.

B
i
2 pies R o
i I |
e GpEes————— -
Froh. 694

695, Lalancha tene un peso de 2300 Ib v centro de gra-
vedad en (5. 51 se apoya en ¢l soporte Hso A del remolgue
y pucde considerarse soportada por un pasador en B, de-
terming ¢l esfuerzo miximo absoluto de fexidn desarro-
Hado en la barra principal del remolque. Considere que
esta barra o3 una viga en caja anticulada en © v con las
dimensiones mostradas en la figura,

1.75 pulg

Fur.7s
ppalg

1.5 puilg
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-9, Unaviga de madera tiene seccidn transversal cua-
drada como se muesira en la figura. Determine qué orien-
tacion de la viga da ln mayor resistencia para soportar ¢l
momento ML [ Cudl es la diferencia en el esluerzo méximo
resultantie en ambos casos?

ia} ({13

Prob. -

697, La viga en voladizo tiene un espesor de 4 pulg ¥ un
peralte vanable que puede describirse por la funcidn y =
I['[J: +1}|."l]"'=.d-nl'li:le:t:litn pulgadas. Determine el es-
fucrzo méaximo de flexidn en la viga en su centro

_I_.=,:|:J:%E ]'11

50 pulg
Sim b

Frob. 697

6-98. Uina viga de madera tiene una seeckdn iransversal
que era originalmente cuadrada, 51 estd orientada como se
muestra, determine La altura ' para que resista el momen-
1oy madixima posible, JOué tanto por ciento £3 ¢t momento
mayor que ¢l resistido por la viga sin sus extremos aplana-
dos?

699, LUna viga va a fabricarse a base de un plistico po-
lietileno y tendrd |a seccidn transversal mosirada. Deter-
ming su altura mixima requerida para que soporte ¢l ma-
yvor momento M, [ Oué valor tiene este momento? Los
esfuerzos permisibles de tensidn v de compresidn por fle-
xidn del material son (Fpeam) = ]Dklh,.-'pulgl ¥ (Fpeem): =
30 kib jpulg®, respectivamente.

Fruob. 6-5%

*6-10L. Una viga cstd hecha de un material que tiene md-
dulos de elasticidad diferentes a tensidn ¥ a compresidn,
Determine la posicion o del eje neutro v oblenga una ex-
presidn para ¢l esfuerzo maximo de tensidn en la viga con
las dimensiones mostradas si estd sometida al momento
flexionanie M,

6-101.  La viga tiene una seccion transversal rectangular
v eskd sometida a un momento flexionante M. 5i el mate-
rial de gue estd hecha tiene mddulos de clasticidad dife-
rentes a fensidn ¥ a compresidn como se muestra, deter-
mine la posicidn ¢ del cje neutro v el esfuerso mdximao de
compresidn en la viga.

Probe. - 100101
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6.5 Flexion asimétrica

Cuando desarrollamos la fdrmula de la flexidn, impusimos la condicitn
de que la seccidn transversal fuese simérrica respecto a un eje perpendicu-
lar al eje neutro; ademds, el momento interno resuliante M debia actuar
a lo largo del eje neutro. Tal es el caso para las secciones “T™ o en canal
mostradas en la figura 6-31. Sin embargo, esas condiciones son innecesa-
ras y en esta seccion mostraremos que la fdrmula de la flexidn puede tam-
hién aplicarse a una viga con seccidn transversal de cualquier forma o a
una viga sometida a un momento interno resultante actuando en cual-
quier direccidn.

Momento aplicado a lo largo de un eje principal. Consideremos
la seccitn transversal de la viga con la forma asimétrica mostrada en la fi-
gura 6-32a. Tal como lo hicimos en la seccidn 6.4, establecemos un siste-
ma coordenado derecho x, v, 7 con su origen localizado en el centroide C
de la seccidn transversal y el momento interno resultante M actuando a
lo largo del eje +z. Requerimos que la distribucidn del esfuerzo que ac-
tida sobre toda la seccidn transversal tenga una fuerza resultante cero, un
momento interno resultante respecto al eje y igual a cero ¥ un momento
interno resultante respecto al eje z igual a M.* Estas tres condiciones puc-
den expresarse matemdticamente considerando la fuerza que actia sobre
el elemento diferencial dA localizado en (0, y, 2}, figura 6-322. Esta fuer-
za es dFF = o dA, v por lanto tenemos:

Fp = XF, 0= | cdA (6-14)
‘A

(Mg)y = ZMy; D= | zodA (6-15)
o |
|

(Mg), = ZM;: M= |-yodA (6-16)
A

*La condecadn d¢ que los momeatos respeeio al oje ¥ scan ipuabes & coro oo 56 considernd
en ln secchdn 6.4, va que la distribucion del esluerzo de flesidn era siséricn respecto al
i.-.j: ¥ ¥ tal distribuciin del esfuerzo da aviomidticaments un momenlo cend respecio il ge
¥-Vea la hgura 6-26c.

midd

Distribucidn de la deformacidin
umitaria mormal {vista lateral)
|mk (L:1]

Fig. 6-32

de simetria

Ejee de simsctrin

Eje neutro

Fig. 6-31

Distribucidn del exfwerzo
de flexidm {visia laleral)

(e}
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Como se mostrs en la seccidn 6.4, la ecuacidn 6-14 se satisface ya que
¢l eje z pasa por el cenfroide de la seccidn transversal. Ademiis, como el
eje £ representa el ¢je newrro de la seccidn transversal, la deformacion
unitaria normal variard linealmenie de cero en el eje neuino a un miximo
en un punto con la médxima coordenada y, y = ¢, respecto al eje neutro,
figura 6-32b. 5i el material se comporta de manera eldstica lineal, la dis-
tribucidn del esfuerzo normal sobre la seccion transversal es también li-
nedl, por lo que o = —(y /). figura 6-32c. Cuando esta ecuacidn se
sustituye en la ecuacitn 6-16 v se integra, se llega a la férmula de la fle-
Xion gy, = Mc /I, Cuando se sustituye en la ecuacion 6-15, obtenemos:

E

0= _"““’J yzdA
A
lo que implica que

J_y:d'ﬂ = ]
A

¥ Esta integral se llama producte de inercia de 1a seccion transversal. Co-
mo se indica en el apéndice A, serd ciertamente igual a cero si los ejes y
¥ 2 se escopen como 1os gfes de fnercia principales de la seccidn transver-
sal. Para una seccidn transversal de forma arbitraria, la orientacion de los
ejes principales siempre puede determinarse usando las ecuaciones de
iransformacidn o bien el circulo de inercia de Mohr como se explica en el
apéndice A, secciones A.4 y A.5. Sin embargo, si la seccidn transversal tie-
ne un eje de simetria, los gfes principafes pueden establecerse ficilmen-
te va gue ellos siempre estdn orientados a lo largo del efe de simetria y
perpendicularmente a éste.
En resumen, las ecuaciones 6-14 a la 6-16 siempre serdn satisfechas si el
() momento M se aplica respecto a uno de los ejes centroidales principales de
mercia. Por ejemplo, considere los miembros mostrados en la figura 6-33.
En cada uno de estos casos, v ¥ z definen los ejes principales de inercia de la
seccion tramsversal cuyo origen se localiza en el centroide del drea. En las
figuras 6-33a y 6-33b, los ¢jes principales se localizan por simetria y en
las figuras 6-33c v 6-334 su orlentacion se determina usando los métodos
del apéndice A. Como M se aplica respecto a uno de los ejes principales
(eje 2, la distribucidn del esfuerzo se delermina con la fdrmula de la fle-
xidn, o= My /I, ¥ s¢ muestra para cada caso.

b I<h il
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Momento aplicado arbitrariamente. En ocasiones un miembro pue-
de estar cargado de modo tal que el momento interno resultante no ac-
tia respecto a uno de los ejes principales de inercia de la seccidn trans-
versal. Cuando éste es el caso, el momento debe primero descomponerse
en componentes dirigidas a lo largo de los ejes principales. La férmula de
la flexidn puede entonces usarse para determinar el esfuerzo normal cau-
sado por cada componente del momento. Finalmente, usando el principio
de superposicidn, el esfuerzo normal resultante en un punto puede deter-
minarse.
Para mostrar como se hace esto, considere la viga con seccidn transversal
rectangular sometida al momento M mostrada en la figura 6-34a. Aqui,
M forma un dngulo & con el eje principal 7. Supondremos que # es posi-
tive cuando estd dirigido del eje +z hacia el gje +y, como se muestra.
Descomponiendo M en componentes a lo largo de los ejes z y v, tenemos
M, = Mcos 8y M, = M sen 8, respectivamente. Cada una de esas com-
ponentes se muestra por separado sobre la seccion transversal en las figu- {a}
ras 6-34b y 6-34¢. Las distribuciones de esfuerzo normal que producen M i
¥ sus componentes M, y M, se muestran en las figuras 6-34d, 6-3de y 6-
34f, respectivamente. Se supone aqui que (o, )pay > (0 )may- POT inspec-
cidn, los esfuerzos méiximos de tensidn y de compresion [{o,)mas + (0 mil ¥
se presentan en dos esquinas opuestas de la viga, figura 6-344.
Aplicando la férmula de la flexidn a cada componente del momento en
las figuras 6-34b y 6-34c, podemos expresar el esfuerzo normal resultante
en cualquier punto sobre la seccidn transversal, figura 6-344d, en términos
generales como;

L M, = M cos b

(6-17) b

donde

o = esfuerzo normal en el punto M,= M scn @

¥ I = coordenadas del punto medidas desde los ejes x, . £ que tienen

su origen en ¢l centroide de la seccidn transversal v forman un
sistema coordenado derecho. El eje x estd dirigido saliendo de
la seccidn transversal y los ejes y y 1 representan respectiva-

mente los ejes principales de momentos de inercia minimo y £
miximo de la seecidn transversal,
M, M. = componentes del momento interno resultante dirigidas a lo ic)
largo de los ejes principales v y z. Ellas son positivas si estin di-
rigidas a lo largo de los ejes +y v +1; de otra manera, son nega- Fig. 634

tivas. Dicho de otra manera, M, = M sen 8y M, = M cos 8,
donde @ es positivo si se mide del eje +z hacia el eje +v.

I, I, = momentos de inercia principales calculados respecto a los ejes
¥ ¥ z, respectivamente. Vea el apéndice A.
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Fig. -3 {cont.)

Como mencionamos anteriormente, es muy importante que los ejes x,
¥, z formen un sistema derecho y que se asignen los signos algebraicos
apropiados a las componentes del momento y a las coordenadas al apli-
car esta ecuacidn. El esfuerzo resultante seri de tensidn si es positivo y de
CORpresion si es negarivo,

Orientacion del eje neutre. El dngulo = del eje neutro en la figura
6-34d puede determinarse aplicando la ecuacidn 6-17 con o = 0, ya gue por
definicidn, ningiin esfuerzo normal actia sobre el eje neutro. Tenemos:

Como M, = M cos 6y M, = M sen 8 entonces

y = (%tan E)z (6=18)

Esta es la ecuacidn de la linea que define el ¢je neutro de 1a seccidn trans-
versal. Como la pendiente de esta linea es tan & = y/z, entonces,

(6-19)

Puede verse aqui que para flexidon asimétrica el angulo #, que define la di-
reccidn del momento M, figura 6-34a, no ex igual a o, esto es, al dngulo
que define la inclinacion del eje neutro, figura 6-34d, a menos que I, = [
En cambio, 51 al ignal que en la figura 6-3da el gje y se escoge como el eje
principal para el momento de inercia minime v el gje 7 se escoge como el
gje principal para el momento de inercia mdximo, de modo que J'I = I,
entonces de la ecuacion 6-19 podemos concluir que el dngulo a, que se
mide positivamente desde el eje +z hacia el eje +y, s¢ encontrard entre
la linea de accidn de M v el eje v, estoes # = o = B90°,
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6.18

La seccin transversal rectangular mostrada en la figura 6-35a estd so-
metida a un momento flexionante de M = 12 kN - m. Determine el es-
fuerzo normal desarrollado en cada esquina de la seecidn, v especifi-
que la orientacion del eje neutro,

Solucidn

Componentes del momento interno.  Por inspeccion s ve que los ejes
¥V 2 representan los ejes principales de inercia ya que ellos son ejes de
simetria para la seccion transversal. Segin se requiere, hemos estable-
cido el eje z como el eje principal para el momento de inercia miximo. 02m
El momento se descompone en sus componentes y v 1, donde 02

M, = —gilikﬂ-m] = =060 KN 'm 1 m
3 i m
M, = E{likﬂ-m} = TI0kN-m

Propiedades de la seccion. Los momentos de inercia respecto a los
EjES ¥ ¥ T SO0

1
[ = E{m m){0.2m)* = 0.2667(107) m*

I.= :—z{u.z m){04m)® = 1.067(107%) m*

Esfuerzos de flexidn. Se tiene entonces:

sy
- _Lﬂ%{%ﬁ%& ) _g-ﬁ{:]{.ﬁ]'rzcﬁ;::nﬁ-l ) _ 225 MPa
s 720(10°) N+m(—0.2 m) R —9.60(10%) N +m(—0.1 m) = 4.95 MPa

1.067(107%) m* 0.2667(10~%) m*

La distribucidn resultante del esfuerzo normal estd esbozada usan-
do estos valores en la figura 6-35b. Como el principio de superposicidn
es aplicable, la distribucidn es lineal, como se muestra.

(m)

Resp.

Resp.

M = [2kN-m

Condinga
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M = |2 kN'm

4.95 MPa

2.25 MPa o

0.2 m

b {ch

Orientacidn del ¢je newtro,  La posicidn z del eje neutro (NA), figura
6355, puede determinarse por proporcion. A lo largo del borde BC se
requiere:

225MPa _ 4.95MFPa

. (02m - z)
0450 — 225z = 49527
= 00625 m

De la misma manera, ésta es también la distancia de [ al eje neutroen
la figura 6-35b.

Podemos establecer también la orientacién del NA wvsando la
ecuacidn 6-19, que se utiliza para determinar el dngulo & que el gje
forma con el eje 1 o eje principal mdrimo. De acuerdo con nuestra con-
vencion de signos, # debe medirse desde el eje +z hacia el eje +y. Por
comparacidn, en la figura 6-35¢, 8= —tan™'{ = —53.1° (0 8= +306.97).
Asl,

1{
tan o = ==tan

!
1.067(107%) m*

o= MOTUOTN M 531e)
0.2667(107) m

o= =704 Resp,

Este resultado se muestra en la figura 6-35¢. Usando el valor calcu-

lado antes de z, verifique, usando la geomeiria de la seccién transver-
sal, que se obtienc la misma respucsta.




SEcoiin 6.5 Flexidm asimétrica - 319

Una viga T esti sometida al momento flexionante de 15 kIN - m, como
8¢ muestra en la figura 6-36a. Determine el esfuerzo normal méiximo
en la viga v la orientacidn del eje neutro.

M= 13 RN m

B0 e
Al men

{aj

Solucion

Componentes del momento interna.  Los ejes v y 2 son ejes principa-
les de inercia. ; Por qué? Segiin la figura 6-36a, ambas componentes del
momento son positivas. Tenemos:

M, = (15kN+m)cos 30° = 1299 kN 'm
M, = (15kN+m) sen 30° = 7.50 kN 'm

Propiedades de la seccidn. Con referencia a la figura 6-36b, traba-

jando con unidades en metros, lenemos:
02 m A I.-{I.EE m
_ SzA  [005m](0.100 m)(0.04 m) + [0.115 m](0.03 m)(0.200 m) oosom ||| 0080m
A (0,100 m)(0.04 m) + (0.03 m)({0.200 m) l
= 0.089%0 m omm| | |
Usando el teorema de los ejes paralelos visto en el apéndice A, [ = I ?
+ Ad*®, los momentos de inercia principales son entonces: ik DNE ¥
1 1
I; = = {(0.100 m)(0.04 m)? + ﬁ{n_uam]m.a:n m)? = 2053(10°%) m* i
I, = ['Ili (0,04 m)(0.100 m)* + (0,100 m){0.04 m){0.0890 m - 0.05 m}*] Fig. -3
+ [%{ﬂ.ﬂm m)(0.03 m)* + (0.200m)(0.03 m){0.115m = 0.0890 m}l’]
= 13.92(107%) m* Continda
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i
ru.mm 4 70 .
d m |
8 “1T /5’,-*»1
N [ 'E=ml
1 = o -
004 10 -m | | E.f \1299 kN-m o = 686" !
1 1 3 _ll - i
i L,
CLO#50 m
C 4| N
— —002m

Lch

{ely

Esfuerzo mévimo de flexidn.  Las componentes del momento s¢ mues-
tran ¢n |a figura 6-36c. Por inspeocion, ¢l esfuerzo miximo de fensidn
ocurre en ¢l punto B va que por superposicion ambas componentes
del momento generan ahi on esfuerzo de tensidn. De la mizma mane-
ra, el esfuerao maximo de compresion ocurre en el punto C, Asi,

~ M.y . _J_'l_"-':tt
I. I,
TS EN-m (—0100m) 1299 kN-m {0.0410 m)

BT s timt 0 1392(10 9 m*

= 748 MPa

 7S0KN+m(0.020m) 1299 kN+m (—0.0890 m)
ve 053105 m* 13.92(10°%) m’

= =004 MPa Resp,

Por comparacidn, el esfuerzo normal miximo es de compresian v ocu-
rre en el punto C.

(}rientacion del eje neufro. Al aphcar la ccuacion &-19 es importan-
te definir correctamente los dngulos o v & Como se indicd antes, v de-
be representar el eje para ¢l momento de inercia principal minimo v z
debe representar el eje para ¢l momento de inercia principal mdxime.
Esos ejes estin aqui apropiadamente posicionados va que I, < [, Usan-
do este arreglo, 8 v & se miden positivamente del eje +z hacia el eje
+y. Por tanto, de la Figura 6-36a, 8 = +60°, Entonces,

tama =

(Eﬂ.fﬁ{ 1™ m*
13.92( 10 "] m
a = 687 Resp.

) tan &0°

El gje neutro se muesira en la figura 6-36d, Como era de esperarse, se
encuentra entre ¢l eje v v la linea de accidn de M.
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La seccion £ mostrada en la figura 6-37a estd sometida al momento
M = 20 kN -m. Usando los métodos del apéndice A (vea el ejemplo
A4 o el A5), los ejes principales y ¥ z s¢ orientan como se muestra, de
manera que ellos representan los ejes para los momentos de inercia
principales minimo y méximo, I, = 0.960(10~ ) m*e I, = 7.54(10" %) m*,
respectivamente. Determine el esfuerzo normal en el punto P y la orien-
tacidn del eje neutro,

Solucén
Para usar la ecuacidn 6-19, es importante que el ¢je £ sea el gje prin-
cipal para el momento de inercia mdeimo, que efectivamente lo es ya
que la mayor parte del drea de la seccidn estd mis alejada de este eje que
del eje y.

Componentes del momento interno.  De la figura 6-37a,

M, = 20kN-msen 57.1° = 16.7T9kN-m
M, = 20kN-mcos 57.1° = 10.86 kN - m

Esfuerzo de flexién. Las coordenadas y y z del punto P deben deter-
minarse primero. Observe que las coordenadas y*, 2 de Pson (—0.2 m,
0.35 m). Usando los tridgngulos sombreados en la construccidén mostra-
da en la figura 6-37b, tenemos:

¥r=—0355en 329" - 0.2¢c05329° = 03580 m
zp = 035 c0s 32.9° — 02 sen 32.9° = 01852 m

El gje neutro estd localizado como se muestra en la figura 6-37h.

Aplicando la ecuacidn 6-17, tenemos: N\\ i
- M. ye " Mzp :
" 1, 1,
. (10.86 kN - m){ —0.3580 m) N {16.79 kN - m)(0.1852 m)
7.54{10°Y) m* 0.960( 1073 m*
= 3,76 MPa Resp.
Orientacidn del efe menrro.  El dngulo # = 57,17 se muestra en la fi-
gura 6-3Ta. Asi,
7.54(107%) m* ]
tang = | ————————— | tan 37,17
* [u.gwucr:* I
o = B5.3° Resp,
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PROBLEMAS

=102 Elmiembro tiene una seccidn transversal cuadra-
da y estd sometido a un momento resultante M = 850N «m
como se muesira en la figura, Determine el esfuerzo de fe-
xidn en cada esquina v eshooe la distribucidn de esfucrzo
producida por M. Considere @ = 457,

6-103. El miembro tiene una seccidn transversal cuadra-
da v esti sometido a un momento resultante M = B50 N -m
como se muestra en la figura. Determine el esfuerco de fle-
xidn cn cada esquina y esboce la distribucidn de esfuerzo
producida por M. Considere & = 30°,

o,
w8~ 1L

A
M = &5 N-m

Probs. b= 1103

*o-104. La viga tienc uma seccidn ransversal rectangu-
lar. Si estd sometida a un momento M = 3500 N - m con el
sentido mostrado, determine ¢ esfuerzo de flexidn méxi-
mo en la viga v la orientacidn del gje neutro,

150 mm

-

e = 35000 M-

Prab, é-104

6-105. La wiga T estd sometida al momento M =
1530 kibs pulg con el sentido mostrado. Determine el es-
fuerzo mdximo de fexion en la viga v I orientacion del

gje neutra. Determine también la posicidn o del centrod-
de .

M = 150 kit-pulg
I_n
1

E -

Bpulg ©

i B i &

I pulg
Prob, &-105

=106, 50 ¢l momento interne gue actis sobre la seccidn
transversal del puntal tiene una magnitud de M =
300 N+ m con el sentido mostrado en ka higura, determine
cl esfuerzo de flexidn en bos puntos A v B. Determine tam-
bién la posicidn 7 del centroide C de la seccidn transver-
sal del puntal, asi como la orentacton del eje nedlro.

6-107.  El momento resultante gue actika sobre la seceidn
transversal del puntal de aluminio tiene una magnitud de
M = 800 N = m v el sentido mostrado en la figura. Determi-
ne el esfuerzo miximo de Nexién en el puntal. Determine
también la posiciin ¥ del centroide C de la seccién trans-
versal del puntal, asi como la onentacidn del eje neutro,

12 mm
By LI T3]
e ZH: mm
et
woi
M = RO M-

Frobs. - 16107 1



*6-108. Laviga de acero de patin ancho en voladizo estd
sometida a la fuerza P concentrada en su extremo. Dieter-
mine la magnitud méxima de esta fuerza tal que el esfuerzo
de flexion generado en A no exceda el valor o, = 180
MPa,

6100,  La viga de acero de patin ancho en voladizo estd
somitida a la fuerza concenirada P = 600 N en su extre-
ma. Determine el esfuerzo méiximo de fexidn generado
en la seccidn A de laviga.

200 mam,

» N
I.Elmrn#

156} i 1 mm
b
1] mm ——
A
Probe. 6-108109

6-110. Eltablén se wea como vigueta de piso simplemen-
te apoyada. 5i se aplica un momento M = 800 Ib - pie a 37
del gje z, determine el esfuerzo de fexidn generado en el
tabldn en la esquina A. Compare este esfuerzo con ¢l ge-
nerado por el mismo momento aplicado a ko largo del gje
z (8 = 0F). ;Owé valor tiene ¢l dngulo o para el eje neutro
cuando & = 37 Comentario; normalmente, las duelas del
piso se clavan a la parte supenor de las viguetas de modo
que # = 0% ¥ los alios esfuersos debidos a la falta de ali-
neamiento no se presentan.

b= 3

¥ Prah. 6110

ProsLesns - 323

6-111. Considere ¢l caso general de una viga prismdtica
sometida a las componentes de momento M, v M, como se
muestra, cuando los gjes «x, y, £ pasan por el centroide de la
secckin transversal. 5i ¢l matenal es elistico-lineal, el es-
fuerzo normal en la viga és una funcidn lingal de la posi-
cidn tal gue o = a + by + ez Usando las condiciones de
equilibrio 0 = [, e dA M, = [, 1o dA M, = [, — yer dA,
determing las constantes a, b ¥ ¢ y demuestre gue el es-
fuerzo normal puede determinarse con la ecuscidn o =
[=(M.1, + M)y + (M, + M )z)/0LE = 1,.) Los
momentos ¥ productos de inercia estdn definidos en el
apéndice A,

Prab. 6-111

*H-112. La wiga en voladizo tiene la seccidn transversal
£ mostrada, Bajo la accidn de las dos cargas, determine el
csfuerzo méximo de flexidn en el punto A de la viga. Use

¢l resultado del problema 6-111.

6113, Laviga en voladizo tiene la seccidn transversal £
mostrada. Bajo la accidn de las dos cargas, determine el es-
fuerzo miximo de flexidn en el punto B de la vign, Use el
resultado del problema 6111,

50 1k

(.25 pulg
Probs 6112113
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6-114. De acuerdo con los procedimientos delineados en
¢l apéndice A, ejemplo A5 o A, la seccidn £ tiene los
momentos de inercia principales [, = 0060(10 ) m* e 1, =
0.471(10" %) m*, respecto a los ejes principales de inercia y
¥ £, respectivamente. 51 la seccidn esti somelida o un mo-
mento M = 250 N - m dingido horizontalmente como se
muestra, determine el esfuerzo de flexidn generado en el
punte A. Resuelva el problema usando la ccuacidn 6-17.

6-115. Resuelva ¢l problema §-114 usando la ecuacidn
desarrollada en ¢l problema 6-111.

®-116. Segin los procedimicnios delineados en el apén-
dice A gjemplo A5 o A6, la seccidn & tene los momentos
principales de inercia /, = (L060(107 Nm'el, = 047(107%
m’, ealeulados respecto a los ejes mm:tp-a]:.-n de inercia ¥ y
I, respectivamentes, 5 la seccion esti sometida a un momen-
to M = 250 N » m dirgdo horzontalmente como s mises-
ira, determing el esfuerzo de flexidn generado en el punto
B, Resuelva el problema esando la ecuacidn 6-17.

0 pmy

Probs. =114 15116 W0 mm

6117, Para la scecidn mostrada, [, = 317107 "y m', 1, =
114107 *ym* I, = 15.1{107 %) m". scgmlmprm:hmm
tos delineados en ¢l apéndice A, la seccidn transversal del
miembro tiene los momentos de inercia £, = 29.0(10~*) m*
e f, = 117(107") m", calculados respecto a los ejes princi-
pales de inercia v v z, respectivamente. 5i la seccidn estd
somctida a un momento M = 2300 N - m con el sentido
mostrado, determine ¢l esfuerzo de flexidn generado en ¢l
punto A usando la ecuacidn 6-17.

6-118. Resuclva el problema 6-117 usando la ecuncidn
desarrollada en el problema 6-111.

nm

Probas, &-117118

*6.6 Vigas compuestas

Las vigas compuestas de dos o mas materiales se denominan vigoy com-
puesias. Ejemplos incluyen aguellas hechas de madera con cubreplacas
de acero en sus partes superior ¢ inferior, figura 6-38a2, 0 més cominmen-
te, vigas de concreto reforzadas con barras de acero, figura 6-38b. Los in-
genieros disefian intencionalmente de esta manera las vigas para desarro-
M llar un medio més eficiente de tomar las cargas aplicadas. Por ejemplo, se
mostro en la seccion 3.3 que el concreto es excelente para resistir esfuer-
zos de compresidn pero que es muy pobre en su capacidad de resistir es-
fuerzos de tensidn, Por esio, las barras de acero de refuerzo mostradas en
la figura 6-38b se han colocado en la zona de tensitn de la seccidn trans-
versal de 1a viga, de manera que dichas barras resistan los esfuerzos de

Placas de s
{a)

tensidn que genera el momento M.

Como la férmula de la flexion se desarrolld para vigas cuyo material es
homogéneo, esta férmula no puede aplicarse directamente para deter-
minar ¢l esfuerzo normal en una viga compuesta. Sin embargo, en esta
seccion desarrollaremos un método para modificar o “transformar”™ la sec-
cidn transversal de la viga en otra hecha de un solo material. Una vez

ih) hechao esto, la formula de la flexion puede entonces usarse para el andli-
sis de los esfuerzos.

Barmas de acem
de refueren

Fig. 6-38
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Para explicar como aplicar el método de la seccidn fransformada, con-
sideremos la viga compuesta hecha de dos materiales, 1 v 2, que tienen las
secciones transversales mostradas en la figura 6-3%. Si se aplica un mo-
mento flexionante a esta viga, entonces, como en el caso de una viga ho-
mogéned, la seccion transversal tolal permanecerd plana después de la fle-
xidn y por consiguiente las deformaciones unitarias normales variardn
linealmente de cero en el eje neutro a un valor méximo en el material méds
alejado de este eje, figura 6-39b. Si el material tiene un comportamiento Mater
eldstico lineal, la ley de Hooke es aplicable y en cualquier punto ¢l esfuer-
2o normal en el material 1 se determina con la relacidn o = Ee Igual-
mente, para el material 2, la distribucidn del esfoerzo se encuentra con la
relacidn o = E,e. Es claro que si el material 1 es mis rigido que &l mate-
rial 2, por ejemplo, acero versis hule, la mayor parte de la carga serd toma-
da por el material 1, ya que E, > E;. Suponiendo que éste es el caso, la
distribucidn del esfuerzo serd como la mostrada en la figura 6-39¢ 0 6-39.
En particular, note ¢l salto en el esfuerzo que ocurre donde se unen los
dos materiales. Aqui, la deformacidn wnitaria es la misma, pero como el
mddulo de elasticidad o rigidez de los materiales cambia bruscamente,
igualmente lo hace el esfuerzo, La localizacidn del eje neutro y la deter-
minacidn del esfuerzo méximo en la viga, usando esta distribucidn del
esfuerzo, puede basarse en un procedimiento de tanteos. Esto requiere sa-
tisfacer las condiciones de que la :!lstnbum&n del esfuerzo genera una mk ER i S -
fuerza resultante nula sobre la seccidn transversal y que ¢l momento de ymisaris sevwnal fiss lanl)
la distribucion del esfuerzo respecto al ¢je neutro sea igual a M. i)

Una manera mds simple de satisfacer esas dos condiciones es transfor-
mar la viga en otra hecha de un solo material. Por ejemplo, si imaginamos ‘
gue la viga consiste enteramente del material 2 menos rigido, entonces la
seccion transversal se verd como la mostrada en la figura 6-3%9. Aqui, M
la altura i de la viga permanece igual, va que la distribucion de la deforma- _ t
citn unitaria mostrada en la figura 6-3%b debe preservarse. Sin embargo,
la porcidn superior de la viga debe ser ampliada para que tome una carga
eguivalenie a la que soporta el material 1 mds rigido, figura 6-394. El an-
cho necesario puede determinarse considerando la fuerza dF que achia Variacidn del esfoerzn
sobre un drea dA = dz dy de la viga en la figura 6-39a. Se tiene, dF = o de flexidn {vista lateral)
dA = (E,€) dz dy. Por otra parte, si ¢l ancho de un elemento correspon- &)
diente de altura dy en la figura 6-3% es n dz, entonces dFF = o' dA' =
(Es ) n dz dy. Igualando esas fuerzas, de modo que ellas produzcan el
mismo momento respecto al eje z, tenemos

i)

Eedzrdy = Esendzdy

ek "
E: (6-20)

Este niimero i sin dimensiones se llama factor de transfermacidn. Indi- Variscitn del caluerzo
ca que la seccidn transversal con ancho b en la viga original, figura 6-3%a, e Mexidm
debe incrementarse en ancho a b; = nb en la regidn donde el material 1 ()
va ser transformado en material 2, figura 6-39¢. De manera similar, si el Fig. 639
material 2 menos rigido va a transformarse en el material 1 més rigido, la
seccitn transversal se verd como la mostrada en la figura 6-39f Aqui, el
ancho del material 2 se ha cambiado a by = n'b, donde n' = E,/E,. Ad-
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Wiga transfoemada al material (2
ie)

=gk
Vign trunsformads ol material (1)
(i

Wariacion del esluerzo

de Nexidn para la viga

mfm.lhalwm
g

5

Wariaciin del esfuerad
e Mexida para la viga
iransfoemada &l msterial (1]

thi

Fig. 6-3 {conl.)

vierta que en este caso el factor de transformacion i’ debe ser menor que
uno ya gue E; > E,. En otras palabras, necesitamos menos del material
mis rigido para soportar un momento dado.

Una vez que la viga ha sido transformada en otra hecha con un solo ma-
tewial, 1a distribucidn del esfuerzo normal sobre la seccidn transformada
serd lineal como se muestra én la figura 6-3% 0 6395, En consecuencia,
¢l centroide (eje neutro) y el momento de inercia de la seccién transforma-
da pueden determinarse y aplicarse la férmula de flexidn de la manera
usual para determinar el esfuerzo en cada punto de la viga transformada.
Observe que el esfuerzo en la viga transformada es equivalente al esfuerzo
en el mismo material de la viga real. Sin embargo, para el material trans-
formado, el esfuerzo encontrado en la seccidn transformada tiene que ser
multiplicado por ¢l factor de transformacién n (o n'), ya que el drea del
material transformado, 44" = n dz dy, es n veces el drea del material real
dA = dz dy. Esto es:

dF = odA = o' dA’
ordzdy = a'ndzdy

o = mr (6-21)

Los gjemplos 6-21 y 6-22 ilustran numéricamente la aplicacidn del mié-
todo de la secordn transformada.
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Una viga compuesta estd hecha de madera y esid reforzada con una
cubreplaca de acero localizada en el fondo de Ia viga. Tiene la seccidn
transversal mostrada en la figura 6-40a. 51 la viga estd sometida al mo-
mento flexionante M = 2 kN - m, determine el esfuerzo normal en los
puntos B y C. Considere E 4 = 12 GPay E,. = 200 GPa,

L

HI
B
§
¥
15
130 mam N
0 i g
= v i mem
- i
{a) {b)
Fig. 640
Solucian

Propiedades de la seccion.  Aunque la seleccidn es arbitraria, trans-
formaremos agui la seccidn en una hecha enteramente de acero. Co-
mo el acero tiene una mayor rigidez que la madera (E,, = Eqgi), el an-
cho de la madera debe reducirse a un ancho equivalente de acero. Por
tanto, # debe ser menor que 1. Para que esto sea el caso.n = E_ 4 /E,..
por o que:

- _ 12GPa B
bye = b = M—GPH{ISHMJ = 9mm

La seccitn transformada se muestra en la figura 6-408.
La posicién del centroide (eje neutro), calculada respecto a un eje
de referencia situado en el forndo de la seccidn es:

_ EFA _ [001 m]{0.02 m){0.150 m) + [0.095 m](0.009 m}(0.150 m)
LA e 002 m{0.150 m) + 0,009 m(0.150 m )

= (03638 m

El momento de inercia respecto al eje neutro es entonces:

Iya = [11—1{1115!] m)(0.02m)* + (0,150 m){0.02 m)(0.03638 m — 0.01 m}z]

+ [%{UJIH I'I'IHI:I-IED m]-]' + |:'|:I_-|Iﬂ m}{ﬂ_liﬂ m}{l}_ﬂ;‘j m — (LA m}!]

= —-h 4
9.358(107%) m Y
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7.TE MFa
el

B MPa
28.6 MPa
200 MPa
.50 MPa 150 MPs
M= 2 kNm M= 2 kN
B I 22l
T 1.7% MPa -

id)

Esfuerzo normal.  Aplicando la formula de la flexion, el esfuerzo nor-
mal en B v C es:

2kN-m(0.170 m — (L03638 m)

e ek = .6 MPa
e 0.358(10°%) m*

~ 2kN-m(0.03638 m)
7€ T g 35R(107%) m*

= 7.78 MPa Resp.

La distribucién del esfuerzo normal sobre la seccidn transformada (to-
da de acero) se muestra en la figura 6-40c.
El esfuerzo normal en la madera en B, figura 6-40a, se determina con

la ecuacion 6-21; asi,
12 GPa
T = Wrg: = mf_lﬂ.ﬁﬁ MPa} = 1.71 MPa Rﬁp-

Usando estos conceptos, demuestre que ¢l esfuerzo normal en el
acero ¥y en la madera en el punto en que estén en conlaclo es oy, =
3150 MPa v oy = 0210 MPa, respectivamente. La distribucidn del
esfuerzo normal en la viga real se muestra en la figura 6-404,
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Para reforzar la viga de acero, se coloca un tablén de roble entre sus
patines como se muestra en la figura 6-41a. 5i el esfuerzo normal per-
misible para el acero es (Gpemm)ac = 24 kib/pulg® y para la madera es
(Tperm)mas = 3 kib/pulg’, determine el momento flexionante méximo
que la viga puede soportar con y sin el refuerzo de madera. E,. =
29(10%) klb/pulg?, E,py = 1.50(1015{]. kib/pulg’. El momento de inercia
de la viga de acero es [, = 20.3 pulg®, y el drea de su seccién transver-
sal es A = B.79 pulg’.

(L6623 pulg
o

k12 pulg pulg b
—

CH

Fig. 6-41

Solucidon

Sin madera.  Aqui el eje neutro coincide con el eje z. La aplicacidn
directa de la fdrmula de la flexion a la viga de acero nos da:

{"-Tp:rl:}u - %

I
, _ M(4200 pulg)
24 klb/pulg? = — i

M = 116 klb - pulg Resp.

Con madera. Como ahora tenemos una viga compuesta, debemos
transformar la seccidn a un solo material. Serd mas ficil transformar
la madera a una cantidad equivalente de acero. Para hacer esto,n =
Emad/Ege (Por qué? Asi, el ancho de una cantidad equivalente de ace-
ro es:

1.60{10%) kIb/pul
_ L60(107) FE__E; (12 pulg) = 0.662 pulg

ac = Mt = 50 10%) Kibipulg

Condinria
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La seccidn transformada s¢ muestra én la figura 6-41b, El gje neutro
st en:

EFA _ [0)(8.79 pulg?) + [2.20 pulg](4 pulg)(0.662 pulg)
A %70 pulg® + 4(0.662 pulg’)
= (L5093 pulg

_'Tr:

El momento de inercia respecto al eje neulro es:
[ = [203pulg® + (8.79 pulg®}{0.5093 pulg)’] +
%{u.&ﬁz pulgh({4 pulg)’ + (0,662 pulg)(4 pulg){2.200 pulg — 0.5093 pulg)?
= 33.68 pulg’
El esfuerzo normal maxime en el acero ocurrird en el fondo de La vi-

ga, figura 6-41b. Aqui, ¢ = 4.200 pulg + 0.5093 pulg = 4.7093 pulg. El
momento miximo con base en ¢l esfuerzo permisible del acero es por

tanto:
Me
[r’pl.'rm.:'at'= T
L M{4.T093 pulg)
24 klb/pulg= = -
dan 33.68 pulg®

M = 172 klb- pulg

El esfuerzo normal miximo ¢n la madera se presenta en la parte su-
perior de la viga, figura 6-41b. Aqui, o' = 4.20 pulg - 0.5093 pulg =
26007 pulg. Comio oy = R, ¢l momento méximo con base en el os-
fuerzo permisible de la madera es:

M'e!
[“-p-erru.:lmid =N I
L TLa0{107) kib/pulg 1 M °( 36907 pul
3 klb/pulg?® = "r - ol e . : p'e)
20(10°) kib/pulg® | 33.68 pulg?
M"= 496 klb - pulg

Por comparacidn, el momento maximo estd regido por el esfuerzo
permisible en el acero, Asi,

M =172 klb-pulg Resp,

Advierta lambién que al usar la madera como refuerzo, se proporcio-
na una capacidad adicional de 48% de momento para la viga.
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*6.7 Vigas de concreto reforzado

Todas las vigas sometidas a flexién pura deben resistir tanto esfuerzos de
tensidn como de compresidn. Sin embargo, el concreto es muy suscepti-
ble al agrietamiento cuando estd tensionadao, por lo que por si mismo no
es apropiado para resistir un momento de flexidn,* Para superar esta des-
ventaja, los ingenieros colocan barras de refuerzo de acero dentro de una
viga de concreto en lugares en que el concrelo estd a tensidn, figura 6-424,
Para que sean lo mds efectiva posibles, esas barras se sitdan lo més lejos
posible del eje newtro de la viga, de manera que el momento generado
por las fuerzas desarrolladas en las barras sea maximo respecto al eje neu-
tro. Por otra parte, la barras deben tener un recubrimiento de concreto
que las proteja de la corrosidn o de la pérdida de resistencia en caso de
un incendio. En el disefio de concreto reforzado, la capacidad del concre-
to para soportar cargas de tensidn se desprecia va que un posible agrieta-
miento del concreto es impredecible. En consecuencia, la distribucion del
esfuerzo normal que actila sobre la seccidn transversal de una viga de con-
creto reforzado se supone igual a la mostrada en la figura 6425,

El anilisis de esfuerzos requiere localizar el eje neutro y determinar el
esfuerzo méximo en el acero v en el concreto. Para hacer esto, ¢l drea de
acero A,y se transforma primero en un drea equivalente de concreto usan-
do el factor de transformacién n = E, (E . Esta relacién, quedan > 1,
5¢ escoge va gque una cantidad “mayor™ de concreto es necesaria para
reemplazar al acero. El drea transformada es nA . v la seccion transfor- i
mada se ve como la mostrada en la figura 6-42c. Aqui, d representa la dis-
tancia de la parte superior de la viga al acero (transformado), b el ancho
de la viga ¥ h' la distancia atn no conocida de la parte superior de la vi-
ga al gje neutro. Podemos obtener h° usando ¢l hecho de que el centroi- M
de C de la seccidn transversal de la seccidn transformada se encuenira so-  5e supose que
bre el eje neutro, figura 6-42¢. Por tanto, con referencia al eje neutro, ] ) concrelo estd agrictado
momento de las dos dreas, £7A, debe ser cero, puesto que ¥ = Z7A /24 = 0 £ pegkin )

0. Ausi, 1k}

LE 1]

bh’(g) = nig(d = k') =0

b, . o
S+ nAGh = nAyd =0 A
Una vez obtenida &' de esta ecuaciton cuadritica, la solucion procede de
manera usual para la obtencidn del esfuerzo en la viga. A
-

leh

*La inspeccidn de su digrama particular de esfuerzo-deformacidn unitaria en la figura
311 revela gue este concrelo es 125 veces mds resistente en compresidn que en tensido,
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i1 kib-pie

2 pulg
Barras de | pulg de didmero
(a)

=12 pulg+
7T
W16 pulg

() 1
o

:n = 1265 pulg?

(b

= 2029 pulg*

1.72

e

e
ich

T ™= AT pope =

La viga de concreto reforzade tiene la seccidn transversal mostrada
en la figura 6-43a. Si estd sometida a un momento flexionante M =
0 klb - pie, determine el esfuerzo normal en cada una de las barras de
acero de refuerzo y el esfuerzo normal méximo en ¢l concreto. Consi-
dere E,. = 29(10°) kib/pulg’ y E.ooc = 3.6(10%) kib/ pulg®.

Solucidén
Como la viga estd hecha de concreto, en el siguiente andlisis desprecia-
remos su resistencia para soportar esfuerzos de tension.

Propiedades de la seccion. E| drea total de acero, A, = 2[w(0.5
pulg)’] = 1.571 pulg® serd transformada en un sirea equivalente de con-
creto, figura 6-43b. Aqui,

_ 29010°) kib/pulg’
3.6(10°) kib/pulg’

Requerimos que el centroide se encuentre sobre el eje neutro, Enton-
ces, 274 = 0o

h
12 pulg(h') 3 - 1265 pulg® (16 pulg — h') = 0
BT+ 211h - 337 =0

A =nA, {1.571 pulg?) = 12.65 pulg®

La ralz positiva es:
h' = 4.85 pulg

Usando este valor de &%, el momento de inercia de la seccidn transfor-
mada respecto al eje neutro, es:

:
I= [% (12 pulg)(4.85 pulg)® + 12 pulg(4.85 pujgj(*iszﬂ) ] +12.65 pulg?( 16 pulg — 4.85 pulg)’

Exfuerzo normal.  Aplicando 1a férmula de la flexién a la seccidn trans-
formada, ¢l esfuerzo normal maxime en el concreto es:

[60 KIb - pie (12 pulg /pie) (4.8 pulg)

([ f——— 2029 pulg? = 1.72 kib/pulg®  Resp.

El esfuerzo normal resistido por la franja de “concreto”, que reempla-
20 al acero, es:

_ [60 Kib- pie (12 pulg /pie)}(16 pulg — 485 pulg)
2029 pulg"

El esfuerzo normal en cada una de las dos barras de refuerzo es por
tanto

, (IEFI[ 10°) kib/pulg’

= 3.96 kib/pulg?

3.6(107) E]b.fpulgl)lﬁ kibipulg® = 31.9 kib/pulg®  Resp

La distribucidn del esfuerzo normal se muestra graficamente en la figu-
ra f-43c.
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*6.8 Vigas curvas

La fdrmula de la flexidn ¢s aplicable a miembros prisméticos recros, va
gue, como $¢ mostrd antes, para miembros rectos la deformacion unitaria
normal varfa linealmente desde el eje newtro. 5in embargo, si el miembro
es curva esta hipdtesis no es correcta, por lo que debemos desarrollar otra
ecuacion que describa la distribucidn del esfuerzo, En esta seccidn consi-
deraremos el anilisis de una viga curva, es decir, de un miembro con eje
curvo y sometido a flexidn. Ejemplos tipicos incluyen ganchos v eslabo-
nes de cadenas. En todos los casos, los miembros no son delgados pero
tienen una curva aguda y las dimensiones de sus secciones (ransversales
son grandes comparadas con sus radios de curvatura.

En 2] andilisis se supone que la seccién transversal es constante y tiene
un eje de simetria perpendicular a la direccién del momento aplicado M,
figura 6-44a. Se supone ademads que ¢l material es homogéneo e isotropi-
co ¥ que se comporta de manera elastoplistica cuando se apl.ica. la carga.
Como en el caso de una viga recta, supondremos para una viga curva que
las secciones transversales del miembro permanecen planas después de
aplicado ¢l momento. Ademds, cualquier distorsidn de la seccidn trans-
versal dentro de su propio plano serd despreciada.

Para efectuar ¢l andilisis, tres radios, medidos desde el centro de curva-
tura € del miembro, se identifican en la figura 6-44a, y son: ¥, que define
la posicidn conocida del centroide de la seccidn transversal; R, que define la
posicién ain no determinada del efe newtro, y r, que localiza un punto arbi-
trario o elemento de drca dA sobre la seccidn transversal. Note que el eje
neutro se encuentra dentro de la seccidn transversal, va que el momento
M genera compresidn en las fibras superiores de la viga v tension ¢n sus
fibras inferiores, y por definicién, el eje neutro es una linea de esfuerzo y
deformacidn unitaria nulos.

Eje neutro

El esfuerzo de fexidn en este gancho de
griia puede ser estimado usando la formiala
de la viga curva.
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Si aislamos un segmento diferencial de la viga, figura 6-44b, ¢l esfuerzo
tiende a deformar el material en forma tal que cada seccidn transversal
girard un dngulo 48,2, La deformacion unitaria € en la franja arbitraria de
material localizada en r estard ahora determinada. Esta franja tiene una
longitud original r d@, figura 6-44b. Sin embargo, debido a las rotaciones
68,2, el cambio total en la longitud de la franja es 88K — r). En conse-
Cuencia,

B SR - r)
 rde

5i definimos k = A8/d8, que es constante para cualguier elemento par-
ticular, tendremios:
e=4(*7)
r

A diferencia del caso de vigas rectas, podemos ver que aqui la deforma-
cidn umitaria normal no es una funcidn lineal de r sino gue varia en for-
ma hiperbdlica. Esto ocurre aun cuando la seccion transversal de la viga
permanece plana después de la deformacion. Como el momenio ocasio-
na que ¢l material se comporte eldsticamente, la ley de Hooke es aplica-
ble, por lo que el esfuerzo en funcidn de la posicidn estd dado por:

o= E&(R; "j (6-22)

Esta variacion es también hiperbolica v, como ya ha sido establecida, po-
demos determinar la posicion del eje neviro v relacionar la distribucidn
del esfuerzo con ¢l momento interno resultante M.




Para obtener la posicidn R del eje neutro, requerimos que la fuerza in-
terna resultante causada por la distribucidn del esfuerzo que actiia sobre
la seccidn transversal sea igual a cero, es decir,

Fp=EF; Ju’d}l=ﬂ-
A

[Et(”")ﬂ-u
4 r

Como Ek v R son constantes, tenemos:

RIE—Idﬁ.:u
..l.r A

Despejando B, obtenemos:

A
R=——
o T
Aqui,
B = posicidn del eje neuiro, medido desde el centro de curvatura O del
miembro

A = fdrea de la seccidn transversal del miembro

r = posicion arbitraria del elemento de drea dA sobre la seccidn trans-
versal, medida desde el centro de curvatura @ del miembro.

Laintegral en la ecuacidn 6-23 puede ser evaluada para varias geometrias
de seccidn transversales. Los resultados para algunas secciones comunes
se dan en la tabla 6-2.

Bir=r} bl =2

TP by L
3l :&—P.}[:l' 'ujl'b

mel ix [F—m}
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Para relacionar la distribucidn del esfuerzo con el momento flexionan-
te resultante, requerimos que el momento interno resultante sea igual al
momento de la distnbucidn del esfuerzo calculado respecto al eje neutro,
De 1a figura 6-4da, el esfuerzo o, que actiia sobre ¢l elemento de drea dA
¥ que estd localizado a una distancia ¥ del eje neutro, genera una fuerza
dF = odA sobre el elemenio v un momento respecto al eje newiro dM =
vl dA). Este momento es positivo, va que por la regla de la mano dere-
cha estd dirigido en la misma direccién que M. Para la seccidn transver-
sal entera, requerimos M = | yor dA.

Como vy = R — r, v o estd definida por la ecuacion 6-22, tenemos:

M = J[R - r}Ek(R r_ r) dA
A

Desarrollando v tomando en cuenta que EX v K son constantes, oble-

nemos:
M = Ek[R:JdA - EHJ dA + erd)
al A A

La primera integral es equivalenie a A /R de acuerdo con la ecuacion 6-23,
¥ la segunda integral es simplemente ¢l drea A de la seccidn transversal.
Como la localizacidn del centroide se determina con 7 = | r dA /4, la ter-
cera integral puede reemplazarse por rA. Asi, podemos escribir:

M = EkA(F — R)

Despejando Ek en la ecuacidn 6-22, sustituvendo tal valor en la ecuacion
anterior y despejando o, tenemos:

{6-24)

Aqui,

o= gsfuerso normal en el miembro

M = momento interno, determinado con el mérodo de las secciones y las
ecuaciones de equilibrio v caleulado respecto al eje neutro de la sec-
cidn transversal, Este momento es pasitivo si tiende a incrementar
el radio de curvatura del miembro, esto es, 51 tende a enderezar el
miembro

A = drea de la seccidn trangversal del miembro

K = distancia medida desde el centro de curvatura al eje neutro, deter-
minada con la ecuacidn 6-23

F = distancia medida desde el centro de curvatura al centroide de 1a sec-
cidn transversal

r = distancia medida desde el centro de curvatura al punto en que va a
determinarse ¢l esfuerzo o



De la figura 6-4a, vy = R —ror = R — y. También, la distancia ¢ =
F = R es constante v normalmente pequefia. 5i sustituimos esos resulta-
dos en la ecuacion 6-24, podemos también escribir:

(6-25)

Estas dos ditimas ecuaciones representan dos formas de la llamada
férmula de la viga curva, que como la fdrmula de la lexidn puede usarse
para determinar la distribucidn del esfuerzo normal pero en un miembro
curvo, Esta distribucidn es, como se dijo antes, hiperbdlica; un ejemplo se
muestra en las figuras 6-ddc y 6-ddd. Como el esfuerzo actia en la direc-
cidn de la circunferencia de la viga, se le llama a veces esfuerzo circunfe-
rencial. 5in embargo, debe ser claro que debido a la curvatura de la viga,
el esfuerzo circunferencial genera una correspondiente componente de
esfuerzo radial, asi llamada va que esta componente actida en la direccion
radial. Para mostrar como se genera, consideremos el diagrama de cuer-
po libre mostrado en la figura 6-44¢, que es un segmento de la parte su-
perior del elemento diferencial en la figura 6-44b. Aqui, el esfuerzo radial
i, &5 NECesario va que genera la fuerza dF,, que se requicre para equili-
brar las componentes de las fuerzas circunferenciales dF, que actiian a lo
largo de la linea O' 8.

En ocasiones, los esfuersos radiales en miembros curvos pueden ser muy
importantes, especialmente si el miembro estd construido a base de placas
delgadas y tiene, por ejemplo, la forma de una seccidn [. En este caso, el es-
fuerzo radial puede resultar tan grande como el esfuerzo circunferencial, por
lo que el miembro debe disefiarse para resistir ambos esfuerzos. Sin embar-
go,en la mayoria de los casos esos esfuerzos pueden despreciarse, sobre todo
si la seccidn transversal del miembro es una seccidn sdlida, Aqui la formula
de la viga curva da resultados que concuerdan muy bien con los determi-
nados por medio de ensayos o por andlisis basados en la teoria de la elas-
ticidad.

La férmula de la viga curva suele usarse cuando la curvatura del miem-
bro es muy pronunciada, como en el caso de ganchos o anillos. Sin embar-
g0, 5i el radio de curvatura es mayor que cinco veces el peralte del miem-
bro, la férmula de la flexidn puede normalmente usarse para determinar
el esfuerzo. Especificamente, para secciones rectangulares en las que es-
ta razdn es igual a 5, el esfuerzo normal maximo, determinado con la
fdrmula de la flexién serd aproximadamente 7% menor que su valor de-
terminado con la férmula de la viga curva. Este error se reduce més aun
cuando la razén radio de curvatura a peralte es mayor de 5.*

*Vea, por ejemplo, Boresl, AP, v otros, Advaenced Mechanics of Materialy, 3a. e, pdg. 333,
1978, John Wiley & Soms, Nueva York,
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Una barra de acero con seccidn transversal rectangular tiene forma de
arco circular como se muestra en la figura 6-45a. Si el esfuerzo normal
permisible es o, = 20 kib/pulg’, determine el momento flexionan-
te mdximo M que puede aplicarse a la barra. [ Qué valor tendria este
momento si la barra fuess recta?

dr

fa)

Fig. 645

Solucidn

Momento interno, Como M tiende a incrementar el radio de curva-
tura de la barra, es positivo.

Propiedades de la seccidn.  La posicion del eje neutro se determina
usando la ecuacidn &-23, De la figura 6-43a, tenemos:

dA e (2 pulg) dr 11 pulg
[— = L & = (2pulg)In r = (L4134 pulg
al ik, r % pulg
Este mismo resultado puede obtenerse directamente en la tabla 6-2.
Asi,

A (2pulg)(2pulg)
J‘ dA 0.40134 pulg
A

r

R = 9 46h6 pulg

Canrtiitidi
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Debe notarse que en todos los cilculos anteriores, K debe determinar-
s¢ con varias cifras significativas para garantizar que (F = R) sea exac-
ta por lo menos con tres cifras significativas.

Mo se sabe si el esfuerzo normal alcanza su miximo en la parte su-
perior o en la parte inferior de la barra, por lo que debemos calcular el
momento M en cada caso por separado. Como el esfuerzo normal en
la parte superior de la barra es de compresidn, o = =20 kib /pulg®,

B M(R —r,)
T ArF - R)
B . M(9.9666 pulg - 11 pulg)
20KIb/pule” = 15 ulg) (2 pulg)(11 pulg) (10 pulg — 9.9666 pulg)
M = 285 klb- pulg

Igualmente. en el fondo de la barra el esfuerzo normal es de tension,
por lo que o = +20 kib,/pulg’. Por tanto,

M(R —r)

7T AnF - R)
. M(9.9666 pulg — 9 pulg)
20 kib/pulg (2 pulg)(2 pulg)(9 pulg)(10 pulg — 9.9666 pulg)
M = 249 klb- pulg Resp.

Por comparacion, ¢l momento maximo que puede aplicarse es
24.9 klb - pulg v el esfuerzo normal méiximo ocarre en el fondo de la
barra. El esfuerzo de compresion en la parte superior de la barra es en-
17.5 kibipalg?  [OTICES:

- 24,9 klb - pulg (2.9666 pulg — 11 pulg)
20 klbipulg’ (2 pulg (2 pulg)(11 pulg)(10 pulg —9.9666 pulg)
= —17.5 kib/pulg?

L]

La distribucién del esfuerzo se muestra en la figura 6-45h.
51 la barra fuese recta, entonces

e
1
20 kib/pulg? = — L1 Pulg) .
1212 pulg)(2 pulg)
M = 267 klb - pulg Resp.

Esto representa un error de aproximadamente 7% respecto al valor
miis exacto determinado anles,
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La barra curva tiene la seccidn transversal mostrada en la figura 6364,
5i estd sometida a momentos flexionantes de 4 kN + m, determine el es-
fuerzo normal maximo desarrollado en la barra.

4 kM- 4 kN-m
.-"""‘_ 0 I-"._-_""
250 200 mm 7
!Eﬂmm I'. ) e
| -
_L' 50 mam
¥ 10 mam
A
{a)
Fig. 6-46
Soluddn

Momento interno. Cada seccidn de la barra estd sometida al mismo
momento intérmo resultante de 4 kN - m. Como este momento tiende
a disminuir el radio de curvatura de la barra, es negativo. Asi, M =
=4 kM -m.

Fropiedades de la seccidn.  Consideraremos agui gue la seccidn trans-
versal consta de un rectdngulo y de un tridngulo. El drea total de la sec-
citn transversal es:

TA = (005m) + %{m}s m){0.03 m) = 3.250{107%) m?

La localizacidn del centroide se determina con referencia al centro de
curvatura, punto 0, figura 6-46a.

7
"= "3A
_ 0225 m](0.05 m)(0.05 m) + [0.260 m]}(0.050 m){0.030 m)
3.250{107%) m?
= (.23308 m

Contimnin
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4 kM-m

I 1 MPFa

A 129 MPa

(b

A

Podemos calcular |, dA /r para cada parte usando la tabla 6-2. Para el
rectdngulo,

0.250 m
0.200 m

dA
J &2 = [I.[lﬁm(in ) = 0.011157 m
A

Para el tridngulo,

[:L!_ (005 m) (0280 m) { 0.280 m

—_— = 005m = 0
nﬂ.ﬁl}m) 0,05 m = 0LOD2ER6T m

r (0280m - 0.250m)
La posicion del ¢je neutro se determina entonces de acuerdo con:

TA 3.250(107) m*

H‘ = - = =
i 0011157 m + 00028867
LJ dAfr " m
A

= (.23142 m

Observe que R < rcomo era de esperarse. Ademds, los cileulos se efec-
tuaron con suficiente exactitud, por lo que (F = ) = 0.23308 m -

123142 m = 0.00166 m es ahora exacto con tres cifras significativas.

Esfuerzo normal. El esfuerzo normal méximo se presenta en A oen
f. Aphcando la (drmula de ls viga curva para calcular el esfuerzo nor-
mal en B, rg = 0.200 m, tenemaos:

M(R —rg) _ (~4kN-m){0.23142 m - 0.200 m)
Arg(F — R} 32500{107%) m*{0.200 m){0.00166 m)
=116 MPa

irg =

En cl punto A, ry = 0.280 m y el esfuerzo normal es:

M(R—r,)  (=4kN-m)(0.23142m — 0.280 m)

o et _ i e my

A Ar(F - R)  3.2500(107%) m(0.280 m) (0.00166 m)
= 120 MPa Respr.

Por comparacion, el esfuerzo normal miximo se presenta en A, Una

representacion bidimensional de la distribucion del esfuerzo se mues-
tra en la fgura 6-46bh.
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6.9 Concentraciones de esfuerzos

La férmula de la flexion, oy, = Mc/l, puede usarse para determinar
la distribucidn del esfuerzo en regiones de un miembro en que el drea de la
seccidn transversal es constante o es ligeramente ahusada. 5i la seccidn
transversal cambia abruptamente, las distribuciones del esfuerzo normal
y de la deformacidn unitaria en la seccidn se vuelven no lineales y pueden
obtenerse sdlo por medio de experimentos o, en algunos casos, por medio
de un andlisis matemdtico usando la teoria de la elasticidad. Disconti-
nuidades comunes incluyen miembros con muescas en sus superficies, fi-
gura 6-47a, agujeros para ¢l paso de sujetadores o de otros objetos, figu-
ra 6-47b, o cambios abruptos en las dimensiones externas de la seccidn
transversal del miembro, figura 6-47¢, El esfuerzo normal mdrime en ca-
da una de esas discontinuidades ocurre en la seccidn tomada a través del
drea minima de la seccidn transversal.

Para el disefio, es generalmente importante conocer el esfuerzo normal
méximo desarrollado en esas secciones, no la distribucidn real del esfuer-
zo mismo. Como en los casos anteriores de barras cargadas axialmente y
de flechas cargadas a torsidn, podemos obtener el esfuerzo normal médxi-
mo debido a flexidn usando un factor K de concentracidn de esfuerzos.
Por gjemplo, en la figura 6-48 se dan valores de K para una barra plana
gue tiene un cambio en su seccidn transversal usando filetes. Para usar es-
ta griafica, encuenire simplemente las razones geométricas w i y r/l v loe-
go encuentre el correspondiente valor de K para una geometria par-

20 14
iz
19
10
I 28
I.7 16
& ¥ |
K K
L2
1.5
10
14
I.H
13 5
P 14
L1 1.2
1.4
1.4k
1] 1 £ 3 & | B r ] 5 [FL1]
[ 4
L]
Fig. =48

{a}

L1}

[5]

Fig. 647

=

Fig. 6-50
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T

Concentraciones de esfuerzos causados
por Mexidn se presenian en las esquinas agu-
das de este dinte] de ventana y son respon-
sables de las grietas en las esquinas

ticular. Una vez obtenido K, el esfuerzo de Mexidn midximo se determing
usando

{6-26)

Aqui, la formula de la flexion se aplica al drea mids pequefia de la seccidn
transversal, ya que oy, ocurre ¢n la base del filete, figura 6-49, Die 1a mis-
ma manera, la figura 6-50 puede usarse si la discontinuidad consiste en ra-
nuras o muescas circulares.

Como en el caso de carga axial y torsidn, la concentracion de esfuerzos
por flexidn debe siempre considerarse al disefiar miembros hechos de ma-
teriales frigiles o que estén sometidos a fatiga o carga ciclica. Debe ser
claro que los factores de concentracidn de esfuerzos son aplicables sélo
cuando el material estd sometido a un comportamiente eldstico. 3 el mo-
mento aplicado genera fluencia del material, como es ¢l caso en los ma-
teriales diictiles, el esfuerzo se redistribuye en todo el miembro y el es-
fuerzo maximo que resulta es inferior al determinado usando factores de
concentracion de esfuerzos. Este fendmeno se analizard con mayor am-
plitud en la siguiente seccidn.
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La transicidn en &l drea de la seecidn transversal de la barra de acero
se logra por medio de filetes como se muestra en la figura 6-51a. 5i la
barra estd sometida a un momento flexionante de 5 kN - m, determine
¢l esfuerzo normal méximo desarrollado en el acero. El esfuerzo de
fluencia es oy = 500 MPa.

5 kMN-m
SkM-m

F o= | mum ﬁ

e |

3 kM-m
5 kM-m

- L MPa

(a} (hj

Fig. 6-51

Soluchin

El momento genera el maximo esfuerzo en la barra en la base del file-
te, donde el drea de la seccidn transversal es minima. El factor de con-
centracion de esfuerzo puede determinarse usando la figura 6-48. De
la geometria de la barra, tenemos r = 16 mm, h = 80 mm, w = 120 mm.
Entonces,

r 1l6mm w120 mm
= - [}J —— i
A B0mm i B0mm

= 1.5

SkM
Esos valores dan K = 1.45, =~

Aplicando la ecuacidn 6-26, tenemos

. (SKN-m)(0.4 m)
Tmax = K5 “'m[ﬁ{nﬂzum}{ummﬂ TR

244 MPa

Este resultado indica gque el acero permanece eldstico va que el esfuer- 3 kN-m

zo tiene un valor inferior al de fluencia (500 MPa). —

Sin embargo, por ¢l principio de Saint-Venant, seccidn 4.1, csos es-
fuerzos localizados se suavizan y se vuelven lineales a una distancia
{aproximadamente) de 80 mm o més a la derecha de la transicidn. En
este caso, la fdrmula de la flexion da oy, = 234 MPa, figura 6-51c. Note
también que un filete de mayor radio reducird considerablemente la
Ty, ¥ Que al crecer ren la figura 6-48, K disminuye.

ic)
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PROBLEMAS

6-119. La viga compuesta estd hecha de acero (A} uni-
do a bronee (B) v tiene la seccidn transversal mostrada.
Determine el esfuerzo méiximo de Bexidn en el bronce v
en el acero cuando estd sometida 3 un momento M =
6.5 kM« m. ; Cudl es el esfuerso en cada material en el lugar
enque estdn unidos entre s7 Ey = 100 GPay E,, = 200 GPa

*§-120. La viga compuesta estd hecha de acero (A ) uni-
do a bromce (H) v tiene la seccidn transversal mostrada. 54
el esfuerzo permisible a flexidn para el SCero es (el =
180 MFPa v para el bronee €3 (e Iy = 60 MPa, determi-
ne &l momento maximo M que puede aplicarse a la viga,
Ey, = 100 GPa y E,. = 200 GPa.

W =565 kM'm

Probs, 6-11%120

6-121. Una viga de madera estd reforzada con placas de
ACETH ¢n sus partes supenor ¢ inferior como se muestra en
la figura. Determine el esfuerzo miximo de Aexidn gene-
rado en la madera v en el acero si la viga estd sometida a
un mamento flexionante M = 5 kN« m. Esboce la distri-
bucidn del esfuerzo que actia sobre la secchon transversal,
Considere E;4 = 11 GPa, E,, = 200 GPa.

e}

Froh. 6=121 I

6122 Lawviga “sdndwich™ se usa como puntal én un acus-
plano. Consiste cn placas de aluminio situadas en las par-
tes supenor ¢ infertor de la viga ¥ en un nicleo de resina
plastica. Determine el esfuerzo miximo de Mexidn en ¢l
aluminio ¥ en el plistico cuando s viga estd sometida s un
momento M = 61b pulg. £, = 10(10°) kibjpulg’ y E, =
2(107) klb /pulg’,

puli

ulg

= 6 Ib-pulg
pulg
Prob. 6-121

6-123. Lo canal de acero se usa para reforzar la viga de
mitders. Determine el esfuerso miximo de flexidén en el
acero ¥ en la madera si la 'r.iph el sonmeeticln @1 un mosmaen-
to M = 850 Ib-pic. E,, = 29(10%) kib/jpulg?, Epuy =
{Eh ] klh.-'pulg_"

b
pulg
13
= hepie
5 1
s
Frob, 6123 (5 paslp

*6-124. El micmbro ticne un ndcleo de bronce adberido
a un recubrimiento de acero. Si se aplica un momento con-
centrado de BN - moen su extremo, determing el esfuerzo
de flexidn miximo en ¢l micmbro. £, = 10 GPay E_ =
200 GPa

A kN-m

E'I.h'ruu.L
L

- _'I_

200 num - .I.-;II rm;l'—"_"l!'llmm

Froh. 6i-124
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6-125. La viga estd hecha con ires lipos de plisticos con
sus mddulos de elasticidad indicados en la figura. Deter-

mine ¢l esfuerzo méximo de flexion en el PVC. 4
M
S0 1k S0 Th
-~
PVC Epy= 450 kibvpulg® 2
Escom Ey = 160 kibpalg® Baras de  pulp de
Bakelite Eg = 500 kibfpulg’
! Prob. 6-127
1 pies 4 ples 3 ples
1 *6-128. Determine la maxima carga wy uniformemente
'11“"31.- dstnibanida que pueds ser soportada por la viga de conere-
pulgy to reforzado si el esfuerzo permisible de tension en el ace-
2 pulg) 10 €8 (FyJperms = 28 klb/pulg v el esfuerzo permisible de
5 pu-flg. compresidn en ¢l concreto €3 {Fuadpeem = 3 kib/pulg’.

Suponga que el concreto no puede soportar esfuersos de
Prob. 6125 tensidn. Considere E,. = 20010 kib/pulg’ ¥ Eope =
16(10°) kib,pulg®.

G-126. Lawvign de concreto reforzado se usa para sopor-
tar la carga indicada. Dietermine ¢l esfuerzo méximo ab-
soluto mormal en cada una de las barras de refuerzo de ace-
1o A-36 v el esfuerzo mdximo absoluto de compresidn en
el concreto, Suponga que el concreto liene una alia resis-
tencia en compresidn ¥ desprecie su resistencia para so-

Wy Barras de 075 pulg de didmetro

A
il
Pl | |
| 20 pulg
215 pulg |

portar tensiones. e Hes ste § pies - 10 pulg
Proh. 6- 138
10 Kl 11 kb
B pulg 6129, Una banda bimetdlica estd hecha de alominio
e 2014-T6 v de latdn rojo CE3400, con la seccidn transversal
mosirada, Un incremento de temperalura ocasiona que su
| f I 15 pulg superficie neuira adguicra la forma de un arco circular con
[ e radio de 16 pulg. Determine el momento que debe estar
b 4 ples ofo——— B pieg ——== 4 p-ﬁ-l lpalg actuando en su seccidn transversal debido al esfuerzo
bamas de 1 palg ErEics,
de didmetrs
Proh. fi-126

1LY pultg
- .

6-127. La viga de concreto reforzado tiene dos barras
de acero de refuerzo. El esfuerzo permisible de tensidn pa-
ra &l acero o8 (O dperm = 40 kib/pulg® v el esfuerzo per-
misible de compresion en el concrelo 8 (Tpnlpem =
3 kib/pulg’. Determine el momento médximo M que puede
aplicarse a la seccidn. Suponga que &l concrelo no pee-
de soportar esfuerzos de tensidn, £, = 29(10%) kib /pulg’®
¥ e = 1B(10%) kb fpulg®. Prob. 6129

|0 pulg
, 01 pulg
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613. La horquilla se usa como parte del tren de aterri- 6=133. La viga curva esti sometida a un momento M =
nj.: d:l.]l“.:ﬂ;l d.: un ;'I."ilh‘l Si la reaccidn mdxima de la rae- 40 I = Fi=' Determine el esluerso maximo de Nlexidn en la
da en el extremo de la horguilla es de 840 Ib, determine el viga, Eshoce en una vista bidimensional la distribucién del
esfuerzo de flexidn miximo en la seccidn a-a de la porcidn esfuerzo que actida sobre la seccidn a-a.

curva de la horquilla. En ese lugar la seccidn transversal 2 ) )
es circular con 2 pulg de didgmetro. 6-1M. Lavigacurva esté hecha de un material que tiens

un esfuerzo de flexion opem = 24 kib/pulg’. Determine ¢l
momento maximo M gque puede aplicarse a la viga.

8 pulg
_|____.‘-'-5' pudg
T
2 palg
dy el
. ¢
0.5 pulg
L L
M =40 Ibpae M =4 lbpic
Probes, 6135134
530 b
Prob. &-13
6=-131. El muembro curvo es simétnco v estd somelido a 6-135.  La barra curva usada en una méguina tiene una
un momento M = 600 |b+ pie. Determine el esfuerzo de seccion transversal rectangular, 5i la barra estd sometida
flexién en los puntos A y B del miembro. Muestre el es- & N Par como se muesira, determine los esfuerzos max-
fuerso actuando sobre elementos de volumen localizados mos de ensiin y compresidn que actian en la seccidn
EN £8306 PUNLOS. a-it. Esboce la distribuckin del esfuerzo sobre la seccidn en

una vista tridimensional.

®*6-13L El miembro curvo es simétrico v estd sometido
a un momento M = 400 |b - pic. Determine los esfuersos
miximos de tension v de compresicn en el miembro. Com-
pare esos valores con bos de un miembro recto que tenga
la misma seccidn transversal y esté cargado con el mismo
moTme Tl o

Frobe. f-1317132 Prob. &-135



*§-136. El miembrocorvo en caja es simétrico y estd so-
metido a un momento W = 500 [b+ pe. Determine el es-
fuerzo de flexidn en el miembro en los puntos A v B, Mues-
tre el esfuerzo actuando sobre elementos de volumen
localizados en esos puntos

6-137. El miembso curvo en caja es simdétrico v estd so-
metido o un momento M = 350 [b * pie, Determine los es-
fuerzos miximos de Lension y compresion en el miembro,
Compare esos valores con los de un miembro recto que
tenga la misma seccidn transversal ¥ esté cargado con el
MESIO momenta,

Ly A
M M
Probs. 6-136/137

6-138. Dwurante el vuels, la parte estructural curva en el
avidm a reaccion estd someiida a un momenio W = 6 N-m
en su seecion ransversal. Determine el esfuwerzo mAximo
de flexidn en |a seccidn curva de la estructura y eshoce una
vista bidimensional de la distribucidn del esfuerzo.

05 m

X mm W Enim

Proh. 6138

ProBLEmas « 345

6139. El codo de la tuberia tiene un radic extenor de
0.75 pulg v un radio intenor de 0,63 pulg. 5i el conjunto es-
td sometido a los momentos M = 25 b+ pulg. determine el
esfuerzo miximo de flexidn generado en la seccidn a-a.

M =125 Bbpulg

Frob. 139

#h-1d. Llna barra circular de 100 mm de didmetro estd
doblada en forma de 5. 5i se someie a los momentos M =
125 N+ m en sus extremos, determine los esfuerzos maxi-
mos de lension v de compresion generados en la barra.

M=I23Nm

Prob. 6-140
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6-141. El miembro tiene una seccidn transversal elipti-
cai, 5i se somete o un esfuerzo M = 50 N-m, determime el
esfuerzo de flexidn en los puntos A v B, (Es el esfuerzo en
el punto A', que estd localizado sobre el miembro cerca de
la pared igual que el esfuerzo en A7 Expliquelo.

6-142. El micmbro ticne una seccidn transversal elipti-
ca. 5i el esfuerzo permisible de flexion e$ oy = 125 MPa,
determine el momento méximo M que puede aplicarse al
miembro,

i

Prohs. 6=1417143

6=143%  La barra tene un espesor de .25 pulg y esti hecha
de un material que tiene un esfuerzo permisible de Ne-
iGN de Fperm = 18 klb pulg’. Dietermine el momento maxi-
ma M que puede aplicirsele,

144,  La barra tiene un espesor de 0.5 pulg v esti so-
metida a un momento de 60 b+ pie. Determine el esfuer-

b-145. La barra estd sometida a un momenio W =
15 W - m. Determine ¢l esfuerzo médximo de flexién en la
barra v eshoce, en forma aproximada, como varia el esfuer-
#0 sobre la seccidn critica,

f=146. El esfuerzo permisible de Mexidn para la barra es
Tpeeen = 175 MPa. Determine el momento maximo M que
puede aplicarse a la barra.

Al ey

u:uﬂ..,e. )

1.5 mm M =15N'm

Probs, §-145/146

6-147. La barra estd sometida a cuatro momenios con-
centrados, 5 estd en equilibrio, determine las magnitudes
de los momentos maximos M v M’ que pueden aplicarse
sin exceder un esfuerro permisible de flexion de o =
22 klbpulg’.

*6-148. La barra estd sometida a cuatro MomEnios Con-
centrados 51 M = 180 k- pae vy M° = 70 b~ pie, determi-
ne ¢l esfuerzo miximo de fexidn generado en la barra.

pulg 4.5 | pulg

H(+ Y

100bepee 100 [bepue

Frobs. 6-1477148

6-149, Determine el esfucrzo mdximo de flexidn gene-
rado en la barra cuando estd sometida a los momentos
concenirados mosirados, La barra tiene un espesor de

0.25 pulg,

i d5mulg 1.5 pulg

160 Ib-pulg )

zo méiximo de flexidn en la barra.
I
4 pulg
nf
Frobs. =145 144

03 pulg 1.025 pulg 60 1b pulg

Prob. 6-14%



6150, Determing la longitud L de la porcidn central de
la barra de manera que el esfuerzo miximo de flexidn en

A, By C sea el mismo. La barra tiene un espesor de 10 mm.

6-151. La barra estd someiida aun momento M =
153 M - m. Determine ¢ radio r minimo de los letes de
modo que el esfuerzo permisible de Mexion o, = 120
PPa Ao sea excedida.

S mm 7

Prob., 6151

6152 La barra estd sometida a un momento M = 175
Mem. 8i r = 6 mm determine ¢ esfuerzo de flexicn mexi-
mo en el material.

Prid. 6-152

Pro#Lemas « 351

6-153. 5i el radio de cada muesca sobre la placa es r =
(L5 pulg, determing el momento maximo que puede apli-
carse. El esfuerzo permisible de flexidn para el material
€8 Fperms = 18 klb fpulg’.

f=154. La placa simétricamente indentada estd sometida
a flexidn, 5i el radio de cada muesca es r = 0.5 pulg v el
momento aplicado es M = 10 kib - pie, determine el esfuer-
20 maximo de flexion en la placa.

Proba. 6-153/154

=155 Labarra indentada simplemente apoyada esti so-
metida a dos fuerzas P. Determine la magnitud midxima de
P que pucde aplicarse sin causar que el material fluya. El
material es acero A-36. Cada muesca tiene un radio

r = 0125 pulg.

*f-156. La barra indentada simplemente apovada esid
sometida a dos cargas, cada una de magnitud P = 100 [h,
Determine el esfuerzo miximo de fexidn generado en la
bharra y esboce la distribucidn del esfuerzo de flexidn gue
actis sobre La seccitn transversal en el centro de la barra
Cada muesca tiene un radio r = 0,125 pulg.

0.5 pulg

1 pulg
- pulg

Frohes. 61557156
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*6.10 Flexion inelastica

Las ecuaciones previamente obtenidas para determinar el esfuerzo nor-
mal por flexidn son vilidas sdlo si el material se comporta de manera elis-
tica lineal. 5i ¢l momento aplicado ocasiona que ¢l material fluya, debe
entonces usarse un andlisis plastico para determinar la distribucion del es-
fuerzo. Sin embargo, para los casos eldstico y plistico de flexion de miem-
bros rectos, deben cumplirse tres condiciones.

Distribucion lineal de la deformacién unitaria normal. Con base
en consideraciones geométricas, se mostrd en la seccidn 6.3 que las defor-
maciones unitarias normales que se desarrollan en el material siempre va-
rian fimealmente desde cero en el gje neutro de la seccidn transversal has-
ta un maximo en el punio mais alejado del eje neutro.

Fuerza resultante igual a cero. Como e tiene s6lo un momento in-
terno resultante actuando sobre la seccidn transversal, la fuerza resultan-
te causada por la distribucidn del esfuerzo debe ser igual a cero. Como o
genera una fuerza sobre el drea dA de dF = o dA, figura 6-52, entonces,
para el drea entera A de la seccidn transversal, tenemos:

z Fr=ZEF; j rdA =0 (6-2T)
A
M | Esta ecuacidn proporciona un medio para obtener la posicion del eje
T _\_+ SR,
A !H"-\-\.

Momento resultante. El momento resultante en la seccidn debe ser

Pig. 652 equivalente al momento causado por la distribucidn del esfuerzo respec-
to al eje newtro. Como el momento de la fuerza dF = ordA respecto al eje
neutro es dM = y{odA), si sumamos los resultados sobre toda la seccidn
transversal, figura 6-52, tenemos,

(Mg), = M, M = [ y (o dA) (6-28)
A

Esas condiciones de geometria y carga se usardn ahora para mostrar oomo
determinar la distribucidn del esfuerzo en una viga al estar ésta sometida
# un momento interno resultante que ocasiona fluencia del material. En
todo el andlisis supondremos que el material tiene un diagrama esfuerzo-
deformacidn igual en tensidn que en compresidn. Por simplicidad, comen-
zaremos considerando que la viga tiene una seccidn transversal con dos
¢jes de simetria. en este caso un rectingulo de altura h v ancho b, como
se muestra en la figura 6-33a4, Consideraremos tres casos de carga que son
de especial interés.



Momento elastico maximo. Suponga que el momento aplicado M =
My es justamente suficiente para producir deformaciones unitarias de
fluencia en las fibras superior & inferior de la viga, como se muestra én la
figura 6-53b. Como la distribucién de la deformacidn unitaria es lineal,
pedemos determinar la correspondiente distribucion del esfuerzo usan-
do el diagrama esfuerzo-deformacion unitaria, figura 6-33¢. 5e ve aqui que
la deformacidn unitaria de fluencia ey genera el esfuerzo de fuencia oy,
v que las deformaciones unitarias intermedias € v € generan los esfuer-
208 ry ¥ try, respectivamente. Cuando esos esfuerzos, v otros similares, se
grafican en los puntos ¥ = k2, y = v, ¥ = y,, e, se obtiene la distribu-
cifin del esfuerzo mostrada en las figuras 6-534 v 6-53¢. La linealidad del
esfuerzo es, por supuesto, una consecuencia de la ley de Hooke.

Ahora que se ha establecido la distribucidn del esfuerzo, podemos com-
probar si la ecuacidn 6-27 se satisface. Para esto, calcularemos primero la
fuerza resultante en cada una de las dos porciones de la distribucion del
esfuerzo cn la figura 6-53¢. Geométricamente eslo €5 equivalente a en-
contrar los voliimenes bajo los dos blogues triangulares Tal como se mues-
tra, la seccidn transversal superior del miembro estd sometida a compre-
sidn ¥ la porcidn inferior estd sometida a tensidn. Tenemos:

1/ h 1
Tl - z(l{lr)ﬂ ¥ 4bﬂ{T1-'
Como T es igual pero opuesta a C, la ecuacidn 6-27 se satisface vy el eje
neutro pasa por ¢l centroide del drea de la seccidn transversal.

El momento eldstico miximo My se determina con la ecuacidn 6-25,
que establece que M, es equivalente al momenio de la distribucion del es-
fuerzo respecto al eje neutro. Para aplicar esta ecuacion geométricamen-
te, debemos determinar los momentos generados por T ¥ € en la figura
6-53e respecto al eje neutro. Como cada una de las fuerzas actiia a través
del centroide del volumen de su blogue triangular de esfuerzos asociado,

enemos:
vk 2% h 1 hh
o C(E)E . T(ﬂi £ 3(4”"“)(3) 2

= %hﬁzay (6-29)

Por supuesto, este mismo resultado puede obtenerse de manera més di-

recta usando la fdrmula de la flexién, esto es, oy = M-,-{hﬂ‘],f[bh’ﬂl] 0
My = bty f6.

DHstrdbucidm del esfoerzn
{vista lateral) &
Wy
{dh [&h
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Momento plastico. Algunos materiales, como el acero, lienden a ex-
hibir un comportamiento eldstico-perfectamente plistico cuando el es-
fuerzo en el material excede el valor oy. Considere, por ejemplo, el miem-
bro en la figura 6-54a. 51 el momento interno M > My, el material en las
fibras superior e inferior de la viga comenzard a fluir ocasionando una re-
distribucidn del esfuerzo sobre la seccidn iransversal hasta que se desarro-
lle el momento interno M requerido. 5i la distribucidn de la deformacidn
unitaria normal asi producida es como se muestra en la figura 6-54b, la
distribucidn del esfuerzo normal correspondiente se determina con el dia-
grama esfuerzo-deformacion unitaria, de la misma manera que en el caso
elastico. Usando el diagrama esfuerzo-deformacidn unitaria para el ma-
terial mostrado en la figura 6-54¢, las deformaciones unitarias €, ey, &
corresponden a los esfuerzos ay, oy, oy, respectivamente. Cuando éstos y
olros esfuerzos se trazan sobre la secadn transversal, obtenemos la dis-
tribucidn del esfuerso mostrada en la figura 6-54d 0 6-54¢. Los “blogues™
de esfuerzos de tensidn y compresidn consisten cada uno en blogues com-
ponentes rectangulares v riangulares, Sus volimenes son:

1
Ni=C = E}'rﬂ'rb

Debido a la simetria, la ecuacion 6-27 se satisface v ¢l eje neutro pasa por
el centroide de la seccion transversal, tal como se muestra. El momento
aplicado M puede relacionarse con el esfuerzo de fluencia oy usando la
ecuacidn 6-28. En la figura 6-34¢ se requiere,

3 2 1/ h
i =15m) + €(5m) + o+ 55 - )]

el 1)

. h
“2gwon )30 ) 45 - w ) |33 + )]
A 4 ¥
= 4.']-']'2#?(' 3 ﬁ:
D usando la ecuacion 6-20,
L5 ) EM‘y(l 4}%) (6-30)
2 N
- ,
C,
Dhetribuicids del caloeras Fruencia T,
{viets lmeral) plisrics
id) il

Fig. 6-54
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La inspeccion de la figura 6-34¢ revela que M produce dos zonas de
fluencia pldstica y un nicleo eldstico en el miembro. Los limites entre ellos
estin localizados a la distancia +yy desde el eje neutro. Conforme M cre-
e en magnitud, vy Gende a cero. Esto convertiria al material en totalmen-
te plastico v la distribucidn del esfuerzo se veria como s muestra en la fi-
gura 6-54f. De la ecuacidn 6-30 con vy = [, 0 encontrando los momentos 5
de los “blogues” de esfuerzos respecto al ¢je neutro, podemos escribir es-
te valor limite comao:

1
M, = Eﬁ’lzﬂ'r (6-31)
Uszando la ecuacidn 6-29, (enemos: !
3 L
M, = EMF (6-32) Momento plistico
Este momento se llama momento pldstico. El valor obtenido agui es o

vilido sélo para la seccidn rectangular mostrada en la figura 6-54f, ya que
en general su valor depende de la geometria de la seccidn transversal.

Las vigas usadas en edificios de acero se disefian a veces para resistic
un momento plistico. Para tales casos, los oddigos 0 manuales incluven
una propiedad de disefio de las vigas llamada factor de forma. El factor
de forma e define como la razon,

HP Eje de sinsetria
k= My (6-33) -
. Momerio
Este valor especifica la capacidad adicional de momento que una viga conocido

puede soportar mis alld de su momento eldstico mdximo. Por ¢jemplo, se- |
gin la ecuacidn 6-32, una viga con seccidn transversal rectangular tiene
un factor de forma k = 1.5. Por tanto, podemos concluir que esta seccidn
soportard 50% miis de momento flexionante que su momento elastico md-
ximo cuando se plastifica totalmente,

Momento altimo. Consideremos ahora el caso mds general de una vi-
£a con seccidn transversal simétrica sdlo con respecto al eje vertical y el
momento aplicado respecto al eje horizontal, figura 6-55a. Supondremos
que el material exhibe endurecimiento por deformacidn y que sus diagra- a
mas esfuerzo-deformacidn unitaria a tension v compresidn son diferen-
tes, figura 6-335,

5i el momento M produce fluencia en la viga, surgen dificultades en la -
determinacién de la posicidn del eje neutro y de la deformacidn unitaria o J
mixima que se genera en la viga. Esto se debe a que la seccidn transver-
sal es asimétrica respecto al eje horizontal v el comportamiento esfuerzo- £
deformacion unitaria del material no es igual en tensidn ¥ en compresidn, T
Para resolver este problema, un procedimiento por tanteos requiere los /

siguientes pasos:

LEL]

1. Para un momento dado M, suponga la posicion del eje neuwtroy la — =
pendiente de la distribucion “lineal”™ de la deformacidn unitaria, fi-
gura 6-55¢.

2. Esiablezca grificamente la distribucidn del esfuerzo sobre la sec- Fig. 6-55
cidn transversal del miembro usando la curva o-¢ para trazar valo-
res del esfuerzo correspondientes a la deformacion unitaria. La dis-
tribucion resultante del esfuerzo, figura 65354, tendrd entonces la
misma forma que la curva o€,

b}
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). Determine los volimenes encerrados por los “blogues” de esfuer-
z0s 8 tensitn y a compresion. (Como aproximacion, esto puede re-
querir la subdivisidn de cada blogue en regiones componentes.)
Segiin la ecuncidn 6-27, los volimenes de esos blogues deben ser
iguales, ya que ellos representan la fuerza resultante de tensidn T y
la fuerza resuliante de compresidn C sobre la seccidn, figura 6-35¢.
51 esas fuerzas no son iguales, debe hacerse un ajuste de la posicidn
del eje neutro (punto de deformacidn unitaria cero) v repetirse el
proceso hasta que la ecuacion 6-27 (T = C) se cumpla.

4. Una vez que T = C, los momentos producidos por T v C pueden
calcularse respecto al eje neutro. Los brazos de momento para T v
C s¢ miden desde el eje neutro hasta los centroides de los voldne-
mes definidos por las distribuciones del esfuerzo, figura 6-535¢. La
ecuacion 6-28 requiere que M = Ty + Cy". 5i esta ecuacidn no se
cumple, la pendiente de la disiribucidn de la deformacidon unitaria
debe ajustarse y deben repetirse los cilculos para Ty C y para los
momentos hasta gue se oblenga una buena concordancia.

Este proceso de cdloulo es obviamente muy tedioso pero afortunada-
mente no se requiere con frecuencia en la prictica de la ingenieria. La ma-
voria de las vigas son simétricas respecto a dos ejes y se construyen con
materiales que tienen supuestamente diagramas esfuerzos-deformacidn
unitaria a tension y a compresion similares. Siempre que esto s¢ cumple,
el eje neutro pasa por el centroide de la seccidn transversal, lo que sim-
plifica el proceso de relacionar la distribucién del esfuerzo con el momen-
to resultante.
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6.27

La viga de patin ancho de acero tiene las dimensiones mostradas en la 05
figura 6-56a. 5i estd hecha de un material elastopldstico con esfuerzo

de fluencia, igual a tensidn y a compresidn, de oy = 36 kib/pulg?, de-

termine el factor de forma para la viga. i
Solucidn

Para determinar el factor de forma, es necesario primero calcular el

momento elistico madximo My v el momento plistico M. 4

Momento eldstico mdxime. La distribucidn del esfuerzo normal pa-
ra ¢l momento eldstico mdximo se muestra en la figura 6-56b. El mo- n}
mento de inercia respecto al eje neulns es;

I3 pulg

J =

1 3
17 |0 pulg)(9 pulg)” | +

2[% (8 pulg)(0.5 pulg)® + 8 pulg(0.5 pulg)(4.75 pulg)® | = 2110 pulg’
Aplicando la férmula de Ia flexidn, tenemos:

Finix = %; 36 klb/pulg® =

36 kb pulg?

My(5 pulg)
211.0 pulg?
My = 15195 klb - pulg My

Momenito plastico.  El momento pldstico ocasiona que el acero en to- ilbs sl g
da la seccidn transversal de la viga fluya, por lo que la distribucion del

esfuerzo normal es como se muesira én la figura 6-56¢, Debido a la si- ()

metria de la seccidn transversal y como los diagramas de esfuerzo-de-

formacidn unitaria a tensién v a compresion son iguales, el eje neutro

pasa por ¢l centroide de la seccidn transversal. Para determinar el mo-

mento pldstico, la distribucidn del esfuerzo se divide en cuatro “blo-

ques” rectangulares y la fuerza producida por cada “blogque™ es igual

al volumen del bloque respectivo, Por consiguiente, fenemaos:

C, = T} = 36 kiby/pulg®(0.5 pulg)(4.5 pulg) = &1 kib
C; = T: = 36 kib/pulg?(0.5 pulg)(8 pulg) = 144 kib G

Estas fuerzas actdan a través del centroide del volumen de cada blo- T
que. Al calcular los momentos de estas fuerzas respecto al eje neutro, 36 kb, pulg? E
obienemos el momento plistico: =

M, = 2[(2.25 pulg)(#1 kib)] + 2[(4.75 pulg){144 k1b)] = 1732.5 kib- pulg fieh
Factor de forma. Aplicando la ecuacién 6-33 se obtiene:

p o Mp _ 17325Kib- pulg
My 15195 kib-pulg

Este valor indica que una viga de patin ancho proporciona una seccidn
muy eficiente para resistir un momento eldstico. La mayor parte del
momento se¢ genera en los patines, es decir, en los segmentos superior
e inferior. mientras que ¢l alma o segmento vertical contnbuye muy
poco. En este caso particular, sélo 14% de momento adicional puede
ser soportado por la viga mds alld del que soporta eldsticamente.

36 kb fpulp?

1.14 Rezp.
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P 100 mam

15 mm

120 mm

15 mm

M, = 412.5 m(u'”fm) + 375 m(”‘{: '") + 375 i:]"d(ﬂ.ﬂ] i O

M, = 294kN-m

Una viga T tiene las dimensiones mostradas en la figura 6-57a. 5i estd
hecha de un material eldstico perfectamente plistico con esfuerzo de
fluencia a tensidn ¥ a compresion de oy = 250 MPa, determine el mo-
mento plistico que puede resistir la viga.

50 MPa
N
EI % mam
c, {20 e -l §
™ T A

15 mm

L)
Fig. 6-57

Solucién

La distribucidn del esfuerzo “plisticn” que actia sobre la seccidn trans-
versal de la viga se muestra en la figura 6-57h. En este caso, la seccidn
transversal no es simétrica con respecto a un eje horizontal, v en con-
secuencia, el eje neutro ne pasa por el centroide de la seccidn iransver-
sal. Para determinar la posicidn d del eje neutro, requerimos que la dis-
tribucidn del esfuerzo genere una fuerza resultante cero sobre la seccidn
transversal. Suponiendo que o = 120 mm, tenemaos:

Jmm=ur, T-C=Cy=0

A

250 MPa(0.015 m){d) — 250 MPa{0.015 m){0.120 m - d)
— 250 MPa(0.015 m){0.100 m) = O
d =0110m < 0.120m Ok
Usando este resultado, las fuerzas gue actian sobre cada segmento son:

T = 250 MN/m*(0.015 m){0.110 m) = 412.5kN
Cy = 250 MN/m*{0.015 m){0.010 m) = 37.5 kN
C; = 250 MN/m*{0.015 m}{0.100 m) = 375 kN
Por tanto, ¢l momento plistico resultante respecto al eje neutro es:

ﬂ.ﬂlim)

2

Resp.
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La viga en la figura 6-584 estd hecha de una aleacidn de titanio que tie-
ne un diagrama esfuerzo-deformacidn que puede aproximarse én par-
te por dos lineas rectas. 5i el comporiamiento del material es el mismo
tanto a tensidn como a compresion, determine el momento flexionan-
te que puede aplicarse a la viga que ocasionard que el material en las
partes superior e inferior de la viga quede sometido a una deformacidn
unitaria de 0,030 pulg /pulg.

e (kb /pulgt)
190 ;
o #ﬁ;ﬂ-‘- ;
150
3 <
&
ﬁ“:f
I
£ pusg a/pulg
b .00 o0s0 .

[E1]
Solucion |
Por inspeccidn del diagrama de esfuerzo-deformacion unitaria, vemos -

que el material exhibe un “comportamiento elastoplistico con endu-
recimiento por deformacion”. Como la seccidn transversal es simétri-
ca v los diagramas o€ a 1ensidn v a compresion son iguales. el eje neu-
tro debe pasar por el centroide de la seccidn transversal, La distribucidn
de la deformacion unitaria, que es siempre lineal, se muestra en la fi-
gura 6-58b, En particular, ¢l punto en gue ocurre la deformacidn uni-
taria eldstica maxima (0.010 pulg ‘pulg) ha sido determinado por pro-
porcidn, esto es 005 /1.5 pulg = 0.010/y o y = 0.3 pulg,

La distribucidn correspondiente del esfuerzo normal que actis so-
bre la seceidn transversal se muestra en la figura 6-58¢. El momento
producido por esta distribucién puede calcularse encontrando el *vo-
lumen” de los blogues de esfuerzo, Para hacerlo asi, subdividimos esta
distribucidn en dos blogues triangulares y en un bloque rectangular en
las regiones de tensidn y compresion, figura 6-584. Como la viga tiene
2 pulg de ancho, las resultantes y sus posiciones se determinan como
sigue:

r=03pelg 4010

1.5 pulg
L
i

Drisgribucedn de la
delormacida unitaria
ibi

Fig. 6-58

Continna
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190 ki g
1.5
1) kTh jpulg?
Distribacion del esfuerze
(]
c
k
r
i
T
i fpulg?
46 kb /pulg?
1dy
N

]

T, = €, = (1.2 pulg) (40 kib/pulg?)(2 pulg) = 48 kib

¥ =03 pulg + %{I-?‘- pulg) = 1.10 pulg
T: = Cy = (1.2 pulg)(150 kib/pulg®)(2 pulg) = 360 kib
¥ = 03 pulg + %{I-E pulg) = (.90 pulg

T=Cym %ma pulg) (150 kib)(2 pulg) = 45 kib

W= %m.a pulg) = 0.2 pulg

El momento producido por esta distribucion de esfuerzo normal res-
pecto al gje neutro es entonces:

M = 2[48 kib (1.10 pulg) + 360 kib {0.90 pulg) + 45 kib (0.2 pulg)]  Resp.
= 772 kib+ pulg

Solucién Il

En vez de usar ¢l procedimiento semigrafico anterior, es también po-
sible calcular el momento analiticamente. Para hacerlo asi, debemos
expresar la distribucidn del esfuerzo en la figura 6-58¢ como una fun-
citn de Ia posicidn y a lo largo de la viga. Observe que o = f(€) estd
dada en la figura 6-58q. Ademis, de la Ggura 6-585, la deformacion uni-
taria normal puede determinarse como funcidn de la posicidn y por
triingulos semecjantes; esto es,

008

€=y 0=y =15pulpg

Sustituyendo este valor en las funciones o-¢ mostradas en la figura
6-58a se obtiene:

a = Sy 0=y =03pulg (1)
o=3333y+ 140 03pulg =y = 1.5pulg {2)

De acuerdo con la figura 6-58¢, el momento causado por o actuan-
do sobre la franja dA = 2 dy es:

dM = y(ocdA) = yo(2dy)

Usando las ecuaciones 1 v 2. ¢l momento para la seccidn transversal
entera es entonces:

[N LA
M= E[EL 500y dy + zL (33397 + 140y) dy
1

= TI2 ki - pulg Resp.
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*6.11 Esfuerzo residual

5i una viga se carga en forma tal que el material de que estd hecha fluye,
entonces al retirar la carga se desarrollardn esfuerzos residuales en la vi-
ga. Como los esfuerzos residuales suelen ser importantes al considerar la
fatiga ¥ otros tipos de comportamiento mecdnico, estudiaremos un méto-
do usado para su cilculo cuando un miembro estd sometido a flexion.

Como en el caso de la torsion, podemos calcular la distnbucidn del es-
fuerzo residual vsando los principios de superposicidn v de recuperacién
eldstica. Para explicar cdmo se hace esto, consideremos la viga mostrada
en la figura 6-59%, que tiene una seccidn transversal rectangular y estd he-
cha de un material eldstico-perfectamente pldstico con el mismo diagra-
ma esfuerzo-deformacidn unitaria a tensidn que a compresion, figura
6-59b. La aplicacion del momento plistico M, ocasiona una distribucion
de esfuerzo en el miembro que idealizaremos como se muestra en la figu-
ra 6-5%¢. Segidn la ecuacidn 6-31, este momento es:

1. .2
HP - Ebﬁ'ﬂ'r

5i M, ocasiona que en el material en la parte superior e inferior de la
viga se genere una deformacidn unitaria & [ >> &y}, como lo muestra ¢l
punto B sobre la curva o-¢ en la figura 6-59b, entonces al retirar este
momento s¢ ocasionard que el material recupere eldsticamente parte de
esta deformacidn unitaria siguiendo la trayectoria punteada 8C. Como es-
ta recuperacion es eldstica, podemos superponer, en la distribucidn del

o
T .
I.-".el.umpli.l.br_l F
oy |y
IF
: 6
4
Zey !
5 I W . { ‘
2 P
{17 " Recaperschin
~03a | ¢ elistica real
g
(1L
_g.r. E‘

L]

Laj

Fig. 6-59
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Momemo plistico aplicadoe
que geners deformaciin usilaria plistica

LIS

esfuerzo en la figura 6-3%, una distribucidn lineal de esfuerzo causada
por la aplicacién del momento plistico en sentido opuesto, figura 6-5%4.
Aqui, el esfuerzo méiximo, que es llamado mdédulo de ruprura por flexion,
i, puede determinarse con la fdrmula de Ia flexidn cuando la viga estd
cargada con el momento plistico. Tenemos:

s o o MGH _ (b))
e T (b (L)
= ].-.jﬂ"r

Advierta que es posible aqui la aplicacidn inversa del momento plisti-
co usando una distribucidn lineal del esfuerzo, va que la recuperacicdn elds-
fica del material en las partes superior e infener de la viga puede tener
una deformacion urifaria mdvima de recuperacion de 2y, COMO 52 mues-
tra en la figura 6-3%5, Esto corresponderia a un esfuerzo maximo de 2oy
en las partes superior ¢ inferior de la viga, que es mavor que el esfuerzo
reguerido de 1.5 como se calculd antes, figura 6-594.

La superposicidn del momento plistico, figura 6-59¢, y su remocion, fi-
gura 6394, da la distribucidn del esfuerzo residual mostrada en la figura
6-5%. Como ejercicio, use los “blogues™ triangulares que representan es-
ta distribucitn de esfuerzo y demuestre que generan una resultante de
fuerza cero v momenio cero sobre el miembro, (al como debe ser.

El siguiente ejemplo ilustra numéricamente la aplicacidn de estos prin-
cipios.

4 oS5y 5y
q

oy
5
N ¥

5 =150 B
Inveriin del momento pliston Dasirbucidn ded esfuern
que genera defirmacion wnitaria elisticn residual en |n vign
(i el

Fig. 659 {comt.)
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La viga de patin ancho de acero mostrada en 1a figura 6-604 estd some-
tida a un momento plistico total de M. 5i se retira este momento, de-
termine la distribucidn del esfuerzo residual en la viga. El material es
eldstico perfectamente pldstico y tiene un esfuerzo de fluencia oy =

36 kib/pulg”,

Solucdn

La distribucién del esfuerzo normal en la viga causado por h'lp.'.tmuﬁ-
tra en la figura 6-60b. Cuando H-'Ip se retira, el material responde elas-
ticamente, Retirar M,, implica aplicar M, en sentido opuesto, lo que
conduce a una distribucidn eldstica del esfuerzo, como se muestra en
la figura 6-60c, El mddulo de ruptura e, se calcula con la formula de la
flexién. Usando M, = 1732.5 kib-pulg ¢ / = 211.0 pulg* del ejemplo
f=27, lEnemos:

. Me, . 17325 kib-pulg (5 pulg) _ :
'y 7 o 210 pulg' 41.1 klb/pulg
Como era de esperarse, o, < 2oy.

La superposicidn de los esfuerzos da la distribucidn del esfuerzo re-
sidual mosirada en la figura 6-60d. Note que el punto cero de esfuerzo
normal se determing por proporcidn; es decir, en las figuras 6-60b y
6-60c se requiere que

41.1 klb/pulg? _3¥ kb /pulg?

3 pulg ¥
¥ = 438 pulg

36 kb fpulg® a, =41.1 kib/pulg?
kil fpulg’

zl
a, =411 kib/pulg®

Momenio plistico aplicado Momenio plistico invertido
{vista Lateral} i vista lsteral)
b 4]

Fig. -6

¥ pulg
(a)

505 kib palg®

16 ki fpulg’

5,008 kel fpual?

[Hsaribacitin del esfuerzo residazl

{d)
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PROBLEMAS

6-157. Una barra con ancho de 3 pulg y altura de 2 pulg
esid hecha de un material elastoplistico cuyo ey =
36 kb /pulg’. Determine el momento respecto al eje hori-
zontal que ocasionard que la mitad de la barra Muya.

6-158. Dietermine el mddulo plistico y ef [actor de for-
ma para la seocidn de la viga de patin ancha,

Proh, 6-158

6-159. La viga estd hecha de un material elastoplistico
cuyo ay = 250 MPa, Determing el esfuerso residual en la
parie superior ¢ inferior de la viga después de que se apli-
ca el momento pléstico M, v luego se retira.

it
IS LT

4 mm

Prod. 6-159

®&-160. Determine el factor de forma para la seccidn
transversal de la viga H,

6-161. Lawviga H esti hecha de un material elastoplisti-
co cuyo , = 250 MPa. Determine el esfuerzo residual en
I parte superior ¢ inferior de la viga después de que se
aplica el momento plastico M, v loego se retira.

mm

20

Probas, 6160161

B=-162  La barra liene una secoidn transversal crcullar, Ex-
14 hecha de un material elastoplictioo. Determine su fac.
tor de Tormi v su mddelo de seceibn £,

f-163. Labarra iene una seccidn transversal circular. Es-
14 hecha de un material elastoplistico. Determine & mo-
mento eldstico méiximo ¥ ¢l momento plisiico que puede
aplicarse a su seccidn transversal. Considere r = 3 pulg v
oy = 36 kb jpulg”.

Frobs. 61621463



*§-164 La viga T estd hecha de un material elastoplisti-
co. Determine el momento elistico méximo y ¢l momen-
to plistico gque puede aplicarse a su seccidn fransversal,
oy = 36 klb/pulg’.

6-165. Determine el mddulo de seccidn plistico y el fac-
tor de forma para la seccidn fransversal de la viga.

I

Frobs. 6-1647165

G166,  Determine el madulo de seccion plistico v el fac-
tor de forma para la seccidn transversal de la viga.

I P

13 mm

Frob, 6106

ProBLEMAS « 365

6-167. Determine el momento plistico M, que puede so-
portar una viga con la seccidn transversal mostrada. oy =

30 kib,/pulg’.

Froh. =167

*4-168. El tubo de pared gruesa esti hecho de un mate-
rial elastoplistico. Determine el factor de forma v el md-
dulo de seccidn plistico £,

Froh. 6-168
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6169, Determine el factor de forma v el mddulo de sec-
cidn plistico para la seccidn del miembro.

G170, El micmbro estd hecho con un material clastoplds-
tico, Determine €] momenio méximo cléstico v el momento
méximo plistico que puede aplicarse a la seccidn transver-
sal. Considere b = 4 pulg, k = 6 pulg, oy = Jﬁklb,."puﬁp.z.

Proba &- 1687170

6171, Elperfil de patin ancho esti hecho de un material
clastopldstico. Determine su factor de forma v su mddulo

plistico £,

*5-172, La viga estd hecha de un material elastopldstico
para el cual oy = 200 MPa, 5i el momento miximo en la
viga se presenta dentro de la seccidn central a-g, determi-
ne la magnitud de cada Teerza P causanies de que este mo-
menio sea (a) el maximo momento eldstico y (b) el mdxi-
m momenio pldstico.

Il:iumm

Prob. 6-172

6-173. La viga estd hecha de un material elastoplastico
cuyo oy = 2000 MPa, 5i ¢l momento méximo en la viga se
presenta en ¢l empotramiento, determine la magnivod de
la fuerza P que ocasiona que csic momento sea {a) el maxi-
mo momente elistico ¥ (b) ¢l miximo momento plistico,

1
B
H 5
S .
15 mm
Proh. 6-173



6174, La viga en caja estd hecha de un material elasio-
plistico cuyo oy = 25 kib/pulg’. Si el momento maximo
eni la viga s¢ presenta en el centro del clare. determine la
intensidad de la carga wy distribuida que hard que este mo-
mento sea () el miximo momento eldstioo v (b) el maxi-
mo momento plistico.

I'—"'F'Hﬁ- 9 pies

-
£
4T

=

12 pulg) |16 pulg

=
q._l_l
1
-

pulg

Prob. 6-174

6-175. La viga esta hecha de un matenial elastoplastico
CUYD ey = Eﬂklhfpulgl.ﬂic] momento maximo en la viga
s presenta en la seccidm central a-g, determine s intensidad
de la carga w distribuida que ocasiona que este momento
sea {a) el momento mixmo clistico v (b) el momente ma-
ximo pléstico,

i

|- 10 pacs

Proh. 6=175

ProBLEMAs « 36T

*H=-1T6. Lo vign tiene una seccidn transversal rectangu-
lar v estd hecha de un material elastoplistico cuyvo diagra-
ma esfuerzo-deformacidn unitaria se muestra. Determing
la magnitud del momento M que debe aplicarse a la viga
para generar una deformacion unitaria mixima en sus fi-
bras exteriores de e, = (LK

tor (MPa)

£ (mm 1
RELI i

Prob. 6-176

=177, Unaviga estd hecha de plastico polipropileno cu-
vo diagrama esfuerzo-deformacidn unitaria puede aproxi-
marse por la curva mostrada. 5i la viga estd sometida a una
deformacidn unitania de tensidn v de compresidn méximas
de & = 0,02 mm fmm, determine el momento maximo M.

+a{Pa) nd
M
o= i e A 100 |
F]'ﬂ.m
£ (B g
Prob. 6-177
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6178 La barra estid hecha de una aleacién de aluminio
cuyo diagrama esfuerzo-deformacidn unitaria puede apro-
ximarse por los segmentos recios mostrados. Suponiendo
que este diagrama ¢s ¢l mismo pars tensidn ¥ para com-
presidn, determine el momento gue la barra puede sopor-
lar & la deformacidn unitaria mdxima en las fibras supe-

riores ¢ infenores de la vign es €5, = 003,

6-179. La harra estd hecha de una aleacion de aluminio
cuyo diagrama esluerzo-deformacidn unitaria puede apro-
ximarse por los segmentos rectos mostrados. Suponiendo
que este diagrama es el mismo para lension ¥ para com-
presidn, determine el momento que In barra puede sopor-
tar &i la deformacion unitaria mixima en las fibras supe-
riores e inferiores de ba viga es e, = 003,

serkivpalg’)
ol |- =
m _.l-""':’.-l

|
b

| i

i i i
D006 (025 {005 vipey
Probs, 6178179

*i-180. Un miembre esti hecho de un polimero cuyo dia-
grama esfuerzo-deformacian unitaria se muestra. 51 ka cur-
va pucde representarse por la ccuacion o = 4.65(10)e"
klb/pulg’, determine la magnitud del momento M que pue-
de aplicirsele sin que la deformacién unitaria mixima en
¢l miembro exceda el valor €, = 0.005 pulg/pulg.

Y= A0 P

Prob, &-180

6-181. Un material tiene un diagrama csfuerzo-deforma-
cidn unitaria tal que dentro del rango elistico ¢l esfuerzo
de lensidn o de compresion puede relacionarse a la defor-
macidn unitaria de tensidn o de compresidn por medio de
la ecuacidn " = Ke donde K v n son constantes. Si el ma-
kerial es1d sometido o un momento lexionante M, obtenga
una expresion que relacione el esfuerso maximo y el mo-
mento en el matenial. La seccién transversal tiene un
momento de inercia [ respecto a su je neutro,

"= Ke

Prob. 6151
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PROBLEMAS DE REPASO

6-182. Lawiga compuesta comsta de un nicleo de madera
y die dos placas de acero. 5i el esfuerzo permisible de fle-
xidn para la madera es (Thecm)mea ™= 20 MPa v para el acero
€8 {Tpeamae = 130 MPa, determine el momento méximo
que puede aplicarse a la viga. Eg,y = 11 GPay E,, =
200 GPa.

6-183. Resuclva el problema 6-182 si el momento estd
aplicado respecto al sje v v no respecto al ¢je z como se
migslr,

125 mm ™

Probs. 6-184'1683

*-184. Dibuje los diagramas de fuerga cortante v mo-
mento lexionante para la viga v determine la fuerza cor-
tante v ¢l momento en la viga en funcidn de x, para 0 =
X = b pics

2 kib fpie %k

50 klb-pie

=

Prob, 6-184

G-185. Determine la distnbucion del esfuerzo de Mexidn
en la seccion a-r de la viga. Esboce la distnibucidn, en una
vista trideme nsional, sctuamdo sobre ka seccidn ransversal.

¥
401 o 1IIIrrI11—|—.’H.Il}mm #0001 mam

B M Bl M

iS5 mm

—
L1 I:'l:lll:l

=t
15 mam dl'—-jh_

T5 mm

Frob. 6-1HS

6186, Determine ¢l mddulo plistico v ¢l factor de forma
para la viga de patin ancho,

201 viam

ik
1 mm

t mm

Proh. 6186



6-187. La viga estd hecha con un material elastoplastico
cuyo oy = 250 MPa. Determine el esfuerzo residual en la
parte superior e inferior de la viga después de que se apli-
ca ¢l momento plistico M, v luego se retira.

31 pvm

mm
180 mm

Prob. 6-187

*6-188. Para la viga curva en la fgera 6-4a, demuoestre
gue cuando el radio de curvatura tiende o infinito, b fdrmu-
la de la viga curva, ecuacidn 6-24, se reduce a la fdrmula
de la flexidn, ccuacitn 6-12.

G189, Laviga curva esti sometida a un momenio flexio-
nante M = 85 N=m como se muestra. Determine el esfuer-
#o en los puntos A ¥ B v muestre el esfucrzo sobre un
clemento de volumen localizado en esos puntos

M= 85 N-m
"-\..\\.I
-
N} mm
min A — — : 50 mm
15 mm — - =
5
= 2mm
Fi

Prosts. 6-189

PROBLEMAS DE REBASD « 3T

G190 Diibuje los diagramas de fuerza cortante v momen-
to flexionante para la Mlecha sometida a las cargas vertica-
les de la banda, engrane v volanie, Los cojinetes en A ¥ en
B gjercen sdlo reacciones verticales sobre la flecha,

i) W
450 M 1
A B
H
2000 pam 400 wxn - 300 mm |1'[H]rnm|
IN N
Proh. &-19

6-191. Determine el esfuerzo miximo de flexidn en la

seccidn @-a en I manijn de lo pinza cortadorn de cable, Se
aplica una fuerza de 45 Ib a las manijas. La seccidn trans-
versal de (stas se muesira en la figura.

- 45 b

- [ % pualg
4 pulg

075 pulg
- ]
L1500

iS5 Ib

Proh. =191
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Los durrientes de ferrocarnl actlan como vigas que Soporan Cangas corantes
transversales muy grandes. En consecuenaa, los durmeentes de madera tenden
a rajarse en sus extremos, donde las cargas cortantes son maximas.

Y



7.1 Esfuerzo cortante en miembros rectos

Se mostrd en la seccidn 6.1 que las vigas generalmente soportan cargas de
cortante y momento. La fuerza cortante 'V es el resultado de una distribu-
cidn de esfuerzo cortante transversal que actia sobre la seccidn transver-
sal de la viga, vea la figura 7-1. Debido a la propiedad complementaria del
cortante, note que los esfuerzos cortantes longitudinales asociados actdan
también a lo largo de planos longitudinales de la viga. Por ejemplo, un ele-
mento tipico retirado del punto interior sobre la seccidn transversal estd
sometido a esfuerzos cortante transversal v longitudinal como se muestra
en la figura 7-1.

Esfuerm corlante
IFan vl

Esluero conanis r

¥ Fig. 71

373
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P |
Los hlomes no estin wnidos enire si Lo tablomes estdn unsdos entre s
{al ibi

Los conectores de cortante son “soldados
e punios” a este paso melilioo corrugado
de manera que cuando es colado el piso de
eomerebo, bos conectores impedirdn gque b k-
s dle concreto s deslice sobre la superficie
metiilica. Asi, los dos materialos actuarin eo-
mi una l0sd compuesta.

Fig. 72

S¢ puede ilustrar fisicamente la raedn por la cual se desarrolla el esfuer-
zo cortante en los planos longitudinales de una viga que soporia una car-
ga cortante interna, considerando gue la viga se compone de tres tablo-
nes, figura 7-2a. 5i las superficies superior ¢ inferior de cada uno de los
tablones son lisas, v #5108 no estin unidos enire 51, entonces la aplicacidn
de la carga P ocasionard que se deslicen uno oon respecto al ofro, v asi la
viga se deflexionard como se muestra. Por otra parte, si las tablas estdn
unidas entre si. entonces los esfuerzos cortantes longitudinales entre ellos
evitardn su deslizamiento relativo v, por consiguiente, la viga actuari co-
mo una sola unidad, vea la figura 7-25h.

Comao resultado del esfuerzo cortante interno, se desarrollarin deforma-
ciones corfantes que tenderin a distorsionar la seccion transversal de mane-
ra un tanto compleja. Por ejemplo, considere una barra hecha de un ma-
terial altamente deformable v marcada con lineas reticulares horizontales
y verticales como se muesira en la figura 7-3a. Cuando se aplica la fuerza
cortante ¥, ésta tiende a deformar las lineas de la manera mostrada en la
figura 7-3h. En general, la distribucion de la deformacion por cortante no
uniforme sobre la seccidn transversal ocasionari que ésta se alabee, es de-
cir, que ne permanezca plana.

Iv

b Diespuds die 1n delormsaciim

Fig. 7-3



Secocw 7.2 La fdrmula del esfuerzo cortante « 375

Fecuerde que al obtener la fdrmula de la flexidn, se supuso que las sec-
ciones transversales deben permanecer planas v perpendiculares al eje
longitudinal de la viga después de la deformacidn. 5i bien estas suposicio-
nes se viclan cuando la viga se somete fanfo a flexion como a cortante, en
general se puede suponer que el alabeo de la seccidn transversal antes
descrito es suficieniemente pequedio, de 1al suerte que puede ser ignora-
do. Esta suposicion es particularmente ciérta para el caso més comiin de
una viga defgada; es decir, una que tiene poco peralie comparado con su
longitud.

En los capitulos anteriores se desarrollaron las fdrmulas de carga axial,
torsion v flexion determinando primero la distribucion de la deformacion uni-
taria, con base en suposiciones respecto a la deformacidn de la seccidn
transversal. Sin embargo, la distribucidn de la deformacidn cortante so-
bre todo el peralte de una viga mo puede ser expresada matematicamen-
te con facilidad; por gjemplo, no es uniforme o lineal en el caso de seccio-
nes transversales rectangulares como va se demosird, Por consiguiente, el
andlisis del esfuerzo cortante se desarrollard de manera diferente a la que
s¢ usid para estudiar las cargas antes mencionadas, Especificamente, de-
sarrollaremos una férmula para el esfuerzo cortante indirectamente; ¢sio
es, usando la fGrmula de la flexidn y 1a relacidn entre momento v cortan-
te (V = dM jdx).

7.2 La féormula del esfuerzo cortante

El desarrolle de una relacidn entre la distribucidon del esfuerzo corante
que actia sobre la seccidn transversal de una viga v la fuerza cortante re-
sultante en la seccidn, se basa en el estudio del esfuerzo cortante longini-
dinal y los resultados de la ecuacidon 6-2, V' = dM /dx. Para mostrar cémo
se gstablece esta relacion, consideraremos el equilibrio de fuerzas hori-
rontales en una porcion del elemento tomado de la viga en la figura 7-4a
v mostrado en la figura 7-46. Un diagrama de cuerpo libre del elemernio
gue muestra sdfo la distribucidn del esfuerzo normal gue actia sobre él
s¢ muestra eén la figura 7-4¢. Esta distribucidn es causada por los momen-
tos flexionantes M y M + dM. Hemos excluido los efectos de V.,V + dV
v wix) sobre ¢l diagrama de cuerpo libre va que esas cargas son vertica-
les v no aparecen en la sumatoria de fuerzas horizontales. El elementio en
la figura 7-4¢ satisface la ecuacidon EF, = 0 puesto que la distribucién del
esfuerzo a cada lado del elemento forma s6lo un par y por tanto se tiene Se sarisface £F, = 0
una fuerza resultante nula.

L ¢
—_—

e -+
frea = A o dF
o
P \ | )m"m
4 -— —
dF" dF”
- -
dx
(b} icl

Fig. 74
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] L A”

Consideremos ahora el segmento superior sombreado del elemento que
ha sido seleccionado a una distancia v' desde el eje neutro, figura 7-4b,
Este segmento tiene un ancho f en la seccidn y los lados transversales tie-
nen cada uno un drea A’ Puesto que los momentos resultantes a cada lado
del elemento difieren en dM. puede verse en la figura 7-4d que EF, = 0 no
seri satisfecha a menos que actie un esfuerzo cortante longitudinal rso-
bre la cara del fondo del segmento. En el siguiente andlisis supondremaos
gue este esfuerzo cortante es constanie a través del ancho £ de la cara del fon-
do. Este esfuerzo actia sobre el drea ¢ dx. Aphicando la ecoacion del equi-
librio de fuerzas horzontales v usando la formula de la flexiion, ecuacion
6-13, tenemos:

EEF = Iu-d.d.—jcrd.ﬁl—a-{:d:]=[l-
A A"
(Y an - [ (o -
(%)L_}rdﬂ = {1 dx) (7-1)

Despejando 7, oblenemos:

1 fadM
=—| — d A
T fr(d'x)L'v

Esta ecuacidn puede simplificarse observando que V = dM /dx (ecua-
cign 6-2), La integral representa también el primer momento del drea A°
respecto al eje neutro. Denofaremaos este momento con el simbolo . Como
la posicidn del centroide del drea A" se determina con ¥ = [, v dA /A’
podemos también escribir;

0= j ydA = yA’ (1-2)
-
T a ? o
—
e M —
- . FlTE ] e
o | M+ dM :
o ?‘b‘ N b [
‘oA AT b
AL N
Vista irudimenssonal () Vista de perfil



SEcocw 7.2 La fdrmula del esfuerzo cortanmte

El resultado final es, por tanto,

_¥d
"Th {7-3)

Adqui,

7 = esfoerzo corfante en el miembro en un punto situado a una distan-
cia v' del gje neutro, figura 7-4b, Se supone que este esfuerzo s cons-
tante y por tanto promediado a través del ancho ¢ del miembro, fi-
gura T-4d

V' = fuerza coriante interna resuliante, obienida con el método de las sec-
ciones v las ecuaciones de equilibrio

I = momento de inercia de toda la seccion transversal respecto al eje
neuire

t = ancho de la seccidn transversal del miembro en ¢l punto en que se
va a determinar 7

2 = [yydA" =¥ A" .donde A’ es la porcidn superior (o inferior) del drea
transversal del miembro considerada desde la seccidn en gue s mi-
de Ly ¥ es la distancia del centroide de A" al eje neutro

A la ecuacidn anterior se le llama fdrmula del cortante. Aungue en su
denvacidn consideramos sidlo los esfuerzos cortantes que actian sobre el
plano longitudinal de la viga. la fdrmula se aplica igualmenie para encon-
trar ¢l esfuerzo cortante transversal sobre la seccidn transversal de la vi-
ga. Esto se debe a que los esfuerzos cortantes transversales v longitudina-
les son complementarios ¥ numéricamente iguales.

Dado que la ecuacidn 7-3 se obtuvo a partir de la férmula de la Mexion,
€5 necesario que ¢l material se comporte de manera eldstico lineal ¥ ten-
ga un médulo de elasticidad ignal en tensidn que en compresion. El es-
fuerzo coriamte en miembros compuesios, es decir, aquellos con secciones
iransversales de diferentes materiales, puede lambién oblenerse usando
la fdrmula del cortante. Para hacerio asi, es necesario calcular (Y e fen la
seccidn transformada del micmbro como lo vimos en la seccidn 6.6, Sin
embargo, ¢l ancho 1 en la formula sigue siendo el ancho real ¢ de la sec-
cidn tramsversal en el punto en gue se va a calcular 7.

an
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7.3 Esfuerzos cortantes en vigas

Falla tipica por cortante en esta viga de ma.
dera; la falla se presenta en la seccidn sobre
el soporie v la mitad de la altura de b sec-
o0 transversal,

Con objeto de desarrollar alguna comprension en cuanto al método de
aplicar la formula del cortante, y también ver algunas de sus limitaciones,
estudiaremos ahora las distiibuciones del esfuerzo cortante en Unos cuantos
tipos comunes de secciones ransversales de vigas. Luego presentaremos apli-
cactones numéricas de la férmula del cortante en los ejemplos siguientes.

Seccion transversal rectangular. Consideremos que la viga tiene una
seccidn transversal rectangular de ancho b y altura i como se muestra en
la figura 7-5q, La distribucion del esfuerzo cortante a través de la seceidn
transversal pucde determinarse caleulando el esfuerzo corlanie en una af-
nura arhirraria v medida desde el ¢je neutro, figura 7-5b, v luego grafican-
do esta funcidn. El drea con sombra oscura A se usard agui para calcular
r.* Enlonces,

Aplicando la fdrmula del cortante, lenemos

v VLK) = ¥1b
It [t s

o bien

6V it
) 9

Este resuliado indica que la distribucion del esfuerzo cortante sobre la
seccion transversal es parabdlica. Como se muestra en la figura 7-5¢, la in-
tensidad varia entre cero cn la parte superior v el fondo, v = =h/2, v un
valor miximo al nivel del eje neutrn, ¥ = {I. Especificamente. puesio que
el drea de la seccidn transversal es A = bh, tenemos entonces en y = (), de
la seccitn 7-4,

V
i = 1.5~ (7-5)

“Tambifn puede usarse ¢l drea bape v [A° = B2 + )], pero esto implica alge mis de
manipulacion algebralca.
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Ir.-" (aj

Este mismo resultado para 7., puede obtenerse directamente con la
formula del cortante = VQ /I, observando que 7., se presenta donde
2 es midxima, ya que V. Iy I son constantes. Por inspeccion, (0 serd un ma-
Ximo cuando se considere toda el drea arriba (o abajo) del gje neatro; es-
toes, A" = bh/2y y'= hfd Asi,

VQ  Vih/4)(bhy2) v

= —hT- B = [-_I--!,h}‘]b e Lj H

12
Por comparacion, 7,4, €5 50% mayor que el esfuerzo cortante promedic
determinado con la ecuacidn 1-T; es decir 1,,, = V/A.

Es importante recordar que para toda rque actia sobre la seccion trans-
versal en la figura 7-5¢, se tiene una correspondiente ractuando en la di-
reccidn longitudinal a lo largo de la viga. Por ejemplo, si la viga es seccio-
nada por un plano longitudinal a través de su e¢je neutro. entonces, como
s¢ indico anteriormente, el exfuerzo cortante mdxime actGa sobre este pla-
no, figura 7-54. Este es el esfuerzo que ocasiona que falle una viga de ma-
dera segin se muestra en la figura 7-6. Aqui la rajadura horizontal de la
madera comienza al nivel del eje neutro en los extremos de la viga, ya que
las reacciones verticales la someten a grandes esfuerzos cortanies v la ma-
dera tiene una resistencia baja al cortante a lo largo de sus fibras, que es-
tfin orientadas en direccidn longitudinal.

Es instructivo mostrar que cuando la distribucidn del esfuerzo cortan-
e, ecuacion 7-4, se integra sobre toda la seccidn transversal, se obtiene la
fuerza cortante resultante ¥, Para hacerlo, se escoge una franja diferen-
cial de drea dA = b dy, figura 7-5¢, ¥ como 1 tiene un valor constante so-
bre esta franja, tenemos:

[rone [S25 (5= o

_ 6V 1 ,,]*-’1

i

B,

-3

L ‘l"
Distribuciin del esfuerzo corlanse
icl

Fig. 76
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Ehesinbucidm del
esfserzo comanie
(1]

Ienensidad & la disrbucion
del eafoerzo comante (vists de perfil}

i<l

Fig. 7-7

Viga de patin ancho. Una viga de patin ancheo se compone de dos “pa-
tines™ (anchos) ¥y un “alma™ como s¢ mucstra en la figura 7-Ta. Con un
andlisis similar al anterior se puede determinar la distribucidn del esfuerzo
portante que actia sobre su seccion transversal. Los resultados se ilustran
grificamente en la figura 7-7h y 7-Te. Como en el caso de la seccidn trans-
versal rectangular, el esfuerzo cortante varia parabwilicamenie a 1o largo
del peralte de la viga. ya que la seccidn puede ser tratada como la seccidn
rectangular, que primero tiene ¢l ancho del patin supenior, b, luego el es-
pesor del alma, f,y,. ¥ otra vez el ancho del patin inferior, b. En particu-
lar, adviériase que el esfuerzo cortante variard sdlo ligeramenre a traves
del alma, v también, gque &l esfuerzo cortanie experimenta un salio én la
unidn de patin v alma, puesto que ¢l espesor de la seccidn transversal cam-
bia en este punto, o en otras palabras, que f cambia en la férmula del cor-
tante. En comparacion, el alma soportard una cantidad significativamente
mayor de la fuerza cortante que los patines. Esto se ilustrard numérica-
mente en ¢l ejemplo 7-2.

Limitantes en el uso de la formula del esfuerzo cortante. LUna
de las principales suposiciones que se usaron en el desarrollo de la formu-
la del cortante es que ¢l esfuerzo cortante estd uniformemente distribui-
do sobre el anche 1 de la seccidn donde se calcula. E: decir, el esfuerzo
cortante promedio se caloula a través del ancho. 5e puede someier a prue-
ba la exactitud de esta suposicidn compardndola con un andlisis matema-
tico miis exacto basado en la teoria de la elasticidad. A este respecto, sila
seccion transversal de la viga es rectangular, la distribucidn real del es-
luerzo cortante a través del eje neulro vara como se muesira en la figura
7-8. El valor maiximo 1, se presenta en los bordes de la seccidn trans-
versal, v su magnitud depende de la relacidn &/l (ancho/peralte). Para
secciones con b th = 0.5, v, s s6lo cerca de 3% mavor que el esfuerzo
cortante calculado con la férmula del cortante, figura 7-8a. Sin embargo,
para secciones planas, digamos con b/l = 2, 1), es casi 40% mavor gque
Tmax. figura 7-85. El error se vuelve atin mavor a medida que la seccion se
vuelve mds plana, 0 a medida que se incrementa la relacién b th. Los erro-
res de esta magnitud son ciertamente intolerables si se utiliza Ia fdrmula
del cortante para determinar el esfuerzo cortante en el patin de una viga de
patin ancho, segiin se indicd antes

Asimismo, habrd que sefialar que la férmula del cortante no dard resul-
tados precisos cuando se utilice para deferminar el esfuerzo cortanie en
la unitn patin-alma de una viga de patin ancho, puesto que éste es un punto
de cambio repentinoe de la seccion transversal v, por consiguiente, €n este
lugar se presenta una concentracidn de esfierzos. Ademas, las regiones in-
ternas de los patines son superficies libres, figura 7-Th, v en consecuencia,
el esfuerzo cortante sobre estas superficies debe ser cero. No obstante, si
s¢ aplica la formula del cortante para determinar los esfuerzos cortantes
en estas superficies, se obtiene un valor de ' que no es igual a cero, figura
T-Te, Afortunadamente, estas limitaciones para la aplicacion de la formula
del cortante a los patines de una viga no son importantes en la prictica de
la ingenieria. Con mucha frecuencia los ingenieros sélo tienen que calcular
el esfuerzo cortante mudximo promedio que se desarrolla en el gje neutro,
donde la razdn b /f (ancho/peralte) es muy pequeiia v, por consiguiente, el
resultado calculado se aproxima mucho al esfuerzo cortanle maximo ver-
dadero 1al como se explicd antes.
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Se puede sedalar otra limitacidn importante en el uso de la farmula del
cortante con respecto a la figura 7-%9a, la cual muestra una viga de seccidn
transversal irregular o no rectangular. 5i se aplica la formula del cortan-
te para determinar el esfuerzo cortante (promedio) a lo largo de la li-
nea AR, tendrd la direccidén mostrada en la figura 7-9b, Considérese aho-
ra un elemento de material tomado del punto limitrofe B, de tal modo
que una de sus caras se localice en la superficie externa de la viga, figura
T-9¢. Aqui el esfuerzo cortante calculado +én la cara frontal del elemen-
to se descompone en las componentes, 7 ¥ 7. Por inspeccidn, la compo-
nente v debe ser igual a cero, puesto que su componente longitudinal co-
rrespondiente ', que actia sobre la superficie limitrofe libre de esfuerzo
debe ser cero. Por consiguiente, para satisfacer esta condicidn, el esfuer-
zo cortante que actia sobre el elemento en la superficie limitrofe debe
ser tangente a ésta. La distribucidn del esfuerzo cortante a lo largo de la
linea AB tendria entonces la direccidn que se muestra en la figura 7-94.
Debido a la mixima inclinacion de los esfuerzos cortantes en las superfi-
cies limitrofes, el esfuerzo cortante maximo ocurrird en los puntos A v B,
Valores especificos del esfuerzo cortante se deben obtener mediante los
principios de la teoria de la elasticidad. Sin embargo. advierta que se pue-
de aplicar la férmula del cortante para obtener ¢l esfluerzo cortante que
actia a fravés de cada una de las lineas marcadas en la figura 7-%a, Estas
lineas intersecan las tangentes a las fronteras de la seccidn transversal se-
glin dngulos rectos y, como s¢ muestra en la figura 7-9, el esfuerzo cor-
tante transversal es vertical y constante a lo largo de cada linea.

Para resumir los puntos anteriores, la formula del cortante no da resul-
tados exactos cuando se aplica a miembros de seccidn transversal corfa o
plana, o en puntos donde la seccidn transversal cambia repentinamente.
Tampoco se deberd aplicar a través de una seccidn que corte el contorno
del miembro con un dngulo diferente de 907, Mis bien, en estos casos se
deberd determinar el esfuerzo cortante por medio de métodos mas avan-
zados basados en la teoria de la elasticidad.

Dhisiribucide del esfuerse cortante
segin ba fdrmuls del cortanze

(b

Fig. 79

fr-_.-'—n
{ad
h=2h
I'|I -
.
(L] 7] .
Fig. 7-8

Superficic extermr
libre de &~

=

(ch

e



382 -« CAPITULD 7 Esfuerzo m:n?&tramwnl



Secoon 7.3 Esfuerzos cortantes en vigas « 383

Laﬂgn mostrada en la figura 7-10a es de madera v estd sometida a una
fuerza cortante vertical interna resultante de V' = 3 kib. (a) Determi-
ne el esfuerzo cortante en la viga en el punto P, v (b) calcule el esfuer-
70 cortante miximo en la viga. l‘

(=3

Salucidn 5
Parte {a).

Propiedades de la seccidn.  El momento de inercia del drea de la sec-

cidn transversal calculada respecto al eje neutro es Vel Hh

= —!:F:J' = — [d pulg)(5 pulg)’ = 41.7 pulg® o

5S¢ traza una linea horizontal por el punto Py el drea parcial A’ se mues-
tra sombreada en la figura 7-108, Por consiguiente,

a)

g =7'A" =|05pulg + %{2 pulg) |(2 pulg)(4 pulg) = 12 pulg” .
4 N -
0.5

Esfuerzo cortante. La fuerza cortante ¢n la seccidn es V' = 3 klb. Apli-

cando la férmula del coriante, tenemos UF3 L.

VQ  (3kIb)(12 pulg”)

ol — 0216kl Res
S T plg e g bipalg  Rew

Como e contribuye al valor de V, actia hacia abajo en P sobre la sec-
cidn transversal. En consecuencia, un elemento de volumen del mate-
rial en este punto tendrd esfuerzos cortantes actuando sobre &l como
se muestra en la figura 7-10,
2 Spuﬁx

Parte (b).

Propiedades de la seccidn. El esfuerzo cortante maximo ocurre en
el eje neutro, ya que f es constante en toda la seccidn transversal v
es méximo para tal caso. Para el drea A' sombreada en la figura 7-104d,
lenemmos:

(b h

(dy

Exsfuerzo cortanre, Apht:andu la formula del esfuerzo cortante obte-
nemaos Fig. 7-18

_VQ _ (3KIb)(125 pulg’)
Tmix ™ T T {417 pulg®)(4 pulg)

={.225 klb/pulg®  Resp.

MNote que esto es equivalente a

Vv Jkib
Tmdx = 15; =15 m = (L225 '|'ii]t|'|",|".l'l.llg.2 Rﬂp‘.
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(&}

ich

Fig. 7-11

Lina viga de acero de patin ancho tiene las dimensiones mostradas en
la figura 7-11a. 5i estd sometida a una fuerza cortante V' = 80 kN,(a)
grafique la distribucitn del esfuerzo cortante que actia sobre la sec-
cion transversal de la viga v (b) determine la fuerza cortante que resis-
te el alma.

20 mam

o ~ s LI3MPa

e ty=226MPa
1 () mam
Lruflr To =252 MPs
126 MPa
113 MPa
ib)
Soluclén

Parte (a). La distribucion del esfuerzo cortante es parabdlica v varfa
tal como se muestra en la figura 7-115. Debido a la simetria, s6lo los
esfuerzos cortantes en los puntos B, B v C tienen que calcularse, Para
mostrar como obtener esos valores, debemos primero determinar el
momento de inercia de la seccidn transversal respecto al eje neatro. En
unidades métricas, ienemos:

I= [% (0.015 m){0.200 m)?

+ 1[1—'2(1134]1 m}{0.02 m)* + (0300 m)(0.02 m)({0.110 m)*

= 155.6(107%) m*
Para el punto B°, 1" = 0.300m, y A" es el drea sombreada mostrada
en la figura 7-11c. Entonces,
@y = ¥'A' = [0.110 m}{0.300 m}{0.02 m) = 0.660{107*) m*
por lo que
B0 EN{0.660(107°) m”
- 1:? ©155.6( 1{'1141' ri*'fﬁfi}iﬁ_] Ry

Para el punto B, 1y = 0015 m v Qg = Q. figura 7-11¢. Por consi-
guiente,
Vil R0 kN{0.660( 107 m™)

Ity 155.6(107%) m*{0.015 m) AR

TRH =
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Advierta que por lo visto en la seccidn de: “Limitantes en el uso de la
formula del esfuerzo cortante™, los valores calculados para Ty ¥ 7p S8-
rdn muy engafiosos, ; Por qué?
Para el punto C, 1 = 0.015 m vy A" es el direa sombreada en la figura -
7-11d. Considerando esta drea compuesta de dos rectingulos, tenemaos

. T
O = Ey'A" = [0.,110 m]{0.300 m}{0.02 m) ! Dﬂlim? 0.100 m
+ [0.05 m]{0.015 m)(0.100 m) N - i,

= 0.735(107%) m’® ¢

Entonces,

VQc  SOKN[0.735(107") m'] i)

fte 155.6(107") m*{0.015 m)
Parte (b), Lafuerza cortante en ¢l alma se determinard pomero formu-

lando ¢l esfuerzo cortante en la posicidn y arbitraria dentro del alma,
figura 7-11e. Usando unidades de metros, tenemos

= 252 MPa

Te = Tmiw =

[ = 15560107 m* A
¢ =0.015m I 0 300 m 1
A" = [0300m} 002 m) + (0Smi(0Im = ¥) —
Q= Zy'A’ = (0.11 m){0.300 m){0.02 m)
+ [y +(01m - ¥ ][(0.015 m}(01 m - y) o
= (0,735 — 7.50 y* )10} m*

il m— 5]

¥ 1
A
0015 m=—= |~

de manera gue

= - {e)
Vi BDEN(DLT3IS = 7.50 )10 m?
T = —=

It (155.6(10°%) m*)(0.015 m) Fig: 711
= (25192 - 257.07 *) MPa

Este esfuerzo actia sobre la franja de drea dA = 0,015 dy mosira-
da en la figura 7-11e, v por tanto la fuerza cortante resistida por el

alma es
o1 om

V, = [ rdA = J (25.192 — 257.07 ¥*}(10°) (0015 m) dy
A =1 m
WV, = T30 kN Rievpr

El alma soporta entonces 91 % de la fuerza cortante total (B0 kN), v los
patines soportan el 9% restante. Trate de resolyer este problema en-
contrando la fuerza en uno de los patines (3,49 kN) usando ¢l mismo
método, Entonces Vi, = V' — 2V, = 80 kN — 2(3.49 kN} = T3 kN.
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La viga mostrada en la figura 7-12a estd hecha con dos tablones. De-
termine ¢l esfuerzo cortante méximo en ¢l pegamento, necesario para
mantener los tablones unidos. Los soportes en B v C ejercen sdlo reac-
ciones verticales sobre la viga.

Solucidn

Fuerza cortante interna.  Las reacciones en los soportes y el diagra-
ma de fuerza cortante se muestran en la figura 7-12b. S¢ ve que la fuer-
za cortante mdxima en la viga es de 19.5 kN.

VikMp
6N B S

b

Propiedades de fa seccidn.  El centroide v el gje neutro se determi-
narin con referencia al eje situado en el fondo de la seccidn transver-
sal, figura 7-124. En unidades métricas lenemos:

_ EVA  [0075 m}(0.150 m)(0.030 m) + [0.165 m]{0.030 m){0.150 m)
T EA (0,150 m)(0.030 m) + (0.030 m){0.150 m)

= (L1200 m
El momento de inercia respecto al eje neutro, figura 7-12a, es entonces:
I= [%{u.mn m)(0.150 m)* + {0,150 m){0.030 m){0.120 m — 0075 m]*]

+ [:—:{ﬂ-lﬁﬂ m}(0.030 m)® + (0,030 m)(0.150 m)(0.165 m — u.unm}?] = 27.0(107%) m*

El tablén (patin) superior se mantiene unido al tablén inferior (alma)
por medio del pegamento, que se aplica sobre ¢l espesor 1 = 0.03 m. En
consecuencia, A" es el drea del tabldn supenor, figura 7-12q. Tenemos:

Q=7A'=[0.180m — 0.015m — 0.120 m]{0.03 m}{0.150 m)
= 0.2025(107%) m*
v RS kN

Esfuerzo cortante, Usando los datos anteriores y aplicando la férmu-
Plamo que contiene f pegamento la del cortante, obtenemos:

VO 195 kN(0.2025(107") m*)
T —
4,58 MPa T 27.00107%) m*(0.030 m)
El esfuerzo cortante que actia en la parte superior del tablén inferior

i<} s muestra en la figura 7-12¢. Observe que la resistencia del pegamen-

Fig, 712 to a este esfuerzo cortante horizontal o lateral es la que evita que los
tablones se deslicen en el soporte C.

= 488 MPa Resp
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PROBLEMAS

T-1. Determine ¢l esfuerzo cortante en los puntos 4 v 8
diel alma, cuando la viga estd sometida a una fuerza cor-
tante ¥ = 15 kN, Indique las componentes del esfuerso
cortante sohre un elemento de volumen localizado en esos
puntos. Considere w = 125 mm. Demuestre que el cje new-
tro estd localizedo en ¥ = (L1747 m desde la base ¥ que
fya = 021820107 %) m*.

T-2. 5ilaviga de patin ancho estd sometida a una fuerza
cortante V' = 3 kN, determine ¢l esfuerzo cortante maxi-
mo en la viga. Considere w = 200 mm.

T-}. 5ila viga de patin ancho estd sometida a una fuerza
cortante ¥ = 30 kN, determine la fuerz cortante resisti-
da por el alma de la viga, Considere w = 3K mm.

2T mim

15 mm

30 s Probs. T-1/2/3

*T-4. Lawviga estd formada por tres placas de acero v es
sometida a una feerza cortante V¥ = 150 kN Determine cl
esfuerzo cortante en los puntos A ¥ © donde se unen kas
placas, Demuestre que ¥ = (L0S0196 m desde la base v que
Fyq = 4.B646(107%) m*.

T-5.  Laviga estd formada por tres placas de acero y cstd
sometida a una fuerza cortante V' = 150 kN, Determine la
fucrza cortante en ¢l punto B donde las placas se unen,
Demuestre que ¥ = 008019 m desde la base v que Ty =
486460107} m",

[} T
T5
|5 mam
0 Probs. 7-4'5

T-h. Determine ¢l esfuerzo cortante midximocn la viga T
cuando estd sometida a una fuerza comante vertical ¥V =
10 Ik Calcule también el cambio en el valor del esfuerzo
cortante en la unidn AF del patin con el alma. Eshoce
la variacidn de la intensidad del esfuerzo cortante so-
bre toda la seccidn transversal. Demuestre que Ty, =

532.04 pulg®.

T=7. Determine la fuerza corante vertical resistida por
¢l patin de la viga T cuando estd sometida a una fucrza
cortante vertical ¥ = 10 klb. Demuestre que fyy =

532.04 pulg®,

Jpulp

= 1kl

Probs., T-67

=1-#. Determine el esfuerzo cortante miximo en ¢l pun-
tal sometido a una fuerza cortante V' = 15 kN, Demuestre
que fyy = 6.691(10°%) m*,

79, Determine la fuerza cortante mixima V que el pun-
tal puede soporiar si el esfuerzo cortante permisible para
cl material es Ty = 50 MPa. Demuestre que fyy =

6.691(10°") m*.

T-10  Determine la intensidad del esfuerzo cortante dis-
tribuido sobre la seccidn transversal del puntal =i éste es-
4 sometido & una fuerza cortante ¥ = 12 kN, Demuestre
que Iy = 6601{107") m",

100 mm

2 mm
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T-11. Esboce la intensidad de la distribucidn del esfuer-
o cortante que actida sobre la seocidn transversal de la vi-
g ¥ determine la fuerza cortante resultante gque actda so-
bre ¢l segmento AR, La fuerza cortante que actia en la
seccion es V' = 35 kb, Demuestre que iy, = 872.49 pulg®.

V=125 kih

4 pulg

2 pulg
Prob. 7-11

*1-1Z  El puntal estd sometido o una luerza cortanie ver-
tical ¥ = 130 kM Trace la intensidad de la distribucadn del
esfuerzo cortante que actia sobre la seccidn transversal v
calcule 1a fuerza cortante resultante desarrollada en el seg-
mento vertical AB.

8 " |s0mm
S iy
150 men
130 e
3 mim
w54
Prah. 7-12

T-13.  Labarra de acero tiene un radio de 125 pulg. 5i es-
tid sometida a una fuerza cortante ¥ = 5 klb. determine el
eafucrzo cortante maximao.

1225 palg

= 5 klb

Proh. T-13

T-14. Determine la fuerza cortante 1V maxima que ¢l

miembro puede soportar si €] esfuerzo cortante permisi-
ble &5 i = & kib,pulg’,

T-15, 5 Ia Muerza cortante aplicada es V' = 18 kb, deter-
mine ¢l esfuerzo corante miximo en el micmbro.

A puig

pulg
I pulg

Probs. 7-1415

#1-16. La viga tiene una seccidn transversal cuadrada v
e3td hechn de madera con un esfuerzo cortante permisible
Trieom ™ 1.4 tlbll'[mif. Determine la dimensidn o mds pe-
queiia de sus lados cuando estd sometida a una fuerza cor-
tante ¥ = 1.5 kih,

Priske. 716



7-17. La viga de madera tiene un esfucrzo cortante per-
misible ... = 7 MPa. Determine la fuerza cortante mé-
xifma V que puede aplicarse a la secoidn transversal.,

&0 mm 50 mm
= 1{M) mm |

50 mmn

i

50 mm
! A

Frob, T-17

T-18. La viga estd hecha de un polimero v estd sometida
@ una fuerza cortante V' = 7 klb. Determine el esfuerzo
cortante maximo en la viga v obienga la distribucicon del
esfucrzo cortanic sobre la seccidn transversal. Indique los
valores del esfuerzo cortante a cada 0.5 pulg del peralte
de la viga.

Prob. 7-18

T-19. Grafique la distribucian del esfuerso cortante sobre
la seccidn transversal de la barra de radio .  Cudntas veces
mayor 5 el esfuerzo cortante miximo que el esfuerso cor-
tante promedio que actia sobre la seccidn transversal?

Prob. 7-19

ProBLEMAs = 389

#1208, Desarrolle una expresidn para ls componente ver-
tical promedio del esfuerzo cortanie que actda sobre el
plano horizontal de la flecha, situado a una distancia y del
£je meutro.

Frob, 7-20

T-21. Un miembro tiene una seccidn transversal en for-
ma de un tridngulo equilitere,. Determine el esfuerzo cor-
tante miximo promedio en el miembro cuando estd some-
tido a una fuerza cortante V. ;Puede usarse la fidrmula del
cortante para obtener este valor? Expligueto,

I'-;-—a- —-'-I

Prob, 7-X1

T-I Lawviga estd sometida a una carga uniforme w. De-
termine la posicidn @ de los soportes de madern para que
el esfuerzo cortante en la viga sen tan pequefio coma sea
posible. [ OQué valor tene este esfuerzo?
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T7-3. Lavigade madera va a ser rebajada en sus extremos,
tal como se muestra, Cuando b viga soporta la corga mostra-
da, determine la profundidad d mds pequefia de la viga en
el recorte si el esfuerzo cortante permisible 7., = 4501b-
/pulg®. La viga tiene un ancho de 8 pulg.

Prob. 723

#7-24. La viga estd hecha con tres tablones pegados en-
ire si en A ¥ B. 51 estd sometda a la carga mostrada, de-
termine el esfuerso corante desarrollado en las juntas del
pegamento en la seccidn a-a. Los soportes en O v I cjer-
cen silo reacciones verticales sobre la vign,

T-25. La viga catd hecha con tres tablones pegados entre
sien A v B 5 estd sometida a ba carga mostrada, determi-
ne ¢l esfuerzo cortante maximo desarrollado en las juntas
unidas por ¢l pegamento. Los sopories en O y I ejeroen
silo reacciones verticales sobre la viga,

T-26. La viga estd hecha con tres tablones pegados entre
sien A v B. 56 esid sometida a la carga mostrada. devermi-
ne la fuerza cortante vertical médxima resistida por el patin
superior de la viga, Los soportes en O v [ gjercen sdlo reac-
ciones verticales sobre la viga,

S kib 5 kih iklb

4 ples A pios == 4 pies
1.3 pics 1.5 pues
t pulg

1.5 pulgy
| — A
H pulg 2 puilg
A .
1.5pulg T

T-I7. Determine la longitud de la viga en voladizo de
manera que el esfuerzo de flexion maximo en la vign sen
equivalente al esfuerzo cortante mdximo. Comenie sobre
la valider de sus resuliados.

—

Fraoh. 7-27

*7-28. Los durmicntes de ferrocarril deben disefiarse
pira resistir grandes cargas cortantes. 51 el durmiente esta
soneticlos o las cargas de 34 Kib y se supone una reaocion wi-
formemente distribuida del suelo, determine la intensidacd
w requernida por equilibrio v calcule ¢l esfuerso cortante
méximo en la seccidn g-a que se localiza justo a la izquicr-
da del riel derecho.

M kih 34 kb

1.5 pries 3 pies




7-29, Determine el esfuerzo cortante en el punto B so-
bre el alma del puntal en voladizo en la seccidn g-o.

T-M, Determine el esfucrzo comante médximo que acida
en la seccidn a-a del puntal en voladizo,

2N 4 kM

M mm ——==— M) mm A0 mem

20 mom
mn :

B
Ilr.i_r

Mmm =

Frobs, 7-29730 50 mm

7-31. Laviga compucsia estd construida de madera v es-
£ reforzada con placas de acero. Use el método de la sec-
cidn 6.6 v calcube el esfuerzo cortante miximo en la viga
cuando estd sometida a una fuerza cortante vertical V=
50 kM. Congidere E_. = 200 GPa y E.4 = 15 GPa.

Frob. 7-31

*w7-32. Lavigasimplemente apoyada estd somefidaa la
carga concentrada . Escriba un programa de compautado-
ra que pueda usarse para determinar el esfuerzo cortante
v el de flexidn en cualgquier punto especifice Afx, ¥ 2 de

la seccidn transversal, excepto en los soportes v bajo la
carga. Apligue el programa con los siguientes datos: ! =

GMNd=ImL=4dmh=0mb=0Umx=2my=
Olmyz=102m

|
: |.
E 15‘
. i ,

L =]

PFrob. 7-32

p—————————i- - -
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w7-33. Escriba un programa de computadora que sirva
para determinar ¢l esfuerzo cortante maximo cn la viga con
la seccidn transversal mostrada v sometida a una carga dis-
tribumda w especifica constante v a una fuerza concentrada
P, Aplique el programa con los spuientes datos: [ = 4 m,
=2m,P=15kN.d, =0,d;=2m,w=400N/m. 1, =
15 mm, #; = M mm, b = 30 mm, ¥y i = 150 mm.

g
i.._:pl_.-.i

Frob. 7-13

T-M. Lawviga iene una seccidn transversal reclangular v
esld sometida a una carga F* de una magnitud suficiente
para desarrollar un momento plistico total M, = PL en el
empotramiento, 51 el material es elastoplistico, entonces
auna distancia x < L, el momento M = Pr genera una re-
gicin de fluencia pléstica con un midcleo elistico asociado
de altura 2 y°. Esta situacidn ha sido descrita por la ecua-
cidn 630 v el momento M esti disiribuido sobre la sec-
cidn transversal como se muesira en la fgura 6-53d4¢, D=
muestre que el esfuerzo cortante masimo desarmollwdo en
la viga estd dado por 7,4, = J(P/A"),donde A" = 2 y'b es
el drea de la seccidn transversal del nidcleo eldstico.

Prak. 7-M4

T-35. La viga en la figura 6-54F estdi sometida & un mo-
mento plistico total M, Demuestre que los esfucrzos cor-
tantes longitudinal y transversal en la viga son iguales a
cero. Sigerencia; considere un elemento de viga coma se
muestea en la figura T-4d,
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7.4 Flujo cortante en miembros compuestos

Fig. 7-13

A veces, en la prictica de la ingenieria los miembros se “arman” con varias
partes a fin de lograr una mayor resistencia a las cargas. En la figura 7-13
s& muestran algunos ejemplos. 51 las cargas provocan que los miembros se
flexionen, probablemente se requieran sujetadores tales como clavos, per-
nos, seldadura o pegamento, & fin de evitar que las partes componentes
se deslicen una con respecto a la otra, figura 7-2. Para disefiar estos suje-
tadores es necesario conocer la fuerza cortante que ha de ser resistida por
el sujetador a lo largo de la longitnd del miembro. Esta carga, cuando se
mide como fuerza por unidad de longitud, se denomina fTuje cortante g.*

La magnitud del flujo cortante a lo largo de cualquier seccidn longitu-
dinal de una viga se puede obtener mediante un desarrollo similar al que
se utilizd para hallar el esfuerzo cortante en la viga. Para mostrarlo, se
considerard la determinacién del flujo cortante a lo largo de la junta don-
de la parte compuesta en la figura 7-14a se conecta al patin de la viga, Co-
mo s¢ mucstra en la figura 7-14b, tres fuerzas horizontales deben actuar
sobre esta parte. Dos de esas fuerzas, F y F + dF, son desarrolladas por
esfuerzos normales generados por los momentos M v M + dM, respectiva-
mente. La tercera, que por equilibnio es igual a dF, actida en la junta vy tie-
ne que ser soportada por el sujetador. 5i se tiene en cuenta que JF es el
resultado de dM, entonces, del mismo modo que en el caso de la férmula
del cortante, ecuacion 7-1. tenemos:

dF = ¥ [ ydA’
dy

La integral representa a {2, es decir, el momento del drea sombreada A”
en la figura 7-14b respecto al eje neutro de la seccién transversal. Como
el segmento tiene una longitud 4y, el flujo cortante, o fuerza por unidad
de longitud a lo largo de la viga, es g = dF/dx. Por consiguiente, dividiendo
ambos miembros por dx ¥ viendo que V = dM /dx, ecuacion 6-2, se pue-
de escribir;

S 1:‘1;',-'
a= (76)
Agqui,
g = flujo cortante, medido como fuerza por unidad de longitud a lo lar-
go de la viga

V = fuerza cortante interna resultante, determinada con el métndo de las
secciones v las ecuaciones de equilibrio

I = momento de inercia de roda la seccidn transversal caleulado con res-
pecto al eje newtro

Q =, ydA = VA’ donde A es el drea de la seccidn transversal del

segmento conectado a la viga en la junta donde el flujo cortante ha

de ser calculado y ¥ es la distancia del gje neutro al centroide de A"

*El significado de la palabra “flujo” se entenderd plenamente cuando estudicmos la sec.
citn 7.5,
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J{Rﬁ:hy

. M e M
T F+ dF

(11}

k1]

Fig. 7-14

La aplicacion de esta ecuacion sigue el mismo “procedimiento de andli-
sis”, tal como se describid en la seccidn 7.3 para la fdrmula del cortante. A
gsle respecto es muy importante identificar correctamente el valor ade-
cuado de  cuando se va a calcular el Mujo cortanie en una junia particu-
lar de la seccitn transversal. Unos cuantos ejemplos servirdn para ilustrar
como se hace esto. Considere las secciones transversales de las vigas mos-
tradas en la figura 7-15. Las partes sombreadas estdn conectadas a la viga
por medio de sujetadores de tal modo que el flujo cortante necesario g de
Ia ecuacidn T-6 se determina usando un valor de ¢ calculado por medio
de A" y ¥ tal como se indica en cada figura. Advierta que este valor de g
serd resistido por un solo sujetador en las figuras 7-15a y 7-158, por dos su-
jetadores en la figura 7-15¢, y por fres sujetadores en la figura 7-154. En
otras palabras, el sujetador en las figuras 7-15a vy 7-15b soporta el valor
calculado de ¢ v en las fipuras 7-15¢ v 7-154, el valor calculado de g es di-
vidido entre 2 y 3, respectivamente.

al

ihi ) {di

Fig. 7-15
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[eremeeo XN

La viga se va a construir con cuatro tablones pegados entre si como se
muesira en la figura 7-16a, 5i va a estar sometida a una fuerza cortan-
te ¥ = 850 kN, determine el flujo de cortante en B y C que debe resis-

tir el pegamento.

Solucidm

Propiedades de la seccidn.  El ¢je neutro (centroide ) se localizard con

referencia al fondo de la viga, higura 7-16a. Con unidades métricas, te-
NS

TyA  2[0.15 m}{0.3 m)(0.01 m) + [0.205 m}{0.125 m){0.01 m) + [0.305 m]{0.250 m){0.01 m)

10 i —= [ 125 mmim—- }-—mm:-n
(&)

Ag

by

Fig. T-16

Y= 34~ 2(03 m){0.01 m) + 0.125 m{0.01 m) + 0.250 m{0.01 m)
= (L1968 m
El momento de inercia calculado con respecto al gje neutro es:
I= z[%{n_m m)(03m)? + (0.01 m)(03 m){0.1968 m — 0.150 m}!]
10 oy
o250 men ——— | *"['115 {0.125 m)(0.01 m)* + (0125 m)(0.01 m){0.205m — 0.1968 m;ﬁ]
T
B~ .
40 +[%{ﬂ.1ﬂ}m}{ﬂ.ﬂl m} + (0.250 m){0.01 m)(0.305 m — 0.1968 m}”]
. S = §7.52(10°%) m*
" M) mim Como el pegamento en B v B' conecta el tabldn superior a la viga,
figura 7-16h, tenemos:
wmm| ¥y

Qp = ¥gAy = [0L305 m — 0.1968 m]{0.250 m){0.01 m)
= 0.270(107%) m?

De la misma manera, el pegamento en O v O conecta el tabldn inte-
rior a la viga, figura 7-168, por lo que:

O = VoAr = [0.205m — 0.1968 m]{0.125 m}{0.01 m)
= D.01025(107) m?

Flujo de corrante. Para By B’ tenemos:
N V@ _ 850 kN(0.270{ 107%) m*")

ds = e 262 MN/m
Para Cy C",
VO 850 KN{D.01025(107%) m*)
ae= f_'f' - $7.52010°%) o = 0.0995 MN/m

Como se usan dos juntas de pegamento para conectar cada tablén, el
pegamento por metro de longitud de viga en cada junta debe ser sufi-
cientemente fuerte para resistir la mitad de cada valor calculado de g°.
Entonces,

gg = 131 MN/m ¥ g = 0.0498 MN /m Resp.
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Una viga en caja se construye con cuatro tablones clavados entre si,
tal como se muestra en la figura 7-17a. §i cada clavo puede soportar
una fuerza cortante de 30 Ib, determine la separacidn s mdxima entre
clavos en B v C para que la viga pueda soportar la fuerza vertical de
80 b,

Solucion

Fuerza cortante inferna.  5i la viga se secciona en un punlo arbitrario
a lo largo de su longitud, la fuerza cortante interna requerida por equi-
librio es siempre V' = B0 Ib; el diagrama de fuerza cortante se muestra
en la figura 7-17h,

Propiedades de la seccidn. El momento de inercia de la seccidn trans-
versal respecto al eje neutro puede evaluarse considerando un cuadra-
do de 7.5 X 7.5 pulg menos un cuadrado de 4.5 = 4.5 pulg,

= (75 pulg)(75 pulg)’ ~ - (4.5 pulg)(4.5 pulg)’ = 229.5 pulg?

El flujo de cortante cn B se determina usando la (2 calculada con
el drea de sombreado oscuro mostrada en la figura 7-17¢. Es esta por-
cidn “simétrica™ de la viga la que debe “ligarse™ al resto de la viga por
medio de clavos en el lado izquierdo y por las fibras del tabldn en el la-
do derecho. Asi,

Qu =¥'A"=[3 pulg](7.5 pulg)(1.5 pulg) = 33.75 pulg’

De la misma manera, ¢l flujo de cortante en C puede evaluarse usan-
do el drea “simétrica” sombreada mostrada en la figura 7-174d. Tene-
[11]8i

Q¢ = ¥'A’ = [3 pies](4.5 pies)(1.5 pies) = 20.25 pies’
Flujo de cortanie.
_ VQu _ 801b(33.75 pulg®) _

In I 2205 pulg® 11.76 Ib/pulg
V@  801b{20.25 pulg™)
. = = = ?I
e i 2295 pulg” 059 Ib/pulg

Estos valores representan la fuerza cortante por longitud unitaria de
la viga que debe ser resistida por los clavos en B v por las fibrasg en B',
figura 7-17c, y por los clavos en C v las fibras en C', figura 7-174, res-
pectivamente. Como en cada caso el flujo de cortante es resistido en
dos superficies ¥ cada clavo puede resistir 30 Ib, la separacion para
i es:

- 30 b _
# (11.76/2) Ib/pulg
La separacidn para C es:
- 30 b
7 [7.059/2) Tb/pulg

510pulg Usesg=5pulg Resp

= 850 pulg Use 5 = 8.5 pulg Resp.

¥ilky

80 Ik
1.5 pulg
Ig
djpulg
(a)
{h)
F—TSpulg —
1.5 pulg
<] ] ¥
N A
fc)
4.5
S
—y—- [ 1.5puig
c

i)
Fig. 7-17
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Fig. 7-18

5S¢ usan clavos, con una resistencia total al cortante de 40 Ib, en una vi-
ga gque puede construirse como en el caso [ o como en el caso 11, figu-
ra T-18. 5i los clavos estdn espaciados a 9 pulg, determine la fuerza cor-
tante vertical mdxima que puede soportar la viga en cada caso sin que
ocurra la falla por cortante en los clavos.

=

0.5 pulg 0.5 palg

1

|

Apulg Spulg

| = 4 palg

Caso [ Caso Il
&3 pulg ray
e pulg pulg pulg
Solucion

Dado que la geometria ¢s la misma en ambos casos, el momento de
inércia respecto al gje neutro es;

I = 53 pulg)(5 pulg — 2| - (1 pulg)(4 pulg?| = 20.58 pulg*

Caso I.  En este disefio, una simple hilera de clavos conecta cada pa-
tin al alma. Para uno de los patines,

Q=¥ A"=[225 pulg)(3 pulg(0.5 pulg)) = 3.375 pulg’
por lo que
_ve
e
wib V(3375 pulg?)
Ppulg  20.58 pulg*
V=2711b Resp.
Carxe IT.  Aqui, una simple hilera de clavos conecta uno de los tablo-
nes laterales al alma. Entonces,
Q@ =§'A"=[225 pulg](1 pulg(0.5 pulg)) = 1.125 pulg?
Vo
I

q -
0L V{I-IHPEJE’J

Opulg 2058 pulg®
V = 8131b Resp.
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PROBLEMAS

*TA6. La viga estd construida con tres tablones. 5§ estd
sometida a una fuerza comtante V = 5 kb, determine la se-
paracidn s de los claves usados para mantener los patines
superior e inferior unidos al alma. Cada clavo puede so-
portar una fuerza cortante de 500 Ih.

T-37. Lawviga estd construlda con tres tablones. Determmi-
ne la fuerza cortante médxima ¥ que puede sopartar si el
esfuerzo cortante permisible para la madera es 1. =
400 Ib/pulg’. ; Cuil es el espaciamiento requerido x de los
clavos si cada clavo puede resistir una fuerza cortante de
400 7

15 pulg

1.5 pulg
st

7-38. Laviga estd hecha de cuatro piezas de plistico pe-
gadas entre si como se muestra. 5i el pegamento tiene una
resistencia permisible de 400 Ib/pulg’, determine la fuer-

#a cortanie mdxima que la viga puede resistir,

LS pualy

lg

pulg

Prob. 7-34

7-3. Laviga en caja estd hecha de cuatro piezas de plis-
tico pegadas, como se muestra, 5i la fuerza cortanle es
¥ = 2 kih, determine el esfuerzo cortante resistido por el
pegamento en cada una de las uniones

Froh, 7-3%

*7-40. [La viga estd sometida a una fuerza cortante V¥ =
200 M. Determine ¢l esfuerzo cortante promedio desarro-
llado en los clavos a lo largo de los lados A v B cuando la
separacion entre los clavos es 5 = 100 mm, Cada clavo tie-
ne un didmetro de 2 mm.

15y rmom
mam
¥
) mm
250 emy
-~
30 mm
Froh, T-8
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741  La viga doble T se fabrica soldando s tres placas
enlre si como se muesita. Determine el esfuerzo cortanie

en la soldadura necesaria para soportar una fuerzs cortan-
te V=80kN

T-4L. La viga doble T se fabrica soldando las tres placas
ening s como s¢ muesira. Si la soldadura puede resistir un
esfuerzo cortante Ty, = W MPa, determine la fuersa cor-
tante maxima que puede aplicarse a la viga.

T-43. Latrabe de doble alma se construve con dos hojas
de madera contrachapada unidas a miembros de madera
en sus paries superior ¢ inferior. Si cada perno puede so-
portar 600 Ib en cortante simple, determine La separacion s
requenida entre pernos para soportar la carga P = 3000 |b.
Supongs que A es una articulacion v B un rodillo,

*7-44. La trabe de doble alma se construve con dos hojas
de madera contrachapada unidas a miembros de madera
en sus partes superior ¢ inferbor, El esfuerzo de fexidn per-
misible para la madera oS i, = 8 kib/pulg’ ¥ el esfucr-
z0 cortante permisible €5 7.,y = 3 klb/pulg’. Si los pernos
estan codocados a = 6 pulg v cada uno puede soportar
600 Ib en cortante simple, determine la carga maxima P
que puede aplicarse a la viga.

Proba, T-40444

T7-45,  Laviga estd hecha con tres tiras de poliestireno pe-
gadas entre si como se muestra, 5i el pegamento tiene una
resistencia al cortante de B0 kPa, determineg la carga ma-
xima P que puede aplicarse a la viga sin que ¢l pegamen-
to picrda su adherencia.

b mim
| — P
¥ 1 1
m{ﬂm P TP
| 20 men
)
A B
+— ,
) mm _|_
k BEm==— | m—==— [ m (L8 m
Prob, 7-45

T-d46, Ulna viga s¢ construye con tres tablones unidos en-
tre =i comeo se muestra. Determing la fuerza cortante de-
sarrodlada en cada perno cuando la separacidn entre sl
g8 1 = 250 mm y la fuerza cortante aplicada 1 = 35 kM.




T-4T. La viga en caja s¢ construye con cuatro lablones
unidos por medio de clavos espacindos a ko largo de la wi-
ga cada 2 pulg. 5i cada clavo puede resistir una fuerza cor-
tante de 30 lb, determine la fuerza cortante médxima V que
puede aplicarse a la viga sin que fallen los dlavos.

raalg

| puig

Froh. 7-47

*u7-48. LUina viga de madera estd hecha con n tablones,
cads uno eon seccidn transversal rectangular. Eseriba un
programa de computadora que sirea para determinar el
esfuerzo cotante miximo en la viga cuando estd someli-
da a cuabquier fuerza cortante ¥V, Muesire la aplicacion dil
programi usando une secciin trandversal que congista en
una “T" ¥ una caja (doble T cerrada).

ProBLEMas =« 3599

w749, Laviga T de madera ¢sti sometida a una carga
que consiste en & fuerzas concentradas P, 5i se conoce ln
fuerza cortante permisible Vi, para cada clavo, escriba
un programa de computadora que especifique la separa-
cidm de los clavos entre cada carga. Aplique el programa
a los siguientes datos: I = 15 pies, a; = 4 pies, Py = 600 b,
dy = 8 piegs, Py = 1500 1b, by = 1.5 pulg. &, = 10 pulg,
b = Bpulg. b; = 1 pulg ¥ V0 = 200 [b,

7-50. La viga en caja se construye con cuatro tablones
unidos por medio de clavos espaciados a lo largo de la vi-
ga cada 2 pulg. 51 cada clave puede resistir una fuerza cor-
tante de 50 b, determineg la fuerza mdxima P que puede
aplicarse a la viga sin que fallen los clavos.

7-51. Lavigaen caja se construve con cuatro tablones uni-
dos por medio de claves espaciados a lo largo de la viga
cada 2 pulg. 5ise aplica a la vign una fuerza P = 2 klh, deter-
mine la fuerza cortante resistida por cada clavo en A v B.

12
1 pulg
B
¥
pulg
- I pulg
4 B pulg | pulg
1 palg

Probs, 7-50051
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#7-5L La viga estd construida con tres tablones. 5i estd
sometida a las cargas P = 5 kib, determine la separacidn s
entre los clavos dentro de las regiones AC, CD v DB usa-
dos para conectar los patines superior ¢ inferior al alma.
Cada clavo puede resistir una fuerza cortante de 500 [h.

- 6 pies & pies B pies ——=
15 pulg
|;|’
15 pulg
Prob., T-52

T-5%  Lawviga estd construsda con res tablones. Determine
Is cargas mdximas P que puede soportar st el esfueroo cor-
tante permisible para la madera es Ty = 400 b fpulg’,
£ Cudil &5 la separacitn 5 regquerida entre clavos para co-

nectar bos patines superior e inferior al alma si cada clavo
puede resistir una fuerza cortante de 400 [b?

T-54. El miembro consiste en dos canales de plistico de
0.5 pulg de espesor, unidas entre si en A v 5. 5i ¢l pega-
mento puede soporiar un esfuerzo cortanie permisible
Tperm = 600 Ih/pulg’, determine la intensidad wy maxima
de la carga distribuida triangular que puede aplicarse al
miembro con base en la resistencia del pegamentio,

Prob. 7-54

T7-55. La viga consiste en dos canales de plistico de
0.5 pulg de espesor, pegadas entre si en A v B, 51 la carga
distribuida ticne una intensidad maxima wy = 3 klb/pie,
determing ¢l esluerzo cortante micimo resistido por el pe-
gamento,

Prob. 7-53

Prob. 7-58 o
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7.5 Flujo cortante en miembros de pared delgada

En la seccién anterior desarrollamos la ecuacidn del flujo cortante, g =
V@ /I,y mostramos como usarla para determinar el flujo cortante que actia
a lo largo de cualquier plano longitudinal de un miembro, En esta seccidn
mostraremos como aplicar esta ecuacion para encontrar la distribucidn
del flujo cortante a través de la secoidn transversal de un miembro. Su-
pondremos aqui que el miembro tiene paredes delgadas, es decir, que el
espesor de las paredes es pequefio en comparacidn con la altura o ancho ¥
del miembro. Como veremos en la siguiente seccidn, este andlisis tiene o
importantes aplicaciones en el disefio estructural y mecénico.

Antes de determinar la distribucidn del flujo cortante sobre una sec-
cidn transversal, mostraremos como el flujo cortante estd relacionado con
el esfuerzo cortante. Consideremos el segmento dx de la viga de patin an- = M+
cho en la figura 7-19a. En la figura 7-196 se muestra un diagrama de cuer-
po libre de una porcidn del patin. La fuerza dF es generada a lo largo de Vb dl
la seccidn longitudinal sombreada para equilibrar las fuerzas normales F "y
vy F + dF generadas por los momentos M v M + dM, respectivamente.
Como ¢l segmento tiene una longitud dx, entonces el flujo cortante o fuer-
za por unidad de longitud a lo largo de la seccidn es g = dF fdx. Debido a ta)
que la pared del patin es delgada, el esfuerzo cortante v no variard mucho
sobre el espesor 1 de la seecidn; supondremos por ello que es constanie.
De agqui,dF = rdAd = frdx) = g de, 0

-

g=rTi {7-T)

Este mismo resultado puede obtenerse comparando la ecuacidn del flu-
jocortante, g = V2 /1, con la fdrmula del cortante = V{2 /.

Igual que el esfuerzo cortante, el Mlujo cortante también actda tanto en
los planos longitudinales como transversales. Por ejemplo, si se aisla (figura
7-19¢) el elemento de esquina situado en el punto B de la figura 7-195, el
flujo cortante actiia como se muestra sobre la cara lateral del elemento.
Aunque existe, despreciaremos la componente vertical transversal del flujo
cortante porque, como s¢ muestra en la figura 7-194, esta componente,
igual que el esfuerzo cortante, es aproximadamente cero a través del espe-
sor del elemento, Esto es debido a que las paredes se suponen delgadas v
a que las superficies superior ¢ inferior estdn libres de esfuerzo. Para resu-
mir, slo se considerard la componente del flujo cortante que actia pa-
ralelamenie a las paredes del miembro.

(' SAIICSIR CETD @ ITHves

A, del espesor del paiin ya

r s la pane saperion & infersor
de dute estin libres de esfuerzo

i SUPRESI0 ConTlante
a ravés del expesor
del patin idp

Fig. 7-19
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(&)

LH]

Fig. 7-19 {cont.]

Mediante un andlisis similar, el aislamiento del segmento izquierdo del
patin superior, figura 7-19%, establecerd la direccion correcta del flujo cor-
tante sobre el elemento C del segmento, figura 7-19F, Usando este método
demuesire que el flujo cortante en los puntos & v O correspondientes
en el patin inferior estd dirigido segidin se muestra en la figura 7-19g.

Este ejemplo ilustra como se puede establecer la direccion del flujo cor-
tante en cualquier punto de la seccidn transversal de la viga. Mediante la
formula del flujo cortante, g = VQ /1, en seguida se mostrard como se deter-
mina la distribucidn del flujo cortante en toda la seccidn transversal. Es
de esperar que esta formula dé resultados razonables para el flujo cortan-
e, puesto que, segidn lo expuesio en la seccidn 7.3, la precision de esta
ecuacion mejora en el caso de miembros con secciones rectangulares del-
gadas. No obstante, para cualquier aplicacidn, la fuerza cortante 'V debe
actuar a lo largo de un eje de simetria o ¢je centroidal principal de iner-
cia de la seccidn transversal.

En primer lugar s¢ determinard la distribucidn del flujo cortante a lo
largo del patin superior derecho de la viga de patin ancho mostrada en la
figura 7-20a. Para ello, considérese el flujo cortante g, que actia sobre el
elemento méds sombreado localizado a una distancia arbitraria x de la li-
nea central de la seccidn transversal, figura 7-20b. S¢ determina usando
la ecuacién 7-6 con O = y'A" = [d2](b,2 - x)1. Asi,

i Ve _ V0d/2)((B/2) — xpt Wd(b .t‘) (7-8)

! I T ar \2

Por inspeccitn, s ve que esta distribucion es lineal v que varia desde g =
Oenx = b /2 hasta (Guiy)y = Vidb /4f en x = 0. (La limitacion de x = O es
factible en este caso, puesto que se supone gque ¢l miembro tiene “pare-
des delgadas™ vy, por consiguiente, se desprecia el espesor del alma.) Por
simetria, un andlisis similar da la misma distribucion de Mujo cortante pa-
ra los otros patines: los resultados se muestran en la figura 7-204d.

La fuerza total desarrollada en las porciones izquierda v derecha de un
patin se puede determinar mediante integracidn. Como la fuerza sobre el
elemento mis sombreado en la figura 7-20b es dF = g dx, entonces

b2 z
Fy = Jqu o [] H—'E(!—’ - :) dx = F:;:’

Asimismo, este resultado se puede determinar calculando el drea bajo el
tridngulo en la figura 7-20d va que ¢ es una distribucidn de fuerza por uni-
dad de lengitud, Por consiguiente,

1 b Vi db?

En la figura 7-20e se muestran las cuatro fuerzas que acidan en los pati-
nes y por su direccidn se deduce que se mantiene el equilibrio de las fuer-
zas horizontales en la seccidn transversal.



Secadw 7.5 Flujo cortante en miembros de pared delgada = 403

]

.

i
—

S —

{a) [} (15}

Para ¢l alma se puede realizar un andlisis similar, figura 7-20c. En este
caso s¢ tiene O = E¥' A" = [d2)(b) + [y + (1,2Hd2 - y)]d2 — y) =
bed2 + (d*/4 - y*), usi que:

_Yo_wvi[dd 1(d )] .
=00 2+2(4 ¥ =

Para el alma, el flujo cortante, al igual que el esfuerzo cortante, varda de
manera parabdlica, de q = 2{Gnady = Vidb 21 eny = d /2 hasta un maxi-
mo de § = (Paiadatma = (Vi d/N)(b/2 + dB) en y = 0, figura 7-20d.

Para determinar la fuerza en el alma, Fjp,. hay que integrar la ecuacion — & Wy
7-9, es decir,
“Cvildd  1{d ek
and L2 IN4
" ﬂ[ﬁ " l(i e r)] in
! 2 ¥ 2. 4 y 3". = i zwﬂl.lb.l
Vid? |
- 4 (Eb % Ed) Dnstsvhiicion doe fluje comsnic
Es posible una simplificacion si se observa que ¢l momento de inercia pa- dh

ra el drea de la secoidn transversal es:
P (E)l] T
1 —2[121# + by 5 + 12"‘

5i se desprecia el primer término, en vista de que el espesor de los pati-
nes es pequedio, se obtiene:

ot l)
I = 4(1&-+3d‘

Sustituyendo en la ecuacidn anterior, vemos que Fy,, = ¥, 1o que cra de
esperarse, figura 7-20e,

{14]

Fig. 7-20
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Flujo comamie §

Fig. 7-21

En ¢l andlisis anterior se observan tres puntos importantes. Primero, el
valor de g cambia a lo largo de la seccidn transversal, puesto que (0 serd
diferente para cada segmento de drea A” para el cual se calcula. En particu-
lar, g vaniard nealmente a lo largo de segmentos (patines) perperndiciulia-
res a la direccion de V., y parabdlicamente a lo largo de segmentos (alma)
inclingdos o paralelos a ¥, Segundo, g siempre actuard paralelamente a las
paredes del miembro, puesto que la seccidn en la cual se caleula g se escoge
perpendicular a las paredes. Y tercero, el sentide direccional de g es tal
que el cortante parece “fluir” a través de la seccidn transversal, hacia el
inrerior en el patin superior de la viga, “combindndose” y luego “fluyen-
do™ hacie abajo por el alma, en vista de que debe contribuir a la fuerza
cortante ¥, y en seguida separindose v “fluyendo” hacia afuera en el pa-
tin inferior. 5i se es capaz de “visualizar” este “flujo”, esto proporcionard
un métado ficil para establecer no s6lo la direccidn de g. sino también 1a
direccidn correspondiente de 7. En la figura 7-21 se muestran otros ejem-
plos de cémo g se dirige a lo largo de segmentos de miembros de pared
delgada. En todos los casos, la simetrfa prevalece respecto a un eje coli-
neal con ¥V, ¥ en consecuencia, ¢ “lluye™ en una direccion tal que propor-
cionard las componentes necesarias de fuerza vertical equivalentesa ¥y

ademds tambidén cumplird con los requisitos de equilibrio de fuerzas ho-
rizontales én la seecidn transversal.
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La viga en caja de pared delgada en la figura 7-22a estd sometida a una
fuerza cortante de 10 klb. Determine la variacion del flujo cortante en
la seceidn transversal,

Solucion
Por simetria, el eje neutro pasa por el centro de la seccion transversal.
El momento de inercia es:

1= 256 pulg)(8 pulg) - (4 pulg)(6 pulg)’ = 184 pulg’

Sdalo tiene que determinarse el flujo de cortante en los puntos B, C
y D). Para ¢l punto B, el drea A' = 0, figura 7-22b, ya que puede conside-
rarse que estd localizada totalmente en el punto B. Alternativamente,
A" puede también representar foda el drea de la seecidn transversal, y
en este caso Qg = VA" = 0, va que ¥' = [, Puesto que Jg = 0, enton-
ces:
ge=10

Para el punto C, el drea A' se muestra con sombreado méds oscuro en
la figura 7-22c. Aqui hemos usado las dimensiones medias, ya que el
punto C estd sobre la linea central de cada segmento. Tenemos:

0= ¥'A"=(3.5 pulg)(5 pulg)(1 pulg)=17.5 pulg’
Asi,

_VQc  10kIb{17.5 pulg’/2)
T T iBdpulgt

e = 0,951 kib/pulg

El flujo cortante en [ se calcula usando los tres rectangulos oscuros
mostrados en la figura 7-224. Tenemos:

Qp = Sy'A" = 2[2 pulg](1 pulg)(4 pulg) + [3.5 pulg}4 pulg)(1 pulg) - 30 pulg’

de manera que

 VQp _ 10kib(30 pulg’/2)

4= 184 pulg*

= 1.63 kib,/pulg

Con estos resultados y aprovechando la simetria de la seccidn trans-
versal, graficamos la distribucidn del flujo de cortante que s¢ muestra
en la figura 7-22¢. Como se esperaba, la distribucidn es lineal a lo lar-
go de los segmentos horizontales (perpendicular a V') y parabdlica a lo
largo de los segmentos verticales (paralela a V).

F
PUIE pulg putg
{a)
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*7.6 Centro de cortante

W= B

B

w1

icl

da

En la seccidn anterior se supuso que la fuerza cortante interna ¥ estaba
aplicada a lo largo de un ¢je centroidal principal de inercia que también
representa un gie de simetria de la seccion transversal. En esta seccidn se
considerard el efecto de aplicar la fuerza cortante a lo largo de un eje cen-
troidal principal que e es un gje de simetria, Como anies, se analizardn
stilo miembros de pared delgada, de modo que se usardn las dimensiones
de la linea central de las paredes de los miembros. Un ejemplo representa-
tivo de este caso es una canal en voladizo, mostrada en la figura 7-23a, v
sometida a la fuerza P. 51 esta fuerza se aplica a lo largo del ¢je inicialmen-
te vertical asimétrico que pasa por el cenfroide C de la seccidn transver-
sal, la canal no sélo se flexionard hacia abajo, sino que también se forcerd
en sentido horario como se muestra en la figura.

[

{- . ¥
Imstrbucuim &l Tupo de cortanic

ihi

(i il

Fig. 7-23



Para entender por qué se tuerce la canal, es necesanio estudiar la distribu-
cidn del flujo cortante a lo largo de los patines v el alma de la canal, figura
7-23b. Cuando esta distribucion se integra sobre las dreas de los patines y
alma, obtenemos fuerzas resultantes Fren cada patin y una fuerza V' = P
en el alma, figura 7-23¢. 51 se suman los momentos de esas fuerzas con res-
pecto al punto A, puede verse que el par generado por las fuerzas en los
patines es responsable de la torsidn del miembro. La torsidn es horana
cuando se observa desde ¢l frente de la viga como s¢ muestra en la figu-
ra 7-Z3a, ya que las fuerzas F;reactivas de “equilibrio” interno son las que
ocasionan la torsion. Para prevenir esta torsidn es necesario, por tanto,
aplicar P en un punto O situado a una distancia ¢ del alma de la canal, fi-
gura 7-23d. Se requiere que XM, = Fpd = FPe,lo que da

¢m 22
P

Con el método visto en la seccidn 7.5 se pueden evaluar las fuerzas Fren
términos de P (=V) y de las dimensiones de los patines y del alma. Una vez
hecho esto, P se elimina después de sustituirla en la ecuacién anterior y e
se puede expresar simplemente como una funcidn de la posicion de la geo-
metrin de la seccidn transversal y no como una funcidn de P o de su
sicidn a lo largo de la longitud de la viga (vea el ejempla 7-9). El punto O
asf localizado se llama centre de corfante o cenire de flexidn. Cuando P
se aplica en el centro de cortante, la wiga s¢ flexionand sin torcerse, como se
muesira en la figura 7-23¢. Los manuales de disefio a menudo dan la po-
siciom de este punio para una amplia variedad de vigas con secciones trans-
versales de pared delgada que son de uso comiin en la prictica.

Al efectuar este andlisis, debe observarse que el centro de cortante siem-
pre quedard en wn eje de simerria de la seccidn transversal del miembro.
Por ejemplo, si la canal en la figura 7-23a se gira WF v P se aplica en A, fi-
gura 7-24a, no habrd torsion puesto que el flujo cortante en ¢l alma y en
los patines es siméfrico en este caso, y por consiguiente las fuerzas resul-
lantes en estos elementos no generardn momento con respecto a A, figu-
ra 7-24b. Es claro gue si un miembro tiene una seccidn transversal con dos
ejes de simetria, como en ¢l caso de una viga de patin ancho, el centro de
cortante coincidird entonces con la interseccion de estos dos ejes (cen-
troide ).

(al
Fig. 7-24

Secoeon 7.6 Centro de cortante « 407

Diemostracidn de como wna viga en voladi-
oo se deflexiona cuando se carga a travis del
centrobde (arriba) v a travis del centro de cor-
tante {ahapa).
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La canal mostrada en la figura 7-23a estd sometida a una fuerza cor-
tante de 20 kN. Determine el flujo de cortante en los puntos 8, Cy Dy
trace la distribucidn del flujo cortante en la seccidn transversal. Calcu-
le también la fuerza resultante én cada regidn de la seccidn transver-

inercia de la seccidn transversal. Para esto, la seccion transversal serd
subdividida en tres rectingulos, figura 7-236. Usando unidades métri-
cag, la posicidn del eje neutro, medida desde la parte superior, es:

- _ Z3A _ [0.005 m](0.4 m)(0.01 m) + 2 [[0.05 m}(0.08 m)(0.01 m)]
Y= 1A 0.4 m(0.01 m) + 2{0.08 m){0.01 m)

= (LO1786 m

El momento de inercia respecto al eje neulro es entonces:

[= [ﬁ(m m)(0.01 m)* + (0.4 m)(0.01 m)(0.01786 m — 0005 m:F]

+ 2[%{u.m m){(0.08m)* + (0,08 m ({001 m){0.05m ~ Ltmuaﬁmf]
= 3.20(10"%) m*
Como A’ = 0 para el punto 8, figura 7-23a, entonces 0y = 0, y por

tanto:
g =0 Resp.

linea cemtral del lado corto de la canal, usamos el drea con sombra os-

Q¢ = v Ar = [0.085 m;2 — 0.01286 m}(0.085 m}{0.01 m)

= 25.1%107* m" {L0RS m

por lo que ¥
Fig. 7-13

V@, _ 20 kN(25.19)(10%) m*)

q'l:- = ']' 3_2{'{ ID-E-:I m-i-

= |5TkN/m Hesp

sal.
10 mam
B
[l L
10 —ef e ]
V=20 kN M]|_’“: 04 m |
i N M‘D_ ”
A |
Solucién {08 m
Localizaremos primero el eje neutro v determinaremos el momento de b}

Para determinar ¢l flujo cortante en C, que estd localizado sobre Ia DU 786 m = QA0S m = (.01 286 m

L
KN
cura mostrada en la figura 7-23c. Entonces, N - h — == _'.1' A
I

Cosningn
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1 kN

01 T8E m
ey

0.2 m
H |

154 kN

g}

154 kN

10 kN

A

(e}

Para el punto D, consideraremos el drea A’ con sombra oscura en la
figura 7-234 como la suma de dos rectingulos Para caleular Qp, asig-
namos un valor negative a " del rectdngulo vertical, ya que su centrod-
de estd por debajo del eje neutro y asignamos un valor pesitive a v del
otro rectangulo, ya que la ¥' de su centroide estd por arriba de este eje.
Asi,

Oh = 5§'A' = —[0.09 m/2 - 0.01786 m}{0.09 m}(0.01 m)
A = + [0.01786 m — 0.005 m](0.19 m)(0.01 m) = 0

Por tanto,

_ VO, _ _20KNO)
= = T 3200 9mt

En la figura 7-23¢ s¢ muestra el flujo de cortante en toda la seccidn
transversal, de acuerdo con la direccidn de V. Como dijimos antes, la
intensidad de ¢ varia linealmente a lo largo del segmento horizontal v
luego varia parabdlicamenie a lo largo del segmento vertical. El Mujo
de cortante maximo se presenta al nivel del eje neutro v puede deter-
minarse usando el drea con sombra oscura mosirada en la figura 7-237

O=FA = [m%}mmm m)(0.01 m) = 26.02(10°%) m’
Por consiguiente,

. V@ _ 20kN{23.02)(10"*) m*)
Vmta = =4 = 320010 %) m°

=163 kN/m

Por equilibrio de la seccidn transversal, la fuerza en cada segmento
vertical debe ser:

F,= % = 10 kN Resp.

que es equivalente al drea bajo la distribucidn parabdlica de g. Las fuer-
zas en cada segmento horizontal pueden determinarse por integracion,
o de manera mis directa, encontrando el drea bajo la distribucion trian-
gular de g. figura 7-23¢. Tenemos:

Py é(u.ms m)(157 kN /m) = 15.4 kN Resp.

Estos resultados se muestran en la figura 7-23g.
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Determine la posicién del centro de cortante para la seccidn én canal
de pared delgada con las dimensiones mostradas en la figura 7-25aq.

—b—
-
f | I

h
| [ el I

- .

. DHaribmcitn del fluje conane
b

Solucion

Resulrantes del flufo de cortante.  Una fuerza cortante ¥ vertical ha-
cia abajo aplicada a la seccidn ocasiona que el cortante fluyva a través
de los patines y alma segilin se muestra en la figura 7-25b. Esto genera
fuerzas resultantes F; y V en los patines y alma como se muesira en la

Fy P A
figura 7-25¢. Tomaremos momentos respecto al punto A de modo que A
sdlo tenga que determinarse la fuerza Fyen el patin inferior. -[_ _
El drea de la seccidn transversal puede subdividirse en tres rectin- Aoy -

gulos componentes: un alma v dos patines. Como se supone que las J,_
componentes son delgadas, el momento de inercia del drea respecto al Fr

eje neutro es:
r g+ (3 |- 5 (5 +0)
De la figura 7-254, g en la posicidn arbitraria x es:
_ Vg _ Vih/2)[b = xlr V(b - x)
I (e 2)[(Rh/6) + B]  Rl(h/6) + B]
Por consiguiente, la fuerza Fyes:

b ¥ ’ Vit N A
= I re———— -_ I ————tl T &
f L 9= e + b]L (b= X)dx = 3hlthj6) + b] .« |5
Este mismo resultado puede también obtenerse e.nmnl:randu primero L—i—-lli.j
(Gmax)r figura 7-25b, y luego determinando el drea triangular - Lb (Gmaxdy b
= F,
ﬂﬂ;ﬂ#w& Sumando momentos respecto al punto A, figura
7-25¢, requerimos: Fig. 7-15
Vib'h
Ve = Fih = 2nitne) + )
Entonces,
g = L Resp,
[(A/3) + 2b]

De acuerdo con lo antes expuesto, ¢ depende sdlo de las dimensio-
nes de la seccidn transversal.
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Determine la posiciéon del centro de cortante para el dngulo de lados
iguales, figura 7-26a. Calcule también la fuerza cortante interna resul-
tante en cada lado.

Triin

Dristrbucidn del fujo comanie

Ll

ici
Fig. 7-26

Solucién
Cuando se aplica una fuerza cortante ¥ vertical hacia abajo, ¢l flujo de
cortante y las resultantes del flujo cortante estdn dirigidas como se
muestra en las figuras 7-26b v 7-26c, respectivamente. Advierta que las
fuerzas F en cada lado deben ser iguales puesto que por equilibrio la
suma de sus componentes horizontales debe ser igual a cero. Ademids,
las lineas de accidn de ambas fuerzas intersecan el punto O, por lo tan-
o, este punto debe ser el ceniro de cortanie, va que la suma de los mo-
mentos de esas fuerzas v de V respecto a € es cero, figura 7-26c.

La magnitud de F puede determinarse encontrando primero el flu-
jo de cortante en una posicidn 5 arbitraria a lo largo del lado supernior,
figura 7-26d. En este caso,

O=3%A"= %(fﬁ - 5) + %)u = %(ﬁ - %):r
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El momento de inercia del dngulo respecto al eje neutro debe obte-
nerse a partir de “principios dsicos™, ya que los lados estdn inclinados
respecto al eje neutro. Para ¢l elemento de drea dA = ¢ ds, figura 7-26e,
lenemos:

) "l : 52 R
I = J' dd=2[ [—{b—s}]:a’5=r( 5 — st + —::] =—
A , v 3 P
El flujo cortante es entonces:
TR T
-=— e | — [ p - =
T T w2
-V (E. - ’)
VL 2
La variacidn de g ¢s parabélica v alcanza un valor miximo cuuan-
do s = b como se muestra en la figura 7-265. La fuerza F es por consi-
guiente:
-] 3
3V 5
F=|gds =——— s(b— )-ch'
L u.’wL 2
2 b
= _:-'i'i.-" (b E_ — l_,'--")
Vel 2 6 Sl
1 Resp.
=—V
V2

Este resultado puede verificarse fdcilmente, puesto que la suma de
las componentes verticales de la fuerza F en cada lado debe ser igual
a V v, de acuerdo con lo antes expuesto, la suma de las componentes
horizontales debe ser igual a cero.
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PROBLEMAS

#7-56. La viga H estd sometida s una luerea cortante
¥ = 80 kM. Determine el flujo de cortante en el punto A.

T-5£7. Lawiga H esti sometida a una fuerza cortante V=
B kM Esboce la distribucidn del esfuerzo cortante que a-
tia a lo largo de uno de sus segmentos laterales. Indigue
toxbos los valores peco.

A
30 nam - II"-
$ e WOmm ) M

i i
|~
1

25 mm

Probes, 7-50/57

7-58. La canal estd sometida a una fuerza cortante
V= TS kM. Determine el flujo cortante desarrollado en

el punto A.

T-59. La canal estd sometids a una fuerza cortanie
Vo= 75 kM, Determine ¢l Mlujo cortante miximo en la
canal.

.,.,L,:'-— M) inim
L
|
Il:'ﬂlm.m
b
i - A mim
4
V=T3EkN
-
Mmm~
Frobs. 7-58/5%

*7-60. La viga estd sometida a una fuerza cortante verti-
cal ¥ = T klb. Determine ¢l flujo cortante en los puntos A4
y I v el Mujo corlante maximo en la seccidn transversal,

A
pulg
2 pulg -
0.5 palg
.5 pulg
Prob. 7-60

7-61. El puntal de aluminio tiene 10 mm de espesor y
tiene la seccidn transversal mostrada en la figura. Si estd
sometido a una fuerza cortante V' = 150 N, determine el
Mujer cortante e los puntos A v B,

T-62, EIl puntal de aluminio tiene 10 mm de espesor y
tiene la seccidn transversal mostrada en la figura. Si estd
sometido a una fuerzs cortante V = 150 N, determine el
MNujo cortante méximo en ¢l puntal

i rnrn:i___ ;

3 inm

!I:lrnrn_L

Ehip
I--:'-I.'-l mru-h'..—

Omm 10 e

M mm

Probs. 7-61/62



T-63. Latrabe en caja estd sometida a una fuerza corian-
te ¥ = 15 kN, Determine (a) el flujo cortante desarrolla-
do en el punto By (b) el fupo cortante mdximo en ¢l alma
AR de la trabe.

Ao |5 min

250 mm

/_L-Iirnm
s |

25 mm

Proh. 7-63

*T-64.  La viga estd sometida a una fuerza cortante V =
5 klb Determine el flujo cortante en bos puntos A y B,

7-65. La viga estd formada por cuatro placas y estd so-
metida a una fuerza cortante ¥V = 5 kib, Determine el Nu-
jo cortante miximo en la seccion transversal,

0.5 puilg

Probs 7-6465

ProsLesas « 415

T-66. La viga reforzada esid consiruida con placas con
espesor de (L25 pulg. 51 estd sometida a una fuerza cortan-
te V¥ = 8 kb, determine la distribucidn del flujo cortante
en los segmentos AR y CD de la viga. [ Cudl es la fuerza
cortante resultante soportads por esos segmentos? Tam-
bién, eshoce cdmo se distribuye ¢l flujo cortante en la sec-
ciin transversal. Las dimensiones verticales estin referi-
das a la linea central de cada segmento horzontal.

N

B

8

2 pulg
2 pulg

Froh. T-&6

T-67. Determine la variacidn del esfuerzo cortante sobre
la seccidn transversal del tubo de pared delgada en [un-
ciin de la elevacion v ¥ demuesine que 75, = 2V/A, don-
de A = 2avi. Sugerencio: escopa un elemento diferencial de
dread A = Rrdf. Con d(} = y dA, exprese (I para una sec-

citn circular de & a (7 - demuesire que =
IR’ cos 0, donde cos 8= VR - ) #R.

Prob. 7-67
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*T-68. Determine la localizacidn ¢ del centro de cortan-
ie, punto £, para el miembro de pared delgada que tiene
la seccidn transversal mostrada, donde by = by, Los seg-
mentos del miembro tienen todos el mismo espesor 1,

T-69. Determineg la posicidn ¢ del centro de comante, pun-
o {7, para el miembro de pared delgada que tiene la sec-
cidn transversal mostrada. Todos los segmentos del miem-
bro ienen el mismio espesor f,

T-M.  Determine la posicidn ¢ del centro de cortante, pun-
to €, para el miembro de pared delgada que tiene la sec-
cidn transversal mosirada. Todos los segmentos del miem-
bro tienen el mEmo espesor 1.

.

=

—b—

Froh. 7-Th

T-7. Determine la posicitn ¢ del centro de cortante, pun-
to O, para ¢l miembro de pared delgada que tiene la sec-
cidm transversal mostrada, Todos los segmentos del miem-
bro tienen el mismo espesor 1.

*1-7L  Determine la posicién ¢ del centro de cortante,
punto €, para ¢l miembro de pared delgada que tiene la
seccion iransversal mostrada, donde by = by, Todos bos seg-
mentos del miembro tienen el mismo espesor £,
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7-Th  Determing la posicion e del centro de cortante, pun-

100 mm

1o O, para el miembro de pared delgada que tiene Ia sec- _T_

ciin transversal mostrada, Todos los segmentos del miem- 100 men
bro tienen el mismo espesor £ -
[

ﬂ #
1040 fmien

- s

Prob. 775

B

*1-76.  Determine la posicidn ¢ del centro de cortanie,
punto (7, para el miembro de pared delgada que tiene la
seceidn transversal mostrada. Todos los segmentos del
micmbro tienen el mismo espesor £

n—
et LR o L
I

T-T4.  Determine la posicion & del centro de cortante, pun-
to €F, para ¢l miembro de pared delgada que tiene la sec-
cidm tramsversal mostrada, Todos los segmentos del miem-
bro tienen el mismo espesor 1.

Prash. 7-T6

T-T7.  Determine la posicidn ¢ del centro de cortante, pun-

to £, para el miembro de pared delgada que tene la sec-
cidn transversal mostrada,

Prob. 774 o

7-75. Determone ba posicion ¢ del centro de cortante, pun-
1o 2, para el miembro de pared delgada que tiene una ra-
nura a ko ancho de uno de sus lados
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7-T8. 5i el dngulo tiene un espesor de 3 mm, una altura
h o= 100 mem v estd sometido a una fuerza cortante V =
50N, determine el Mujo de conante en el punto A v el Du-
jo corante miximo en ¢l dngulo

7-19. El dngulo estd sometido a una fugrza cortante
V = 2 klb. Esboce la distribucidn del Qupo cortante a lo
largo del lado AB. Indique los valores numéricos de cada
pieo, El espesor es de 0.25 pulg v los lades {AB) son de 5

pulg.

5= o

v

Prohe, T-TRTY

*T-80. Determine la posicion ¢ en que debe colocarse la
fuerza P para que la viga se Bexione hacia abajo sin tor-
cerse, Considere i = 200 mm.

Tl 5e aplics una fuerza P al alma de la viga, como se
muaestra, 5i ¢ = 250 mm, delermine la altura & del patin
derecho de manera que la viga se deflexione hacia abajo
sin torcerse. Los scgmentos del miembro tienen el mismo

ESPEROT 1.

T-82,  Determine ln posicion e del centro de cortante, pun-
to £, para el miembro de pared delgada que tene la sec-
cidin transversal mostrada.

_l_|.|;_|-||

Pruh. 7-K2

THY.  Determine la posicidn ¢ del centro de cortante, pun-
te O, para ¢ miembro de pared delgada que tiene la see-
cidn transversal mostrada, El espesor es r.

Proabs. 7-53
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PROBLEMAS DE REPASO

*T-84. Determine la posicion ¢ del centro de cortante,
punto 2, para la viga que tiene la seccidn transversal mos-
traca. El espesor es 1.

Froh. 7-84

7-85. Determine el esfuerzo comnante en los puntios B v
O wobre el alma de s viga, en la seccion a-2.

T-86. Determine ¢l esfuerzo comante miximo que actins
en la seecion a-x de la viga.

1500 Iky/pie

‘ B
4 s - s P’iE‘I| ] F’l':": 4 F’i.l!! 1
Ipulg .75 pulg
I~ L)
e —1—151
0.5 pulg B L"_IP"JB-
L ™

Pruhe, T-85/%6

T-87. Laviga estd hecha con cuatro tablones clavados en-
tre si, como se muesira. 5i cada clave puede soportar una
fuerza cortante de 100 |h, determine las separaciones re-
queridas £° ¥ & entre kos clavos cuando la viga estd someti-
da a una fuerza cortante ¥ = 700 1,

*7-B8. Lawigacsta hecha de cuatro tablones clavados en-
tre s, como s¢ muestra. 5i la viga cstd sometida a una fuer-
za cortante V' = 1300 Ib, determine la fuerza cortante en
cada clave, La separacidn en bos lados es5 = 3 pulg y en la

parte supenor. s’ = 4.5 pulg.

| palg
2 pulg

Lz pulg

1.5 pulg

Frobs. T-H7/8H

T-8%. La viga sc compone de tres placas delgadas solda-
dias como s¢ muestra, 5i se somete a una fuerza cortante
Vo= 48 kM determine el ﬂ'l.ljl:r cortante en los p|,|;|1|;1;|5,,4 :Ir,ﬂ_
Ademds, caleule el esfuerzo cortanie maximo en la viga.

A
103 mm
I i
|
v mm
'-I:l:::]_rFu'rm
L]
1§ mm -~
Froh, 7-89
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7-80. La viga estd sometida a una fuerza cortante V = *1-8L Determine la posicidn ¢ del ceniro de cortanie,
25 kM. Determine el esfuerzo cortante en los puntos A punto {3, para el micmbro de pared delgada que tiene La
¥ B ¥ calcule el esfuerzo cortante maximo en la viga. Se seccidn transversal mostrada,

tiene una pequedia abertura en

15 nm
o --—-;j If '\-.\i l: 0 EEMIE
15 M =100 mm [
=~ 15 mm
Froh. 7-80
7-81. La viga estd sometida a una fuerza cortante ¥V = 7-93. La viga T estd sometida a una fuerza cortante
25 kN. Determine el esfuerzo cortante en los puntos A y V = 150 kM. Determine la porcidn de esta fuerza que es
B y calcule el esfuerzo cortante mdximo en la viga. Supon- soportada por el alma 8.

Ea cerrada la abertura en C de manera que la placa cen-
tral quede unida a la placa superior.

iEn
8 40 mm
‘ e L
1% mm 200 e B
IWHII-I:.JI II.-'"-\-.,_I' i mET
- il:l.‘rmLL'
15 mm 24} mm
FProb. T-91



La columna excéntrica que soporta este letrero estd sometds a las cargas
combinadas de fuerza normal, fuserza cortante, momenios flexonante v
torsionante.



8.1 Recipientes de presion de pared delgada

Los recipientes cilindricos o esféricos que sirven como calderas o tanques
gon de uso comin en la industria, Cuando se someten a presion. el material
del que estdin hechos soporta una carga desde todas las direcciones. Si bien
éste es ¢l caso que estudiaremos aqui, ¢l recipiente puede ser analizado
de manera simple siempre que tenga una pared delgada. En general, “pa-
red delgada” se refiere a un recipiente con una relacidn de radio interior
a espesor de pared de 100 més (r/t = 10). Especificamente, coando r/ft = 10,
los resultados de un andlisis de pared delgada predicen un esfuerzo que
2% casi 4% menor que el esfuerzo maximo real en el recipiente. Para ra-
ZOMEs rft mayores, esie error serd adn menor,

Cuando la pared del recipiente es “delgada”, la distribucién del esfuer-
70 a través de su espesor ¢ no variard de manera significativa, y por tanto
se supondri que es uniforme o constante. Con ésla suposicion, se analizard
ahora el estado de esfuerzo en recipientes de presion cilindricos y esféri-
cos de pared delgada. En ambos casos se entiende que la presidn dentro
del recipiente es la presidn manométrica, ya que mide la presion por en-
cima de la presidn atmosférica, la que se supone cxiste tanto en ¢l inte-
rior como en el exterior de la pared del recipiente.

423



424 s« CAPITULO 8 Cargas combinadas

Recipientes cilindricos. Considere que el recipiente cilindrico tiene

un espesor de pared ¢ v un radio interior r como s¢ muestra en la figura

#-la. Dentro del recipiente, a causa de un gas o fluido de peso insignifican-
L te, se desarrolla una presion manométrica p. Debido a la uniformidad de
esla carga, un elemento del recipiente suficientemente alejado del extre-
mo ¥ orientado como se muesira, estd sometido a los esfuerzos normales
oy en la direccidn anular o circunferencial v o, en la direccidn longin-
dinal @ axial Estas dos componentes de esfuerzo gjercen tensidn sobre
¢l material. Queremos determinar la magnitud de cada una de esas com-
ponentes en términos de la geometria del recipiente v de la presion inter-
na. Para hacer esto, usamos el método de las secciones v aplicamos las
ecuaciones de equilibrio de fuerzas.

Para ¢l esfuerzo anular, considere que el recipiente es seccionado por
los planos a, b ¥ c. En la higura 8-1b se muestra un diagrama de cuerpo li-
bre del segmento posterior junto con €l gas o fluido que contiene. En es-
ta figura se muestran sdlo las cargas en la direccidn x, Estas cargas se de-
sarrollan por el esfuerzo circunferencial uniforme oy, que actia a través
de la pared del recipiente v la presidn que actia sobre la cara vertical del

[ET]

F{I gas ¢ fluido seccionado, Para el equilibrio en la direccidn x se requiere:
oy EFE =0 emli dy)] — p(2rdy) =0
Pt (8-1)

Para obtener el esfuerzo longitudinal ey, consideraremos la porcidn iz-
quierda de la seccidn b del cilindro, figura B-la. Como se muestra en la fi-
gura B-le, o5 actia uniformemente o través de la pared v p actia sobre la
seccidn de gas o fluido. Como el radio medio es aproximadamente igual

i} al radio interior del recipiente, el equilibrio en la direccién ¥ requicre:

IF, =10 ers(2art) - p(ar?) =0

o3
‘ = \ (82)

iry, ety = esfuerzo normal en las direcciones circunferencial y longitudi-
nal, respectivamente. Se supone que son consfantes a través de
la pared del cilindro v que someten el material a tensidn

p = presidn manométrica interna desarrollada por el gas o fluido
contenido

5] r = radio interior del cilindro
Fig, 8.1 r = espesor de la pared (r/f = 10)

En las ecuaciones anteriones,
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Comparando las ecuaciones 8-1 y B-2, se ve que el esfuerzo circunferen-
cial o anular es dos veces més grande que el esfuerzo longitudinal o axial. En
consecuencia, cuando se fabrican recipientes de presidn con placas lami-
nadas, las juntas longitudinales deben dischiarse para soportar dos veces
mas esfuerzo que las juntas circunferenciales,

Recipientes esféricos. Podemos analizar un recipiente esférico a pre-
sidn de manera similar. Por ejemplo, considere que el redpiente Uene un
espesor de pared (. un radio interno r y que va a estar sometido a una pre-
sidn p manométrica interna, figura &-2a, 5 el recipiente se divide en dos
usando la secciGn a, el diagrama de cuerpo libre resultanie se muesira en
la figura 8-2b, Al igual que el cilindro, el equilibrio en la direccidn y re-
quiere:

LF, =1 o3| 2art) — p(wr’) = 0
i ‘:’—I (8-3)

Por comparacidn, éste es el mismo resuliade que el obtenido para el es-
fuerzo longitudinal en el recipiente cilindrico, Ademds, de acuerdo con el
andlisis, este esfuerzo serd el mismo sea cudl sea la orientacion del diagra-
ma de cuerpo libre hemisférico. En conseécuencia, un elemento de mate-
rial estd sometido al estado de esfuerzo mostrado en la figura 8-2a,

El anilisis anterior indica que un elemento de material tomado del reci-
piente de presidn cilindrico o del esférico queda sometido a egfuerzo bia-
xial, esto es, a un esfuerzo normal que existe en sdlo dos direcciones, De
hecho, el material del recipiente también estd sometido a un esfuerze ra-
dial, ory, que actida a lo largo de una linea radial. Este esfuerzo tiene un
valor mdximo igual a la presidn p en la pared interior y decrece a través
de la pared hasta un valor cero en la superficie exterior del recipiente, va
que ahi la presidn manométrica es cero. 5in embargo, para recipientes de
pared delgada despreciaremos la componente radial del esfuerzo, puesio
que la suposicion limitante, r/t = 10, da por resultado que o; y o sean, res-
pectivamente, 5 v 10 veces mayores que el esfuerzo radial miximo, (o )iy
= p. Finalmente, téngase ¢n cuenta que las formulas anteriores son vili-
das sdlo para recipientes sometidos a una presidn manométrica interna.
Si el recipiente se somete a una presion externa, ésta puede ocasionar que
s¢ vuclva inestable y pueda fallar a causa del pandeo.

S muestta el barril de una escopeta que s
atord con basura antes de ser disparada. La
presiin del gas de b carga incrementd el gs-
Twerpo circunferencial del barnl lo que caw-
st la rupiura del misma

LE 1]

L]

Fig. B.I
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Un recipiente a presion cilindrico tiene un didmetro interior de 4 pies
¥ un espesor de ’ pulg. Determine la presidn interna maxima que pue-
de soportar sin que sus componentes de esfuerzo circunferencial v lon-
gitudinal resulten mayores de 20 kib/pulg’. Bajo las mismas condicio-
nes, jcudl es la presion interna méxima que un recipiente esférico del
mismao lamafio puede soportar?

Solucion

Recipiente cilindrico a presién.  El esfuerzo miximo se presenta en
la direccidn circunferencial. De la ecuacion 8-1, tenemos:

E 24 pul
o =5, 20 kIb/pulg? = 212 PUE
! :pulg
p = 417 Ibipulg’ Resp.

Advierta que cuando se alcanza esia presidn, de acuerdo con la
ecuacion 8-2, el esfuerzo en la direccion longitudinal serd oy = : (20 klb
fpulg®) = 10 kib/pulg’. Ademis, el esfuerze mdxime en la direccidn ra-
dig! ocurre sobre el material en la pared interior del recipiente y es
{rsdmie = P = 417 Ib/pulg’. Este valor es 48 veces mis pequefio que el
esfuerzo circunferencial (20 kib/pulg®) v, como se dijo antes, sus efec-
tos serdn despreciados.

Recipiente esférico.  El estucrzo miximo se presenta aqui en dos di-
recciones perpendiculares cualesquiera sobre un elemento del recipien-
te. figura 8-2a. De la ecuacion 8-3, tenemos:

P . pl24 pulg)

Fy = =t 20 klb/pulg” =

v 2(; pulg)
P = 833 Ib'pulg® Resp,

5i bien es mis dificil de fabricar, el recipiente a presion esférico re-
siste el doble de presidn interna que un recipiente clindrico.
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PROBLEMAS

8-1. Un tanque esférico para gos tene un radio mierneos
r=1.5 m. Determine su espesor requerido al estar some-
tidko a1 una presida inlerna g = 300 kPa, s ¢l esfuerzo nor-
mal maximao no debe exceder de 12 MPa.

$-2  Un tangee exfémco a presion va a fabncarse de ace-
o con 0.5 pulg de espesor, Siva a estar sometido a una pre-
sidn interna p = 200 Ib/pulg’, determine su radio exterior
para que ¢l esfucrze normal maximo no excedn de 15 klh/
pulg®.

B3 El tangue de una compresora de aire estéd sometidao

a una presion interna de 90 Ihpulg’. §i el didmetro interna
del tangue es de 22 pulg v el espesor de su pared es de 0.25
pulg, determine los componenies del esfuerzo que actiban
en un punto ¥ muesire los resultados sobre el elemento.

4. Elcilindrode pared delgada puede ser soportado de
dos maneras diferentes, tal como se muesira. Determine el
estado de esfuerzo en la pared del clindro en ambos casos si
el émbaolo P genera una presién interna de 65 Ib jpulg®. La

parcd tiene un espesor de (.25 pulg v el diimetro intemor
del cilindro es de B pulg,

&} i)
Proh. H=4

B-5 Latuberla de gas estd soportada cada M pies por si-
letas de concreto que la mantienen fja sl piso. Determine
el esfuerzo longitudinal ¥ creunferencial en la tuberia si
ka lemperatura s¢ cleva & F respecto a la tempersiura a la
que fue instalada. El gas en la tuberia estd a una presion
de 600 b /pulg’. La tuberia tiene un didmetro interior de
30 pulg v espesor de 0.25 pulg. El material es acero A-36,

Frob. 8.5

B-6. La tuberia de extremos abicrtos de cloruro polivi-
nflico tiene un didmetro interior de 4 pulg y espesor de 0.2
pulg. Determine ¢l estado de esfuerzo en las paredes del
tubo cuando fluve en €l agua con una presidn de &0 b
[pulg”.

B-T. Siel Qujo de agua en la tuberia del problema 3-6 5e
deticne debido al cierre de una vdlvula, determine el es-
tado de esfuereo en las paredes del tubo. Desprecic ¢l peso
del agua. Suponga que los soportes slo ejercen fuerzas
verticales sobre In tuberia,

Prohes. B-GT

*#-8. Labandade acero A-36 de 2 pulg de ancho estd -
ja alrededor del cilindro rigido liso, 5i los pernos estin
apretados con ung tension de 0 Ib, determine el esfuerzo
normal en la banda, la presidn ejercida sobre el cilindro v
la distancia gue s alarga la mitad de la banda.

Frob. 8-8

89, Latapa de un recipiente a presidn se fabrica unicn-
do con pegamento la placa circular al extremo del reci-

piente como se muestra, 5i en el recipiente se tiene una
prﬂ.idn interna de 450 kFa, determine ¢l esflooreo coranic

promedio en el pegamento v el estado de esfuerzo en la
pared del recipiente,

20 mm

Prob, 8-9
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B=10.  Un concho de acera A-36 tiene didmetro interior
de 3.9 pulg, espesor de 0.25 pulg ¥ ancho de 1 pulg. 5i el
cincho v el cilindro rigido de M4 pulg de didmetro tienen
una temperatura de 65° F, determine la temperatura a la
que ¢l cincho debe calentarse para que deslice apenas sobre
el alindro. (Cudl e la presion que el cincho ejerce sobre el
cilindro v el esfuerzo de tensidn en el cincho cuando éste
s enfria a su temperatura original de 85" F7

Prod. 810

B-11. Las duelas o micmbros verticales del barril de ma-
dera se mantienen unidas mediante aros semicirculares de
0.5 pulg de espesor v 2 pulg de ancho. Determine el esfucrso
normal en el aro AR cuando ¢l tanque se somete 4 una pre-
sidn manométrica interna de 2 b fpulg’ v esta carga se trans-
mite directamente a los aros Asimesmo, 5 3¢ utilizan pernos
de (L.25 pulg de didmetro para conectar los aros entre si, de-
termine ¢l esfucrzo de tensidn en cada perno A v B, Su-
ponga que el aro AS soporta ba carga de presion a lo largo
de una longitud de 12 pulg del barril como s muesira.

i FI|'1
B p.:ll'!

Froh. 811

*8-12. Una caldera estd construida con placas de acero
de B mm de espesor unidas entre i 4 Lope en sus exiremos
por medio de dos cubreplzens de 8 mm y remaches de 100mm
de didgmetro espaciados a 50 mm como se muestra. 5i ka
presicn del vapor en la caldera es de 1.35 MPa, determine
(a) el esfuerzo arcunferencial en la plca de lo caldera a
un lado de la junta, (&) el esfuerzo circunferencial en la cu-
breplaca exterior a lo largo de la linea a-a de remaches y
(€] el esluerzo cortante en los remaches.

T m

S mm 4

Froh, E-12

B-1). Para incrementar la resistencia del recipiente a pre-
sidn se dispuso un embobinado o base de Glamentos del
misma matersal alrededor de la circunferencia del recipien-
te como s¢ muestra. 5i la pretensidn en el flamento es Ty
el recipienic estd sometido o una presion interma p, deter-
mine bos esfuerzos circunferenciales en el filamento v en la
pared del recipiente. Use el diagrama de cuerpo libre mos-
irado v suponga que ¢l embobinedo de los ilamentos Hiends
iin espesor ' v ancho w para toda longinod [ del recipiente.

Prab. 813 [

B-14. Un recipiente a presion de extremos cerrados se
fabrica trenzando filamentos de fibra de vidrio sobre un
mandril, de manera que el espesor { del recipiente esti com-
puesto enteramente de llamento v de un pegamento epdsi-
oo como se muesira en la figura. Considere un segmento del
recipienie de ancho w y trenzado a un dngulo 8. 5i el reci-
pienie esti sometido a una presion interna p, demuesine que
la fueren en el segmento es Fy = oywd, donde oy e el esluer-
zo en los filamentos. Demuestre también que los esfuersos
en las direcciones circunferenciales v longitudinales son oy
= oy Sen’ By o = oy cos’ B, respectivamente. | Bajo qué fingu-
lo & deben trenzarse (dngulo dptimo de trenzado) los fila-
meenios para que los esfuerzos circunferenciales y longitudi-
nales sean equivalentes?

Frob. &14
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8.2 Estado de esfuerzo causado por cargas combinadas

En los capitulos anteriores desarrollamos métodos para determinar las
distribuciones del esfuerzo en un miembro sometido a carga axial inter-
na, a fuerza cortante, a momento flexionante o a momento torsionante.
Sin embargo, la seccidn transversal de un miembro suele estar sometida
simultdneamente a varios de esos tipos de carga v, en consecuencia, ¢l mé-
todo de superposicidn, si es aplicable, puede usarse para determinar la dis-
tribucidn resultanre del esfuerzo causado por las cargas. En aplicaciones
se determina primero la distribucidn del esfuerzo debido a cada carga v
luego se superponen esas distribuciones para determinar la distribucidn
resultante del esfuerzo. Como se establecid en la seccidn 4.3, el principio
de superposiciin puede usarse para este fin siempre que exista una relacidn
lineal entre el exfuerzo v las cargas. Ademads, la geometria del miembro no
debe experimentar cambios significativor cuando se aphican las cargas. Es-
10 €5 necesanio para garantizar que el esfuerzo generado por una carga no
esté relacionado con el esfuerzo generado por cualquier otra carga. El
andlizis s¢ confinard a los casos en que se cumplan esas dos hipdtesis.

Esta chimenea esti sometidn a la carga com-
hinada de wiento y peso propio. Es impor-
tante investigar el esfuerso de tensidn en la
chimenea yva que la mamposierda es débil en
temsidn.
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:'rp-&'l_.vi'. ﬁ'_-"" '.iF. . -rml-

|1;-.-.-mﬁ.-n- nzial
La barra solida mostrada en la figura 8-6a tiene un radio de 0.75 pulg.

Determine el estado de esfuerzo en el punto A al estar sometida a la
carga mosirada,

RO 1k

& 800 T (14 pulgh = 11200 Tb- palg go0 1y

S00 1b
""\..mm

(a)

B0 1 { 10 paslg) = BOOD b pulg T
=
500 Th { 14 pulg) = 700 1b- pulg <.

Solucion

Cargas infernas. La barra se secciona por ¢l punto A. Usando el dia-
grama de cuerpo libre del sepmento AR, figura 8-66, las cargas resul-
tantes infernas se pueden determinar a partir de las seis ecuaciones de
equilibrio. WVerifique esos resuliados. La fuerza normal (500 1b) v la fuerza
cortante (800 Ib) deben pasar por el centroide de la seccidon transver-
sal ¥ las componentes del momento fexionante (8000 Ib - pulg v 7000
Ib - pulg) estdn aplicadas respecto a ejes centroidales (principales). Pa-
ra “visualizar™ mejor las distribuciones de esfuerzo debido a cada una
de esas cargas, consideraremos las resultanies iguales pero opuesias que
actian sobre el segmento AC de la barra, figura 8-6c.

Confinia
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0080 - pualg)

000 1b - pulg)
0l
. !|ﬁpﬂp 0,257 kihépuls’ ﬁlfﬂl-kl.i';l:llg? u \v\l 12 kibvpulg’ lE'.iI'[II'Jh"pl.ll,g

Fuerza mormal Fuerza comante  Momenio flexionanie Momento flexionance  Momento rorsionante

Carga combinaida {0} 1) (R0 Tk} {R000 Th- pulg) TN (b paalg ) {11 200 I pulg)
i< iy i} i iz ih)
Componentes de esfuerzo.

Fuerzanormal. La distribucion del esfuerzo normal s¢ muestra en la

figura 8-6d. Para el punto A tenemos:
D60 Kibvpulg’ + 1690 kibvpulg’

P 500 Ib
~0.283 kibvpalg® + 2113 kibvpalg” =—=————— =283 Ibipulg® = 0.283 kib/pul

TAT AT w(0.75 pulg)? - pulg’
’ \ﬁ{” ibvpule” Fuerza cortante. La distribucitn del esfuerzo cortante se muestra en la
204 kihipulg” figura 8-6e, Para el punto A, (7 se determina con el drea sombreada semi-

circedar, Usando la tabla en ¢l formo interior de la cubierta tenemaos:
(i 4(0.75 pulg)[1
— =g P - — E _—
Py g=yaA —[2 w(0.75 pulg}] 0.2813 pulg’

de manera que
_ Yo _  BO0Ib(0.2813 pulg’)
i [1w(075 pulg)* [2(0.75 pulg)

Momenios flexionantes. Para la componente de 8000 Ib - pulg, el pun-
to A se encuentra sobre el eje neutro, figura 8-6f, por 1o que el esfuer-
7o normal es:

= 604 Ibpulg? = 0.604 kibipulg?

ﬂ'_q_=n

Para el momento de 7000 [b - pulg, © = 0.75 pulg, por lo que ¢l esfuer-
zo normal en el punto A, figura 8-6g, es:

M TOO0 b = pulg (10,75
o, = Me  TOOD P01 PUID) _ o) a6 spulg? = 21.13 kibpulg®
J 11 4
[} #(0.75 pulg)’]

Momenio torsionante. En el punto A, p, = ¢ = 0,75 pulg, figura 8-
El esfuerzo coriante es enlonces,

Te  112001b+ pulg(0.75 pul
ram f 0 pulg( > PUE) _ 16901 Ib/pulg? = 16,90 kib/pulg?
[ (0.75 pulg)*|

Superposicién. Cuando los resultados anteriores se superponen, se
ve que un clemento de material en A estd sometido tanto a componen-
tes de esfuerzo normal como cortante, figura 861,
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8.6

El bloque rectangular de peso despreciable mostrado en la figura 8.7a

esti sometido a una fuerza vertical de 40 kN, aplicada en una de sus es-
quinas. Determine la distribucidn del esfuerzo normal que actia sobre
una seccion a través de ABCD,

40 kN

A kN -

(a) (b

Fig. 8-7

Solucidn

Cargas infernas.  5i consideramos el equilibrio del segmento inferior
del bloque, figura 8-7h, se ve que la fuerza de 40 kN debe pasar por el
centroide de la seccidn transversal v deben actuar también dos com-
ponentes de momento flexionante respecto a los ejes centroidales prin-
cipales de inercia de la seccidn. Verifique esos resultados.

Componentes de esfuerzo,

Fuerza mormal. La distribucidn uniforme del esfuerzo normal se
muestra eén la figura 8-Te. Tenemos:

P 40 kN

A" ORm(0Am) - o

o =

Momentos flexionantes. La distribucion del esfuerzo normal para
el momento de 8 kN - m se muestra en la figura 8-7d. El esfuerzo mé-

XImo o5
M, | SKN-m(02m)

. = 375kPa

Tk =T ™ [f—l[u.:-: m)(0.4 m)’]

Conlinga
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D¢ la misma manera, para el momento de 16 kN - m, figura 8-7e. el
esfuerzo normal méximo es:

M.« 16 kN - m{ (.4 m
Fos = — = — { 1 — 375 kPa
I, [L{04m)(08m)’]
375 kPa 375 kPa
] i
4 + | =
|
Faerza normal Mlomento fleasonanse Momento flexionante Carga combinada
(40 kM) (% kMN-m) [ 16 kM-mj)
(<) ) il ifi
Fig. BT {iconL)

Superposicién.  El esfuerzo normal en cada esquina puede determi-
narse por adicidn algebraica Suponiendo que el esfuerzo de tensidn es
pOsitivo, tenemos:

oy = =125 kPa + 375kPa + 375 kPa = 625 kFPa

oy = —125kPa — 375kPa + 375kPa = —125kPa
or = =125kPa — 375kPa = 375kPa = =875 kPa
op= —125kPa + 375kFa - 375kPa = -125kPa

Como las distribuciones de esfuerzo debido al momento flexionan-
te som lineales. la distribucidn resultante del esfuerzo es también lineal
y por lo tanto s¢ ve como se muestra en la figura 8-7f. La linea de es-
fuerzo cero puede localizarse a lo largo de cada lado por tridngulos se-
mejantes. De acoerdo con la figura, se requiere:

(04dm —¢) &
625kPa 125kPa
¢ = (Le6T m
¥
(08m —h)  h
625kPa  125kPa

h=10133m
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8.7

Un bloque rectangular tiene un peso despreciable y estd sometido a

una fuerza vertical P, figura B-8q. (a) Determine el intervalo de valo-

res para la excentricidad e, de la carga a lo largo del eje y de manera P
que no se presente ninglin esfuerzo de tension en el blogue. (b) Espe-

cifique la region sobre la seccidn transversal en que puede aplicarse P

sin que se presente un esfuerzo de tension en el blogue.

Solucion

Parie {a). Cuando P se mueve al centronde de la seccidn transversal,
figura 8-8b, es necesario agregar un momento concentrado M, = Pe,
para mantener una carga estiticamente equivalente. El esfuerzo nor-
mal combinado en cualquier posicion y sobre la seccién transversal,
causado por esas dos cargas, es: ‘a

P [Pl’yl'l-'= P( +J"—'—",.-.'r') ]

R T i

A I, A

El signo negativo indica aqui un esfuerzo de compresidn. Para una e,

positiva, figura 8-Ra, el esfuerzo de compresidn muis pequefo se pre-

senta a lo largo del borde AB. donde v = —h /2, figura 8-8b, (Por ins- M, P
peccidn, P genera compresidn en tal lugar, pero M, genera tensién.)

Por tanto, 4

- E(, i“_=_~.’!]
Tl = ~4 2,

Este esfuerzo serd negativo, es decir, de compresidn, si el término en

parénlesis es positivo; esto es bl

Ae
21,

Fig. B-§

1>

ComoA=bhel = I'-Ibh-‘.enmnm

ﬁr.l‘

1
£y < E"’ Resp.
En otras palabras, si - h = ¢, = 1k, el esfuerzo en el blogue a lo largo
de los bordes AR o l,'.‘f] serd cero o de compresidn. A esto se le llama
a veces “regla del tercio medio”. Es muy importanie manlener esta re-
gla en mente al cargar columnas o arcos con sécciones rectangulares y
hechos de material de piedra o concreio, que pueden soportar poco o
ningtin esfuerzo de tensidn.,

Centiruia
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{4

i

Se ve agui un ejemplo de donde un esfuer-
w0 combinado, axial y de flexin, s puede
prescntar,

Parfe (). Podemos extender 2] andlisis antenior en dos direcciones
suponiendo que P actida en el cuadrante positivo del plano x-y, figura
8-Bc. La carga estitica equivalente cuando P actia en el centroide se
muestra en la figura 8-8d. En coalquier punto coordenado x, y sobre la
seccidn transversal, el esfuerzo normal combinado debido a carga nor-
mal v de flexion es:

P Pey Pex
e R e il

A I, I,
F{ Ae,y .-lr,.r)
e e [ B B T
A I, 1,

Por inspeccidn, igura 8-8d, ambos momentos generan esfuerzos de ten-
sion en el punto A y la fuerza normal genera un esfuerzo de compresion.
Por consiguiente, el esfuerzo de compresidn mias pequefio se presenta
en el punto A, parael cual x = b2 vy = —h 2. Asi,

P ( L Aeh Ag:b)
Py = — - ==
il 21, 21,
lgual gue antes, el esfuerzo normal permanece negativo o de compre-
sitin én el punto A_si los términos en parénilesis permanecen positivos,

Esl0 ex,
Aeh  Ae b
”f‘(l_ T z;,.j

Sustituyendo A = bh. 1, = | bl 1, = | hb', se obtiene:

EE.P ﬁ’r:
D=1 h b
En consecuencia, independientemente de la magnitud de P, si ésta se
aplica en cualguier punto dentro de los limites de la linea GH mostra-
da en la figura 8-8¢, el esfuerzo normal en el punto A serd de compre-
sicn. De manera similar, el esfuerzo normal en las otras esquinas de la
seccion transversal serd de compresidn si P actia dentro de los limites
de las lineas EG, FE v HF. Al paralelogramo sombreado asi definido
se le llama micleo central de la seccidn transversal. De acuerdo con la
“regla del tercio medio” vista en la parte (a), las diagonales del para-
lelogramo tienen longitudes de b3 v i3,

Resp,

Il Fig. 8-H {conk)
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PROBLEMAS

B=15. El tomilko de la prensa ejerce una fuerza de com-
presicn de 500 Ih sobre los blogues de madera. Determine
el esfuerzo normal maximo desarrollado en b seccidn a-a.
La seccidn transversal ahi cs rectangular, de 0,75 pulg por
(L350 pulg.

*8-16. Eltomillode la prensa ejerce una fserza de compre-
ston de 300 1b sobre los blogues de madera, Esboce la dis-
tribucidn del esfucrzo cn la seccidn a-a de la prensa. La
seccion transversal ahi es rectangular, de 0,75 por 050 pulg,

075 pulg
ar

Prishe. B-15716%

8-17. Laprensa estd formada por los miembros AR vy AC
conectados entre si por un pasador en A, 5i s¢ gjerce una
fuerza de compresadn en C y B de 180 N, determine el es-
foerso mdximo de compresidn en la seocidn a-a de la prensa
El tornillo £F estd sometido s6lo a una fuerza de tensidn
a lo larpo de su eje.

B-1R. La prensa estd formada por los micmbros AR v AC
coneciados entre sf por un pasador en A. 5i s¢ gjerce una
fuerza de compresidn en Oy 8 de 180 M, esboce la distr-
bucidn del esfuerzo que actda sobre la seccidn a-a. El tor-
nillo EF estd sometido silo a una fuerza de tension a lo
largo de su eje.

0 Al mm
= 1 180 W
W
J. I
| i
15 mam 180N
Secridn a-o
A
E

Probs. 8-1718

#19. La segucta ticne una hoja ajustable que sc tensa
con una fuerza de 40 N, Determine el estado de esfuerzo
en bos puntos A y 8 del marco

Prof, 8-19

*8-20. El eslabdm excénirico soporta la carga = 30 kM,
Determine su ancho w requerido si el esfuerso normal per-
misible £5 o, = 73 MPa. El eslabdn tiene un espesor de
40 mm.

B-Il. Eleslabdn excéntrico tiene un ancho w = 200 mm
v un espesor de 4 mm. 51 ¢l esfuerzo normal permisible
€5 Operm = 15 MPa. determine la carga méxima F* que pue-
de aplicarse a los cables,

I8 -

30 mm -+

Proba H-2IN21
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B2 Lajunta estd sometida a las fucrzas P=801by F=0L
Eshoce La distribucidn del esfusrzo normal que actia sobre
la seccidn a-a 51 ¢l miembro tiene una seccidn transversal
rectangular de 2 pulg de ancho y 0.5 pulg de espesor.

B-23. La junta estd sometida a las fuerza F=2001b y
F =150 [h. Determine ] estado de esfuerzo en los puntos
A ¥ B vy esboce los resultados sobre elementos diferencia-
les situndos en esis puntos. El miembro tiene una seccidn
transversal rectangular de 0073 pulg de ancho v L3 pulg de
espesor.

Probs. 82223 F

*B-24. Lagdodola v los pasajeros pesan 1300 by su ceniro
de gravedad estd en . El brazo AE tiene una seccidn

transversal cuadrada de 1.5 pulg por 1.5 pulg v estéd conec-
itada por pasadores en sus extremos A v E, Determine ¢
méximo esfuerzo de tensidn generado en las regiones A8
y DN del braza,

Prob. 8-24

8-25. La fuerza vertical P actia en el fondo de la placa
que tiene un peso despreciable. Determine la distancia mis
pequefia J al borde de la placa en que P puede aplicarse
para que no se gencren esfucrzos de compresidn sobre la
seccidn a-a de la placa. La placa tiene un espesor de 10 mm
¥ P actia a lo largo de la lines central de este espesor.

B-26. La barra fiene un didmetro de 40 mm. Determine
las componentes de esfuerzo que actian en el punto A
cuando estd sometida a la fuerza de B00 N, como s¢ mues-
tra. Exponga los resultados sobre un elemento de volumen
localizado en ese punto.

B-Z7. Resuclva el problema B-26 para el punio B,



*8-28. El poste cilindrico, con didmetro de 40 mm, estd
siendo jalado del suelo usando una cuerda de espesor des-
preciable. 5 la cuerda estd sometida a una fuerza vertical
P = 500N, determine el esfuerzo en los puntos A v B. Mues-
tre los resultados sobre un elemento de volumen situado
en cada uno de esos punios.

B-29. Determine la carga mixima P que puede aplicarse
a la cuerda, que tiene un espesor despreciable, de manera
que el esfuerzo normal en el poste no excedn de Fpeey, = 30
MPa, El poste tiene un didmetro de 50 mm,

B-3. Elanclade | pulg de didmetro estd sometida a una
carga F = 150 Ib. Determine las componentes de esfuerzo
en el punto A del vistago, Muesire bos resuliados sobre un
elemento de volumen localizado en este punto.

B-31. Elanclade ! pulg de didmetro estd sometida a una
carga F = 130 Ih. Determine las componentes de esfuerzo
en el punto B del véistago, Muesire los resultados sobre un

elemento de volumen localizado en este Pl

PropLEmas = 443

*B-3L2 El soporie de pasador esid hecho de una barra de
acero que tiene un didmetro de 20 mm. Determine las com-
'ﬂ:ﬂenlcs dé exlierzo én lﬁspﬂnlm A ¥ H‘ ¥ r:p'r:s-:nll: Im:
resultados sobre un elemento de volumen localizado en
cada uno de estos puntos

B-33. Resuelva el problema 8-32 para los puntos C v 0,

Prohs. 8-3133

B-M. Lavigade patin ancho estd sometida a la carga mos-
trada. Determine las componentes de esfuerzo en los pun-
tos A v B v muesire bos resultados sobre un elemento de
volumen en cada uno de esos puntos. Use la fdrmula del
cortanie para calcular el esfuerzo cortante.

500 b
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B-35, Lawviga en voladizo se usa para soportar la carga de
B kM. Determing el estado de esfuerso en los puntos A y B
v esboce los resuliados sobre elementos diferenciales lo-
calizados en cada uno de estos puntos.

Al mim
L0 mm
I
% mm -
- 100 mm
o 13 mm
BN
Prob, 8-35

*B=-3i. Laménsula soports una carga distribuida central-
menie aplicada de 1.5 kib /pie. Determine el estado de e3-
fuerzo en los puntos A v B del miembro CD e indigue los
resultados sobre un elemento de volumen localizado en
cada uno de esos puntos. Los pasadores en © v [ estin si-
iados al nivel del eje newtro de la seccidn transversal,

8-37. Elresorte estd sometido a una fucrza P, Si supone-
mos que el esfuerzo cortante causado por la fuerza cortan-
e en cualquier seccidn vertical del alambre del resorte es
uniforme, demuestre que el esfuerzo cortante maximo en
el resorte €5 T, = P/A + PRr/J, donde J es el momento

polar de inercia del alambre del resorte v A es3u drea
transversal,

Froh. §-37

8-38. La barra metalica estd sometida o una fuerza axial
P =T kM. 5u seccidn transversal original va a ser alternda
cortando una ranura circular en un lado de ella. Determing
la distancia o que la ranura puede penetrar en la seccidn
transversal de modo que el esfuerzo de tensidn no exceda
el esfuereo permisible .y = 175 MPa. Proponga una me-
Jor manera de remover esta profundidad de material de
I seccion transversal v calcule el esfuerzo de tensidn para
ese caso, Desprecie los efectos de la concentracidn de es-
fuerros

o
A8 min

Fruh. B-38
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8-47. El engrane conico estd sometido a las cargas mos-
tradas. Determine las componentes de esfueroo que actdan
sobre ka flecha en el punto A y muestre los resultados sobre
un elemento de volumen localizado en este punto. La fle-
cha tiene un didimetro de | pulg y esti empotrada en la pa-
reden

*B-48. Elengrane conicn estd somelido a las cargas maos-
tradas. Determine las componentes de esfuerzo gue actiian
sobre la flecha en el punto B y muestre los resultados sobre
un elemento de volumen localizado en este punto. La fle-
cha tiene un didmetro de 1| pulg y estd empotrada en la pa-
red en

75 125 T
FProbs. B-4Ti48

E-49. El letrero estid sometido a la carga de viento ani-
forme mostrada, Determine las componentes de esfeerzoen
los puntos A ¥ B sobre el poste de 100 mm de didmeiro
que Jo soporia. Muestre los resultados sobre un elemento de
volumen localizado en cada uno de ésos puntos,

B-50. El letrero esti sometido a la carga de viento uni-
forme mostrada. Determine las componentes de esfuerzo en
los puntos C y I sobre el poste de 100 mm de didmetro
quee o soporia. Muestre bos resultados sobre un elemanto de
volumen localizado en cada uno de esos puntos.

I

2m

I m
o

1.5 kP

Probs, 840050

B-51. La flecha de f: pulg de didmetro estd sometida a la
carga mostrada. Determine las componentes de esfueroo en
el punto A, Esboce los resultados sobre un elemento de
volumen localizado en este punto. El cojinete de apoyo en
C puede gjercer silo componentes de fuerza C, v C, sobre
Ia flecha v el cojinete de empuje en [ puede gjercer com-
ponentes de fuerza Iy, Iy, v D, sobre la flecha.

*B-52. Resuclva el problema 8-51 para las componentes
del esfuerzo en €l punio B,

8-5%. La flecha acodada ¢std empotrada en la pared en
A 51 5e aphica en 8 una fuerza F,determine las componen-
tes de esfuerso en los puntos 0 v E. Mucstre bos resulta-
dos sobre un elemento diferencial localizado en cada uno
e esos puntos, Considere F= 12 lby @ =0F,

B-54. La Mecha acodada esti empotrada en la pared en
A.5ise aplica en B una fuerza F, determine las componen-
tes de esfuerzo en los puntos ¥ v E. Muestre los resulta-
dos sobre un elemento diferencial localizado en cada uno
de esos puntos. Considere F= 12 by &= 9P,

8-35. La flecha acodada estd empotrads en la pared en
A. Sise aplica en & una fuerza F, determine las componen-
tes de esfuerzo en los puntos [¥ y E. Muestre los resulta-
dos sobre un elemento diferencial localizado en cada uno
de esos punios. Considers F= 12 by 8= 45%,




*§-56. Labarra de 1 pulg de didmetro estd sometida a las
cargas mosiradas. Determine ¢l estado de esfuerzo en el

punte A v muesire los resuliados sobre un elemento dife-
rencial localizado en este punto.

B-57. Labarrade 1 pulg de didmetro estd sometida a las
cargas mosiradas. Determine el estado de esfucrzo en el
punte & v muestre los resultados sobre un elemento dife-
rencial localizado en edte punto.

TS5

1 1y

B-58. El poste tiene una seccidn transversal crcular de
radio c. Determine el méximo radio ¢ en que la carga pue-
de aplicarse de manera que én ninguna parte del poste se
presente un esfuerzo de tensidn. Desprecie el peso del
posie.

Proh. B-58

ProsLesas « 447

B-59. El pilar de mamposteria esti sometido a la carga
de B0 kN. Determine la ecuacidn de la linea v = flx) alo
largo de la cual la carga puede colocarse sin que s¢ gene-
ren esfuerzos de tensidn en ¢l pilar. Desprecie el peso del
pilar,

“B-6ll. El pilar de mampostier(a cstd sometido a la carga
de B0 KN, 5i x = 0.25 m ¥ ¥ = 05 m, determine ¢l esfuerzo
normal en cada esquing A, B, C v D [no mostrada) v trace

la distribucidn del esfuereo sobre b seccion (ransversal.
Dresprecie e peso del pilar,

R0 kM

FProbs. B-50(0

8-61. El gancho tiene las dimensiones mostradas. Deter-
mine el esfuerzo normal méximo en la seccidn a-a cuando
soporta una carga en el cable de B0 kN v eshoce la distri-
bucidn del esfuerzo que actiia sobre la transversal.

BOA by

2 Th
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PROBLEMAS DE REPASO

*B-6d  El bloque estd sometidio & las tres cargas axiales mos-
tridos, Determane el esfuerso normal genersdo en los pun-
ios A v B, Desprecie el peso del blogue.

101 1
350 1h
50 b
5 pulg
2
1
A
P
Prob, 8-64

8-68. Laestructura en forma de O se usa en una mequina
remachadora. 5 la fuerza aplicada por el pistdn sobre L
prensa en [ es P = 8 kN, esboce la distribucion del esfuer-
0 que actia sobre |a seccidn a-n.

B-66. Determine la fuerza méxima P que el martinete
puede aplicar a la prensa en [ si el esfuerzo normal per-
misible en el material es oy, = 180 MPa.

B-67. La presicn del aire en el cilindro se incrementa ejer-
ciendo fuerzas f= 2 KN sobre bos dos pistones, cada uno de
lom cuabes tiene un rachio de 45 mm. 5i el cilindro Sene un es-
pesor de pared de 2 mm, determine el estado de ssfucrzo en
la pared del cilindro,

=68,  Determune la fueres midsima P que puede epercer-
se sobre cada uno de los dos pistones de manera que la
componente circunferencial del esfuerzo en el cilindro no
exceda de 3 MPa. Cada pistdn tiene un radio de 45 mm v
el cilindro tiene un espesor de pared de 2 mm,

P

it

4T mm

B-69, Lasilleta tiene un espesor de 0.23 pulg v se usa pa-
ra soporiar Llas reacciones verticales de la viga cargada co-
mo ¢ muestra. i la carga se transfiere uniformemente a
cada placa lateral de la silleta, determine el estado de es-
fuerso en bos puntos O v D de la silleta en A. Suponga gque
uia reaccidn vertical F actda en este extremo en el centro
v sobre el borde del soporte mostrada

10 ki

? kb fpie

3l

] yuhg
| pulg Prob. 8-60
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B-P0.  Lasilleta tiene un espesor de 0025 pulg v 22 usa para
soportar [as rescciones verticales de la viga cargada como
se exhibe. Si la carga se transficre uniformemente a cada
placa lateral de la silleta, determine el estado de esfuerzo
en los puntos Cy [} de la silleta en B. Suponga que una
reaccrin vertical F aciia en este extremo en el ceniro v so-
bre el borde del soporte mostrado.

10 kb

5
T i F
3 pulg
1 pulg
| pulg
Prob. §-70

8-7L. Una barra con seccidn transversal coadrada de 30
por 30 mm tiene 2 m de longitud ¥ es mantenida vertical-
mente. 5i la barra tiene una masa de 3 kg/m, determine ¢l
mayor dingulo 8 medido desde la vertical, en gue puede ser
soportada anles de quedar sometida a un esfuerzo de ten-
sk a bo largo de su eje cerca del agarre.

*8-T2. Resuelva el problema 8-71 si la barra tiene una
seccidn transversal circular de 30 mm de didmetro.

8-TA Latapa del tanque cilindrico estd unida por permos
al tangue a ko largo de sus rebordes. El tangue tiene un disd-
metro intema de 1.5 m y un espesor de pared de T8 mm. 5i
¢l esfuerzo normal maximo no debe exceder de 150 MPa,
determine la presidn midxima que el langue puede soportar.
Cabcule tambadén ¢l nimero de pernos requendos para unir
la tapa al tangue 5 cada pemo tene un didmetro de X mm.
El esfuerzo permisible en 108 permos €8 (ol = 180 MPa

B-74. Latapa del tanque cilindrico esté unida por permaos
al lanque a o largo de sus rebordes. El tangue thense un did-
mietro intermnoe de 1.5 m v un espesor de pared de 1B mm. 5i
la presidn en el langue es p = 1,20 MPa, determineg Ia fuer-
#a en los 16 pernos que e usan pars unir by taps al tangue,
Especifique también el extado de esfuerzo en la pared del
Eangue,

Frohs. B-TAT4

8-75. La palanca de pata de cabra se usa para extraer el
clavo en A. 5 sc requicre una fuerza de 8 b, determine las
componentes de esfuerzo en la palanca en los puntos 2 y
E. Muestre los resultados en un elemento diferencial de
volumen localizado en cada uno de esos puntos. La palan-
o tiene una seccidn transversal circular con didmetro de
0.5 pulg. No ocurre ningiin deslizamiento en 8.

Froh. 8-73
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*8-T6. La ménsula de acero se usa para conectar los gx- B-T8. Laprensa estd hecha de los miembros AR v AC, que

tremos de dos cables. 51 la fuerza aplicada P = 500 1b, de- estin conectados por un pasador en A, 5ila fuerza de com-

termane el esfuerzo normil médximo en la ménsula; &4a bene prespin en Oy i es de 180 M, determine el estado de esfuer-

un espesor de 0.5 pulg v un ancho de 0.75 pulg. zo en el punto & ¢ indique los resultados en un elemento
diferencial de volumen. El tornillo DE estd sometido sélo a
una fuerzs de tensidn a lo largo de su eje,

0,75 pulg

Prob. B-Th

877, Laprensa estd hecha de los miembros AB v AC que

estin conectados por un pasador en A, Si la fuerza de com- Prob. 8-T8

presidn en O v B es de 180 N, determine el estado de esfuer-

#o en ¢l punto F e indique los resultados en un clemento

diferencial de volumen. El tormallo £ estd sometdo sdlo a

una fuerza de tensidn a lo largo de su epe,
B-T9,  Lawvign de patin ancho esti sometida a la carga mos-
irada. Determing el estado de esfuerzo en los punios A ¥
B, v muestre los resultados en un elemento diferencial de
volumen localizado en cada uno de ésos puntos

300 I e

Proh. 877 FProb, B-T9



Estos alabes de turbina estan sometidos a una pauta compleja de esfuerzos,
gue =8 visualiza con las bandas de color que aparecen en las paletas cuando
se fabrican con un material ransparente v 5@ ven a la contraluz polanzada,
Para comprobar su disefio, los ingenieros deben poder determinar dénde se
presenta el esfuerzo mdximo y qué dreccidn tiene.

{Coriesta de Measurements Groap fnc, Ralatph, Nork Caraline 2700 1, Extades Unidos )



9.1 Transformacion del esfuerzo plano

En la seccidn 1.3 se demostrd que el estado general de esfuerzo en un
punto s¢ caractériza por seis componeéntes independientes, de esfuerzo
normal ¥ corfante, que actdan sobre las caras de un elemento de material
ubicado en el punto, figura @-1a, 5in embargo, este estado de esfuerzo no
se encucntra con frecuencia en la préictica de la ingenieria. En lugar de
ella, los ingenieros hacen aproximaciones o simplificaciones, con frecuen-
cia, de las cargas sobre un cuerpo, para que ¢l esfuerzo producido en un
miembro estructural o un elemento mecdnico se pucda analizar en in s0-
fo plano. Cuando se da este caso, se dice gque el material estd sujeto a un
esfuerzo plano, figura 9-1b, Por ejemplo, si no hay carga sobre la superfi-
cie de un cuerpo, entonces los componentes de esfuerzo normal y cortante
serdn cero en la cara de un elemento que esté en la superficie. En conse-
cuencia, los componentes de esfuerzo correspondientes, ¢n la cara opues-
ta, también serdn cero, por lo que el material en el punto estard sometido
a esfuerzo plano.

453
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CAPITULD 9 Transformacion de esfuerzo

Esfuerse plano
Esaido general de esfserzo Ealuereo plamo {visla en dos difesdones)

iz} (1] 1<k

Fig- %-1

Entonces, el estado general de esfuerzo planoe se representa por una
combinacién de dos componentes de esfuerzo normal, o, ¥ o, ¥ un com-
ponente de esfuerzo cortante, 7,,, que actian sobre cuatro caras del ele-
menioe. Por comodidad, en este texto veremos este estado de esfuerzo en
el plano x-y, figura 9.1c. Tenga en cuenta que si el estado de esfuerzo

iy en un punto s¢ define con los tres componentes de esfuerzo gue se mues-
tran en el elemento de la figura %-2a. entonces un elemento que tenga una
. orientackdn distinta, como el de la Ggura 925, estard sujelo a tres compo-
nentes distintas de esfuerzo. En otras palabras, el estado de esfuerzo plano
en &l punio s¢ represenia en forma dnica por ires componenies gue aorian
sobre un elemento que tenga una orientacién especifica en el punto.

En esta seccidn, usando ¢jemplos numéricos, demostraremos oomo frams-
i1 Jormar los componentes de esfuerze de una orientacion de elemento a un
elemento que tenga orientacion distinta. Esto es, si el estado de esfuerzo
se define por los componentes o, @, 7, orientados a lo largo de los ejes
x, v, figura 9-2a, mostraremos como obtener los componentes o 0y Toyn
orientados a lo largo de los ejes x°, v'. figura 9-2b, de modo que representen
. el misme estado de esfuerzo en el punie. Es como conocer dos compo-

ki ;_’_.—J nentes de fuerza, por ejemploe F, v F,, dirigidas a lo largo de los ejes x, v,
que producen una fuerza resultante Fg, v tratar entonces de determinar

los componentes de esa fuerza F,. v F,- con la direccidn de los ejes x', y',

para que produzean la misma fuerza resultante. Sin embargo, la transfor-

macidn de componentes de esfuerzo es mads dificil gue la de componentes

de fucrza, porque para el esfuerzo la transformacion debe tener en cuen-

ta la magnitud y la direccién de cada componente de esfuerzo, v también

(b la orientacion del drea sobre la que actia cada componente. En el caso de la
fuerza, la transformacién sdlo debe tener en cuenta la magnitud v la di-

Fig. 9-2 reccitm de sus componentes.
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¥

o, A4

25AA =em 30
= T AA
BOAA =n 3P
25 AA cos I°
=
H0AA cos 3F
ici
Fig. 4

El estado de esfuerzo plano en un punto de la superficie del fuselaje
de un avidn se representa en el elemento orientado como se indica en
la figura %-4a, Represente el estado de esfuerzos en el punto de un ele-
mento que estd orientado a 30° en ¢l sentido de las manecillas del reloj,
respecto a la posicion indicada.

3 MFa

la}

Solucion

El elemento se corta con la linea a-a en la figura 9-4a, se quita cl seg-
mento inferior v, suponiendo que el plano cortado (inclinado) tiene el
irea Ad, entonces los planos horizontal v vertical tienen las dreas que
muesira la Ggura 9-4b, El diagrama de cuerpo libre del segmento se mues-
tra en la figura 9-4¢. Al aplicar las ecuaciones de equilibrio de fuerzas
en direcciones ' y v' para evitar una solucidn simultdnea de las dos in-
cignitas o, ¥ 7,y . entonces

+ A% F.=0; o84 — (50 &A cos 307) cos 3P
# (2% AA cos 307 sen 30° + (B30 AA sen 30F) sen 30F

+ (25 AA sen 30°) cos 30° =0
oy = ""'.1-5‘ HF-H- Rﬂp_

+5 YF.=0 70 A4 — (50 AA cos 307) sen 307
= {25 AA cos 307) cos 30° — (80 AA sen 307) cos "
+{25 AA sen 30F) sen 307 = 0
Ty = 688 MPa Resp,
Como o, 25 negativo, actda en direccidn conirana que la que se indi-
ca en la figura 9-4c. Los resultados se ven en la parte superior del ele-

mento en la figura 9-44d, va que esta superficie s la que se considera
en la figura 9-dc.




Secons 9.1 Transformacion del esfuerzo plana

457

Ahora se debe repetir el procedimiento para obtener el esfuerzo en el
plano perpendicilar b-b, Al cortar el elemento de la figura 9-4a en
b-b, resulta un segmento cuyas caras laterales tienen las dreas que s
indican en la figura 9-de, 5i el eje +x° se orienta hacia afuera, perpen-
dicular a la cara seccionada, el diagrama correspondiente de cuerpo
libre se ve en la figura Y-4f. Entonces,

+yw LF. =0, o4 = (25 AA cos 307) sen 30°
+ (B0 &A cos 307) cos 30° — (25 Ad sen 7)) cos 30°
— (50 AA sen 30F) sen 30F = 0

o = =358 MPa Hesp.

+AYXF =0 = 7. A4 + (25 AA cos 30°) cos 30°
+ (B0 AA cos 307 sen 307 = (25 AA sen 307) sen 30°
+ (50 AA sen 307) cos 307 =10

7o = 68,8 MPa Resp.

Ya que o,- &5 una cantidad negativa, actia en sentido contrario a su di-
reccidn que muesira la fgura 9-4f Los componentes de esfluerzo se
muestran actuando en el lado dereche del elemento, en la figura Y-4d.

De acuerdo con este andlisis podemos entonces llegar a la conclu-
sitn que ¢l estado de esfuerzo en el punto se puede representar eligien-
do un elemento orientado como muestra la fgura %-4a, o bien uno
orientado como indica la figura 9-44. En otras palabras, los estados de
esfuerzo son equivalentes.

4,15 MPn
&H.H MPs

258 MPn

i}

AA sen 30F

3
ﬁ.‘icm.ﬂ"l.{

el

M aA sen M
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CAPITULO 9 Transformacidn de esfuerzo

idi

Flg. 9= {comt.)

Estas dos ecuaciones se pueden simplificar con las identidades trigono-
métricas sen 28 = 2 sen Bcos & sen’f = (1 — cos 2812 v cos’# = (1 + cos
26)2, ¥ en ese caso,

o, toe, o0y
T = 5 + S cos 28 + 7, sen 28 (9-1)

_ T Ty 2 9.2
Toy = T sen 28 + T, cos 26 (9-2)

i se necesita el esfuerzo normal que actia en la direccién v', se puede
obtener si sdlo se sustituye (# = & + 90°) en vez de # en la ecuacién 9-1,
figura 9-6d. De ese modo se obtiene

o, +toy, oy,

oy = 3 3 cos 28 = 7, sen 28 (9-3)

5i se calcula que - €5 Una cantidad positiva, eso indica que actia en di-
reccidn de y* positiva, como se ve en la figura 9-6d.
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CAPITULD 9 Transformacian de esfuerzo

Esfuerzo cortante maximo en el plano. La orientacion de un ele-
mento que estd sometido a esfuerzo cortante maximo en Sus caras se pue-
de determinar sacando la derivada de la ecuacidn 9-2 con respecto a fe
igualando a cero el resultado. Asi se obtiene

(9-6)

Las dos raices de esta ecuacidn, 8, ¥ 8, s¢ pueden determinar con los
tridgngulos sombreados de la figura 9-10. Comparando con la figura 9-8,
cada raiz de 28, estd a 90" de 28,. Asi, las raices &, v #, forman 45° entre
ellas, y el resultado es que los planos del esfuerzo cortante mavimo se
pueden determinar orientando a un elemento a 45° con respecto a la po-
sicidn de un elemento que defina los planos del esfuerzo principal.
Usando cualquiera de las raices 8, o 8,3, se puede determinar el esfuer-
zo cortante méximo sacando los valores trigonométricos de sen 248, v cos
28, en la figura 9-10, v sustituyéndolos en la ecuacion 9-2. El resultado es

(9-7)

El valor de 7, ... calculado con la ecuacidn 9-7 se llama exfwerzo cortan-
te miximo en el plano, porque actia sobre ¢l elemento en el plano x-y.

5i se sustituyen los valores de sen 28, y cos 28, en la ecuacidn 9-1, s¢ ve
que también hay un esfuerzo normal sobre los planos de esfuerzo cortan-
te méiximo en ¢l plano. Se obtiene

(9-8)

Como las ecuaciones de transformacidn de esfuerzos, es conveniente
programar las ecuaciones anteriores para poderlas usar en una calculado-
ra de bolsillo.
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SecoioM 9.3 Esfuerzos principales y esfuerzo cortante méximo en el planc « 467

El estado de esfuerzo plano en un punto sobre un cuerpo se muestra o0 MPa
en ¢l elemento de la figura 9-13q. Representar este estado de esfuerzo en
términos de los esfuerzos principales.

Solucion
De acuerdo con la convencidn de signos establecida,

o, = —20 MPa a,= 9 MPa Ty = 60 MPa
Orientacidn del elemento. Al aplicar la ecuacidn 9-4, se obtiene
Ty B &0
(o= o,)/2  (-20- 90)/2

tan 28, =
Se despeja, y si se llama esta raiz 8, , como se mostrard abajo, se ob- (x
tiene
2, = — 4749 B, =237
Como la diferencia entre 28, y 28, es 1807, enlonees

29, = 180° + 28, = 13251° @, = 66.3°

Recuérdese que # es positivo si se mide en sentido contrario a las ma-

necillas del relof, desde el eje x hasta la normal hacia afuera (eje x') so- ¥

bre la cara del elemento, por lo que los resultados se ven en la figura B

9-13b. '

Esfuerzos principales.  Se tiene que

=20 + 90 =20 - 902
0, [0

oy = 116 MPa Resp.
oy = —46.4 MPa Resp.

El plano principal sobre el que actta el esfuerzo normal se puede de-
terminar con la ecuacidn 9-1, por ejemplo con 8 = 8, = —23.7". En- oy = 116 MPs
Lonces,

a, O, Oy —@y

Ty = 5 + 3 cos 28 + 7., sen 20

—20+ 9 -0 - %0

= =464 MPa { Ty=464 MPa

Por consiguiente, o = —46.4 MPa actia sobre el plano definido por
#,, = =13.7°. mientras que oy = 116 MFa actia sobre el plano definido i€

por #, = 66.3%. Los resullados se muestran en el elemento de la figura Fig, 9-13
9-13¢. Recuerde que sobre este elemento no actida esfuerzo cortante.

B ], = 66,37
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oy bPa

B MPa

fa

| l.A
El.4 MFa

L]

15 MPFa
814 MPa

35 MFa

ich

Fig- %14

1.3

El estado de esfuerzo plano en un punto de un cuerpo s representa
en el elemento de la figura 9-14a. Representar este estado de esfuerzo en
funciton del esfuerzo cortante méaximo en el plano, v el esfuerzo normal
promedio asociado.

Solucion

Orientacidn del elemento. Como o, = =20 MPa, o, = @ MPay 7,
= 60 MPa, al aplicar la ecuacion 9.6 se tienc que

— (o, = o,)/2 _ —(=20 - 90)/2

tan 26, = . a0
28, = 42.5° g, = 1.3
28, = 180° + 28, @&, = 1113

Obsérvese que esos dngulos, que se muestran en la figura 9-14b, estin
a 45" de los planos principales de esfuerzo, que se determind en el ejem-
plo 9.5,

Esfuerzo cortante mdximo en el plano. Al usar la ecuacién 9-T se ob-
tiene

LA A ~20 - W0V
':;.,....-\[( S2) +rt = J(2) + oo
X

= B1.4 MPa Resp.

La direccién correcta de t = sobre ¢l elemento se puede determi-
nar si se considera que # = #, = 21.3°, y se aplica la ecuacicn 9-2. En-
tonces,

2

. _(:?ﬂ— %0
2

= 81.4 MPa

T, — @y
Tey = — sen 260 + 7, cos 26

) sen 2(21.3°) + 60 cos 2(21.3°)

Asl, 7 2e = Tpy dctla en la direccion de y* positiva, sobre esta cara
(8= 21.37), como se ve en la Ggura 9-145, Los esfuerzos cortanies sobre
las otras tres caras tienen las direcciones que muestra la figura 9-14¢.

Esfuerzo normal promedio,  Ademis del esfuerzo cortante maximo,
que se calculd arriba, el elemento también estd sujeto a un esfuerzo
normal promedio, determinado con la ecuacion 9-8; esto es,

ot E, 30+ 90
{rpnm: E ! - E - 115 MPﬂ- REJF.

Es un esfuerzo de tension. Los resultados se ven en la figura 9-14c.
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PROBLEMAS

%1, Demuesire que la suma de los esfuerzos normales,
@, + o, = o + o, esconstante. Vea las figuras 9-2a vy 525,

9.2 El estado de esfuerzo én un punto de un miembro
s¢ indica sobre el elemento. Delermine los componenies
de esfuerzo que actdan sobre el plano inclinado AB. Re-
suelva ¢l problema wsando el método de equilibro, que sz
describid en la seccidn 9.1.

% ki jpulg?

5 kib/pulg?

3 kb /pulg? Prab. 9-2

93 El estado de esfuerzo en un punto de un miembro
s¢ muestra en el elemento, Determine los componentes de
esfuerzo que actdan sobre el plano inclinado AB. Resuel-
va el problema usando ¢l método de equilibrio, descrito
en o seocidn 9.1,

65 MPa

1 ¥lPa

Prabs. 9-3
*94. El estado de esfuerzo en un punto de un migmbro
se muestra en el elemento, Determing los componentes de
esfuerzo que actian sobre el plano inclinado A B, Resuel-

va el problema usando el método de equilibrio, descrito
en I seccidn 9.1,

40K e fpul g

B30 Ibpulg*

9.5, El estado de esfuerzo en un punto de un miembro
se muestra en el elemento. Determine los componentes de
esfuerzo que achian sobre el plano inclinado A B. Resuel-
v ¢l problema usando el método de equilibrio, descrito
en la seccadn 9.1,

&0 MPa
1% MFPa
ol MiFa
i
Proh, 5.5

B4, El estado de esluerzo en un punto de un miembro
s¢ muesira en el elemento. Determine los componentes de
esfuerzo que actian sobre el plano inclinado A 8. Resuel-
v el problema usando el método de equilibrio, descrito
en la seccion 9.1,

0 MPa
15 MPa
B
Prob. 96

9-7. Resuelva el problema 9-2 usando las ecuaciones de
iransformacidn de esfuerzo deducidas en la seccidn 9.2

*8.8. Resuelva el problema 9-4 usando las ecuaciones de
transformacion de esfuerso deducidas en la seccion 9.2

99, Resuchva ¢l problema 9-6 usando las ecuaciones de
transformacidn de esfuerzo deducidas en la seceidn 9.2,
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B-10. Determine el estado equivalente de esfuerzo sobre
un clemento, si estd orientado a 3, en el sentido de las
manecillas del reloj, del elemento que se muestra aqud. Use
las ecuaciones de transformacion de esfuerzo.

300 1 fpaslg?

950 Ih fpulg®

Prab, 910

911 Determine el estado equivalente de esfuerzo sobre
un alemento, si estd orientado a 50° en sentido contrario
de las manecillas del reloj, del elemento que se muestra
agqui. Use las ecusciones de transformacion de esfuerso.

10 kb, /pulg?

Prob. 9-11 s 16 klb/pulp?

.12 Resuelva el problema 9-6 usando las ecuaciones
de transformacidn de esfuerzo.

9-13.  El estado de esfuerzo en un punto s¢ muesira en
¢l elemento. Determine a) bos esfuersos principales y bj ¢l
esfuerzo cortante miximo en el plano, y el esfuerzo nor-
mal promedio en el punto. Especifique. en cada caso, |a
orientacion del elemento,

30 MPa

45 MPa

Prob. 913

9-14. El estado de esfucrzo en un punio se muesira en
el elemento. Determine a) los esfuerzos principales v b ¢l
esfuerzo cortante miximo en el plano, v el esfuerzo nor-

mal promedio en el punto. Especifique, en cada caso, la
orientacion del elemento.

180 MPa

Prob. %14 e | 50 MIPa

2-15. El estado de esfuerze en un punto s: muesita en
el elemento. Determine a) los esfuerzsos principales v b el
esfuerzo cortante miximo en el plano, y el esfuerzo nor-
mal promedio en el punto, Especifique, en cada caso, la
arieatacidn del clemento.

A0 ki fpulg?

Frob, 915 " 12kl

*0-16. El estado de esfuerzo en un punio se mucstra en
el elemento. Determine a) los esfuerzos principales v b) el
esfucrso cortante maximo en €l plano, v el esfuerzo nor-
mal promedio en ¢l punto. Especifique, en cada caso, la
orientacidn del elemento

28 M Pa

175 MFa

200 MPa

Frob. ¥-16

217, Un punio sobre una placa delgada se sujeta a los
dos estados sucesivos de esfuerzo que se ve en la figura,
Determing el estado resultante de esfuerzo, representado
en el elemento orientado como se ve a la derecha.

25 MPa 6 MPa

* @

Froh. 9-17
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8-25, El bloque de madera falla si el esfuerzo cortante
que actia sobre las fibras es de 550 b /pulg’. Si el esfuer-
zo normal o, = 400 b pulg’, determine el esfuerzo de com-
presidn necesario, o, que causa la falla.

Ty

T, = 4K [Wpulgt

Prob. 5-25

926, La placa cusdrada de acero tiene 10 mm de espe-
s0r, v ostfl sometida & cargas en sus bordes, como se indi-
ca. Determine el esfuerzo cortante méximo en el plano, ¥
el esfuerzo normal promedio desarrollado en el acero.

50 N/m

Frob. 8-26

9-17. La placa cuadrada de acero tiene un espesor de
0.5 pulg v estd sometido a cargas en sus bordes, como se
indica. Determine los esfuerzos principales que se desa-
rrodlan en el acera.

& 16 I pulg

=28,  Lavigasimplemenis apovada esti sometida al es-
fuerzo de traccidn m; en su superficie superior (su “lecho
alre"™), Determing los esfuerzos principales en los punios
AvEB.

r'-d“
e R
| =
— L2 e L}

Proh. %28

9-19. El brazo articulado cstd sujeto en A, ¥ sostenido
por un eslabdn corto BC, Estd sometido a 80N de fuerza,
Determine los esfuerzos principales en a) el punte I y b)
¢l punto E. El brazo es de una pleca de aluminio de 20mm
de espesor,

50 mm

M mm

9-3l. La prensa oprime las superficies lisasen C v D,
cuando se aprieta la tuerca. 5i la fuerza de tensidn del tar-
nillo ex 40 kN, determine bos esfuersos principales en los
puntos A ¥ B, ¢ indigue los resultados en elementos ubi-
cados en cada uno de esos puntos. El drea transversal en
Ay B se indica en la figura adjunta.

(L1L1] 1]
HHY mm
5 L .
30 men
Frob., 930
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Prab, 944

9-49. La viga tubular cuadrada estd sometida a la carga
que s¢ indica. Determine los esfuerzos princpales en la vi-
ga, en los puntos A vy B,

BOO Th 1200 1b
A
| |
feee 3 pigs == 2.5 pies == 2.5 pies < 5 pies {
 palg
A
o] [ 1
- -
Prab. %49 8 pulg

89-50, Una harra tiene seccidn transversal redonda, con
un didmetro de 1 pulg Se somete a un par de torsida y a un
momento de flexidn. En el punto del esfuerzo médximo de
flexitn, los esfuerzos principales son 20 kib jpulg’ v - 10
kib pulg’. Determine el par v el momento de flexion.

9-51. Lascargas infernas en una seecidn de una viga con-
sisten en ana fuerza axial de 500 N, una fuerza cortanie de
B0 M v dos componentes de momento, de 30N -m vy
40 N » m. Caleule los esfuerzos principales en el punio A,
También calcule el esfuerzo cortante méiximo en el plano,
en e punto,

*0-82, Las cargas intemas en una seccdn de una viga con-
sisten en una fuerza axial de 500 N, una fuerza cortante de
800 N vy dos componentes de momenio, de 30N -m y
40 N - m. Calcule los esfuerros principales en el punto 5.
También calcule el esfuereo cortante miximo en el plano,
2 5 punto,

8-53, Lascargas inlemas en una seccion de una viga con-
sisten en una fuerza axial de 500N, una fuerza cortante de
A0 N v dos componenies de momento, de 30 N -my
40 M - m. Calcule los esfuerzos principales en el punto
También calcule el esfuerzo cortanie maximo en el plano,
en ese punto.

ProBLEMmas « 475

40 M m

)| e
i men
_-*":'"3 LY 500N

PFrohs. S-51/51E53 i

w854, La viga hiene un corte transversal rectangular, y
estd sometida a las cargas que se indican, Escriba un pro-
grama de computo que se pueda usar para determinar bos
esfuerzos principales en los puntos A, B Cy I}, que se in-
decan. Demuestre una aplicacién del programa, con los va-
lores & = 12 pulg, b = 8 pulg, N, = 400 b, ¥, = 300 Ib,
V.=0.M,=0y M, = —1501b - pic.

Prohs. 954

w8-55, Elmicmbro tiene seccidn transversal rectangular
v estd sometido a las cargas que se indican, Escriba un pro-
grama de computo que se pueda usar para determinar kos
exfuerzos principales en los puntos A, B ¥ C. Demuestre
una aplicacidn del programa con los valores b = 150 mm,
h=200mm, P=1L5kMNx =75mm, z = =50 mm, V, =
HONy V¥V, =6l N

LTS

Wi

Frob, 9-55
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9.4 El circulo de Mohr (esfuerzo plano)

a)

=1

En esta seccion explicaremos que las ecuaciones para transformacidn de
esfuerzo plano tienen una solucion grafica, que a menudo conviene usar
v es ficil de recordar. Ademds, este método nos permitird “visualizar™ la
forma en que varian 10s componentes de esfuerzo normal v cortante, o,-
¥ 7y cuando el plano sobre el que actian se orienta en distintas direc-
ciones, figura 9-15a.

Las ecuaciones 9-1 v 9-2 s¢ pueden escribir en la forma

i, + a Ty —
w_(_xg _g:] _(_.Li.-..l.’):mzp-r-r“unlﬂ (9-9)

Tyy = —(-ﬂ‘ ;-LT’) sen 20 + 7, cos 20 (9-10)

Se puede eliminar el pardimetro #, elevando al cuadrado cada ecuacidn v
sumando las ecuaciones. El resultado es

o= (32 + = (252) 44,

Para un problema especifico, o, o, ¥ 7, 500 constanies conocidas. Asi, la
ecuacion anterior se puede escribir en forma mids compacta como sigue:

(ory = Cppom)® + T8y = R {9-11)
donde,
oty
"'m-m == I
a, — o\ .
R = ( s ) + T8, (9-12)

5i se definen los ejes coordenados o positive hacla la derecha v 1 positive
hacia abajo, ¥y se grafica la ecuacion 9-11, se verd que esa ecuacion
representa un circulo con radio R v centro en el eje oren el punto O, 0),
higura 9-15b. Este circulo se llama circulo de Mohr, porque fue desarro-
llzdo por Otto Mohr, ingeniero alemén.

Ty

Fig. 915
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Para trazar el circulo de Mohr es necesario establecer primero los ejes
oy 7, fligura 9-16¢. Como los componentes de esfuerzo oy, o, 7, 5¢ cono-
cen, se puede graficar el centro del circulo, C{oyom. ). Para obtener el ra-
dio se necesita conocer cuando menos un punto del circulo. Imaginemaos
el caso en que el e¢je x° coincide con el eje x, como se ve en la figura 9-16a.
Entonces, # = 0 y ar = o, v = 7. A 52 punto se le [lamari ¢l “pun-
to de referencia”™ A y se grafican sus coordenadas A{e,, 7,,), figura 9-16c.
Al aplicar el teorema de Pitdgoras al drea triangular sombreada, se podra
determinar el radio R, que coincide con la ecuacidn 9-12, Conocidos los
puntos C ¥ A, se puede trazar el circule como se indica.

Ahora imaginemos que ¢l eje x* gira 90° en sentido contrario al de las
manecillas del reloj, figura 9-16b, Entonces o = o, T = = Ty ESLOS Vil
lores son las coordenadas del punto G, = r,,,}eri el circulo, figura 9-16c,
Por consiguiente, ¢l radio CG estd a 180°, en sentido contrario a las ma-
necillas del reloj, de la “linea de referencia™ CA. En otras palabras, una
rotacidn & del eje x" en el elemento, corresponderd a una rotacion 26 en
el circulo, en la misma direccicn,*

Una vez determinado, el circulo de Mohr se puede usar para determi-
nar los esfuerzos principales, el esfuerzo cortante méiximo en el plano, v
el esfuerzo promedio normal asociado, o bien el esfuerzo en cualquier pla-
no arbitrario. El método para hacerlo se explica en el siguiente procedi-
miento para andlisis.

*51 el gfe 8¢ construyera pasinvo hacia arriba, eatonees ¢l dngulo 26 en el ciroulo s¢ medi-
ri en b direccidn epuesta a ba orientacidn § del plano.

A4 —4L
b= QF

&

Fig. %-16

.I_."

@,

(a)

»y

T = Ty

- B=lF

L x
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Seccich 9.4 El circulo de Mohr (esfuerzo plana)

"F: - Er'l"w

il

ic)

*5 ¢l eje T5e comstnayera posiive foca arrils, entonees el ngulo 28en ¢l circubo se mediria

en la direccicn eprenia a la orienlacion ld.:lph.nu.

(a)

Fig. 917

)
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EJEMPLO

e

)y

a E
3 |

it}

U

La carga axial P produce el estado de esfuerzos en el matenal, como
se indica en la figura 9-18a, Trazar el circulo de Mohr para este caso.

Solucidn
Construccidn del circulo.  De la figura 9-18a,

o = o ery = 0 Ty =0

Se definen los ejes oy ren la figura 9-18b. El centro del circulo C estd
en el gje ren

Ty *0, g+0 o

e R

Desde la cara derecha del elemento, figura 9-18a, el punto de referen-
cia para & = 0° tiene las coordenadas A(e, 0). Por consiguiente, el ra-
dio del circulo CA es R = o2, figura 9-18b.

Esfuerzos.  Observe gue los esfuerzos principales estin en los puntos
Awv D

a
o =4 o =10

El elemento de la figura 9-18a representa este estado de esfuerzos prin-
cipales.

El esfuerzo cortanie maximo en el plano, ¥ el esfuerzo normal pro-
medio asociado, se identifican en el circulo como el punto £ o F, figu-
ra 9-186. En E, sucede que

B | g

radn L
arol plaes

Por observacidn, €l dngulo 28, = 90°, Por consiguiente, &, = 43°, por
lo que el eje x" estd orientado a 457, en el sentido de las manecillas del
reloj, respecto al eje x, figura 9-18¢. Ya que E tiene coordenadas posi-
lVas, entONCEs Fpgn ¥ T2% . actlan en las direcciones x' ¥ v' positivas,
respectivamente,
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12 kit fpaal g
& kb fpulg?
& ki pulp?
{al
] 2
4]
o
7 (kb pulg®y
=]
¥
AN
r"."}l‘
r
566 lelhdgung?
22 W\(ﬁﬂ'
¥
T
Fig. -22

El estado de esfuerzo plano en un punto se indica en el elemento de la
figura 9-22a. Representar este estado de esfuerzo sobre un elemento
orientado a 307 en sentido contrario al de las manecillas del reloj, de la
posicidn que s¢ muesira.

Solucién
Construccion del circulo.  Segin los datos del problema,

o, ==Bkibjpulg2 @, =12kib/pulg2 1, =—6klb/pulg?

Los ejes er v 7 52 establecen en la figura 9-22b. El centro del circulo C
estd en el gje o a la distancia

-8 + 12
Oprom = 5 = 2 kib/pulg?
El punto inicial para # = 07 tiene las coordenadas A( -8, —6). Enton-
ces, de acuerdo con el tridngulo sombreado, ¢l radio CA es

7 (ki pulg?) R = VD) + (6)F = 11.66

Esfuerzos sobre el elemento @ 30°. Como se debe girar ¢l elemento
30° en sentido contrario a las manecillas del reloj, se debe trazar un ra-
dio CP a 2({30%) = 60" en sentido contrario a las manecillas del reloj,
a partir de CA(® = 07), figura 9-22b. Ahora se deben oblener las co-
ordenadas del punto Pla,., 7, ). De acuerdo con la geometria del
circulo,

= l,ilm'1£ = 30,96 ¢ = 60° — 3096° = 29.04°

10
oy o= 2 = 1166 cos 29.04° = —8.20 kih/pulg? Resp.
Ty = 1166 sen 29.04° = 5.66 klb pulg? Resy

Estos dos componentes de esfuerzo actian sobre la cara BD del ele-
mento que se ve en la figura 9-22c, porque ¢l eje x" para esta cara estd
orientado a 307 del gje x. en sentido contrario al de las manecillas del
reloj.

Los componentes de esfuerzo que actian sobre la cara DFE adjunta,
del elemento, que estd a 60° del eje positivo X en sentido de las mane-
cillas del reloj, figura 9-22¢c, se representan por las coordenadas del punto
(2 del circulo. Este punto estd en ¢l radio CQ2, que estd a 180° de CP.
Las coordenadas del punto ) son

o, =2 + 11.66 cos 29.04% = 12.2 kib/pulg? Resp.
Ty = —(11.66 sen 29.04) = —5.66 kb/pulg?  (comprobar)

Observe que en este caso 7, actia en direccidn de —y”,
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9.5 Esfuerzos en ejes, debidos a carga axial y a torsion

A veces, los ejes redondos se sujetan a los efectos combinados de una car-
ga axial y una torsidn, al mismo tiempao, Siempre que ¢l material perma-
nezca linealmente eldstico y s6lo se someta a pequefias deformaciones,
s¢ puede usar el principio de la superposicion para obtener el esfuerzo
resultante en ¢l eje, debido a las dos cargas. A confinuacion se pueden
calcular los esfuerzos principales, usando las ecuaciones de transforma-
cidn de esfuerzo o el circulo de Mohr.

Se aplican una fuerza axial de 900 N y un par de torsion de 250N - m
al eje que muestra la figura 9-234. 5i el didmetro del eje es 40 mm, calcu-
lar los esfuerzos principales en un punto P de su superficie. AN
Solucion 250 Nem
Cargas infernas,  Las cargas internas consisten en el par de 250N -m
v la carga axial de 900 N, figura 9-23b. 230 N-m
Componentes de esfuerzo. Los esfuerzos producidos en el punto P A
SO, €N consecuencia, W )
2.5} M - (.02
' =¥ . :mw m@@m) _ 989kPa
fmﬂz m)* 716.2 kP 767.7 kPa
1989 kPa
P Q00N
om—=———— = 7162 kPa I PIIES
A w(0.02m) 1.6 kPa
El estado de esfuerzo que definen esos dos componentes se ilustra en
el elemento, en P, en la figura 9-23c. ie) ie)
Esfuerzos principales.  Se pueden determinar los esfuerzos principa-
les con el circulo de Mohr, figura 9-234. En este caso, el centro C del
circulo estd en el punto
0+ 7162

Torom =~ 5 = 358.1 kPa
Al graficar C{358.1,0) v el punto de referencia A (0, 198.9), se ve gque
el rodio del cireulo es B = 409.7. Los esfuerzos principales se represen- e
tan con los puntos B y D). En consecuencia,

oy = 3381 + 409.7 = T67.8 kPa Resp.

oy = 35B.1 — 4087 = =51.6kFPa Resp.
El dngulo Zﬂﬂ, en sentido de las manecillas del reloj, se puede deter-
minar en el circulo. Es 28,; = 29.1% El elemento estd orientado de tal L N
manera que el gje x° o oy forma 8, = 14.5° con el eje x, en sentido de
las manecillas del reloj, como se ve en la figura 9-23¢. Fig. %13
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9.6 Variaciones de esfuerzos a través de una viga prismatica

da

13

i ™
1 I:—':
|
L& ]
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| sl
- L

Dastribucidn del Dastribucidn del
ealusreo (alanlc ealugran de Mexion

ich

Componentes -y del esfueroo

iy
Fig. 9.24
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Como las vigas resisten cargas tanto de cortante interno como de momen-
tos, el andlisis de esfuerzos en una viga requiere aplicar las fdrmulas de
cortante v de flexidn. Aqui se describirdn los resultados generales que se
obtienen al aplicar esas ecuaciones a varos puntos de una viga en voladi-
zo con seccidn transversal rectangular ¥ que sostiene una carga P en su
extremo, figura 9-24a.

En general, en un corte arbitrario a-a en algin punto del eje x de la vi-
ga, figura 9-24b, se desarrollan €l corante inlerne V v ¢l momenio M pa-
ra una distribucidn parabdlica del esfuerzo cortante, y una distribucion fi-
neal del esfuerzo normal, figura 9-24¢. El resultado es que los esfucrzos
que actian sobre elementos ubicados en los puntos 1 a 5 sdlo estdn suje-
(o8 al esfuerso normal maAximo, mientras que el elemento 3, gue estd en el
eje neutro, s6lo estd sujeto al esfuerzo cortante méximo. Los elementos in-
termedios 2 v 4 resisten esfuerzos normales v cortantes &f mismo Hempo,

En cada caso, se puede transformar el estado de esfuerzos para cono-
cer los esfuerzos principales, usando ya sea las ecuaciones de transforma-
citn de esfuerzo o el circulo de Mohr. Los resultados se ven en la figura
9.24¢, En este caso, cada elemento sucesivo, de 1 a 5, tiene una orienta-
cidn contraria a las manecillas del reloj. En forma especifica, v en relacién
con el elemento 1 que se considera estar en la posicidn de F, el elemento
3 estd orientado a 457, v ¢l elemento 5 estd orientado a W, También, el
exfuerzo mdximo de tension que actia sobre las caras verticales del ele-
mento 1 se vuelve mas pequefo que el que actda sobre las caras corres-
pondientes de cada uno de los elementos siguientes, hasta que es cero en
las caras horizontales del elemento 5. En forma parecids, el esfuerzoe mud-
ximo de compresion sobre las caras verticales del elemento 5 se reduce a
cero sobre las caras horizontales del elemento 1.

Si se amplia este andlisis a muchos cortes verticales a lo largo de la vi-
ga, que no sean el a-a, un perfil de los resultados se puede representar por
las curvas llamadas rrayectorias de esfuerzo. Cada una de esas curvas in-
dica la direccidn de un esfuerzo principal, de magnitud constante. Para la
viga en voladizo de la figura 9-25 se han indicado algunas de esas trayec-
torias. Alli, las lincas llenas representan la direccidn de los esfuerzos prin-
cipales de tensidn. y las lineas interrumpidas representan la direccidn de
los esfuerzos principales de compresion. Como era de esperarse, las lineas
cruzan al eje neutro formando dingulos de 457, v las lineas llenas y las de
puntos siempre s¢ cortan a ™0° entre si. ; Por qué? Conocer la direccidn
de esas lineas puede ser tnl para ayudar a los ingenieros a decidir dénde
reforzar una viga, para que no se fracture o se vuelva inestable.

Esfuerzos. principabes

(el

Trayeciorias de csfueroo cn
una wign en volsdieo

Fig. 9-22
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Ereme Lo 23

La viga de la figura 9-26a estd sometida a la carga distribuida 15 mm

w = 120 kN /m. Determinar los esfuerzos principales en ella, en el pun- b K

to P en la parte superior del alma. Desprecie el tamafio de los chafla- Wmm | M- E i
nes y las concentraciones de esfuerzo en este punto. [ = 67.4 10°%) m*. K - = 11} e

15 mm |75 mm

w o= 110 kN'm

SERRRRRRR RNy

Solucidn

Cargas infernas, Se determina la reaccion en el apoyo B de la viga, y
por &l equilibrio del framo de viga que se ve en la fgura 9-26bh, s ob-
Hene

¥ = 84 kN M =306 kN-m

Componentes de esfuerzo.  En el punto P,

~My _ 306(10°) N-m(0.100m) _

= = —45.4 MP R
T I ml“m—ﬁ] m® 4 “ Hi'_'” 4
_ V@ 84(10°) N[{0.1075 m)(0.175 m)(0.015 m}] i
T T 67.4(10~%) m*(0.010 m) -
" JdPa)
= 35.2 MPa Resp.

Estos resultados se indican en la figura 9-26¢.
Esfuerzos principales.  5¢ pueden determinar los esfuerzos principa-

les en P, con el circulo de Mohr, Como se ve en la figura 9-264, el cen- T{MPa)
tro del circulo estd a (=454 + 0),/2 = =227, v las coordenadas del idy
punto A son {—45.4, —33.2). Esto indica que el radio es R = 41.9,y por
consiguiente

ay = (419 = 22.7) = 192 MPa e

ry = —(22.7 + 41.9) = —6d4.6 MPa

El dngulo en sentido contrario al de las manecillas del reloj es 24, =
57.27, por lo que

B, = 286°

&b

En la figura 9-26¢ se indican estos resultados. Fig. 9-26
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PROBLEMAS

*8-56. Resuelva ¢l problema -4 usando el circulo de
Mohr.

9-57. Resuelva el problema 9-2 usando el circule de
Mohr.

9-58. Resuclva el problema 9-3 usando el circule de
Mohr.

9-59. Resuelva el problema 9-10 usando ¢l circulo de
Mohr.

*5-60. Resuelva el problema 9-6 usando el circulo de
bohr,

9-61. Resuelva el problema 9-11 usando el circulo de
Muohr.

9-61. Resuelva el problema 9-13 usando el circulo de
Mohr.

8-63, Resuelva el problema 9-14 usando el circulo de
Mohr,

*-6d. Resuelva el problema 916 wsando el circulo de
Mohr.

9-65. Resuelva el problema 9-15 uwsando el circulo de
Muohr.

Qb6 Determine ¢l estado eguivalente de esfucrao, si un
elemenlo estd orentado a 60°, en sentido de las maneci-
Ilas del relod, respecto al elemento siguiente:;

——" 65 kib/pulg?

-—

Frob, 966

-67. Determine ¢l estado equivalente de esfuerzo si un
elemento estd orientado a 607 en sentido contrario al de
las manecillas del reloj, respecto al elemento siguiente:

BOH} I fpulg?
450 [ prlig?

750 Ibpulg?

Prob. 967

068, Determine ¢l estado equivalente de esfuerzo si un
elemento estd onentado a 30° en sentido de las manecillas
del reloj, respecto al elemento siguiente:

230 MPa
350 MPa
450 MPa
Frob, 568

969, Determine el estado equivalente de esfuerzo en un
elemento onientado a 25° en sentido contrario al de las ma-
necillas del reloj, respecto al elemento siguiente:

L

Prak. 969

550 MFPa

9-T0. Determine a) bos esfuerzos principales v b) el es-
fuerzo cortante miximo en el plano v el esfuerzo normal
promedio. Especifique la opentacidn del elemento, en ca-
da caso,

200 MPa

1060 Bf P

150 MPa

Prab, 5-70



9-7L. Determine a) los esfuerzos principales y b) el es-
fucrzo cortante méximo en el plano, v el esfuerzo normal
promedio. Especifique la onentacidn del elemento, en ca-
da caso,

10 kib/palg?
B klbipulg?

15 kihipulg?

Prab. 9-T1

*9-TL. Determine a) los esfuerzos principales v b) el es-
fuerzo cortante médximo en el plano, y el esfuerzo normal
promedic. Especifigue la orientacidn del clemento, en ca-
da caso

50 MFPa

L

Frob. 8-T1

9-73, Determine a) los esfuerzos principales y b) el es-
fuerzo cortante médximo en el plans, v ¢l esfuerzo normal
promedio. Especifique la orientacion del elemento, en ca-

dla caso,

8 klb, pulg?
4 kb fpulg!

12 kib fpulg?

Prob, 5-T3

ProsLemas « 489

974 Determine a) los esfuerzos principales v b el es-
fuerzo cortante miximo én ¢l plano, v el esluerzo normal
promedio. Especifique la orientacion del elemento, en ca-
da caso

A0 MPa

45 MPn

50 MPa

[Prub. 974

975, Determine a) los esfuerzos principales y b) el es-
fuereo cortante meaximo en el plano, ¥ el esfuerzo normal
promedio. Especifique la orientacidn del elemento, en ca-
da caso.

50 MPa

Frob, %-T5

*0T6. Determine a) los esfuerzos principales y b) el es-
fuerzo cortante miximo en el plano, v el esfuerzo normal
promedic. Especifique la orientacidn del elemento, en ca-
da caso

—_—

120 1 /pulg?

300 b /pulg?

Prob., 576
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9.77. Trace el circulo de Mohr que describa cada uno de *0-80. En la figura 9-155 se muestra el clreulo de Mohr
los siguicnies estados de esfuerzo, para el estado de esfuerzos de la Ggura 915z, Demuestre
que al determinar las coordenadas del punto P, 70}
en ¢l circulo se obtiene el mismo valor que las ecuaciones

0} Phpaalg? de transformacidn de esfuerzo, las 9-1 v 9-2.

s 3 kb pulg? OV NCMIES MEne 100 palg

9-8l. Las fibras de la tabln forman un dngulo de 207 con

la horizontal, como se indica. Determine el esfuerso nor-

mal ¥ corante que actian en direccidn perpendicular v

{3l . parabela a £stas, si ln tabla estd sujeta o unn cargn axial de
Froh. 577 250 M,

9-82. El poste tiene un drea transversal cuadrada. 5i se

$7. Trace el cirulo de Mohr que describa i e fija soportdndolo en su base, v 2 aplica una fuerza hori-

bos siguicntes estados de esfucrzo. zontal en su extremo, como se indica, determine a) el es-
5 MPa M0 ki pubg?
Z{W men & i
250 N — 250 N
1 =
ar 25 mm
5 MPa 20 kb fpulg?
Frob. 381

.lir.ﬁ- fuerzo cortante méximo en ¢ plano que se desarrolla en

A v b} los edfuerzos principales en A,
Prob, %78 te)

919, Un punto de una placa delgada estd sujeto a dos es-
tados sucesivos de esfuerzo, como se indica. Determine el
estado resulianic de esfuerzo, con referencia o un clemen-
b0 onentado como s indica a la derecha.

3 EIE
b
S0 I puly? 7 !
\ I8
I8 Ik fpulg? A
Fer
1 pulg

Prab, 9-T9 Prob. 9-§2
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Si se comparan los tres circulos de la figura 9-284, se ve que el esfuerzo
cortante miximo absolute, 2 se define con el circulo que tiene el radio
mayor, que corresponde al elemento de la figura 9-28b. En otras palabras,
el elemento de la figura 9-28f estd orientado por una rotacidn de 45° res-
pecto al eje ', desde el elemento de la figura 9-27h. Obsérvese que esta
condicidn también se puede deferminar directamenie, s6lo escogiendo los
esfuerzos principales méximo y minimo en la figura 9-27¢, en cuyo caso

el esfuerzo cortante méxmo absoluto serd:

Y el esfuerzo normal promedio correspondiente serd:

1T ¢ irin ™ Tl
b

¥ id)

L

(9-13)

(9-14)

1Tg ™ Timils

e i

Fig. 9-28

F 4
Tmin
L™
¥
{a}
-
Fmin
Triuin. .
1]
¥
Wi
i
.l.l
1)
¥
10w Vensltn
5
igh



494 . CAPITULD 9 Transformacion de esfuerzo

En el andlisis sdlo se consideraron tres componentes de esfuerzo que
actian sobre elementos ubicados en posiciones que se determinan por
rotaciones respecto al eje x°, v' o 2", 5i hubiéramos usado las ecuaciones
tridimensionales de transformacion de esfuerzos, de la teoria de la elasti-
cidad, para obtener valores de los componentes de esfuerzo normal v cor-
tante que actian sobre cualquier plano inclinado en el punto, como en la
figura 9-27h, se podria demosirar que, independientemente de la orienta-
cidn del plano, los valores especificos del esfuerzo cortante 7sobre el pla-
no siempre serdn menores que el esfuerzo cortante maximo absoluto que
se determind con la ecuacién 9-13. Ademds. el esfuerzo normal o que ac-
tia sobre cualguier plano, tendrd un valor entre los de los esfuerzos prin-
cipales maximo ¥y minimo; esto €8, o, = 0 = &g,

Esfuerzos planos. Los resultados anteriores tienen una implicacion
importante para el caso del esfuerzo plano, en especial cuando los esfuer-
zos principales en el plano tienen el misme signo, es decir, ambos son de
tensidn o ambos de compresion. Por ejemplo, imagine el material que se
va a someter a un esfuerzo plano tal que los esfuerzos principales en el
plano se representan por g ¥ @, €0 las direcciones x' y ¥, respecti-
vamente, mientras que ¢l esfuerzo principal fuera del plano, en la direc-
cidn 2' es oy, = 0, figura 9-29%;, Los circulos de Mohr que describen este
estado de esfuerzo para orientaciones del elemento respecio a cada uno
de los tres gjes coordenados se ven en la figura 9-29b, Se ve aqui que aun-
que el esfuerzo cortante maximo en el plano es (7, Jumix =(Tmix — T /2.
este valor fo e el esfuerzo cortante maximo absoluto al que estd sometido
el material. En lugar de ello. de acuerdo con la ecuacidn 9-13 o la figura

9-29b,
Ty — ﬂl Ty
e L - (9-15)
2 .
Tnin =0
Tomin Denia ?
Lt
e hnia
¥ P T P——
Esfuerzo plano x'-y" ?i‘lumlmmmmﬂf miiximo en &l plano
LE] ! i)
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En ¢l caso cuando uno de los esfuerzos principales en el plano tiene sig-
no contrario respecto al otro, entonces esos esfuerzos se representardn
POT Tyix ¥ Tomin ¥ €l esfuerzo principal fuera del plano o, = 0, figura
9-30a. Los circulos de Mohr que describen este estado de esfuerzos, para
orientaciones de elemento respecto a cada eje coordenado, se ven en la
figura 9-30b. Es claro que en este caso

¥ = Fmin
Ll (9-16)

Es importante el céleulo del esfuerzo cortante maximo absoluto, al di-
sefiar miembros hechos de materiales dictiles, porque la resistencia del
material depende de su capacidad para resistir el esfuerzo cortante. Este
caso se seguird describiendo en la seccidn 1007,
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— 40 /pulg?

fa)

Debido a la carga aplicada, el elemento en el punto indicado en el mar-
co de la figura 9-31a, estd sometido al estado de esfuerzo plano que se
muestra. Determinar los esfuerzos principales y ¢l esfuerzo cortante
midximo absoluto en el punto.

P
L
A
&0
1
(e y led
20 b /puig?
Tk /paalg =y
by
Ii
Fig. 8-31
Solucién

Esfuerzos principales. Los esfuerzos principales en el plano se pue-
den determinar con el circule de Mohr, El centro del circulo estd en el
eje ren = (=20 + 0)/2 = =10 Ib /pulg’. Al graficar el punto de
control A(=20, —40), se puede trazar el circulo como el de la figura
9-31b. El radio es

R = V(20 - 10)° + (40)° = 41.2 Ib/pulg?

Los esfuerzos principales estin en los puntos donde el circulo corta el
gje o, es decir,

Tmix = —10 + 41.2 = 31.2 1b/pulg?
Fonim = =10 = 41.2 = =51.2 Ib/pulg?
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En el circulo se ve que el dngulo 28, medido en sentido contrario a las
manecillas del reloj desde CA hacia el gje —ores

8 = l.un'L( ) = T 0°

20 - 10
Asf,

# = 38.0°
Esta rotacidn en senfido contrario al de las manecillas del reloj define
la direccidn del eje x° para oy, v su plano principal correspondiente,
figura 9-31¢c. Como no hay esfuerzo principal sobre ¢l elemento en la
direccidn z, se oblienen

Taix = 31.21b/pulg? o =0 T = —512 Ib/pulg?  Resp.

Esfuerzo cortante miximo absolure. Al aplicar las ecuaciones 9-13
¥ 9-14 se obtienen

Ot — Ty 3.2 = (=51.2)

TRk = 3 = > = 4121/ pulg?  Resp.
Gorem ™ & mix ; Tain _ 31.2 ; 51.2 — —101bf pulg?

Estos mismos resultados también se pueden obtener trazando el
circulo de Mohr para cada orientacién de un elemento, respecto a los
ejes x’, ¥ v 2", figura 9-31d. Como gy ¥ Tmin HENEN SIgROS OPUESTOSR,
entonces el esfuerzo cortante maximo absoluto es igual al esfuerzo cor-
tante maximo en el plano. Esto se debe a una rotacion de 457 del ele-
mento de la figura 9-31c en torno al eje 2°, por lo que el elemento con
sU orientacion correcta se ve en la figura 9-31e.

28 = ThF e 00 - | 66"

a (b pulg?)
T ™ =31.2 3.2 I/ pulg?

Toir= 41.2

¥

T {h palg
(o}

[

312 e x

EET i
[[4]
I
10 lh_."[ml]i'lr
a2 4= §30"
Ve

{eh
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CAPITULO 9 Transformacion de esfuerzo

El punto en la superficie del recipiente cilindrico a presién de la figu-
ra 9-32a estd sometida a un estado de esfuerzo plano, Determinar el es-
fuerzo cortante maximo absoluto en ese punto,

Solucién

Los esfuerzos principales son oy, = 32 MPa, o, = 16 MPa ¥ o, =
(0. 5i esos esfuerzos se grafican en el eje o, se pueden trazar tres circu-
los de Mohr que describen ¢l estado de esfuerzo, visto en cada uno de los
planos perpendiculares, figura 9-32b. El circulo mavor tiene un radio
de 16 MPa, y describe el estado de esfuerzo en el plano que contiene a
Oy~ 13 MlDa @~ — 0 anage ve sombreado en la figura 9-324. Una

ort J . 45" dentro de este plano produce el es-
tado de esfuerzo cortante maximo absoluto, y el esfuerzo normal pro-

medio correspondiente, que son

r2= = 16 MPa
& oo = 16 MPa

Estos mismos resultados se pueden obtener con la aplicacion direc-

ta de las ecuaciones 9-13 y 9-14, esto es

Resp.

r:-="”“;"’“'=322'"=mmpa Resp,
ﬂ'pmm= Ermj: :_FE — 3_2';-_“ = 16 MPa

Por comparacion, puede determinarse el esfuerzo cortante maximo
en el plano a partir del circulo de Mohr trazado entre oy, = 32 MPa
¥ Fyy = 16 MPa, figura 9-325, De ese modo se obtienen los valores

32 - 16
e = = ¥ MPa
o i 2
:'l' =
O prom = 16 + -F"---‘__lE' = 24 MPa
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995 Elcilindro macizo que tiene un radio rse coloca en
un recipiente sellado sometido a una presidn p. Calcule kos
componentes de esfuerzo que actian en el punto A, ubi-
cado en el eje central del cilindro. Trace circulos de Mohr
para el elemento en ese punto,

Proh. 902

*0.96. La placa estd sometida a una fuerza de tensidn
P = 5 kb 51 tiene las dimensiones indicadas, determine

bos esfuerzos principales v el esfuerso cortante maximao ab-
soluto. 5i el material es dactil, fallard por cortante, Haga

un esquema de la place, donde se indique como aparece-
ria esa falka. 5i el material es fragil, la placa fallard debido
a los esfuerzos principales, Muestre como sucede esa Talla,

ProsLemas « 501

9-87. El marco cstd sometido a una fuerza horizontal v
al momento de un par en su extremo, Determine los es-
fuerzos principales v el esfuerzo comante maximo absole-
to en el punto A, El drea transversal ¢n ese punto se ve en
el detalle.

Proh, 997
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PROBLEMAS DE REPASO

98, Sobre ¢l elemento se muestra el esfuerzo en un pun-
to. Determine los esfluerzos principales v el esfuerzo cor-
tante miximo absoluto,

&

/L\ 120 Il

I

o0 T lbyfpulg®

9-99.  Con el pescante se sostiene |a carga de 330 Ib, De
termine los esfuerzos principales que actian sobre la plu-
ma en los puntos A ¥ B, El corte transversal 8 rectangu-
lar, com & pulg de ancho v 3 pulg de espesor,

Frroh. 904
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506 = CAPITULO 10 Transformacion de deformacidn unitaria

Deformacits unitaria normal €,

(ah

El espécimen de hule esti restringido
entre dos sopores fjos, por 1o que su-
friri deformacidn anitaria plana cuan-
dio se le apliquen cargas en ¢l plano
harizontal,

o
------- 2
i ! ‘.-I-":I s -
|
¥
Yo
L} [}
Deformacidn anitaria nogmal £, Deformacite unilaria conanse Y,
ki el
Fig. 10-1

Para comprender comao se hace primero confinaremos nuestra atencion
en el estudio de la deformacidn unitaria plana. En forma especifica, no
tendremos en cuenta los efectos de los componentes &, ¥, ¥ ¥, Enton-
ces en general, un elemento deformado en un plano esti sujeto a dos com-
ponentes de deformacion unitaria normal, &, €, ¥ a un componente de
deformacidn unitaria cortante, ¥.,. Las deformaciones de un elemento,
causadas por cada una de esas deformaciones unitarias, se ven grifica-
mente en la figura 10-1. Observe que las deformaciones unitarias norma-
les se producen por cambios de fongited del elemento en las direcciones
2y v,y la deformacion unitaria cortante se produce por la rotacidn rela-
fiva de dos lados adyacentes del clemento.

Aungue tanto la deformacion unitaria plana como el esfuerzo plano tie-
nen tres componentes que estin en el mismo plano, s¢ debe tener en cuenta
que ¢l esfuerzo plano ne necesariamente causa la deformacion unitaria
plana, o viceversa. La razon tiene gque ver con el efecto de Poisson,
que s¢ describio en la seccidn 3.6, Por ejemplo, si el elemento de la figura
10-2 se somete a un esfuerzo plano o, ¥ o, no silo se producen las defor-
maciones unitarias normales e, v &, sino también hay una deformacion
unitaria normal correspondiente, €. Es obvio que ése ne es el caso del es-
fuerzo plano. Entonces, en general, a menos que ¢ = 0, ¢l efecto de Pois-
son evita la ocurrencia simultinea de la deformacion unitaria plana v el
esfuerzo plano, También se debe hacer notar que va que el esfuerzo cor-
tante vy la deformacidn unitaria cortante no son afectados por la relacidn
de Poisson, para la condicion de 7. = 1. = 0 3¢ requiere que ¥, = 7. = (0,
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l—L—x
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Anies e la deframiaditn
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Fig. 104

Deformaciones unitarias normal y cortante. Para deducir la ecua-
¢ion de transformacidn de deformacidn unitaria para determinar €, se
debe determinar el alargamiento ¢n un segmento de recta dx” que esté a
lo largo del eje x" v esté sometido a los componentes de deformacidn uni-
taria €, €, ¥y, Como se ve en la figura 10-4a, los componentes de la ree-
tade' a lu largo de los ejes x v ¥ son

dx = dx'cos 8
dy = dx"sen @ (10-1)

Cuando se presenta la deformacion unitaria normal e, figura 10-45, la
rectn dy se alargn &, dr, lo que hace que la recta dx” se alarpue &, dx cos
& De igual modo, cuando se presenta £, figura 10-d¢, la recia dy se alarga
e, dv, 1o que hace que la recta dy’ se alargue «, dv sen & Por ditimo, supo-
niendo que dr permanezea fijo en su posicion, la deformacidn cortante
¥ Jue 25 el cambio del dngulo entre dx v dyv, hace que la parte superior
de la recta dy se desplace Yoy ¥ hacia la derecha, como se ve en la figura
10-4d. Esto hace que dx “se alargue ¥, dv cos & 51 s¢ suman los tres alar-
gamientos, el alargamiento resultante de «x”" es, entonces,

fy" =g, drcosf + e, dvsend + v, dycos @

De acuerdo con la ecuacion 2-2, Ia deformacidn anitana normal, a lo
largo de la recta dx’, s e, = &' Jdx". Entonces, usando la ecuacidn
10-1, se obiiene

£, = E, cost # +£?5|:n:6| + ¥y Sen 8 cos f (10-2)

La ecuacidn de translormacidn dé defommacdn wnnlita parti delermi-
nar ¥, se puede deducir i s¢ considera la cantidad de rotacidn que su-
fre cada uno de los segmentos de recta dr” v dy’ cuando se someten a los
componentes de deformacion unitaria e, €. ¥, Primero se examinard fa
rotacion de dx’, que se define por el dngulo a. en sentide contrario al de
las manecillas del reloj tal ¥ como se ilustra en la figura [0-de. 5e puede
determinar a partir del desplazamiento dy', usando o = 8y’ /dx’. Para ob-
tener &', se consideran los tres componentes signientes de desplazamien-
to que actdan en la direccidn v': uno de &, que ez — ¢, dx sen @, figura
10-4b; otro de €, que es &, dy cos 8, figura 10-de, y el dhimo de ¥, que es

— Yuy ey 5en 8, figura 10-4d. mr ay’, resultado de los tres componentes de
deformacién unitara, es

Gy" = —g,dx send + e, dycos — vy, dysend
Usando la ecuacion 10-1, con o = dy' /dy’, se obtiene
o= (—€ + &)sendcosd — y, sen’ @ (10-3)

Como se ve en la figura 10-4¢, la recta dy’ gira una cantidad g. Se pue-
de determinar este dngulo con un andlisis similar, o sélo sustituyendo &
por 8 + 20° en la ecuacion 10-3. 5i se usan las identidades sen(d + %0°) =
cos &, cos{ & + 907 ) = —gen 4, s¢ obtiene

B

(—e, + £g) sen(f + 90F) cos(d + 90F) = y,, E"En'z{ﬂ + 907}

—(—e, + €, )cos@senf — ¥, cost §
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¥

Ty
-q?lryf}_'mﬂ

Fig. 10-4 (cont)

Como o v B representan la rolacion de los lados dx” v dy" de un elemen-
to diferencial cuyos lados estaban orientados originalmente a lo largo de
los ejes x" y y', y B tiene direccidn contraria a e, figura 10-4¢, entonces el
elemento estd sujeto a una deformacidn unitaria de

Yoy ™ a = B = ~2e, — ¢,)senfcos§ + v, (cos’§ — sen’ §) (10-4)
51 se usan las identidades trigonométricas sen 28 = 2 sen #cos 8, cos™8 =

(1 + cos 26) /2 y sen®# + cos’# = 1, las ecuaciones 10-2 y 10-4 se pueden
convertir en su forma final:

(10-5)

(10-6)

Estas ecuaciones de transformacién de deformaciones unitarias repre-
sentan la deformacién unitaria normal &, en la direccidén x° y la deforma-
ci6n unitaria cortante y,, de un elemento orientado en un dngulo 8, co-
mo se ve en la figura 10-5. De acuerdo con la convencidn de signos
establecida, si €, es positiva, el elemento s¢ glarga en la direccidn de &
positiva, figura 10-5a, y si ¥, es positiva, el elemento se deforma como
se ve en la figura 10-5b. Observe que esas deformaciones se presentan co-
mo si sobre el elemento actuaran el esfuerzo normal positivo o, y el es-
fuerzo cortante positivo 7.,

5i s¢ necesita la deformacidn unitaria normal en la direccidn v, se pue-
de obtener a partir de la ecuacidn 10-5 s6lo sustituyendo & por (8 + 907).
El resultado es

(10-7)

Se debe notar la semejanza entre las tres ecuaciones anteriores y las de
transformacidn del esfuerzo plano, ecuaciones 9-1, 9-2 y 9-3. Por compa-
racién, a,, o, o,., @, corresponden a €,, €,, €., €, ¥ T, 7, corresponden
a Tl.]'.l'rzl Tr‘y':'rl

D formuciin wnitara normal positiva, i,

(ap

Deformacicn _mcﬂuwﬁ\lhf
(k)
Fig. 10-5
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Los esfuerzos complejos a menudo se
desarrollan en las uniones donde los reci-
pienies s¢ coneclan, L esluersos e
determinan al medir la deformacion uni-
faria.

Deformaciones unitarias principales. Como en el esfuerzo, se puede
determinar la orientacidon de un elemento en un punio tal que la deforma-
cion del elemento se represente con deformaciones unitarias normales,
sin deformacion unitana cortante. Cuando eso sucede, las deformaciones
unitarias normales se llaman deformaciones unitarias principales, y si el
material es isotropico, los ejes a lo largo de los cuales se hacen esas defor-
maciones coinciden con los ejes que definen los planos de esfuerzos prin-
cipales

D¢ acucrdo con las ecuaciones 94 v -5, v con la correspondencia entre
esfuerzo y deformacion unitaria que se indicd anteriormente, las direccio-
nes de los ejes, v los dos valores de las deformaciones unitarias principa-
les g ¥ €. %5 determinan con

(10-8)

By = %f + \JJI(E: ; . ]! + (T;"jl { 10-9)

Deformaciéon unitaria maxima en el plano. Al usar las ecuaciones
9-6,9-T y -8, se determinan la direccidn de los ejes v la deformacion uni-
taria maxima en ¢l plano, asi como la deformacidn unitaria normal pro-
medio, con las siguientes ecuaciones:

i ] (10-106)

(10-11)

(10-12)
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"""F-c:‘.‘
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Fig. 10-7

Un elemento diferencial de material en un punto estd sometido a un
estado de deformacion unitaria plana, definido por e, = —350{10°%),
€, = 200(107*), ¥, = 80(107*), que tiende a distorsionar al elemento
como se indica en la figura 10-Ta. Determine las deformaciones unita-
rias principales en el punto, y la orientacién correspondiente del ele-
mento.

Solucién
(Orientacidn del elemento. Segin la ecuacion 10-8,

Yy

tan 28, = ey

80{107%)
(2350 — 2000(10°%)
Asi, 28, = —R28° y 828" + 180° = 172°, por lo que
8, = —4.14° y 85.9° Resp.

Cada uno de ezos dngulos se mide en direccidn pasitiva, en comtra de
las manecillas del reloj, a partir del gje x hacia las normales hacia afue-

ra sobre cada cara del elemento, figura 10-7h.

Deformaciones unitarias principales. Las deformaciones unitarias
principales se determinan con la ecuacidn 10-9, como sigue:

£, + € £y + £, Yy 1
€127 7 Jri\.f( 2 r) +(Tr)
—350 + 200)(107 350 — 2000 /R0y
- R L [J(Z52) + (3) ooy
= =75.0(107%) £ 277.9(107%)
g = 203(107%) & = =353(107%) Resp.

Al aplicar la ecuacidn 10-5, con # = —4.14° se puede determinar cudl
de esas dos deformaciones unitarias deforma al elemento en la direc-
citn x’. Entonces,

& £ & Yiy
¢ = + + —
£, 2 3 cos 28 2sl:n?-I!iP

- (M)(m*} + (M)[mﬂ cos 2{—4.14%)

2 2

-
- wun 2(=4.14%)
£, = —353(107%)

Por consiguiente, €, = . Cuando s¢ somete a las deformaciones unita-
rias principales, el elemento se distorsiona como muestra la figura 10-7h.
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Un cl:ml:ntn diferencial de material en un punto se somete & un esta-
do de deformacion unitaria plana, definido por €, = ~350{107%), € =
2000107%), ¥ey = BO(107 ), que tiende a distorsionar al elemento como
se ve en la figura 10-8a. Determine la deformacidn unitaria méixima en
el plano, en el punto, v la orientacion correspondiente del elementao. ¥

Soludidn =
-y
Orientacidn del elemento. De acuerdo con la ecuacion 10-10: +Edy '

_ & &Y (=350 - 200)(107°) !
tan 26, = ( Yor )_ BO(107%) . r

Asi, 28, = BL.72° y B1.72° + 1B0F = 261.72°, por lo tanto, ” 1 0
8, = 40.9° y 130.9° )

Mdlese gque esta orientacidn forma 457 con la que se muestra en la fi-
gura 10-Th, en el ejemplo 10.2, como era de esperarse.

Deformacion unitaria cortante méavima en el plano. 5S¢ aplica la ecua-
cidn 10-11 y se obtiene

B ()
O o

Y 556(107°%) Resp.

El signo corrécto de = . se obtiene aplicando la ecuacidn 10-6,
con & = 40.9°, Entonces, ¥

Yoy €, — € ¥
=LA “sen 28 + — cos 20 ¥ o
2 2 2 ¥ ; "2

40{ 1078 :-

- _(w)“{rﬁ]wn 2{40.9°) + — 3 \]ms 2(40.97)

Yoy = 556(107%)

Asi, y == . Hende a distorsionar al elemento de tal manera que dismi-
nuye el dngulo recto entre dx’ v dy' (convencidn de signo positiva), fi-
gura 10-Bb.
También, hay deformaciones unitarias promedio asociadas en el ele- ™
mento que se calculan con la ecuacidn 10-12:

£
g

Fig. 10-8
€, * &, =350 + 2N}
= g = (07 = =TS0
Estas deformaciones tienden a hacer que se contraiga el ¢elemento, fi-
gura 10-8b.
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« 515
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* 51 el epe /2 s comstraye posive kacin s, entonces el angulo 28 en el circalo se medi-
ria en la direccidn opuesta a la orientacsin §del plana.

Fig. 1010
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Secoon 10.3 Circulo de Mohr (deformacidn unitaria plana)

517

El estado de deformacién unitaria plana se representa por los compo-
nentes € = 250(107"), &, = —150(107") y ¥, = 120(10"°). Determine
las deformaciones unitarias mdximas en el plano, y la orientacidn del
elemento.

Solucion
El circulo se traxd en el ejemplo anterior, v se ve en la figura 10-12a.

Deformacidn unitaria cortante mdxima en el plano. La mitad de la
deformacion unitaria cortante méxima en el plano, y la deformacion

unitaria normal promedio se representan con las coordenadas del pun-
to E o Fen el circulo. De acuerdo con las coordenadas del punto E,

) e

2

(Yooy) o = 418(107°)

= 208.8(107%)

Resp.

€prom = 50{1075)

FPara orientar al elemento, se puede determinar el dngulo 28, en sen-
tido de las manecillas del reloj, en el circulo.

28, = 90° - 2(B.35%)

fl, = 36.6° Resp.
El dngulo se muestra en la figura 10-12f. Como la deformacidn unitaria
cortante definida en el punto £ del circulo tiene un valor positivo, y la
deformacitn unitaria normal promedio también es positiva, corresponden
a esfuerzo cortante positivo y a esfuerzo normal promedio positivo, que
deforman al elemento hacia la forma indicada con linea interrumpida
en la figura.

F
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Fig. 1012

¢ (107%)




Hidden page



ProBLEMAs = 518

PROBLEMAS

18-1. Dremuestre gue la suma de las deformaciones unita-
rias normabes en direcciones perpendiculares es constante,

10-2. El estado de deformacidn unitaria en el punto de
la ménsula tiene componentes € = —200{107°"),
8, = =& 10", Yoo = — 17510 “%). Use las ecuaciones de
transformacion de deformacidn unitaria para determinar
las deformaciones unitarias equivalentes en el plano, so-
bre un clemento orientado en un dngulo de 8 = 20°, en
sentido contrario a las manecillas del relo). respecto a la
posicion original, Trace ¢l elemento deformado debido a
esas deformaciones unitarias en el plano oy,

Frob. 10-2

10-3.  Un elemento diferencial del soporte se somete a
deformacion unitaria plana, cuyos componentes son:
€ = 150{10°%), &, = 200{10°%), ¥, = —T700({10"*). Use las
ecuaciones de transformacion de deformacion unitana, v
detcrmine las deformaciones unitarias equivalentes en €l
plano, sobre un clemento orientado en un dngulo de
# = 8" en sentido contrario al de ks manecillas del reloj,
respectoa la posicidn original. Trace el elemento deforma-
do en el plano x-y, debido a esas deformaciones unitarias,

*M-4. Resuvelva el problema 10-3 para un elemento
origntado a § = 3° en sentido de las manecillas del reloj.

10-5.  El estado de deformacidn unitaria de un punto de |a
ménsula tiene componcnics £, = A0(10°5), &, = ~250{10°%),
Yo = 310 107%). Use las ecuaciones de transformacidn de
deformacion unitaria para determinar las deformaciones
unitarias equivalentes en el plano, de un elemento que for-
ma un dngulo de & = 307 en sentido de las manecillas del
reloj, respecto a la posicidn original Trace el elemento defor-
mado, debido a esas deformaciones unitarias, dentro del

plamo x-y.

Prob. 18-5

106, Elestado de deformacidn unitaria cn un punto de una
lkave tiene los compenentes €, = 120107, g, = —180{107%),
Tur = 150{107"). Use las ecuaciones de transformacidn de
deformacidn unitarin para calcular (a) las deformaciones
unitarias principales en el plano, y (b} la deformacidn uni-
taria cortante maxima en ¢l plano v la deformacin unitaria
normal promedio. En cada caso, especifique la orientacion
del elemento. ¢ indique ¢l modo en que este elemento
s deforma en el plano r-p.

10-7.  Elestado de deformackin unitana en un punio del
diente de un engranaje ticne los componentes e, = BS0(10°%),
£, = 480107}, y,, = 650{107"). Use las ecuaciones de
tramaformacidn de deformacion unitara par calcular (a)
las deformaciones unitarias principales en el plano, v (h)
la deformacidn unitaria conanie maxima en el plano y la
deformacidn unitaria normal promedio. En cada caso, es-
pecifigue la orientacidn del elemento, ¢ indique el modo

en gque esle elemento se deforma en el plano x-y.

¥

Prob, 10-7
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SECOoN 10.4

Deformacion unitaria plana. Como en el caso del esfuerzo plano, el
andlisis anterior tiene una implicacién importante cuando ¢l material esta
sometido a deformacidn unitaria plana, en especial cuando las deforrma-
clones unitarias principales tienen el mismo signo, es decir, ambas causan
alargamiento, o ambas causan contraccidn. Por ejemplo, si las deforma-
ciones unitarias principales en el plano son €., ¥ €, mientras que la de-
formacitn unitaria principal fuera del plano es €,;, = 0, figura 10-15a, en-
tonces los tres circulos de Mohr que describen los componentes de
deformacidn unitaria normal ¥ cortante para los elementos orientados
respecto a los ejes x'. v' v 2° son los que muestra la figura 10-155. Por ins-
peccidn, el circulo mayor tiene un radio R = (¥, i /2- Por consiguicnte,

g = l:'!"'r':']:-u = €mia

Este valor representa la deformacion unitaria cortante mdxima absoluna
para el material. Ndtese que es mavor que la deformacién unitaria cor-
tante méxima en el plano, que es (¥ Imix = Emin — Einer

Por otra parte, si una de las deformaciones unitarias principales en el
plano tiene signo opuesio a la otra deformacion unitaria principal en
el plano, entonces €, causa alargamiento, €., causa contraccion, v la de-
formacidn unitaria principal fuera del plano es &, = 0, figura 10-16a. Los
circulos de Mohr que describen las deformaciones unitarias en cada orien-
tacidn del elemento, respecto a los ejes o’ ¥', 27, ¢ ven en la figura 10-165.
En este caso,

T‘:." . I:‘Fr'_v'::lq:h - Er|1.i:t; ~ Emin

Por consiguiente, se pueden resumir los puntos anteriores como sigue.
5i las deformaciones unitarias principales en el plano tienen ambas el mis-
mo signe, la deformacion wnitaria cortanite mdxima absoluia estard fuera
del plane, v su valor es y 3= €., 3in embargo, si las deformaciones uni-
tarias principales en el plano tienen signos opuestos, entonces la deforma-
cidn unitara cortante maxima absoluta es igual a la deformacidn unitaria
cortante midxima en el plano.

Deformacidn unitaria cortante maxima absoluta  «

1] = +

523

¥

x' = ' deformaciin unitaris plana

fa)

Tarin’

i)
Fig. 10-15

o ot |
5= ¥ deharmaciin usiinnia plens
(ay

¥y b
e e

Lo

hi

Fig. 10-16
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El estado de deformacidn unitaria plana en un punto se representa por
los componentes de deformacidon unitaria €, = —400(10° =i £, =
200(10°7), ¥y, = 150(107*). Determine la dcfumamfm unitaria cortan-
te mixima en el plano, y la deformacidn unitaria cortante méxima,

#1107

F s
3 (107 Fig. 10-17

Solucion

Deformacidn unitaria mdavima en el plano.  Resolveremos este pro-
hlema usando el circulo de Mohr. De acuerdo con los componentes de
deformacién unitaria, el centro del circulo estd en el eje een

prom ™ M{lﬂ"‘] = —100{107%)

Ya que ¥,,/2 = 75(107"), el punto de referencia tiene las coordena-
das A(- dlIH:ll]_"} 75(107%). Como se ve en la figura 10-17, el radio
del circulo es, entonces,

R = [V{400 — 100)7 + (75)7](107%) = 309(107%)
Al calcular las deformaciones unitarias principales en el plano, resulta

Emix = (100 + 309)(107%) = 209(107")
€min = (=100 = 309)(107%) = —409{107°)
Segin el circulo, la deformacion unitaria cortante maxima en el plano es

Y vipues . Emix T €min = [208 - {_“m]]“u—n} = 'mﬂ“ﬂ_h] Resp.

Deformacidn unitaria corfante mivima abselura,  De acuerdo con
los resultados anteriores, ey, = 200 107%), e, = 0, £, = —409{107%),
También s¢ muestran cn la figura 10-17 los tres circulos de Mohr, para
las orientaciones del elemento respecto a cada uno de los ejes x . v " 2"
Se ve que como lay deformaciones unitarias principales en el plano tienen
signos opuestos, la deformacion unitaria cortante méxima en el plano ram-
bidn s la deformacion unitaria corante maxima absoluta; es decir,

Yoo = G618(107%) Resp.
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El estado de deformacidn unitaria en el punto A del soporte en la
figura 10-19a se mide con la roseta de deformacidn que se ve en la fi-
gura 10-19b. Debido a las cargas, las lecturas en las palgas son €, =
B0, & = 135(107%) y ¢, = 264{107%). Determine las deformaciones
unitarias principales en el plano, en ¢l punto, y las direcciones en las
que actian,

Solucion
ia) Usaremos la ecuacién 10-16 para obtener la solucidn. Definiendo un
gje x como se ve en la figura 10-196_ v midiendo los dngulos en senti-
oy F do contrario al de las manecillas del relnj a partir del gje x hacia las
v N i lineas de centro de cada galga, se tiene que &, = 0°, &, = 60° y 8. = 120",
b Al sustituir esos resultados, junto con los datos del problema, en la ecua-
Q 130 3 cidn 10-16, se obtiene

60107 = €, cos’ 0° + e, sen’ OF + ¥, sen 0° cos (°

P b - 5 o ¥
o - 1)

b 135(107%) = €, cos® 60F + &, sen’ 60° + ¥, sen 6° cos 60°
- 0.25¢, + 0.75¢, + 0.433y,, (Z)
264(107") = &, cos® 120° + g, sen’ 120° + ¥,, sen 120° cos 120°
= 0.25¢, + 0.75¢, — 0.433y,, (3)

Se aplica la ecuacidn 1.y se resuelven simultidneamente las ecuaciones
2 ¥ 3. v los resultados son
PO+ €, = 60(107%) e, = 246(107°) ¥y, = -149(107)

Se pueden obtener estos mismos resultados, en forma més directa, con
la ecuacidn 10-17.

Las deformaciones unitarias principales en el plano se determinan

¥ oy usando el circulo de Mohr, El punto de referencia en ¢l circulo estd en
: r A(BDI07"), —74.5(107")) v el centro del circulo, C, estd en el eje €
o N Eprom = 153(10 ™), figura 10-19¢. Segiin el tridngulo sombreado, el

radio es

R = [V{153 - 60)F + (745)](107%) = 1192(10°%)

Entonces, las deformaciones unitarias principales en ¢l plano son

e; = 153(107%) + 119.2{10°%) = 272(107%) Resp.
g; = 153(107%) — 119.2(10~%) = 33.8(107%) Resp.
74.5
¢ - =] a2 = % b
26, = tan (153 = 60) 8.7
By = 193 0. = 19.3° Resp.

. El elemento deformado se indica con linea interrumpida en la figura
10-194. Se debe observar que, debido al efecto de Poisson. ¢l elemento
i faribién estd sujeto a una deformacion unitaria fuera del plano, es de-
cir, en la direccién 7, aungue ese valor no influye sobre los resuliados
Fig. 18-19 calculados,
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18-27. La barra de acero estd sometida a la carga de ten-
sion de 500 Ib, 5i tiene (.5 pulg de espesor, determine la
deformacidn unitaria cortante maxima absoluta, E =

29(10°) kb fpulg’, v = 0.3

1 pulg

; 15 pulg

*10-28. Laroseta de deformacidn de 45° s monta en un
elemento de una magquina. En cada galga se ticnen las si-
puienies lecturas: e, = 650(10°"), g, = —300{107%), ¢, =
480§ 107*). Determine {a) las deformaciones unitamnas prin-
cipales en el plano, v (b} la deformacidn unilaria cortante
mixima en el plano, con la deformacidn unitaria normal
promedio correspondiente. En cada caso muestre el ele-
mento deformado debido a esas deformaciones unitarias.

\.,.i

Prab. 10-28

10=-2%. La rosela de deformacidm de 457 se monla en |a
articulacidn de una retroexcavadora. En cada galga se ienen
las siguicntes lecturas: €, = 650(10°%), g, = ~300(10°9),
e, = 480{10°"), Determine (a) las deformaciones uni-
tarias principales en el plano, v (b) lo deformacidn
unitaria cortante méxima en el plano, con la deforma-
cifin unitaria normal promedio correspondiente.

Prob, 10-2%

T3 La rosera de deformacion de 60° ge monla en wna
viga. En cada galga se tienen las siguientes lecturas: €, =
250{107%), &, = —400{107"), ¢, = 28I 107"). Determine (a)
las deformaciones unitarias principales en el plano v su
orientaciin (b la deformacidn unitaria coftante mdxima
en el plano, con la deformacitn unitania normal promedio
correspondiente. En cada caso muestre el elemento defor-
mado debido a esas deformaciones unitarias.




W3l La roseta de deformacidn de 60°F se manta en a
superficie de una placa de aluminio, En cada galga se tie-
nen las siguientes lecturas: e, = 950{10°), &, = 380{10°%),
g, = =T 107", Determine s deformaciones anitarias
principales en el plano, y su orientacion.

i o
Lo
| Y

_.-"r_.l" F, b LY "1_ \'.l

P LAY

s Y
5 '1_

Proh. 1031

#1032, La reseia de deformacidn de 45° estd montadn
en un eje de acero, Las leciuras de deformacidn registra-
das por cada galga son: e, = B0 10 5,6 = 310°%), & =
—450(107%). Determine las deformaciones unitarias prin-
cipales en el pland. ¥ si onentacion,

PO
Qc,ﬁ-f

NN

Pral. 18-32

ProsLEemas « 529

®18-33. Parala orientecion general de bos tres galpas ex-
tensométricas ustrads en la figura, escriba un programa
de computo que se pueda usar para determinar las defor-
maciones unitanas pnocipales en ¢l plano, ¥ 1a deformacidn
unitaria cortante maxima en el plano, en el punto, Demues-
tre una aplicacion del programa con los valores siguientes:
B, o= 40, g, = 16001077, @ = 1257, &, = 10010°"), @ =
THY, & = BO{107°5),

Prob. 1033
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10.6 Relaciones de propiedades de los materiales

Ahora que se han presentado los principios generales del esfuerzo v de-
formacién multiaxiales, se usardn esos principios para deducir algunas re-
laciones importantes acerca de las propicdades de los materiales, Para ha-
cerlo, se supondrd gque el material es homogéneo e isotrdpico, v que se
comporta en forma eldstica lineal.

Ley de Hooke generalizada. 5i el material en un punto se somete a
un estado de esfuerzo triaxial o, o, o, igura 10-20a, en ¢l material se de-
sarrollan las deformaciones unitarias normales correspondienties e, €, €.
Los esfuerzos se pueden relacionar con las deformaciones aplicando el
principio de superposicion, la relacion de Poisson, &, = — Peang. ¥ 12 ley
de Hooke, aplicada en direccidén uniaxial, € = o/E. Para indicar como se
hace, primero s examinard la deformacidon unitaria normal del elemen-
to en la direccidn x, causada por la aplicacidn separada de cada esfuerzo
normal. Cuando se aplica o, figura 10-206, el elemento se alarga en la di-
reccidn x v la deformacidn unitaria €, es

] Ty
€ =—

E

La aplicacion de e, hace que se contraiga el elemento, con una deforma-
cidn unitaria €' en la direccidn x, figura 10-20c. En este caso,

D igual manera, la aplicacién de o, figura 10-204, causa una contraccidn
en la direccién x tal que

!
+

{al ihi (9] {di

Fig. 1020
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Cuando se sobreponen esas deformaciones unitarias normales, la de-
formacidn unitaria normal e, s¢ determina para el estado de esfuerzos de
la figura 10-20a. Pueden desarrollarse ecuaciones similares para las defor-
maciones unitarias normales en las direcciones v v . El resultado final se
escribe como sigue:

(10-18)

Estas tres ecuaciones expresan la ley de Hooke en una forma general,
para un estado de esfuerzo triaxial. Como se hizo notar en la deduecidn
sdlo son vilidas si se aplica el principio de la superposicion, para lo cual
s¢ requiere una respuesta fineal-eldstica del material. v la aplicacidn de
deformaciones unitarias gque no alteren mucho la forma del material; es
decir, se requiere que las deformaciones sean pequefias. Cuando se apli-
can estas ecuaciones se debe observar que los esfuerzos de tensidn se con-
sideran cantidades positivas, v los esfuerzos de compresidn son negativos.
51 una deformacidn unitaria normal resuliante es posifiva, indica que el
material se alarga, mientras que una deformacion unitaria normal negaii-
v indica que el material se confrae,

Como ¢l material es isotrdpico, el elemento de la figura 10-20a seguird
siendo un blogue rectangular cuando se someta a esfuerzos normales, s
decir, en ¢l matenal no se producirdn deformaciones unitarias cortanies.
5i ahora se aplica un esfuerzo cortante ., al elemento, figura 10-21a, las
observaciones experimentales indican que el material sdlo se deformard
a causa de una deformacion unitaria cortante y,,; esto es, 7,, N0 CAUSAra olras
deformaciones unitarias en el material. De igual manera, 7, y 7., s0lo cau-
sarin deformaciones unitarias cortantes ¥, ¥ ¥, respectivamente. La ley
de Hooke para el esfuerzo cortante y la deformacidn unitaria cortante se
pucde escribir, por consiguiente, en la forma

{(10-19)

ia} L]

Fig. 10-21

i)

53
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————r
P

T,

L

i)

T =~ Ty

i = Ty
=45

(L1}

Fig. 10-22

Relacién donde intervienen E, v ¥ G. En la seccidn 3.7 dijimos que
cl mddulo de elasticidad E se relaciona con el mddulo O de cortante por
la ecuacidn 3-11, es decir,

(10-20)

Una forma de deducir esta ecuacidn es considerar un elemento del ma-
terial que se somete a cortante puro (o, = ay = o, = 0), figura 10-22a, Al
aplicar la ecuacidn 9-5 para obtener los esfuerzos principales se obticne
iz = Ty ¥ Tnin = — Tyy- D acuerdo con la ecuacion 9-4, el elemento de-
be estar orientado a 8, = 45" en sentido contrano al de las manecillas del
reloj respecto al eje x, para definir la direccidn del plano sobre el cual ac-
Wia oy, figura 10-226. §i los tres esfuerzos principales og,, = 7. My =
0¥ opin = =7y, 5€ sustituyen en la primera de las ecuaciones 10-18, se
puede relacionar la deformacidn unitaria principal €q4, con el esfucrzo
cortante 7,,. El resultado es

Txy
iz ™ E (1 + ) (10-21)

Esta deformacion unitaria del elemento a lo largo del gje x' también se
puede relacionar con la deformacitn unitaria corlante y,, usando las ecua-
ciones de transformacion de esfuerzos, o el circulo de Mohr para defor-
macidn unitaria. Para hacerlo se debe notar primero que. como o, =
i, = i, = [}, entonces, segun la ecuacion 10-18, &, = €, = (. Sustitnyendo
estos resuliados en la ecuacidn de transformacion, ecuacion 10-9, se ob-
tiene

Yer

E‘=Em=2

De acuerdo con la ley de Hooke, v, = 7,/ G asi que ey, = 7,/ 2. Esto se
sustituye en la ecuacidn 10-21, se reordenan los términes v se obliene el re-
sultado final, la ecuacidn 10-20.

Dilatacion y médulo de volumen. Cuando un matenial eldstico se
somete a esfuerzo normal su volumen cambia, Para calcular este cambio
s¢ considera un elemento de volumen que estd sometido a los esfuerzos
principales o, o, .. Los lados del elemento son dx, dy y dz, originalmen-
le, figura 10-23a; sin embargo, después de aplicar los esfuerzos se trans-
forman en (1 + &) dx, (1 + &) dvy (1 + ¢ dz, respectivamente, figura
10-234. El cambio de volumen del elemento es, entonces,

SV = (1 + & )(1 + &,)(1 + &, ) dxdydz — dxdydz

Sin tener en cuenta los productos de las deformaciones unitarias, por ser
£slas muy peguchas, sc obtiene

BV = (g, + e, + e,)dxdydz

Al cambio de volumen por unidad de volumen se le llama “deforma-
cidn unitaria volumétrica” o difatacidn, e. 5S¢ puede expresar como sigue:

&
g m d_l-: =, e+ g (122}

En comparacicn, las deformaciones unitarias cortantes mo cambian el volu-
men del elemento; més bien sélo cambian su forma rectangular,
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5i se usa la ley de Hooke generalizada definida por la ecuacidn 10-18,
se puede escribir la dilatacidn en funcidn del esfuerzo aplicado. Entonces,

(10-23)

Cuando s¢ somete un volumen de material a la presidn uniforme p de
un liguido, la presion sobre el cuerpo es igual en todas direcciones, y siem-
pre es normal a cualquier superficie sobre la que actia. Los esfuerzos cor-
tantes no existen, porque la resistencia de un lguido al corte es cero. Este
estado de carga “hidrostdtica™ requiere que los esfuerzos normales sean
iguales en todas v cada una de las direcciones, y en consecuencia el ele-
mento del cuerpo estd sujeto a los esfuerzos principales o, = o, = o, =
=p, figura 10-24. Al sustituir en la ecuacidn 10-23 y reordenar los térmi-

nc
nos se obtie P E (10:24)

£ 31 - 2v)

El término de la derecha sdlo consiste en las propiedades E y v del
material. Es igual a la relacién del esfuerzo normal uniforme p entre la
dilatacién o “deformacion unitaria volumétrica”™. Como esta relacidn se
parece a la relacién del esfuerzo eldstico lineal entre la deformacidn uni-
taria. que define a E, es decir, o/e = E, a los términos de la derecha se les
llama mddulo volumétrico de elasticidad, 0 mdédule de volumen (también
mddulo de compresidn y médulo hidrostdtico). Tiene las mismas unidades
que el esfuerzo, v se representa por la letra &: esto es,

(10-25)

Notese que para la mayor parte de los metales p= —;.y entonces k = E,
Si existiera un material que no cambiara de volumen, entonces 8V =0y
k serfa infinito. De acuerdo con la ecuacién 10-23, el valor mdximo 1edn-
co de la relacidn de Poisson es, entonces, v = (0.5, También, durante la fluen-
cia, no se observa un cambio real en el volumen por lo que se usa v = (0.3
cuando se presenta la fluencia plistica.

de
fal
Er
£,z
E!l'
a,
L+ ey (1 & )dx
ik}
Fig. 19-23
&=p
@=p
& =p

Esfuerzo hidrostéticn

Fig. 10-24
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El soporte del ejemplo 10-8, figura 10-25a, es de acero para el que
E, = 200 GPa. », = 0.3, Determine los esfuerzos principales en el
punto A,

in)
Fig. 1025
Solucidmn |

Del ejemplo 10.8, se determinaron las siguientes deformaciones unita-
rias principales:

€ = 272(107")
e; = 338(107%)

Como el punto A estd sobre la superficie del soporte, donde no hay car-

ga, ¢l esfuerzo en la superficie es cero, por lo que el punto A esti suje-
1o a esfuerzo plano. Se aplica la ley de Hooke con oy = 0, ¥ 5¢ obliene

_ ﬂ_ i ) _ iry _ ﬂ.3
€ =7 " g5 272{107) 200(10°) zm{mg}ag
54.4(10°) = o, — 030, (1)
ﬂ _ i i B - iry _ “3
€ =p = g 33.8(107%) 200(10°) zm[m"'}“'
ﬁl",fﬁ{][]b} = Fp = '}.sﬂ'[ (2)

Al resolver simultineamente las ecuaciones 1 y 2, los resultados son

oy = 62.0 MPa Resp.
irs = 25.4 MPa Resp,

Solucion Il
También es posible resolver el problema usando el dato del estado de
deformacion unitaria;

€ = 60(107%) @, = M46(10°)  y,, = —149(10°%)

que se especificd en el ejemplo 10,8, Se aplica la ley de Hooke en el
plano r-y para obtener
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FiMPa)
7 (MPaj
Ll

iF P o 0.3,

=— — =y SO(107%) = ——— - !
“=TFE E"F 10 = S00(10%) Pa ~ 200(10°) Pa

Ty ¥ oy I]'Eh".T

=L —gs 246(107%) = - :
" E T E™ 10 = S00(10°) Pa 200{10°) Pa

o, = 294MPa o, = 58.0 MPa

El esfuerzo cortante se determina aplicando la ley de Hooke para cor-
tante. Sin embargo, primero hay que calcular G.

E 200 GPa
- - = TH. Y
G 2(1 +2) 21+ 03) 6.9 GPa
Asi,
Toy = G¥ay: Ty = 16.9(107)[—149(107%)] = —11.46 MPa

El circulo de Mohr para este estado de esfuerzo plano tiene el punto de
referencia A(29.4 MPa, —11.46 MPa), y el centro esti en @, = 43.7MPa,
figura 10-25b. El radio se determina con el tndngulo sombreadao.

R = "'.-’EHE.T" - 2947 + (11.46)* = 183 MPa
Por consiguiente,

o, = 437 MPa + 183 MPa = 62.0 MPa Resp.
oy = 43T MPa — 183 MPa = 254 MPa Resp.

Observe que cada una de estas soluciones es vilida siempre que
¢l material sea tanto linealmente eldstico como isotrdpico, porgue en-
tonces coinciden los planos principales de esfuerzo y deformacidn uni-
tana.
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La barra de cobre de la figura 10-26 estd sometida a una carga uniforme
en sus otillas, como se ve en la figura. Si su longitud es a = 300 mm, an-
cho b = 50 mm y espesor ¢ = 20 mm antes de aplicar la carga, deter-
mine su nueva longitud, ancho y espesor después de aplicar la carga.
Suponer que E,, = 120 GPa, v, = 0.34.

i 500 MPa

B0 MPa

300 MPa
Fig. 10-26

Solucion
Por inspeccidin se ve gque la barra estd sometida a un estado de esfuer-
zo plano. Con los datos de la carga se calcula lo siguiente:

o, = B0 MPa ., = —500 MPa Tow = 0 a, =0

Las deformaciones unitarias normales correspondientes se determinan
con la ley de Hooke generalizada, ecuacidn 10-18, esto es,

ir (0
£y = _E.'r ' E[f-"'_l.- + ;)
800 MPa 0.34
=R ot i T L =g ki <[ =500 MPa} = (LOORDE
120010%) MPa  120(10%) MPa[ "
i W
E, = E E':‘:".r o)
~ 500 MPa 0.34
i s i ? 00 MPa + 0) = —0.00643
120{10°) MPa ilﬂ'{l[l'l}h'!l-"al: wesiy
T,
e, = L = E{F.l: + )
(.34
. R — (H00 MPa — 500 MPa) = —(0,000850
mnuﬂr‘}MPa[ Y

En consccuencia, las nuevas dimensiones de la barra son;

a’ = 30 mm + 00080830 mm} = 302.4 mm Resp.
b= S0 mm 4+ (—0.00643 (50 mm) = 49,68 mm Resp.
(= 20 mm + (=0000850){20 mm)] = 19.98 mm Resp,
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5i el blogque r:ﬂungula.rd-l: la figura 10-27 se somete a una presidn uni-
forme de p = 20 1b/pulg®, determinar la dilatacion v el cambio de lon-
gitud de cada lado. Suponer que E = 600 Ib /pulg’, » = (145

=3 pulg

Fig. 10-27

Solucion

Dilaraeidn.  La dilatacion se puede determinar con la ecuacidn 10-23
con o, = &, = «, = =20 Ib/pulg®. Entonces,

1 =20

£ = (ory + oy + )

1 — 2(045)
" 600 I,/ pulg?
= —0.01 pulg'/pulg’ Resp.

[3{ =20 20 1b,/pulg2))

Cambio de longitnd. La deformacidn unitaria normal en cada lado
s¢ determina con la ley de Hooke, ecuacidn 10-18; esto es

E[r:l",r = plar, + crr]l]

1

Asi, el cambio de longitud de cada lado es

fa = —0.00333(4 pulg) = —0.0133 pulg Resp.
&h = —0.00333(2 pulg) = —0.00667 pulg Resp.
de = —0.00333(3 pulg) = —0.0100 pulg Resp.

Los signos negativos indican que cada dimensidn disminuye.
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PROBLEMAS

10-34  Para el caso del esfuerzo plano, demostrar gue la
ley de Hooks se puede escribir en la siguiente forma:

(g, + ve,), o, = (€, + weg)

PR E
L1 =) (1= )

10-35. Use la ley de Hooke, ecuacion 10-18, para dedu-
cir las ecuaciones de transformacidn de deformacion uni-
taris, ecuaciones 10-5 v 10-6, a partir de las ecusciones de
transformacion de esfuerzo, ecuaciones 9-1 v 32

*MW-36. Una barra de aleacidn de cobre se carga en una
miquina de tensidn, y se determina que €, = 940(10°%), ¥
7, = 14 kb jpulg’, o, = 0, &, = 0. Determine el modulo de
clasticidad E,,,. v la dilatacidn ¢, del cobre. Dato: ¢, =
0,35,

10-37. Los esfuerzos principales en ¢l plano, y las defor-
maciones unilarias correspondientes en el plano, para un
punto, son = = 36 kib ,-'!:ulf oy = 16 kib fpulg®, =
1L.02(107%), & = 0L180{10" ). Determine el moddulo de elas-
ticidad v la relacion de Poisson.

10-38. Determine el midule volumétrico para cada uno
de los materiales siguientes: (a) hule, E, = 0.4 kb jpulg’,
» = (.48 y (b) vidrio, E, = 8({10") kib pulg®, », = 0.24.

138,  Las deformaciones unitarias principales en un pun-
to sobre ¢l fuselaje de aluminio de un avidn a chorro son
& = TRI10 ) y & = 400{10°%). Determine los esfuerzos
principales asociados, en el punto del mismo avidn. E, =
10010°) kb fpulg’, 1y = 033, Sugerencia: vea el problema
10-34,

*10-48. La barra de cloruro de polivinilo (FVC) se so-
mete a ung fuerzn axial de W00 b, Si sus dimensiones ori-
ginales son las que s¢ indican, determine el cambio en el
dngulo #desputs de que se aplica la carga. £, = B0 107)
Ib fpulg?, vy, = 0.20.

10-41. La barra de cloruro de polivindlo s2 somete a una
fuerza axial de 900 Ib, 5i tene las dimensiones originales
que se indican en la figura, determine el valor de la rela-
cion de Poisson, & el dngulo 8disminuye en A8 = 0,01 des-

pués de aplicar la carga. E_.. = 800(10°) Ib pulg’.

|7-E-pu|;

| pulg

Probs, 18-8tM1

=42, Una varilla tiene 10 mm de radio. Si se somete a
una carga axial de 15 N tal que ko deformacion unitaria
axial en la varilla es e, = 2.75(10"%), determine &l médulo
de elasticidad E v el cambio en su didmetro. Para el mate-
mial, # = (.23

10-43. Las deformaciones unitarias principales en un pun-
to de la superficie de aluminio en un tangque son
g = 630(107%) y & = 350{10°%). Si éste es un caso de ex-
fuerzo plano, determine 1os esfuerzos principales corres-
pondientes en ¢l punto del mismo plano. £, = 10{10%)
kb pulg’, v, = 0.33, Sugerencia: vea el problema 10-34,



*10-44. Una galga extensoméinca s colocada sobre la
superficie de una caldera con pared delgada de acero, co-
o se muestra. 5 451 tene 0.5 pulg de longitud, detérmi-
ne la presidn en la caldera cuando la galga se alarga
0.2{107") pulg. El espesor de Ia pared es 0.5 pulg. v l dis-
metro interno 25 60 pulg. También, determine la deforma-
cidn unitaria cortanie mixima en ¢l plano 1, v, del material.
E,. = 29{10°) kib jpulg®. v, = D3,

1045, El ¢je de acero tiene un radio de 15 mm. Deter-
ming el par de torsidn T en el gje, @ las dos galgas exien-
sométricns cementpdas sobre Ll.u.q::rﬁl:i: mchican Qe las
deformaciones unilarias son ¢, = <BO{107") y ¢, =
BO{107"). También calcule las deformaciones unitarias en
Las direcciones x v v E,. = 200 GPa, », = 0.3,

ProsLEMas = 539

1046, Eleje tiene 15 mm de radio, v s de acero para he-
rramientas L2, Determine las deformaciones unifarias en
las direcciones £ v ', 3 al eje se le aplica un par de 1or-
sichy T = 2 kN - m.

Prob. 10-4

10-47,  El corie iransversal de la viga rectangular se so-
mete al momento de fexidn M. Deduzea una ecuacion del

aumento de longitud de las lineas A8 v O, El malerial
tiene mbdule de elasticidad E v relacién de Poisson w,

S TN

Prob. 10-47
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10-55. El recipiente cilindrico a presidn s¢ fabrica con ta-
pas hemisféricas para reducir el esfuerzo de fexidn que
habris 4 las tapas fueran planss. Los esfuerzos de flexion
en la unidn donde llegan las tapas se puede eliminar con
una eleccidn adecuada de los espesores 1 v 1, de las tapas
y el cilindro, respectivamente. Para esto s2 requiere que la
expansiin radial sea igual para los hemisferios ¥ para el ci-
lindro. Demuestre que esta relacidn es r 4, = (2 — »)/
{1 — ). Suponga que el tangue estd hecho del mismo ma-
terial, ¥ que tanto €l cilindro como los hemisferios tienen
el mismo radio interno. 5i el cilindro debe tener un espe-
sor de 0.5 pulg. jcudl es el espesor necesario de los hemis-
ferios? Suponga que ¢ = 0.3

Prob. 10-55

*10-56. Un recipiente cilindrico a presidn, con paredes
delgadas, tiene radio interior r, espesor de pared r y estd
sometido 8 una presidn interna p. Si las constantes del ma-
terial son E ¥ p, determine la deformacidn unitaria en di-
reccidn circunferencial, en funcidn de los parimetros men-
cionados.

10-57. 5S¢ bombea aire al interior de un recipiente a pre-
zidn de acero, con parcdes delgadas, en C. 5i los extremos
del recipiente se cierran con dos pistones unidos con un
vistago AB, determine el aumento del dismetro del reci-
piente cuando la i manométrica interna es 5 MPa.
También, ;cudl es el esfuerzo de tensiin en el wistapo A B,
i su didmetro es 100 mm? El radio interno del recipiente
o5 400 mm, y su espesor de pared es 10mm. E;, = 200 GPa

¥ By = 03

10-58. Determine el aumento de didmetro del recipien-
te en el problema 10-57, 51 los pistones se sustiluyen por
parcdes unidas a los extremos del recipiente.

LD mm

ProELEMAS = 541

10-59. El recipiente cilindrico a presidém, con paredes del-
gadas, de radio interior r y espesor de pared 1, se somete &
una presidn interna g, 5i las constantes del material son E
¥ u, determine las deformaciones unitarias en las direccio-
nes circunferencial v longitudinal. Con estos resultados
calcule el aumento tanto del didmetro como de Ia longi-
tud de un tangue de acero a presidn, leno de aire con una
presidn manométrica interna de 15 MPa. El tanque tiene
3 m de longitud. su didmetro interno es 0.5 m y el espesor
de su pared es de 10 mm. Ademis, £ = 30 GP, g, = 03

*10-60. Estime el aumento en el volumen del tangue del
problema 10-59, Sugerencia; use los resultados del proble-
ma 10-54 para comprobar,

—

=

Ty

Froba. 10-5960

10-61. Un material suave se pone dentro de un cilindro
righdo que descansa sobre un sopore rigido. Suponicndo
que € = 0, ¢, = 0, determine el factor en el que se aumen-
ta el médulo de elasticidad cuando se aplica una carga, 5i
r = (L3 para el material

Prab. 18061

10-62, Un recipiente esfénco a presion, de pared delga-
da, tiene radio interior r y espesor de pared £ se somete a
una presion interna p. Demuestre que ¢l aumento de vo-
lumen interno del recipiente es AV = (2pnr*/E0fl — ).
Use un andlisis de deformacidn unitaria pegquedia,
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*10.7 Teorias de la falla

Lineas de Liider en una
Bnila de acero suave

Fig. 128

Cuando un ingeniero se encuentra con el problema de disefiar usando un
material especifico, adquicre importancia establecer un fimite superior pa-
ra el estado de esfuerzo que define la falla del material. Si el material es
dvictil, 1a falla se suele especificar por el inicio de la fluencia o cedencia,
mientras que si el material es frdgil, se especifica por la fraciura. Esos mo-
dos de falla se deflinen con faclidad s1 el miembro se somete a un estado
de esfuerzo uniaxial, como en el caso de la tension simple; sin embargo. s
el miembro se somete a esfuerzos biaxiales o triaxiales, es mds dificil es-
tablecer el criterio de falla.

En esta seccidn describiremos cuatro teorias que se usan con frecuen-
cia en la practica de la ingenieria, para predecir la falla de un material su-
jete a un estado de esfuerzo muliacal. Esas leorias, v otras como ellas,
también se usan para determinar los esfuerzos admisibles que aparecen
en muchos cidigos de disefio. Sin embargo no hay una sola teoria de fa-
lla que se pueda aplicar siempre a un material especifico, porque un ma-
terial se puede comportar ya sea de forma dictil o frigil dependiendo de
la temperatura, rapidez de carga, ambiente quimico o de la forma en que
s¢ moldea o forma el material, Cuando se usa determinada teoria de fa-
lla, primero es necesario calcular los componentes del esfuerzo normal ¥
cortante en puntos donde son méximos en el miembro. Eso se puede ha-
cer usando los flundamentos de la mecinica de materiales, v aplicando
factores por concentracidon de esfluerzos donde sea necesanio, o en situa-
ciones complejas, se pueden calcular los componentes médximos de esfuer-
zos usando un andlisis matemédtico basado en la teoria de 1a elasticidad, o
mediante una técnica experimental adecuada. En cualquier caso, una vez
establecido este estado de esfuerzo, se determinan entonces los esfuerzos
principales en es0s puntos criticos, ya que cada una de las teorias que va-
mos a describir s¢ basa en el conocimiento del esfuerzo principal.

Materiales ductiles

Teoria de esfuerzo cortante maximo. La causa mas comiin de la Tuen-
cia de un material diiciil, como el acero, es el deslizamiento, que sucede a
lo largo de los planos de contacto de cristales ordenados al azar, que for-
man el matenal. Ese desfizamiento se debe al esfuerze cortante, v si un es-
pécimen se trabaja para que quede una tira delgada pulida, v se sujeta a
una prueha de tensidn simple, se puede ver codmo hace que el material -
va, ligura 10-28. Las orillas de los planos de deslizamiento, tal como apa-
recen en la superficie de la banda, se laman lineas de Liider, Esas lineas
indican con claridad los planos de deslizamiento en la banda, que forman
aproximadamente 45° con el gje de esa banda,

Ahora imagine un elemento del material tomado de un espécimen de
tension, que s4lo se somete al esfuerzo de fluencia oy, figura 10-29. El
esfuerzo cortante méximo se calcula trazando el cireulo de Mohr para el
elemento, figura 10-2%b. Los resultados indican que

g = (10-26)



Ademis, este esfuerzo cortante actia sobre planos a 45° de los planos de
esfuerzo principal, figura 10-2%¢, v esos planos coinciden con la direccion
de las lineas de Lilder que aparecen en el espécimen, ¢ indican que en rea-
lidad la falla sucede por cortante.

Al usar esta idea, que los materiales dictiles fallan por cortante, Henr
Tresca propuso, en 1868, Ia reoria del esfuerzo cortante mdximo o el erl-
terio de Tresca. Esta teoria se usa para predecir el esfuerzo de falla de un
material dictil sometido a cualquier clase de carga, La teoria de esfuerzo
cortante maximo indica que la fluencia del material se inicia cuando el es-
fuerzo cortante mdximo absoluto en el material llega al esfuerzo cortan-
te que hace que Nuya el msmo matenal cuando solo estd supeto a tensidn
axial. En consecuencia, para evitar la falla de acuerdo con la teoria del es-
fuerzo cortante médxima, t = en ¢l material debe ser menor o igual a o/ 2,
donde oy se detérmina én una prueba simple de tension,

En las aplicaciones, expresaremos ¢l esfuerzo cortante méximo absolu-
to en funcidn de los esfuerzos principales. El procedimiento para hacerlo
s¢ describid en la seccidn 9.7, para una condicién de esfuerzo plano, esto
es, donde el esfuerzo principal fuera del plano es cero. 8i los dos esfuer-
ros principales en el plano tienen el mismo signo, es decir, si ambos son
de tensidn o ambos son de compresion, la falla se presentard hacia afiee-
ra del plane, y segiin la ecuacidn 9-15,

Por otra parte, si los esfuerzos principdles en el plano tienen signos conira-
rios, 1a falla se presenta en el plano, v segiin la ecuacion 9-16,

Si 8& usan esas ecuaciones junto con la 10-26, la teoria del esfuerzo cor-
tante méximo, para el esfuerzo plano, se puede expresar para dos esfuer-
zos principales en el plano cualquiera, como & ¥ &, mediante los siguientes
criterios:

(10-27)

En la figura 10-30 se muestra una grifica de estas ecuaciones. Es claro
que, si alglin punto del material se somete a esfuerzo plano, ¥ si sus esfuer-
zos principales en ¢l plano se representan con las coordenadas (o, o)
graficada en la frontera o fuera del drea hexagonal sombreada en esta fi-
gura, el material fluye en el punto, y se dice que sucede la falla.

Secodm 10,7  Teorias de la falla =

oy
Tesmidm axial
r {a)
={l ﬂ'|=ﬂ'r
AL
L i |
it
n'F_,-_T
F
" {13
I.I Ty II

[ [=]

Fig. 10-29

Tearia del exloores conanbe maximn
Fig. 10-30
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En el caso del esficerzo plano, oy = 0, v la ecuacidn se reduce a

_1+w
T
Para una prucba de tensidn uniaxial, oy = ¢y, oy = 1y = 0, asl que

{'-TII - oy + "'-"’::E\J

1+
(bg)y = ?ﬂ‘rl

Ya que en la teoria de energia mdxima de distorsion se requiere que n, =
(14)y, entonces, para ¢l caso del esfuerzo de plano o biaxial,

{10-30)

0,2 = myoi + a3t = oy

Esta ecuacion representa una elipse, figura 10-32. Asi, si se somete a es-
fuerzo un punto en ¢l material hasta que las coordenadas del esfuerzo (o,
;) queden fuera del contorno, o fuera del drea sombreada, se dice que ¢l
material falla.

En la figura 10-33 s¢ ve una comparacidn de los dos criterios de falla
anteriores. Observe que ambas teorias dan los mismos resultados cuando
los esfuerzos principales son iguales, es decir, de acuerdo con las ecuacio-
nes 10-27 y 1030, iry = oy = vy, 0 clando uno de los esfuerzos principa-
les es cero, v el otro tiene la magnited oy, Por otra parte, si el material se
sujeta a cortante puro ,entonces las teorias tienen la maxima discrepan-
cia en su prediceidn de la falla. Las coordenadas de esfuerzo de estos putos
en las curvas fueron determinadas para el elemento que se ve en la figura
10-344. De acuerdo con ¢l circulo de Mohr correspondiente a este estado
de esfuerzo, figura 10-34h, se obtienen los esfuerzos principales oy = Tv
oy = — 1. Al aplicar las ecuaciones 10-27 y 10-30, la teoria del esfuerzo cor-
tante maximo v la de la energia mdxima de distorsidn dan los resultados
&= T2V o= oy "-"'i. respectivamente, figura 10-33,

Las prucbhas de torsidn real, que se usan para tener una condicidn
de cortante puro en un espécimen dactil, han demostrado que la teoria de
energia de distorsion maxima produce resultados mds exactos para la falla
por cortante puro, que la teoria del esfuerzo cortante médximo. De hecho,
ya que (oy/ "u.-'"'i}l.l'{r:rr,."i} = 1.15, el esfuerzo cortante para que el material
fluya, determinado con la teoria de energia de distorsion mixima, es 15%
mis exacta que cuando se determina con la teorfa del esfuerzo cortante
mdximo,

Fy® T oy=T

alr

L

Fig. 10-34

Secoiom 10,7
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par lensidn
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frdgil por torsidn
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Fig. 1135

=g
Teoria del esfuerzo pormal medximo

Fig. 10-36

A
| —

Materiales fragiles Teoria del esfuerzo normal miximo.  Antes in-
dicamos que los materiales frigiles, como el hierro colado gris, tienden a
fallar repentinamente por fractira, sin que haya fluencia aparente, En una
prueba de tension, la fraciura se presenta cuando el esfuerzo normal lle-
ga al esfuerzo Gltimo oy, figura 10-35a. También, en una prueba de 1or-
sicn se presenta fractura frigil debida a esfuerzo mdximo de tensidn, ya
que el plano de fractura de un elemento forma 43° con la direccidon de cor-
te, figura 10-355, La superficie de la fractura es helicoidal, por consiguiente,
como s¢ indica en la figura.* Los experimentos han demostrado ademas
gue durante la torsion, la resistencia del material casi no se afecia por la
presencia del esfuerzo correspondiente de compresion, que forma dngu-
lo recto con el esfuerzo principal de tensidn. En consecuencia, el esfuer-
zo de tensidn necesario para fracturar un espécimen durante una prueba
de torsidn es aproximadamente igual al necesario para fracturar un espé-
cimen en lension simple. Debido a esto, la reoria del egfuerzo normal md-
Limoe establece que un material frégil falla cuando el esfuerzo principal
miéiximo oy en ¢l material llega a un valor limite, que cs igual al esfuerzo
normal dltimo que puede resistir el material cuando se le somete a ten-
sidn simple.
51 el material estd sometido a exfuerzo plano se requiere gue

(10-31)

Estas ecuaciones se representan graficamente en la figura 10-36. En este
caso se ve gue si las coordenadas de esfuerzo (o, on) en un punto en el
material guedan en el limite del drea sombreada, o fuera de ella, se dice
que el material se fractura. Esta teoria se suele acreditar a W. Rankine, quien
la propuso a mediados de los afos 1800, 5¢ ha determinado experimen-
talmente que concuerda bien con el comportamiento de materiales frd-
giles que tienen diagramas de esfuerzo-deformacidn unitaria parecidos
tanto en tensidn como en compresion.

Criterio de falla de Mohr.  En algunos materiales fréigiles, las propieda-
des en lensidn y en compresion son diferentes. Cuando eso sucede se usa
un criterio basado en el uso del circulo de Mohr, para predecir la falla del
material. Este método fue desarrollado por Otto Mohr, y a veces se le llama
criterio de falla de Mohr. Para aplicarlo, primero se hacen fres prucbas
al material. Una prueba de tension uniaxial y otra de compresidn uniaxial
¢ usan para determinar los esfuerzos dltimos de tensidn ¥y compresidn,
(s ¥ (o). respectivamente. También se hace una prueba de torsidén
para determinar el esfuerzo cortante Gltimo 7y en el material. Entonces
se grafica el circulo de Mohr para cada una de esas condiciones de esfuer-
zo, como s¢ ve en la figura 10-37. El circulo A representa la condicidn de
esfuerzo oy = oy = 0, 7y = — (o, ). el circulo B representa las condicio-
nes de esfuerzo oy = (o), o0 = oy = 0, y el circulo C representa la con-

*Un troeo de pe falla de esta manera 8l retorcer gus extremios con los dedos
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Secodn 10,7 Teorias de la falla

549

esemeLo B

El gje macizo de hierro colado de la figura 10-d40a estd sometido a un
par de torsion de T = 400 [b - pie. Determinar su radio minimo para
que no falle, de acuerdo con la teoria del esfuerzo normal médximo. Un
espécimen de hierro colado, probado en tensién., tiene esfuerzo dltimo
(o), = 20 kb pulg’.

7= 400 [k pie
=, e
T = 400 [b-pic |
r
] L |
F1]
T,
Fig. 1i-4i (1]

Solucion

El esfuerzo critico o miximo estd en un punto ubicado sobre la super-
ficie del eje. Suponiendo que el eje tenga radio r, el esfuerzo cortante es

I Te _ {400 Ib - pie)(12 pu]g,-']:tiﬂr _ 30558 Ib- pulg
e (w/2)r" T R
El circulo de Mohr para este estado de esfuerzo (cortante pura) se ve

en la figura 10-308, Como R = 15, entonces

J055.8 b - pulg
o

] = =) = Ty =
La teoria del esfuerzo normal maximo, ecuacidn 10-31, requiere que

fery | = orgy
15538 [b - pulg
%

= 20 000 [b/pulg’
r

Asi, el radio minimo del eje se calcula con

30558 Ib- pulg
; = 20 000 Ib/pulg?

r

r = 0L.535 pulg Resp.
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*10-88. 5iun cje macizo de didmetro d se somete 8 un par
de torsidn T ¥ a un momento M, demostrar que, de acuer-
do con |a teoria del esfuerzo coriante miximo, el esfuerzo
cortante miximo admisible es £y, = (16,/md*) W MT & T0
Suponga que los esfuerzos principales tienen signo alge-
braico contrario.

-89,  Dedurca una eceacion pars determinar un par de
torsidn equivalente T, que cuando se aplica sdlo a una ba-
rra redonda maciza causa la misma energia de distorsidn
quie Lo combinaciin de un momento de flexidn My un mo-
mento de torsidn T,

19  Dedurca uns couacién para determinar un mo-
mento de Mexidn equivalente, M., que si w2 aplica solo a
una harra redonda maciza, causa el mismo esfuerzo cor-
tante maximo que la combinacidn de un momento aplica-
do My un par de forsidn T, Suponga que los esfuerzos prin-
cipiles tenen signos algebraicos contrarios,

191, Dedurca una ecuacion para determinar un mo-
mento de flexian equivalente M, que si se aplica salo a
una barra redonda maciza, produce la misma energia de
distorsidn que la combinacitn de un momento de fexidn
M v un momento de torsidn T,

*ml(-92 5i las cargas internas cn una seccidn critica de
un cje motriz de acero, en un barco, vienen dadas por un
par de torsidn de 2300 b - pic, un momento de flexion de
1500 16 = pie ¥ un empuje axial de 2500 Ib v consaderando
que la fluencia para tension ¥ cortanie es vy = 100
kb /jpulg’ v ry = 50 klb jpulg’, respectivamente, calcule ¢l
diimetro necesario del eje, aplicando I teoria del esfuer-
20 cortante miximo.

® 10-93. 5i las cargas intermas en una seccidn criticn del
oje motnz de acero en un barco vienen dadas por un par
de torsidn de 2300 |b - pie, v un momento de flexicn de
1500 b - pie, ¥ un empuje axial de 2500 Ib, Considerando
qué los puntos de Muencia pars tension ¥ cortante son oy
= 100 kb jpulg’ ¥ 1y = S0kIb fulg?, respectivamente, caleu-
le el didmetro necesario del eje, usando la teoria de la
energla de distorsidn maxima.

=500 Tbpie

/ ki

25000 b

ProgiEmAas =« 553

10-94. El cilindro de acero inoxidable 304 tiene un did-
metro mterior de 4 pulg, ¥ un espesor de pared de (0] pulg.
%i se somete 3 una presion interna p = 80 1b jpulg’, una carga
axial de 300 [b v un momento de torsidn de 70 b - pie,
dietermine si hay fluencia, de acuerdo con la teoria de la
energia de distorsion maxima,

10-95, El cilindro de seero inoxidoble 304 tiene un did-
metro interior de 4 pule. v un espesor de pared de (0] pulg.

%i se somele a una presion interna p = 80 1b,fpulg’, una carga
axial de 500 b ¥ un momento de torsidn de 70 Ib - pie,
determine 51 hay Muencia, de acuerdo con la teoria del
esfuerso cortanle madximo,

T [bpie

Ti) Eh-pie

Probe 1940

*10-86. El alindro eorto de concreto, de 50 mm de did-
metro, s somete s un par de 500 N - M v a ona fuerza de
compresion axial de 2 kN, Determine = falla de acuerdo
con |n teoria del esfuerzo normal maximo, El esfuerzo dl-
timo del coneretn es oy, = 18 MPa

Froh. 1%

197,  5iun éje maciso con didmetro d s somete a un par
Ty aun momento M, demuesire gue de acuerdo con la teo-

ria del esfuerzo normal micamo, el esfuerzo princpal mia-
ximo admisible es o4, = (16/Rd" KM + VM + T7),
T T
M

Frob, 10-97
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Secciom 11.2  Disefio de vigas prismaticas = 559

11.2 Disefio de vigas prismaticas

Para disefiar una viga con base en la resistencia, se requiere que el esfuerso
real de flexion y de cortante en la viga no rebasen el esfuerzo admisible,
de flexidn y de cortante, para el material, como se definen en los cddigos
estructurales o mecinicos. Si el tramo suspendido de la viga es relativa-
mente largo. de modo que los momentos internos se hacen grandes. el in-
geniero debe tener en cuenta primero un disedio basado en la flexidn, para
después comprobar la resistencia al cortante. Un disefio por flexidn
requiere la determinacidn del médulo de seccidn de |a viga, que es la re-
lacion de [ entre c; esto es, § = [/c. Al aplicar la formula de la flexion,
a = Mc/{, se tiene que

(11-1)

En este caso M se determina con el diagrama de momentos de la viga, y ¢l
esfuerzo de flexidn admisible, o4, 5S¢ especifica en un codigo de disefio. En
muchos casos, el peso desconocido de la viga serd pequenio, y s¢ puede des-
preciar en comparacion con las cargas que debe soportar la viga. 5in embar-
g0, 51 el momento adicional causado por el peso se debe incluir en el disefio,
se hace una seleccidn de § tal que rebase un poco el 8,

Una vez conotido S, si la viga tiene una forma transversal simple, co-
mo un cuadrado, un circule o un rectingulo de proporciones de ancho a
peralte conocidas, se pueden determinar sus dimensiones en forma direc-
ta a partir de S, porque, por definicion, Sy, = I/c. Sin embargo, si el cor-
te transversal estd formado de varios elementos, por ejemplo un perfil I,
se puede calcular una cantidad infinita de dimensiones de patin y alma
que satisfagan el valor de §,. Sin embargo, en la prictica los ingenieros
escogen determinada viga que cumple con el requisito § > §,.. en un ma-
nual donde aparecen los perfiles estindar disponibles con los fabricantes
Con frecuencia, se pueden seleccionar en esas tablas vanas vigas que tie-
nen el mismo médulo de seccidn. 5i las deflexiones no estdn limitadas, en
general se escoge la viga que tenga la menor drea transversal, ya que es-
14 hecha con menos material v en consecuencia es mas ligera v mids coo-
ndémica que las ofras.

En la descripcidn anterior se supong que el esfuerzo de flexidn admisi-
ble para el material es fgual tanto para tensidn como para compresién, 5i
&5 asi, entonces se debe seleccionar una viga que enga una seccidn trans-
versal siméfrica con respecto al eje neutro. 5in embargo, si los esfuerzos
de flexidn, de tension y compresion, me son iguales, entonces la seleccidn de
un corte transversal asimétrico podrd ser mids eficiente. Bajo esas circuns-
tancias, la viga debe disefiarse para resistir ¢l miximo momento positivo
v el miximo momento negativo en el claro af mismao tiempa.

Las dos vigas de piso estéin unidas o la
wiga perimetral, que transmate la cargs a
las columnas de euts estructura de edifi-
cion En los andilisis de fuerzas s¢ puoede
considerar gue las conexiones funclonan
comda articulnciones (pasadores),
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Vista tpaca de un perfil de viga de acero
de patin ancho.

Una vez seleccionada la viga se aplica la formula de cortante 7,4, =
¥ it para comprobar que no se rebase el esfuerzo cortante admisible. Con
frecuencia esle requisito no presenta problemas. Sin embargo, si la viga es
“goria™ v soporta grandes cargas concentradas, la imitacidn de esfuerzo
cortante puede dictar el tamafio de la viga. Esta limitacidn tiene especial
importancia cn el disefio de vigas de madera, porque la madera tiende a
abrirse a lo largo de las fibras, debido al cortante (vea la figura 7-6).

Vigas compuestas. Como las vigas se fabrican con frecuencia con ace-
ro o madera, ahora describiremos algunas de las propiedades tabuladas
de vigas hechas con esos materiales,

Perfiles de acero. La mayor parte de las vigas industriales de acero se
producen laminando un lingote caliente de acero hasta conformar la for-
ma deseada, Estos llamados perfiles laminados tienen propiedades que se
tabulan en el manual del Instituto Americano de Construccidn en Acero
(AISC, de American Institute of Steel Construction). En el apéndice B se
presenta una lista representativa de vigas [ tomadas de ese manual. Co-
mo se indica en ese apéndice, los perfiles [ se especifican por su peralie v
su peso por unidad de longitud; por ejemplo, W1E X 46 indica una viga |
{en inglés “W", de wide-flange, patin ancho) con peralte de 18 pulgadas ¥
que pesa 46 Ib'pie, figura 11-2. Para cualquier perfil. se indican el peso por
longitud, las dimensiones, el drea transversal, el momento de inercia v el
médulo de seccidn. También aparcce ¢l radio de giro, r, que es una pro-
piedad geométrica relacionada con la resistencia del perfil al pandeo. Esto
se describird en el capitulo 13. El apéndice B v el Manual ATSC también
contienen datos de otros perfiles, como canales v dngulos.

0605 pul
—
I8 IIT'-'|E 0,360 pulg
_ WIE x 46
4
b— & pulg —
Fig. 11-2

Perfiles de madera. La mayor parte de las vigas de madera tienen corte
transversal rectangular, porque dichas vigas son féciles de fabricar y de ma-
nejar. Hay manuales, como el de la National Forest Products Association, que
muestran las dimensiones de la madera para construccion gue se¢ usa con fre-
cuencia en el disefio de vigas de madera. Muy a menudo aparecen las dimen-
siones nominales y reales. La madera para construccion se identifica por
sus dimensiones nominales, como 2 % 4 (2 pulg por 4 pulg); sin embargo, sus
dimensiones reales o “acabadas” son menores, de 1.5 pulg por 3.5 pulga. La
reduccidn de las dimensiones se debe al requisito de obtener superficies
lisas, con madera para construccién que estd cortada en forma tosca. Es
obwvio que se deben usar las dimensiones reales siempre que se hagan cileu-
los de esfuerzos en esias vigas
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L1

Adamillada
Wigas compoesias de scern
Fig. 11-3

Perfiles compuestos.  Un perfil compriesto se forma con dos o mis partes
unidas para formar una sola unidad. Como indica la ecuacidn 11-1, la capa-
cidad de la viga para resistir un momento varfa en forma directa respecto a
su midulo de seccidn, v como § = [lc, § mumenta si [ aumensa, Para aumen-
tar I, la mayor parte del material se debe alejar todo lo posible del eje neutrou
Esto, claro estd, es lo que hace tan eficiente a una viga | de gran peralte para
resistir determinado momento. Méds que usar varias de las vigas disponibles
para sostener la carga, los ingenieros suclen “componer” una viga con placas
y dngulos. Un perfil | que tenga esa forma se llama viga / compuesta. Por ejem-
plo, la viga compuesta de acero de la figura 11-3 tiene dos patines que se pue-
den soldar o, mediante dAngulos, atomillar a la placa del alma.

También las vigas de madera se “componen”, en general en forma de
una viga de cajon, figura 11-4a. Pueden fabricarse con almas de madera
terciada, v con tablas mavores como patines. Para claros muy grandes se
usan vigas laminadas pegadas o glulam (del inglés, glued laminated). Esos
miembros se fabrican con varias tablas pegadas v laminadas entre s para
formar una sola unidad, figura 11-4b.

Igual que en el caso de los perfiles laminados, o de vigas hechas de una
sola pieza, en el disefio de los perfiles compuestos se requicre comprobar
los esfuerzos de flexion y cortante. Ademas, se debe comprobar el esfuerzo
cortante en los sujetadores, como soldadura, pegamento, clavos. ete., para
estar seguros de que la viga funcione como una sola unidad. Los prinei-
pios para hacer esas comprobaciones se describieron en la seccidn 7.4,

Viga de cajom, de madera

)

Viga plulsm {Luminsds pegndai
L]

Fig, 114
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eremeLo EXR

Una viga de acero con esfuerzo de flexion admisible o4, = 24 kIbipulg® v
esfuerzo cortante admisible 7,4, = 14.5 klb/pulg’ va a soportar las cargas de
Ia figura 11-5a. Seleccione un perfil W adecuado.

40 klk 2 kb

Soludén

Diaggramas de cortante y de momentos. 5S¢ han calculado las reacciones
en los apovos, ¥ los diagramas de cortante v de momentos se ven en la figu-
ra 11-56. Segin esos diagramas, V., = 30 kb v M, = 120 kib - pie.

Esfuerzo de flexidn. El mddulo de seccidn necesario para la viga se deter-

mina con la fdrmula de 1a flexidn: Ll e
L
M . mi /i
Snq = mix _ 120 kb - pies( 12 p11]g,“ple} = 60 pulg?
L Id k.l.b.."pulga - ﬁpm—; + ﬁpig; * ﬁ.m —
16kl -
En la tabla del apéndice B se ve que las siguientes vigas son adecuadas:
¥ iklb) ,
WIE x40 § = 684 pulg? i
W16 %45 5= 727 pulg’ [ S— =
Wi4 = 43§ = 62.7 pulg? -3u|
W12 = 50 § = 64.7 pulg? _ I
W0 = 54 5 = 60,0 pulg? M kb pie)
WE x 67  § = 604 pulg?
. o (piet)
Se escoge la viga que tiene ¢l menor peso por pie, es decir, B piex
Wig = 40
S
El momento maximo real, My, que incluye el peso de la viga, se puede
calcular para comprobar la adecuacion de la viga seleccionada. 5in em- (k)
bargo, en comparacién con las cargas aplicadas, el peso de la viga, (0L040
klb/pie)(18 pies) = 0.720 klb, s6lo aumentard un poco 5., No obstante. " -5
Seeq = 60 pulg’ < 684 pulg’ OK

Esfuerzo cortante.  Como la viga es un perfil 1, se determinaré el esfuerzo
cortarte promedio dentro del alma, En este caso se supone que el alma se ex-
tiende desde la mismisma cara superior (el lecho alfo) hasta la mismisima ca-

ra inferior (el lecho bajo) de la viga. Del apéndice B, para una WIB X 40, d =
17.90 pulg, ¢, = 01.315 pulg. Entonces,

¥
Torom = e - A .53 kib/pulg? < 14.5 kib/pulg? OK

A, (17.90 pulg)(0.315 pulg)

Usar una W18 x 40, Resp.
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Esfuerzo cortante.  El esfuerzo cortante méximo en la viga depende de
la magnitud de ' v de r. Estd en el ¢je neutro, porque (F es maximo alli v
el eje neutro estd en el alma, donde el espesor es 1 = 003 m, ¥ es minimo
en la seccidn transversal. Para simplificar usaremos el drea rectangular
abajo del eje newtro para calcular (2, y no un drea compuesta de dos par-
tes, arriba de este eje, figura 11-6c. Entonces,

Q=yA4"= (@) [(0.1575 mN0.03 m)] = 0372(10-F) m’

De modo gue
- Vinaa &
adm = It
1.5 kN[0.372(10° 3
800 kPa = [03720107) ™" _ 20 kpa 0K

60.125(10° %) m*(0.03 m)

=

Separacion entre los claves.  En el diagrama de corante se ve que varia
en tedo el claro. Como la separacion de los clavos depende de la magnitud
del cortanie en la viga, para simplificar (v ser conservadores) se disefiard
la separacion con base en V = 1.5 kN para la region BC v V =
1 kN para la regdn C0. Como los clavos unen al patin con el alma, figu-
ta 11-6d, entonces

0 =7 A" = (00725 m — 0015 m)[(0.2 m}{0.03 m)] = 0.345(10~") m’

Asi, el fujo de cortante para cada regidn es

VecQ _ 1.5 kN[0345(10 *}] m*

= = B.61 kN
e 1 60.125(107%) m* fm
V 0345107 )] m®
qep = o€ _ LINOIBO0ON W _ oo iy
I 60.125(10 %) m

Un davo puede resistiv 1.50 kN en cortante, v entonces ia separacion es

_ L50kN
*BCT g 61 kKN /m

_ _L50KN
BT 5 kN /m

= [L174 m
= 0.261 m

Para facilidad de medcidn, usar
Ege = 130 mum Resp.

Srp =250 mm Resp.

IU.W.ES =
N A
L1575 i
003 m
=]
2 m
i m
T —[_I:I.I}?H m p

i)
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PROBLEMAS

Mo tenga en cuenta el peso de la viga, en los siguienies pro-
blemas.

11-1.  Lawviga semplemente apovada s de madera para cons-
bruccidn, que Bene un esfeerzo de fexidn admisible oy, =
6.5 MPa, v un esfuerso cortanie admisible 7. = 500 kPa.
Dretermine sus dimensiones, si debe ser rectangular y tener
una redacicon de peralte a ancho de 1.25,

11-% Lawiga es de abeto Douglas, con un esfuerzo de fle-
xién admisible 0,4, = 1.1 kib/pulg®, ¥ un esfuerzo cortante
admisible 7, = LA kib/pulg”. Determine el ancho b de la
viga, si su altura es o = 2b.

Frob., 11-2

11-3. Lavigade madera se carga comao maestra la Ggura, 51
los extremos sdlo sostienen fuerzas verticales, determine la
miixima magnitud de P que puede aplicarse. @y, = 25 MPa,
Tt = 100 kP2

150
T
+Ihum
1200 mm

= -

40 mam

dm m

FProb, 11-3

“11-4  Trace los dispramas de cortante v de momento de
fiexidin para el eje, v caleule su duimetro necesano, cerrando
al j' de pulg, 5i T = 7 kIb/pule’ v 14, = 3 kib/pulg’. Los
cojinetes en A v en [ w80 ejercen reacciones verticales so-
bre el eje. La carga s¢ aplica a las poleas en B, Cy E,

r~|4mu-|— Mwli—-l—lﬁwu“-l’i wlri

1100
Prob, 11-4

115 La viga simmplemente apovada es de madera con es-
fuerzo admisible de fexidn oy, = 960 Ib/pulg’, v esfuerzo
cortante admisible 74, = 75 Ib/pulg’. Caloube sus dimensio-
nes, para gque sea rectangular y tenga una relacidn de peralte
a ancho de 1.25,

5 kib,fpic

I—Epu:s. -L i phes —-l

125k

Prohb. 11-5
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1LA. El balancin de carta AR se usa para subir lentamente
el twbo de 300 Ib que estd centrado, con abrazaderas en Cy
Iy, % la viga es una W 12 = 45, determinar si puede sopor-
tar con seguridad esa carga. El esfuerzo admisible de flexidn
€5 gy = 22 kib/pulg?, v el esfuerzo cortante admisible es

Tode = 12 kib/pulg®.

Praofb. 11-6

11=7.  Seleccione el perfil W de acero més ligero, en el
apéndice B, que soporte con scguridad la carga indicada.
El esfuerzo de flexidn admisible es o4, = 24 kib/pulg®, v
el esfuerzo cortante admisible e5 T.a, = 14 kib/pulg”,

10 kib 5 klbypie

4 pies—1——4 pies fi pies
Prob. 11-7

*11-8 Lawviga simplemente apoyada esta formada por dos
perfiles W 12 = 22 dispuestos comd s¢ indica. Determine La
carga uniformemente repartsda midxima, w, que soporta esa
viga. si el esfuerzo de flexidan admisible es o, = 22 kib/pulg
v &l esfucrzo cortante admisible ¢8 7., = 14 kKlb/pulg-.

Frab. 11-8

119, La viga simplemente apovada esid formada por dos
perfiles W 12 x 22, dispuesios como s¢ indica. Determine si
la viga soporta con seguridad una carga w = 2 klb fpic. El es-
fuerzo de flexidn admisible e oy, = 22 kib/pulg’ ¥ el esfuer-
o cortante admisible es 1, = 14 kib/pulg®,

Froh. 11-%

111 Determine ¢l ancho minimo de la viga, en incremen-
ios de ldcpulg.quc soporie con segundad ba carga de P =
8 kib. El esfuerzo de flexidn admisible es o, = 24 kib/pulg®,
v &l esfuerzo cortante admisible & 14, = 1.5 kib/pulg®.

11-11. Resvebaa el problema 11-10,5 F = 10 kih

6 palg]_

Frobs, 11-1K11

*11-12.  Trace los dingramas de cortante v de momentos
para la viga W 12 ¥ 14, v compruebe que soporie con se-
guridad la carga indicada. Suponga que oy, = 22 I{H'.u.'pl.lg;*
v que @y = 12 kib/pulg®.

50 klb e

(

=1 pigs——= 12 pics =

Frob. 11-12



11-13  Seleccione la viga de acero, patin ancho (W) mis k-
gera, que soporte las cargas indicadas. Fl esfuerzo de flexion
admisible e5 @, = 24 kib/pulg’. v el esfuerzo cortante ad-
misible es 7,4, = 14 kib/pulg®.

10 ki fpie

I f pics i pies

Frob, 11-13

11-14.  La viga (“trabe carnl™) de la figura s usa en un pa-
tioy de ferrocarnl, para cargar v descargar furgones. 5i la car-
A mexima prevista en la garmacha es 12 kb, seleccione e per-
Bl W de acero mas ligero, en o apéndice B, que soparte con
seguridad la carga. La garrucha se mueve sobre el patin infe-
nior de la viga, 1 pie = x = 25 pics, ¥ su tamafio 5 desprecia-
ble, Suponga que la viga esti fija con pasador en la codummna,
en B, v soportada con rodillos en A, El esfuerso de fexion
admisible es a4, = 24 kib/pulg’, ¥ el esluerzo conante ad-
miisible €8 Tuge = 12 klb/pulg?.

Proh. 11-14

15 pies

ProsLEmas « 569

115 Seleccone, en el apéndice B, la viga de acero, perfil W,
que tenga &l menor peralte v el menor peso ¥ que soporte oon
bile &5 oy, = 22 kibipulg?, v el esfuerzo cortante admisible es
Toam = 12 kib/pulg?,

*1I-16  Dos miembros de plistico de acetilo s van a pe-
RAT ¥ USAT Para soporiar las cargas que se ven en la figura.
5i el esfuerzo admisible de flexidn para el pldstico es
Foam = 13 klb/pulg®, v ¢l esfuerzo cortante admisible
€5 Togm = 4 kib/pulg®, calcule la carga mixima P que pue-
de soportar, v especilique la capacidad de esfuerzo cortan-
e que debe tener el adhesivo.

-1 4 1 pulg

llrruli
.f"’“"‘
(F—
B pulg
=5 pigs —==——25 pigs——==—3 pies-—=

Prob, 11-16

11-17. La viga T en volasdizo, de acero, ¢ fabrica con dos
placas soldadas, como muestra b figura, Caleule |as cargas
maximas F que puede soporiar con seguridad esa viga, si el
esfuerzo de flexidn admisible c5 oy = 170 MPay el esfuer-
2o cortante admisible es 7, = 95 MPa.

150 mia
F——1 { 13 mm

:I5|]'mm P P

=] |

15 mam
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11-18. Determine s la viga T en voladizo, de acero, puede
sostener con seguridad las dos cargas P = 3 kN, si el esfuer-
2o de flexitn admisible es o, = 170 MPa, y ¢l esfucrzo cor-
tante admisible &5 T4, = 95 MPa

150 mm
B— § I5 mm

150 mm P P

“ 15 mam

11-19. La viga simplemente apovada sostiene una carga
P = 16 kN Determine la minima dimension a, de cada viga, si
el esfuerzo de flexidn admisible para la madera €8 o, =
30 MPa, v el esfuerzo cortante admisible e5 5,4, = S0
kPa. También, si cada tomillo puede resistir un conante de
.3 kM, calcular Ia separacidn de los tormillos, con la dimensicn
cakculacka .

Frob. 11-1%

IHP-JE 7 pulg &

*11-20.  La viga se usa para soportar la miquina, que ejer-
ce las fuerzas de & klb v 3 klb que se indican. 54 el esfuerzo
cortante maximao no debe ser mavor que oy, = 22 kib/pulg?,
determine el ancho necesario b de bos patines

b~ 0.5 pulg

E kb
3 pulg

6 pigs ——

Proh. 1720

11-21. La viga de acero tiene un esfuerzo de fexidn ad-
misible @4, = 140 MPa, ¥ un esfuerzo cortante admisible
Taden = P MPa, Determine ka carga mixima qie puede sos-
fener con seguridad.

Prab., 11-21
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Al aplicar la férmula de la flexidn se obtiene

Me _Px{h/2)  6PL
I (hmk’y b2z + LY

(1)

or =

Para determinar la posicion x donde existe el esfuerzo normal maximo
absoluto se debe sacar la derivada de o con respecto a x ¢ igualarla a
cera. De este modo,

dir (ﬁp;f)![h + P — x(2){2x + L)(2) .

dx [ (2e + L}
Por consiguiente,

dxl 4+ dxL + 11 = Byl = 4xL = O
L:—-l::T[]

|
x==[

]

Se sustituye en la ecuacion 1 v se simplifica; entonces el esfuerzo normal
miximo absoluto es

3
% T 3 by’ fep
Obsérvese que en la pared, 8, ¢l esfuerzo normal miximo es

Mc _ PL{LShy) _ 2 PL
[|11 b{sﬂﬂ]?’] 3 b-h{lz

(Tma)le =

que es 11.1% menor que o...

Se debe recordar que la farmula de 1a flexién se dedujo con base en
la hipdtesis de que la viga es prismdtica. Como no es este el caso, cabe
esperar ciero error en este andlisis v en el del ejemplo 11.4. Un andli-
sis matemdtico mds exacto, aplicando la teoria de la elasticidad, reve-
la gque la aplicacién de la formula de la flexidn como en ¢l gjemplo
anterior, 5o produce pequedios errores en el esfuerzo normeal, 51 ¢l 4n-
gulo de inclinacion de la viga es pequefio. Por ejemplo, si este dngulo os
157, el esfuerzo calculado arriba €5 5% mayor que el caloulado con el and-
lizis muis cxacto, También vale la pena hacer notar que el ciloulo de { 5. e
fue hecho sdlo con fines ilustrativos va que, de acuerdo con el principio de
Saint-Venant, la distribucion real del esfuerzo en el soporte (en la pared)

£5 muy irregular,
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*11.4 Diseno de ejes

Los ejes redondos se usan con frecuencia en muchas clases de equipos ¥ ma-
quinaria mecinicos. Como resultado, con frecuencia estdn sometidos a es-
fuerzos ciclicos o a fatiga, causados por las cargas combinadas de flexion v de
torsidn que deben transmitir o resistir. Ademss de esas cargas pueden exis-
tir concentraciones de esfuerzos en un eje, debidos a cufias, acoplamientos
(“coples™) v a transiciones repentinas en su drea ransversal (seccidn 5.8), Pa-
ra disefiar bien un ¢je €5 NECCSANo, CN CONSECUCNCIA, [ener en cuenta todos
es0s efectos.

En esta seccidn describiremos algunos de los aspectos importantes del
disefie de ejes uniformes que se usan para transmitir polencia. Esos gjes
estan sometidos, con frecuencia, a cargas aplicadas a poleas y engrana-
jes fijos a ellos, como los de la figura 11-11a. Como las cargas se pueden
aplicar al eje en varios dngulos, los momentos internos de flexidn y de tor-
sidn én cualquier corte transversal se pueden calcular primero sustituyen-
do las cargas por sus conlraparies estdticamenie equivalentes, v después
descomponiendo esas cargas en componentes en dos planos perpendicu-
lares, figura 11-116. Los diagramas de momento de flexidn para las
cargas en cada plano se pueden trazar entonces, y ¢l momento interno
resultante en cualquier seccion se determina con suma vectorial, M =
"-.-H'I-:ITLE - M;", figura 11-11c. Ademds del momento, los tramos del eje tam-
bién estdn sometidos a pares internos de torsidn diferentes, figura 11-115,
5S¢ ve aqui que, para que hava equilibrio, la torsidn desarrollada en un
engranaje debe equilibrar la que se desarrolla en el otro. Para tener en
cuenta la variacion general del par de torsidn a lo largo de un eje, tam-
bién se puede trazar un diagrama de forsidn, figura 11-114.

A

x "'f
M,
¥
[T T momentos debi
de debida Diagrama de dedido
n cargas en &) plang y-2 a cargas en el plano 5-y
{€h
L
r

¥
Diiagrama de torsidn debido a los panes
de torsite aplicados en wmo al e

idy
Fig. 11-11

(k)

LET]
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Una vez determinados los diagramas de momentos y de torsidn, es po-
sible ya investigar ciertos tramos criticos a lo largo del eje, donde la com-
binacidn de un momento resultante M v un par de torsion T causen la
peor situacidn de esfuerzo. A este respecto, ¢l momento de inercia del eje
s igual respecto a cualguier eje diametral, ¥ como ese ¢je representa un

A eje principal de inercia para la seccidn transversal, se puede aplicar la
formula de la flexidn, usando el momiento restilianle para obtener el esfuer-
20 de flexion miximo. Comao se ve en la figura 11-11e, este esfuerzo se pre-
sentard en dos elementos, C v [, ubicados ambos en el contorno exterior
del gje. 5i en esta seccion también se resiste una torsion T, entonces, tam-
batn se desarmolla un esfuerzo cortante maximo en esos elementos, figura
te) 11-11f. Ademis, las fuerzas externas también creardn esfuerzo cortante
en ¢l eje, determinado con += V@ /fr; sin embargo, en general este esfuer-
20 aportard una distribucidn de esfuerzo mucho menor sobre la seccidn
transversal, en comparacion con el desarrollado por la Mexidn v 1a torsidn.
En algunos casos se debe investigar, pero para simplificar no tendremos
en cuenta este efecto en el anilisis que sigue. En general, entonces, el ele-
mento critico [ (o C) en el eje estd sometido a un esfieerzo plano como el
que muestra la figora 11-11g, donde

=i ey
i y 7

Si se conoce el esfuerzo admisible normal o cortante para el material,
el tamafio del eje se basa entonces en el uso de estas ecuaciones, ¥ en la
seleccion de una teoria adecuada de la falla. Por ejemplo, si se sabe que
il material es dictl, entonces serd adecuada la teoria del esfuerzo cortan-
i te méiximo, Como se tratd en la seccidn 10,7, esta teoria requiere que el

esfuerzo cortante admisible, que se determina con los resultados de una
prueba simple de tensidn, sea igual al esfuerzo cortante méximo en el ele-
mente. Aplicando la ecuacion de transformacidn de esfuerzo, ecuacion
9-7, al estado de esfuerzo de la figura 11-11g, se obtiene

# - e = (5 + 7
= il T

Como | = we* M y J = w2, esta ecuacitn se convierte en

ig)
Fig. 1111 (cont.} ' ri A T
-
5¢ despeja el radio del eje v se obliene

. R L
C = ( -\"'rM i T') {11-2)

TT sdm

La aplicacidn de cualquier otra teoria de falla conducird, naturalmen-
te, a una formulacion distinta para c. Sin embargo, en todos los casos se-
rd necesanio aplicar esta formulacidn en distintas “secciones criticas”™ a lo
largo del eje, para determinar la combinacién particular de My T que pro-
duzca el mavor valor de ¢

El ejemplo siguiente ilustra el procedimiento, en forma numérica,
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eiemeco KX
El eje de la figura 11-12a estd sostenido por cojinetes rectos lisos en A ven
B. Debido a la transmisidn de potencia desde v hacia el ¢je, las bandas

en las poleas estdn sometidas a las iensiones indicadas. Caleular el didme-
tro minimo del eje, usando la teoria del esfuerzo cortante médximo, con

Tadm — m h'[Pa..
Z
A
m
" L& 5 |
W, 240 W
E Sl N '
"
el
] m £ 00TE m
(ah *
//'<_
-
x |
Fig. 1112
Solucién

Se han calculado las reacciones én los soportes, v se muestran en €l dia-
grama de cuerpo libre del gje, figura 11-125, Los diagramas del momento
de flexitn, para M, v M, se indican en las figuras 11-12¢ v 11-124, respec-
tivamente. El diagrama del par de torsion estd en la figura 11-12e. Por ins-
peccion, los puntos criticos para ¢ momento de flexion estdn en Coen 8.
También, justo a la derecha de C v también en B ¢l momento de torsion

es TAMN -m. En C, el momento resultante ¢

M- =V{11873N-m)’ + (375N -m) = 1245N-m
mientras que ¢n B es menor,

Mg=TiMN+m
Continia
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PROBLEMAS

11-31. Determine la variacidn del ancho w en funcidn de x, 11-33,  Determine la vanacidn en el peralte d de una vi-
para la viga en voladizo que sostiene una fucrea concentra- ga en voladizo que sostiene una fuerza concentrada P en
da P en su extremo, para que tenga un esfuerzo de flexicn 5U exiremo, para gque tenga un esfuerzo de flexidn cons-
XTI £y, 01 D0l 501 longitud. La viga tiene espesor { oons- tante méiximo o, en toda su longitud, La viga tiene ancho
tante, constante by,

ru|§

n.||qf.

Proh. 11-33

Frob. 11-31

11-3. La viga se hace con una placa con espesor cons-

*H-32. Determine la variacion de peralte de una viga en tante ¢ ¥ su ancho varia como muestra la figura. 5i sostie-

volladien que sostiene una fuerga concentrada P en su ne una (uerza concentrada PP en su centro, determine el es-
extremo, para que tenga un esfuerzo de flexidn constante fuerzo de flexidn médximo absoluto en |a viga, y especifique
P RAMO o, o0 Rl s bomgitud. La viga tiene un ancho cons- su lugar . 0 < x < L2,
[anie bn.

F

-
ul‘l:.

F1
)
HH 7
\:'-

Proh. 11-32 Prob. 11-34
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*11-5L  La viga simplemente apoyada es de madera, que
tiene un esfuerzo de flexidn admisible oy, = 8 MPa, y un
esfuerzo cortante admisible 7,4, = 750 kPa. Calcule sus
dimensiones, para que sea rectan y tenga una relacidn
de peralte a ancho h /b = 1.25.

11-53. Resuclva el problema 11-52. = la relacidn de pe-
ralte a ancho de la viga debe ser b /b = 1.5,

J0F I

=]
=

Probs 11-5553

11-54. Seleccione la viga en voladizo 1 de patin ancho
(W) miis ligera, en el apéndice B, que soporte con seguridad
la carga. Suponga que el soporte en A e un pasador, ¥ que
el soporte en B es un rodillo. El esfuerzo de flexidn admisible
£5 Togm = 24 kib/pulg’, v el esfuerzo cortante admisible es
Fim = 14 kIb/pulg?,

I B pies |=P'I-1'1"—-l-pi.1—'1
I
Ikl 2 kb
Fraob. 11-54

PROELEMAS DE REPASD « SBS

11-35. Los cojineies en A v B sdlo gjercen componentes
de fuerza r v z.so0bre el ¢je de acero. Determine ¢l didme-
tro del eje, al milimetro, para que pueda resistir las cargas
de los engranajes, sin rebasar un esfuerzo cortante admi-
sible T4 = 80 MPa. Use la 1eoria de falls por esfuerzo
cortante maximion.

*11-56. Resuelva el problema 11-55 usando la teoria
de falla por energla de distorsidn maxima, con o, =
200 MPa.

Fo=5kN
A
75 mm
50
r e e
v, =TS kN
o0 ¥
Probs, 11-55/56

11-57. Seleccions la viga I de acero més ligera, en el apén-
dice B, que soporte con seguridad las cargas indicadas. E1
esfuerzo de flexidn admisible es o4, = 22 kib/pulg’, y el es-
fuerzo cortante admisible es rg, = 12 kib/pulg’.

BElb 10kRy BElb

A

B
l-—mpi:s—--sp'n-l-: p'-r|—|npim—-

Prob. 11-57



La carga de anaquel causa una defleddn notable de la viga de apoyo que puede
cakcularse usandn los Meindos que 5S¢ exXponen en este capitulo
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Secoon 122 Pendiente y desplazamiento por integracidn = 591

12.2 Pendiente y desplazamiento por integracion

La curva eldstica de una viga se puede expresar en forma matematica co-
mo v = f{x), Para obtener esta ecuacidn primero debemos representar
la curvatura (1/p) en funcidn de vy x. En la mayor parte de los libros de
cilculo se demuestra que esta relacidn es

1 d*v/dx?

P+ (dujdxy]?

Al sustituir en la ecuacidn 12-2, se obtiene

d*v/dx? M

[+ (dv/ds)T" = Ei (12-4)

Esta es una ecuacion diferencial no lineal de segundo orden. Su solucién,
lamada la elistica, define la forma exacta de la curva, suponiendo, natu-
ralmente, que la deflexidn de la viga sélo se debe a la flexidn. Con el uso
de matematicas superiores se han obtenido soluciones de la eldstica sélo
para casos simples de peometria v carga de la viga.

Para facilitar la solucidn de mavor cantidad de problemas de deflexidn,
se puede modificar la ecuacidn 12-4. La mayor parte de los codigos de di-
sefio en ingenieria especifican limitaciones de la deflexiones, con fines de
tolerancias o estéticos, v en consecuencia las deflexiones elisticas de la
mayor parte de las vigas y los ejes forman curvas no pronunciadas. Enton-
ces, la pendiente de la curva elistica que se determina con du/dx debe ser
muy pequedia, ¥ su cuadrado serd despreciable en comparacion con la uni-
dad.* Por consiguiente, la curvatura, tal como se definid anteriormente,
se puede aproximar con 1/p = d"v/dx’. Con esta simplificacitn, la ecua-
cion 12-4 se puede escribir como sigue:

i _ M

FEA T e

También es posible escribir esta ecuacion en dos formas alternativas. Si
se diferencia cada lado con respecto a x, v si se sustituve V' = dM /drx (ecua-
citm 6-2), se obtiene

duvh ]
d:(ﬂ F) = ¥(x) (12-6)

Diferenciando de nueve, con —w = dV /dx, la ecuacién (6-1) resulta

;f (E., d*v ) el (12-7)

“Viase cjemphe 12.1,

El momento de inercia de este tablero de
puente variz a ko largo de su longitud, co-
aa gue se debe tener en cuenta al caleu-
lar su deflexidn.
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{a)

Para la mayor parte de los problemas, la rigidez flexionante serd cons-
tante a lo largo de la viga. Suponiendo que ese es el caso, los resultados
anteriores s¢ pueden reordenar en el siguiente conjunto de ecuaciones:

(12-8)

(12-9)

(12-10)

Para resolver cualguiera de estas ecuaciones se requieren inlegraciones
sucesivas para obtener la deflexidn v de la curva eldstica. Para cada inte-
gracidn es necesario introducir una “constante de integracién™ para des-
pués determinar todas las constantes v obtener una solucidn dnica para
determinado problema. Por ¢jemplo, si la carga distribuida s¢ expresa en
funcidn de x, v se usa la ecuacidn 12-8, se deben evaluar las cuatro cons-
tantes de integracidn; sin embargo, si s¢ determina el momento interno M
y se usa la ecuacidn 12-10, solo se deben determinar dos constantes. La
eleccidn de con cuidl ecuacién comenzar depende del problema. Sin
embargo, en general es mis ficil determinar ¢l momento interno M én
funcitn de x, integrar dos veces y sdlo evaluar dos constantes de integracion.

Recuérdese de la seccidn 6.1 que =i la carga en una viga es discontinua,
esto es, e5 una serie de vanas cargas distribuidas v concentradas, se debe-
rdn escribir varias funciones para definir el momento interno, cada una
vilida dentro de la regidn entre las discontinuidades. También, para co-
modidad de escritura de cada ecuacién de momentos, el origen de cada
coordenada x se puede seleccionar en forma arbitraria. Por ejemplo, para
la viga de la figura 12-7a, el momento interno en las regiones AR, BC y
CD se puede escribir en funcidn de las coordenadas x,, ¥ vy x4 selecciona-
das, como se ve en las figuras 12-76 o 12-7¢, 0 de hecho en cualguier for-
ma en que M = f{x) sea la forma mds simple que sea posible. Una vez
integradas esas funciones usando la ecuacidn 12-10, y determinadas las
constantes de integracidn, las funciones determinarin la pendiente y la
deflexion (la curva eldstica) para cada regidn de la viga para la que son
viilidas esas funciones.

Fig. 12-7
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o &

[ —

‘ La viga en voladizo de la figura 12-10a estd sometida a una carga ver-

tical P en su extremo. Deducir la ecuacidn de su curva eldstica, ET es
constante,

Solucion |

Curva eldstica. La carga tiende a flexionar a la viga como se ve en la
figura 12-10a. Por inspeccion, el momento interno se puede represen-
tar en toda la viga con una sola coordenada x.

Funcidn de momento. De acuerdo con el diagrama de cuerpo libre,
con M actuando en direccidn positiva, figura 12-10b,

M=—-Px
Pendiente ¥ curva eldsriea. Al aplicar la ecuacion 12-10 ¢ integrar dos
veces 52 obtienen
d*y
ElI===-P 1
de * ()
El j" F; C, (2)
T Ciarva e ldstica x
P 3

L= . Elv=-"C+Cx + G (3)

Se usan las condiciones en la frontera dv/dy = Oenx = L.y v=0en
w x = [L;entonces las ecuaciones 2 y 3 s¢ transforman en

PL}
0=-7*G

PL’
0= 'T + Oyl + G5

Por consiguiente, O, = PL?/2y C; = —PL*/3. Se sustituyen estos re-
sultados en las ecuaciones 2 y 3, con # = du/dx, v se obtiene

8= L —
EEJ’{ )
i — . i
i M:..F{ 4+ 3 - 21 Resp,
La pendiente v el desplazamiento maximos estdn en A(x = ), para el
cual
PL?
8, = 4
PL’

Ya = “3ET (5)
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El resultado positive para 64 indica una rotacion en senido contrario de las
munecillas del relof y el resultado negative para vy indica gue v, es hacio
abajo. Esto concuerda con los resultados bosquejados en In figura 12-10q.

Para tener alguna idea de la magnifiud real de la pendiente y el des-
plazamiento ¢n ¢l extremo A, supongamos que la viga de la figura
12-10a tiene 15 pies de longitud, que sostiene una carga P = 6 klb vy que
es de acero A-36 con E,. = 29107} klb/pulg®. Al aplicar los métodos
de I seccidn 11.3, 50 ¢sa viga estuviera disefiada sin factor de segundad,
al suponer que el esfuerzo normal admisible es igual al esfuerzo de
fluencia o4, = 36 kib/pulg®, entonces se ve que es adecuada una viga
W12 x 26 (1 = 204 pulg*). Con las ecuaciones 4 v 5§ se obtienen

_ 6 KkIb{13 pies)*(12 pulg/pie)’

~ 2[29(10) kib/pulg?](204 pulg®)
& kIb( 15 pies) (12 |:|u|5lh."|:li|='_i'1 a

3[29(10%) kiby/pulg®}( 204 pulg®)

= (L1164 rad

A

Py == =1.97 pulg

Ya que 83 = (dv/dx)® = 0,000270 rad® << 1, esto justifica el uso de la
ecuacitn 12-10, v el no aplicar la ecuacidn 12-4, més exacta, para caleular
la deflexion de las vigas. Tambidn, como esta aplicaciaon numérica es para
una viga et voldadizo, hemos obtenido valores mayores de 8y v que los que
se hubieran obtenido usando pasadores, rodillos o otros soportes fijos.

Solucion I
También se puede resolver este problema vsando la ecuacion 12-8, EJ
d'wide’ = —w{x). En este caso wix) = O para 0 = x = L, figura 12-10a,
por lo que al integrar una vez se obtiene 1a forma de |8 ecuacidn 12-9,
es decir,
d*v
El — =
dx*
e
El —
dx’
Se puede evaluar la constante del cortante Oy enx = O vaque Vy = =P
(negativo, de acuerdo con la convencidn de signos, ligura 12-Ba). Asi,

', = =P Al integrar de nuevo se obtiene la forma de la ecuacion
1210, es decir,

0

-y mV

d?
Erd—':=—.ﬂ
=
E:%=—P:+r_‘;=u
X

En este caso, M = Denx = 0, por lo que O = 0,y el resultado es que
se obtiene la ecuacion 1 y la solucidon prosigue como se indicd antes.




598 « CAPITULO 12 Deflexion de vigas y ejes

La viga simplemente apoyada de la figura 12-11a sostiene la carga dis-
tribuida triangularmente. Determinar su deflexién méxima. EJ es cons-
tante.

1ap (k)

Fig. 12-11

Solucién |

Curva elastica. Debido a la simetria, sdlo se necesita una coordena-
da x para la solucidn; en este caso 0 = x = L /2. La viga se flexiona co-
mo indica la figura 12-11a. Observe que la deflexion mixima estd en el
centro, porque en ese punto la pendiente es cero.

Funcidn de momento, La carga distribuida actia hacia abajo, y por
consiguiente es positiva de acuerdo con nuestra convencion de signos
En la figura 12-115 se muestra un diagrama de cuerpo libre del seg-
mento de la izquierda. La ecuacidn para la carga distribuida es

2
W =THh_l: (1)

Por consiguiente,

r
L
R L O R

3
Wyt Wl
e e —
M 3L 3 X
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La viga de la figura 12-13a estd sujeta a una carga P en su extremo. De-
termine el desplazamiento en C. EJ es constante.

pr—ty D

[{o]]

Fig. 12-13

Solucién

Curva eldastica.  La viga se flexiona en la forma que muestra la figu-
ra 12-13a. Debido a la carga, se definirin dos coordenadas x, que son
0 =x; < 2ay0 =x; < a, donde x; se dirige desde C hacia la izquier-
da, ya que asi es facil formular el momento interno.

Funciones de momento. De acuerdo con los diagramas de cuerpo li-
bre de la figura 12-13b,

P
- E.l'| H: e _P.I'z

M

Pendiente y curva eldstica.  Se aplica la ecuacidn 12-10

dvw, P
para 00 = x; < 2a, EI-;F--E:,
dyy F o,
E‘rd_x,_ 0+ G 1)
'F 3
Elny= = Tt Cixy + G (2)
'd]
para 0 = x; < a, EI=-—“21=—P::
d.'l'l
dv, P
El === — x4+
i, 5 %2 C3 (3)

F
Ely, = — 3113 + G + G (4)
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Las cuairo constantes de integracidn se determinan usando fres con-
dictones ¢n la frontera, que son vy = Denxy =0,y =Denx; = 2ay
v = Denx; = a, ¥ una ecuacién de continuidad, En este caso, la con-
tinvidad de la pendiente en el rodillo requiere que dw fdoy = —dwldxs
en xy = 2a ¥y Xy = i, ,Por qué hay un signo negativo en esta ecuacion?
{Observe que s¢ ha tenido en cuenta, en forma indirecta, la continuidad
del desplazamiento en B, en las condiciones en la frontera, va que
w=uw =0enx = 2ayx = a) Al aplicar estas cuatro condiciones
s obtiene

v = 0enxy; =0 O=0+04+0C;
P 3
ty =0en x; = 2a; 0= - 12{3:;}' + Oyl 2a) + Oy
= = L ' -
1y = len x; = @ ﬂ=—i.::r + Ly + Oy

din(2a) _ dula)
d'tl d.l.'] '

Las soluciones son

Se sustituyen Cs ¥ Cy en la ecuacion 4, para obtener

P s, IPa P&
6EI *  EI

El desplazamiento en  se determina igualando x; = 0. El resultado es

Pa*

= =g Resp

)
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PROBLEMAS

12-1. Una solera de acerc L2 de (L125 pulg de espesor
¥ 2 pulg de ancho se dobla formando un arce crcular de
G600 pulg. Calcule el esfuerzo mdximo de flexidn en la
solerm.

12-2. Lahojade acero L2 de la sicrra circular rodea a la
polea de 12 pulg de radio. Calcule el esfuerzo normal maé-
ximo en la hoja. Estd hecha de acero vy tiene 0,73 pulg de
ancho y 0.0625 pulg de espesor.

12-3. Dedusca la ecuacian de la curva eldstica para la
viga, usando la coordenada x que sea vilida para ) =
r= LA Especifique la pendiente en A v la deflexidn ma-
xima de la viga. ET es constante.

*“12-4. Deduzea los ecuaciones de la curva eldstica, usan-
do las coordenadas x; v x5, EF es constante,

12-5. Deduzca las ecuaciones de la curva eldstica, usan-
do las coordenadas x; v x:. EV es constante,

12-6. Elgje simplemente apovado tiene un momento de
inercia 2 en la region BC e [ en las regiones A B y CD. De-
termine la deflexion mixima del ¢je debido a la carga P

— & _l L L L
4 - F i a T i



12-7. Deducir las ecusciones de la curva eldstica para la viga,
usando las coordenadas x; ¥ x;. Especifique la pendiente en A
¥ la deflexidn médxima. ET es constante,

Prob. 12-7

*12-8. El gje estd soportado én A por un cojinete recto gue
sdlo gjerce reacciones verticales sobre el eje, y en C por an co-
jimete axial que ejerce reacciones horizontales v verticales so-
bre el eje. Dedores las ecuaciones de la curva eldstica, usando
las coordenadas xy ¥ x;. ET es constante.

12-9, La viga estd formada por dos cilindros, v estd sometida
o la carga concentrada P, Determine la deflexidn mixima de
esa viga, 31 los momentos de inercia de los cilindros son [y e
Ige. v el madulo de elasticidad es E.

12-10. La viga esti formada por dos cillindros, v estd someti-
da a la carga concentrada P, Determine la pendiente en C, Los
momentns de inercia de los cilindros son £y & fye, v el mida-
lo de elasticidad es E.

ProgLEmas = B80S

12-11. La barra estd soporiada por un apoyo de rodillos
en B, que permile desplazamiento vertical, pero resiste la
carga ¥ el momento axiales. $i la barra estd sometida a
la carga indicada, determine la pendiente en A v la defle-
xidin en O, ET es constante.

*12-12.  Determine la deflexidn en B, de la barra del pro-
blema 12-11.

12-13. Determine la curva eldstica para la viga en vola-
dizo, sometida al momento de un par My, También deter-
ming la pendiente maxima v la deflexidn médxima de | viga.
ET es constante.

B
A )""'u
r—

Frob. 12-13

12-14. Deduzca la ecuacidn de la curva eldstica para la
viga, usando la coordenada x. Especifique la pendiente en
A, v la deflexion méxima. EJ es constante.

12-18. Determine la deflexidn en el centro de la viga, ¥
la pendiente en 8. ET es conslante.
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*12.3 Funciones de discontinuidad

El método de la integracidn, que se usa para deducir la ecuacion de la elds-
fica para una viga o un €je, ¢5 adecuada & la carga o ¢l momento interno
se pueden expresar como funcidn continua en toda la longitud de la viga.
5in embargo, 5i sobre la viga actian varias cargas distintas, ¢l método se
vuelve de aplicacion mds tediosa, porque se deben plantear distintas fun-
ciones de carga o de momento, para cada region de la viga. Ademds, para
integrar esas funciones se requiere la evaluaciin de constantes de inte-
gracidn usando condiciones en la frontera yfo condiciones de continuidad.
Por ejemplo, la viga de la figura 12-14 requiere plantear cuatro funciones
de momento, las cuales describen el momento en las regiones A8, 8C, CD
y DE. Al aplicar la relacién entre momento v curvatura, EF d®v/dx® = M,
e integrar dos veces cada ecuacidn de momento, se deben evaluar ocho
constantes de integracion, las cuales involucran el empleo de dos condi-
ciones en la frontera que requieren que el desplazamiento sea cero en los
puntos A v E, miés seis condiciones de continuidad, para pendiente y des-
plazamiento ¢n los puntos B, Cy D.

En esta seccidn describiremos un método para deducir la ecuacion de
la curva eldstica para uma viga con cargas midltiples usando wna sola ecua-
cidn, sea formulada a partir de la carga en la viga, w = wix), o del momen-
to interno de la viga, M = M(x). 5i la ecuacidn de w se sustituye en Ef
d*v/de* = —wi{x) y se integra cuatro veces, o bien si la ecuacidn de M se
sustituye en EI d®v/de® = M(x), y se integra dos veces, se determinardn
las constantes de integracidn sdlo a partir de las condiciones en la frontera.
Como no intervendrin las ecuaciones de continuidad, el andlisis se sim-
plificard mucho.

Fundiones de discontinuidad. Para expresar la carga en la viga, o ¢l
momento interno en ella, usando una sola ecuacidn, usaremos dos clases
de operadores matematicos llamados funciones de discontinuidad,

Fig. 12-14

Por motives de segaridad, estas vigas en
voladizo deben disefiarse tanio para resis-
tencia como para una cantidad restring-
da de dellexsin.
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Funciones de singularidad. Esas funciones s6lo se usan para describir ¢l £
lugar del punto de aplicacién de fuerzas concentradas o momentos de par
que actien sobre una viga o eje. En forma especifica, una fuerza comcen-
trada P se puede considerar como caso especial de la carga distribuida,
donde la intensidad de la carga es w = Pfetal que su anchoes e,y e = 0,
figura 12-15. El drea bajo este diagrama de carga equivale a P, positive

i

hacia abajo, por lo que se usard la funcidn de singularidad s
n
P
(12-13)
y
para describir la fuerza P, Observe aqui que n = -1, para que las — __I

unidades de w sean fuerza entre longitud, tal como deben. Ademas,
la funcidn sélo asume ¢l valor de P en el punto x = g, donde se aplica la
carga; en cualquier oiro Caso s cero,

En forma parecida, un momento de par My, considerado positive en Flg. 12-13
sentido contrario al de lax manecillas del reloj es una limitacién cuando
€ — (), de dos cargas distribuidas como se ven en la figura 12-16. En es-
te caso, la siguiente funcidn describe su valor:

(12-14)

El exponente n = —2, para asegurar que las unidades de w, fuerza entre

longitud, se mantengan.
La integracion de dos funciones anteriores de singularidad se apega a n
las reglas del cdlculo operacional, v produce resultados distintos a los de las
funciones de Macaulay. En forma especifica, M,
b I
(12-15) L a |

En este caso sdlo aumenta el exponente n una unidad, y no se asocia cons-

tante de integracién con esta operaciin. Al usar esta fdrmula, observe co-
mo s¢ integran una vez v despuds dos veces, My v P, descritos en la tabla

12-2, renglones 1 v 2, para obtener el cortante y el momento internos en
la viga.

La aplicacidn de las ecuaciones 12-11 a 12-15 es un método bastante di-
recto de expresar la carga o ¢l momento interno en una viga, en funcidn
de x. Al hacerlo se debe poner mucha atencidn a los signos de las cargas
externas. Como se dijo antes, y como se ve en la tabla 12-2, las fuerzas con-
centradas y lax cargas distribuidas son positivas hacia abajo, y los momen-
tos de par son positivos en sentido contrario al de las manecillas del relaj.
Si se sigue esta convencion de signos, ¢l cortante y ¢l momento internos
coinciden con la convencidn de signos para vigas, establecida en la sec-
cidn 6.1.
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Como gjemplo de cdmo se aplican las funciones de discontinuidad pa-
ra describir las cargas o los momentos internos en una viga, veamos la viga
cargada como muestra la figura 12-17¢. En este caso la fuerza de reaccidn
R, creada por el pasador, figura 12-17h, es negativa, porgue actida hacia
arriba, ¥y My, es negativo, porgue actida en sentido de las manecillas del re-
loj. Al usar la tabla 12-2, 1a carga en cualquier punto de la viga es por con-
siguiente,

w==R(x=0"+ Plx —a)' = Mglx = by + wy{x = )°

Aqui no se incluye la fuerza de reaccidn en el rodillo, porque x nunca es
mayor que L, v ademds este valor no tiene consecuencia al calcular la pen-
diente o la deflexidn. Notese que cuando x = a, w = Py todos los demis
términos son cero, También, cuando v = ¢, w = wy, elcélera.

Alintegrar dos veces esta ecuacion se obliene la relacidn que describe
: el momento interno en la viga, Las constanies de integracidn aqui no se
toman en cuenta, porgue se han calculado las condiciones én la frontera,

Fig. 1217 ihi o ¢l cortante ¥ el momento (V = R, y M = 00) y esos valores estin incor-
__6kN/m  porados en la carga w de la viga. También se puede oblener este resulta-
1.5 kN A kMm do en forma directa con la tabla 12-2, En ambos casos,
A B
’ | | M= Ri(x = 0) = P{x = a) + My{x = b)" = ’Iwn{x = )? (12-16)
3m f Im i
ta} Se puede comprobar la validez de esta expresidn, por ejemplo con el mé-

todo de las secciones, dentro de la region b < x < ¢, figura 12-17h. Para el
equilibno de momentos se requiere que

M= Rux— Plx—a) + M, {12-17)

Este resultado concuerda con el obtenido con las funciones de disconti-
nuidad, ya que segin las ecuaciones 12-11, 12-13 v 12-14, s6lo el dltimo
término de la ecuacidn 12-16 5 cero cuando x < ¢,

Como un segundo ejemplo, veamos la viga de la figura 12-18a. La reac-
cidn en ¢l apoyo A se ha calculado en la figura 12-18b, v la carga trape-
zoidal se ha separado en cargas triangular y uniforme. De acuerdo con la
tabla 12-2, |a carga es

w=—-275kN{x —0)"" = 15kNm{x = 3m)® + 3kN/m{x = 3m)” + 1 KkN/m%x — 3 m)!

Se puede determinar la ecuacion de momento, en forma directa con la ta-
bla 12-2, en vez de integrar dos veces esta ecuacidn: en cualquier caso,

AkN/m
2

1 kN/m?
f

M=275kN{x - 0)' + L5kN-m{x — 3m)"” - (x —3m)’ - {x = 3my

=275x + 1.5(x — 3} = 1.5(x = 3)" = é{: -3

Ahora se puede determinar la deflexion de la viga, integrando dos veces
sucesivas esta ecuacion y se evalien las constantes de integracidn usando
las condiciones en la frontera de cero desplazamiento en A v en B.
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Determine la ecuacidn de la curva eldstica para la viga en voladizo
de la figura 12-19a. EI es constante.

8 kN /m
Yrh et S0kN

l‘ Solucidn

C  Curva eldstica. Las cargas hacen que la viga se flexione como se ve
en la figura 12-19a. Las condiciones en la frontera requieren que la pen-
t 5m 4 m { diente y el desplazamiento ¢n A sean cero.

() Funcidn de carga.  Las reacciones en el apoyo A se han calculado con
la estitica, y s¢ muestran en el diagrama de cuerpo libre de la figura
12-19b. Como la carga distribuida en la figura 12-19%a no se extiende
hasta C como sucede en realidad. se puede usar la superposicion de las
cargas que muestra la figura 12-19h, para representar el mismo efecto.
De acverdo con nuesira convencidn de signos, el momento del par
de S0 kN - m, la fuerza de 52 kN en A y la parte de la carga distribuida de

258 kM- B KN/ Iljl'.'hl B a C,.enla parte inferior de la viga, son negativas todas. En consecuen-

& cia. la carga de la viga es
L C w==52kN{x - 0)"' + 256 kN -m{x - 0} + §kN/m(x = 0)°
52 kN 50 kN-m B kH,n'in _a i
P i - 50kN-m{x = Sm)2 — 8kN/m({x - 5m)
) La carga de 12 kN no se incluye aqui, porque x no puede ser mayor que
9 m. Como dV dx = —w(x), al integrar sin tener en cuenta la constan-
Fig. 12-1% te de integracidn, va que las reacciones estin incluidas en la funcidn de

carga, se obliene
V=50x-0)"—258{x —0)"' —B{x— 0)! + 50{x — 5)"! + 8{x — 5"
Ademis, dM 4lx = V, por lo que al integrar de nuevo se obtiene

M = —258(x — 0)° + 52(x — O} — %{s}{; — 0P + S0{x — 51° + %{3}{; — 5

= (=258 + 52y — 4" + 4{x — 5 + S0({x - 5)")kN-m
Este mismo resultado se puede oblener en forma directa de la tabla 12-2.

Pendiente y curva eldstica.  Se aplica la ecuacién 12-10 y se integra
dos veces, para oblener

El % = —258 + 52 — 4x? + S0{x — 5)7 + 4{x — 5)*

duv

EIE

= —zs&;+z&:‘—%ﬂ+mt:—s:|' +%{x—533+cl

Elv = —1291% + 2—::3 = %f" +25(x = 58 + %ix -5+ Cix + G,

Como dv/dx = O cuando x = 0, C; = 0;ya que v= Decvando x = 0,
entonces C; = (. Es decir,

_ i 2,2 5 1, _11_4)
v .EI'( |2'5|'.I+3.1: 3.1;' + 25z 5:|+3{.r 5% |m Resp
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Determine la deflexién mixima de la viga de la figura 12-20a. EJ es
constante.

120 klb-pie
C A

Solucién

Curva eldstica. La viga se flexiona como se indica en la figura 12-20a.
Las condiciones en la frontera requieren que el desplazamiento sea ce-
roen A ven B,

Funcidn de carga. Se han calculado las reacciones y se indican en el
diagrama de cuerpo libre de la figura 12-20b. La funcidn de carga pa-
ra la viga se puede expresar como sigue:

w = 8 kib{x — 0} — 6 kib{x - 10 pies)’

El momento del par y la fuerza en B no se incluyen aqui, porque estin
en el extremo derecho de la viga, y x no puede ser mayor que 30 pies

Se aplica dV fdx = —w(x), para obtener
V = —8(x — 0)° + 6(x — 10)"
En forma parecida, dM /dx = V' da como resultado
M = —8{x — 0} + 6(x — 10)"

= (—8x + 6{x — 10)"} klb- pie Contintia
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PROBLEMAS

12-34. La viga esid sometida a la carga indicada. Deduzea la
ccuacidn de la curva elastica. Ef es constante.

3 klb fpie

4 pucs B pics

Proh. 12-M

12-35  El gje estd soportado en A por un cojinete recto que
sl ejerce reacciones verticales sobre €1, ¥ en C estd soporia-
do por un cojinete axial que ejerce reacciones horizontales v
verticales sobre el gje. Deduzca la ecuscidn de la curva elisti-
ca. £l es constante.

*12-36. La viga estd sometida a la carga que muesira la figu-
ra. Deduzrca la ecuacidn de la curva eldstica. Ef es constante.

£ kN/m 20 kN

b 1.5 ) e Tm———er— | S m—=

Frob, 12-36

12-37. Elcje sostiene las dos cargas de las poleas en la fi-
gura, Determing la ecuacion de la curva elistica. Los coji-
netes en A ¥ B adlo ejercen reacciones verticales sobre ¢l
eje. EF es constanie,

) 1l B0 1l

12-38. El ¢je sostiene las dos cargas de las poleas que
muestra la fgura, Deduzea |a ecuscion de la curva eldsti-
ca. Los cojinetes en A v B sdlo gjercen reacciones vertica-
les sobre el gje. ET es constante.,

12-3%. El ¢je soporta las dos cargas de las poleas que
muesira b figura. Determing la pendiente del gje en los
cojinetes A ¥ B, Los cojineles solo ejercen reacciones ver-
ticales sobre el gje. EV o5 constante,




B18 s« CAPITULD 12 Deflexidn de vigas y ejes

“12-40. La viga estd sometida a las cargas que se mues-
iran. Deduzca la ecuacidn de la curva eldstica. ET &5 cons-

tante.

d
1klb kb

el O

Frob. 13-#

12-41. Dwetermine la ecuacidn de la curva eldstica. EV es
comstante,

4 klb

A

| [e]
_— & klb-piae -tuh-pig
R pis -I- E pies E pies -l
Prob, 12-41
12-42. Lawiga estd sometida a la carga que muesira la fi-

gura. Deduzca las ecuaciones de la pendiente v de la cur-
va chistica. EY es constante.

12-43, La viga estd sujeta a la carga que muestra la figu-
ra. Deduzca la ecuacidn de la curva eldstica. E es cons-

tante,

IS pies 4

Prob. 12-43

*12-44. La viga de madera estd supeta a la carga que
muestra la figura. Deduzea ln ecuacidn de la curva eldsti-
ca. 5i E, = 12 GPa, determine la deflexidn v la pendiente
en el extrema B.

6 kM

2 kM/m 4kN

Ll

B[ w0omm
o
2061 man

12-45, La viga estd sometida a la carga que muesira la fi-
gura, Dieduzea la ecuacidn de la curva elistica. EF es cons-
ante.

2 EN 20 kN
A B
I.5m I Im 1.5m



12-46. Laviga de madera estd sujeta a la carga que se in-
dica. Deduzca la ecuacidn de la curva eldstica. Especifique
la deflexitn en el extremo C. E,, = 1.6(10%) kib/pulg’.

1.% klis

L& kb /pic

12-47. Determine la pendiente en B vy la deflexidn en O
para la viga W10 x 45, E,. = 2{10%) kib/pulg’.

5 kib 10 ki 5 kib
&
| A c o
10 pies 10 pigs——10 ples—=F—10 pies—
Prob. 12-47

*12-48. Determine la deflexidn en cada una de las polieas
C, D'w E.El gje es de acero v tiene 30 mm de didmetro. Los
cojinetes en A v B silo gjercen reacciones verticales sobre
el gje. E,. = 200 GPa,

=— 2401 pm i 250 mim l 250 men L ﬂ[lmm—-l
150 M B0 M 150 M

Froh. 1I-48

ProeLEmas +« B19

12-49. Determine la pendiente del eje en los cojinetes A
v B.El gje es de acero v tiene 30 mm de didmetro. Los co-
jinetes en A y B sdlo ejercen reacciones verticales sobre el
eje. E,. = 200 GPa.

12-50, Deduzca la ecuacion de la curva elistica. Especifi-
que la pendiente en A. E es constante.

12-51. Dedurca la ecuacidn de la curva elistica, Especi-
figue la deflexidn en C. ET es constante.

*12-52. Deduzca la ecuacidn de la curva eldstica. Espe-
cifique la pendiente en B. EI es constante,

12-53. El gje es de acero y tiene 15 mm de didmetro.
Dretermine su deflexidn méxima. Los cojinetes en A vy en
B sdlo ejercen reacciones verticales sobre el gje, £, =
2000 GiPa.
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*12.4 Pendiente y desplazamiento por el método del momento de area

F—ETTTTUTI

i

#h:"_—_—;e.——-:—_-_ﬂj:,:_-i

Lk A
tn B Curva elisbica

(a)

5

€h

Fig. 12-11

El métedo momento de drea es una téenica semigrifica para determinar
la pendiente y el desplazamiento en puntos especificos de la curva eldsti-
ca de una viga o cje. Para aplicar el método se requiere calcular las dreas
asociadas con el diagrama de momento de la viga: asi, si este diagrama
consiste en formas sencillas, es muy comodo de usar ese método, Es el caso
normial cuando la viga se carga con fuerzas concentradas v momentos de par,

Para desarrollar ¢l método del momento de drea seguiremos las mis-
mas hipdtesis que usamos para el método de integracidn: la viga es recta
inicialmente, se deforma elasticamente debido a las cargas en forma tal
que la pendiente v la deflexidn de la curva eldstica son muy pequenas, y que
las deformaciones se deben a la flexion. El método del momento de drea
s¢ basa en dos teoremas para determinar la pendiente v ¢l desplazamiento
en un punto de la curva eldstica.

Teorema 1. Para la viga simplemente apoyada con su curva eldstica co-
rrespondiente, figura 12-21a, un segmento diferencial dx de la viga se aisla
en la figura 12-21b. Se ve que el momento interno de la viga M deforma
al elemento en forma tal que las rangentes a la curva elistica, a cada lado
del elemento, se cortan formando un dngulo 48, Este dngulo se puede de-
terminar con la ecuacidon 12-10, escrita como sigue:

d*v d (ﬂ.’ﬂ)
ES = pr (2o
dxt dx \dx

Comao la perdiente es pegueiia, 8 = du/dy, v en conscouencia

dil = %d‘: (12-18)

Si el diagrama de momento para la viga se traza y se divide entre el mo-

mento de inercia / de la viga y también entre el médulo de elasticidad E,

figura 12-21¢, la ecuacidn 12-18 indica que d 8 es igual al drea bajo el “dia-

grama M/EI" para el segmento dx de la viga. Al integrar desde un punto
seleccionado A en la curva eldstica hasta otro punto &, se obtiene

B
M
Bgiq = —d -
wa | (12:19)

Esta ecuacidn es la base del primer teorema del momento de drea.

Teorema 1:  El dngulo enire las tangentes en dos punios cualesquiera en
la curva eldstica es igual al drea bajo el diagrama M/El entre esos dos
punios,

La notacidn ég, se llama dngulo de la tangente en & medido con res-
pecto a la tangente en A. Por la demostracidn debe ser evidente que ese
angulo se mide en sentido comtrario al de las manecillas del reloj, desde la
Ltangente en A hasta la tangente en B si el drea bajo el diagrama M/ET es
positiva. Por el contrario, si el drea es negariva o queda por debajo del eje
x, el dngulo @ B/A s¢ mide en el sentido de las agujas del reloj desde la
tangente A a la tangente B. Ademds, de acuerdo con las dimensiones de
la ecuacion 12-19, 8g., se mide en radianes.
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Teorema 2. Elsecgundo teorema del momento de drea se basa en la des-
viacion relativa de las tangentes a la curva eldstica. En la figura 12-22a se w
ve un esquema muy exagerado de la desviacidn vertical dr de las tangen-
tes a cada lado del elemento diferencial dr. Esta desviacion se debe a la
curvatura del elemento, y se ha medido a lo largo de una linea vertical que
pasa por el punto A, ubicado en la curva eldstica. Como se supone que la
pendiente de la curva elistica y su deflexidn son muy pequeiias, basta con
aproximar la longitud de cada tangente por x, v el arco ds* por dr. Al usar
la formula del arco circular 5 = 6, donde res la longitud x y 5 s dr. se pue-
de escribir que dr = x d@. Se sustituve la ecuacidn 12-18 en esta Gltima v
se integra de A a B, v entonces se puede determinar la desviacién verti-
cal de la tangente en A con respecto a la tangente en B, es decir,

{al

i
M
.EA'IIH [‘I .E.idlx {IE—lﬂ]

Como el centroide de un drea se determina con X [dA = [x dA. e {M/ED
x representa el drea bajo el diagrama M /ET, también se puede escribir

5 (b

[TM
fap = .rL E'}-d: (12-21)

Aqui X es la distancia de A al centroide del drea bajo la curva M/ET entre
Ay B, figura 12.22h.

Ya se puede enunciar el segundo teorema del momento de drea, como A B, g
sigue: ";\—-————:\._‘E-Eﬁ

Teorema 2 La desviacidn vertical de e rangente en wn punto (A) sobre la
curva eldstica, con respecto a la tangente prolongada desde otro punto (B) H
ex igual ol momento del drea bajo el diagrama M El entre esos dos puntos
(A y B). Este momento se calcula con respecto al punto (A), donde se va

a determinar la desviacidn vertical (1 45).

La distancia .y que se usa en el teorema también se puede interpre-
tar como el desplazamiento vertical desde el punto ubicado en la tangen-
te prolongada en B, hacia ¢l punto A de la curva eldstica. Notese que tg te)
no es igual a 154, lo que se ve en la figura 12-22¢. En forma especifica, el Fig. 1222
momento del drea bajo el diagrama M /Ef entre A v B se calcula respec-
to al punto A, para determinar £y g, figura 12-225, y se calcula con respecto
al punto B para determinar rg.,. figura 12-22c.
Si el momento de un drea positiva M /El de A a B se calcula para .
indica que el punto B estd arriba de la tangente trazada desde el punto A,
figura 12-22a. De igual forma, las dreas M /ET negativas indican que el pun-
to B estd abajo de la tangente prolongada desde el punto A. Esta misma

regla se aplica para t,45.
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Secoiow 124 Pendiente vy desplazamiento por ol método del momento de drea » 625

ejeme Lo EX)

Determine la pendiente en el punto C de la viga de la figura 12-25a. Ef es
constante.

M
Ef 4 E}
PL
& ET
!
| b ¢ :

Solucidn
ramg MFEL  Vea la figura 12-25h.
Diag gu

Curva eldstica. Ya que la carga se aplica en forma simétrica a la vi-
ga, la curva eldstica serd simétrica, ¥ |a tangente en [ es horizontal, fi-
gura 12-25c. También se traza la tangente en O, va que se debe deter-
minar la pendiente 6. Por construccidn, el dngulo 8-, entre la tangente
a D vylatangente a O es igual a 8- esto es,

By = 8rip
Teorema del momenio de drea. Al aplicar el teorema 1, fi-p, es igual

al drea sombreada bajo el diagrama M/EV, entre los puntos D) vy C. En-
lomEes,

b =t = (LE)(E) + (2L _ PLY(L) 3L
= %= \gerNa/) T 2\aEl T sEi\4) T maEl T

L0ué indica el resultado positivo?
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628 + CAPITULD 12 Deflexion de vigas y ejes

' ' .12

Determine el desplazamiento en el punto C, del.&\:ﬁdemenmln-

dizo que muestra la figura 12-282. Tomar E,, = klb/pulg?, I = 125
pulg*
5 ki
* Ei
A «
i 2
12 ples i 12 phes | =l ey
A& x
5kl 10 ktb \ ) E
fab
B0
Ef
i)
Solucion

Diagrama M/EI. Vea la figura 12-28b,

Curva eldsrica. La carga hace que la viga se flexione como muestra
la figura 12-28c. Se pide calcular A .. 5i se trazan tangentes en Oy en
los apoyos A v B, se ve que A = |igy| — A", Sin embargo, A’ se pue-
de relacionar con fg.4 con triingulos proporcionales; esto es, A" /24 =
[tgeal A2, 00 5ea que &° = 2irgyl. Por consiguiente,

.|'.'I.|:' = |l'|;"_.-l.1| = Iifﬂ,'_.q,l

Teorema del momenio de area. 5S¢ aplica el 1eorema 2 para determi-
nar fr ¥ fgoa. Entonces,

1 Bl klb -
A= (12 pies;l(im pies}(— —"'“))

El
8640 klb- pie’
- El
_f1 A1 , _mtlh-pie)]__ld-ii}klb-pie*"
Fig. 12-28 P a (SLlimﬁg[zflimﬁ}( - | e

{Por qué esos iérminos son negativos? Sustituyendo estos resultados
en la ecuacion 1 se obtiene

A - 8640 kib - pie’ z(lmklhmiﬁj) 5760 klb- pie’
i El El - El

Como los cilculos se hicieron en unidades de kip v pies, entonces

5760 kib - pie’(1728 pulg’/pie’)

€ = 29(10%) kibjpulg?)(125 pulg) " PUIBL  Resp
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632 .« CAPITULD 12 Deflexion de vigas y ejes

12-T6. El gje de acero A-36 de 25 mm de didmetro estd
gostenido en A v B con cojinetes. 5i la tensidn en la banda
de la polea en O es 0,75 kN, determinar la mixima tension
T en la banda de la polea en D), para que la pendiente del
gje en A o en B no sea mayor que 0.02 rad. Los cojinetes
sdlo gjercen reacciones verticales sobre el gje.

12-77. El gje de acero A-36 de 25 mm de didmetro estd
soportado en A v B con cojinetes. 5ila tensitn en la banda
de la polea en O es 0.75 kN, determine [a mixima tension
T de la banda sobre la polea en £, para que la pendiente
del gje en A sea cero, Los cojinetes sdlo ejercen reaccio-
nes verticales sobre el egje.

100 mam )
= 30K} iy ———=— 0 mm —=
| |

12-TR.  Lawiga estd somelida a la carga que se indica. De-
termine ln pendiente en B y la deflexidn en O ET ox cons-
tante.

M,

= '] - b =
Proh, 1378
12-7%. 50 los copnetes en A v F sélo ejercen reacciones

verticales sobre ¢l gje, determing la pendiente en A v la de-
flexidn maixima.

Froh. 12-T9

*12.80. Las dos barras estdn unidas con un pasador en ¥, Die-
terming la pendiente en A vy la deflexadn en . EJ es constante.

P
A i
| B n
PSR N P — 1 e
Prob. 12-80

12-8L.  Unaviga con EJ constante estd apoyada como se ve en
I figura, Fija o la viga en A estd un indicador, sin carga. Tanio la
viga como ¢l indicador estin horizontales, originalmente, cuan-
do no se aplica carga. Determine la distancia entre ¢] extremo
de la viga v la punta del indicador después de que cada uno se
ha desplazado con la carga que se mdica.

15 kM 2 kN

12-82. Las dos barras de acero A-36 tienen 1 pulg de espesor
v 4 pulg de ancho, Estdn disefiadas para funcionar como un
muelle para la mdgquina, que ejerce sobre ellas una fuerza de
dklben A yven B, 5i los soportes sédo epercen fuerzas verticales
sobre las barras, determine ln deflexidn miixima de la barra in-
ferior.

4 ik 4 klb

{11 pulg--== 36 pulg 2 palg—~

PFrob, 12-82



ProsLewas « 633

12-83. Puede ser que algihn dia las vigas hechas de plastico 12-86. Laviga estd sometida ala carga que muestra la fi-
reforzado con fibra reemplacen a muchas de las de acero A-36, gura. Determineg la pendiente en B y la deflexidn en C. Ef
pOfque su peso &5 la cuarta parte de Las de acero, v son resisten- s constante.

tes a la corrosidn. Ulsando la tabla del apéndice B, con oy, = 22
kib/pulg® ¥ fu4s = 12 kib/pulg’, seleccione la viga de acero de
ala ancha mis ligera que sostenga la earga de 5 kib v a conti-
nuacion calcule su deflexidn. [ Cwdl seria la deflexidn mixima
de esta viga 51 estuviera hecha de un plistico reforzado con
fibra de vidrio con Ep = 18(10°) kIb/pulg® ¥ tuviera el mismo
mamento de inerca que la viga de acera?

Skl

Proh. 12-E3 12-87. Las dos barras estdn conectadas con un pasador

en [0 Determine la pendiente en A v la deflexidn en I,
El es constante,

*12-84. Determineg la pendiente en C v la deflexidn en 8. EJ
8 constante.

1=
pal =

Frok, 12-87

12-85.  Un gje de acero A-36 se usa para soportar un 1olor qUE  wy2 g8 Determine la deflexion maxima de la viga. £ es
constanie,

cjerce una carga uniforme de 5 kN/m dentro de la regidn CD
del eje, Determine la pendiente del gje en los cojinetes A v B,
Espe cojinetes silo ejercen repcciones verticales sobre el eje

5 kN/m

LI[:I:Irn'u-I-———- 300 mm —hI:I]u'nTln-I

Proh. 12-83 Prsh. 12-88
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Secoon 12.5 Método de superposicion = 637

Determinar el desplazamiento en el extremo C de la viga empotrada
de la figura 12-31. EJ es constante.

1 m i Im |

Solucién
Al usar la tabla en el apéndice C, para la carga triangular, se ve que la
pendiente y el desplazamiento en el punto B son

_ml? 4 kN/m(10m)® 166,67 kN - m?
24E] 24E] a El

By

~ wgl'  4kN/m(10m)* 133333 kN -m’
Y8 = SEr WE[ El

La regién no cargada BC permanece recta, como se ve en la figura
12-31. Como 8y es pequefio, ¢l desplazamiento en C es

(+1]) U = vg + g (Im)

1333.33kN-m*  166.67 kN -m®
El + El Gm)

1833 kN -m’
T a ¢ o




638 « CAPITULD 12 Deflexion de vigas y ejes

‘ La barra de acero de la figura 12-32a estd apovada en dos resortes,

en sus extremos A v B. Cada resorte tiene una rigidez de & = 15 klb/
pie, v originalmente no esti deformado. 5i la barra se carga con una
fuerza de 3 klb en el punto C, determine el desplazamiento vertical
de ese punto. No tener en cuenta el peso de la barra, y suponer que
E,. = 2910°) kIb/pulg’ e I = 12 pulg".

1kl Solucion
l__JPiﬂ_#, ..mﬁ__l Las reacciones en los extremos A v B se calculan v se muestran en la
B g figura 12-32b. Cada resorte se deforma en una cantidad
k = 15 kb fpie € k= I5kib/pe
{al
——=(L13 i
i (Bah = TSI pie Lo
1klb Pusicion original
i — . _'4% it - &zﬂ_ﬁ? ic
ouh] | § o (81 = 15 Kb/ pie P
f Desplazamizato Si se considera que la barra es rigida, esos desplazamientos la ha-

cen moverse a la posicién que muestra la figura 12-32b. Para este ca-
s0, el desplazamiento vertical en C es

. (ehr = (oa)s + g T wa)s ~ (va]

[3vee——opn——|

= = 0.0667 pic + ;—'[n.un pie — 0.0667 pie] = 0.1111 pie |

Desplazampento di cucrpo deformabds

Se puede calcular el desplazamiento en C causado por la deforma-
cidn de la barra, figura 12-32¢, usando la tabla del apéndice C. En-

Fig. 12-22 woces,

i)

Pah

- A T S
(vch = gy (L = B = @)

3 KIb(3 pies) (6 pies)[(9 pies)’ — (6 pies)’ — (3 pies)’]
6(29(10°)] kib/pulg?(144 pulg®/1 pie?) 12 pulg?(1 pie*/20 736 pulg’ ) (9 pies)

= (L0149 pies |
Sumando los dos componentes de desplazamiento se obtiene

(+]) v = (.1111 pie + 0.0149 pie = 0,126 pie = 1.51 pulg | Resp.




PROBLEMAS

12-89. La viga en voladizo W& x 48 es de acero A-36, ¥ sc
somete a la carga que muestra la figura, Determine la deflexidn
en su extremo A,

10 kil

1% klb-pie
! & pies 6 pies |

Frob, 1I-8%

13-, La viga W12 = 45 simplemente apovada es de acero
A<36, v se sujela a las cargas que muestra la Digura, Determine
I deflexidn en su centro,

12 kb

f————12 pies i 12 pies |

12-91. Lawviga W14 ¥ 43, simplemente apovada, €5 de acero
A-36, v estd sometida a la carga que muestra la figura. Deter-
myine la deflexidn en su centro C.

*12-92. Laviga W14 ¥ 43, simplemente apoyada, ¢s de ace-
ro A-36 v estd sometida & las cargas que muestra la figura, Die-
terming la pendiente en A v en B,

kik

T ][]0

|E

10 pies N4F poess - —

Prohs, 12-9192
12-93. La viga W8 * 24 simplemente apovada, es de acero

A-36, y esti sometida a las cargas que muestra la figura. Calou-
Ie la deflexidn en su centro, O

6 Kl /pie

Froh. 12-93

12-84.  Lawviga sostiene las cargas que muestra la figura, Por
restricciones de codigo, para que un celorraso sea de yeso,
s requicre que la deflexidn méxima no sea mayor que 17360
de ba longitud del claro. Seleccione en el apéndice B 1a viga de
patin ancho. de scero A-36, de menor peso y que satisfaga
este requisito v sostengn con seguridad la carga. El esfuerzo

admisible de flexitn es oy, = 24 kib/ g’.yelu‘.fl_urm cir-
tante admisible es 14, = 14 kib/pulg”. Suponga que A esun
rosdhillo v que B es un pasador,

4 Kb e

1195, La viga simplementie apoyada soporta una carga
uniforme de 2 kib/pie, Por restricciones de oddigo, para que
un cielorraso sea de yeso, se requiere que la deflexidn
midxima no sca mayor que 17360 del cdlaro. Seleccione la viga
de patin ancho, de acero A-36, con ¢l minimo peso gue sa-
Isfaga esle requisilo ¥ que soporte con seguridad a la carga.
El esfuerss flexionante admisible es o, = Eﬂth'gl.llgz vel
esfuerzo cortante admisible es 7, = 14 kib/pulg®. Supon-
g gua A o oun passdor ¥ que B es un soporte de rodilla
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Seccién 12.6  Vigas y ejes estaticamente indeterminados + 641

12-101. La viga de patin ancho es en voladizo, Debido a un 12-102. El marco consiste en dos vigas en voladizo de

error se mstala formando un dngulo & con la vertical. Determi- acero A-36, CD y BA, y una viga OB simplemente apovi-
ae la relacsin de su deflexidn en direccitn x entre su deflexidn da. 5i cada viga es de acero, ¥ su momento de inercia
en direceidn v, en el punto A, cuando en ese punio 2 aplica una respecto al eje principal es [, = 118 pulg®, determine la
carga P. Los momentos de inercia son I, e [, Para la solucidn, deflexidn en el centro 7 de la viga CB.

descomponga P v use ¢l método de la supt}pmlciﬁn. Niwa: el
resultado indica que pueden presentarse prandes deflexiones
laterales (en direccidn x) en vigas angostas con [ << [,, cuan-
o o s inatalan en forma correcta. Para verlo en forma numeé-
rici, calcule las deflexiones en las direcciones x ¥ ¥ para una
viga de acero A-36 W10 % 15, con P = 15kib,#=10Fy L =
12 pies.

15 ki

= Proh, 12-100 Prob, 12-102

12.6 Vigas y ejes estaticamente indeterminados

El andlisis de barras cargadas axialmente v ejes cargados a la torsion, se

ha descrito en las secciones 4.4 y 5.5, respectivamente. En esta seccidn ilus-

traremos un método general para determinar las reacciones en vigas v éjes P

estdticamente indeterminados. En forma especifica, un miembro de cual- /

quier tipo se clasifica como estdticamente indeterminado si la cantidad de ‘

reacciones incognitas es mayor que la cantidad disponible de ecuaciones

de equilibrio. &}
Las reacciones adicionales en los apoyos sobre la viga o eje no se nece-

sitan para manienerlas en equilibrio estable, y se llaman redundantes. La

cantidad de esas redundantes se llama grade de indeterminaciin. Por ejem-

plo, para la viga de la figura 12-33a, i se traza ¢l diagrama de cuerpo li- A,

bre, figura 12-33b, habri cuatro reacciones incognitas en apoyos, y como M

hay disponibles tres ecuaciones de equilibrio para la solucidn, la vigase &

clasifica como estiticamente indeterminada de primer grado. Ya sea A,

B, 0 M, se pueden clasificar como redundantes, porque si cualquiera de (b) B,

esas reacciones se elimina, la viga permanece estable vy en equilibrio (A,

no puede clasificarse como redundante, porque si se quitara, £F, = 0 no Fig. 12-33

quedaria satisfecha). En forma parecida, la viga continua de la figura

12-34a es indeterminada de segundo grado, porque hay cinco reacciones

desconocidas v sdlo hay tres ecuaciones de equilibrio disponibles, figura

12-34b. En este caso, se pueden elegir las dos reacciones redundantes en

apoyosentre A, B, . C, v D,
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PROBLEMAS

12-103. Determine las reacciones en los apovos A v B.v
a continuacidn trace los diagramas de cortante v de mo-
mento Use funciones de discontinuidad. EF es constante.

R T

#*12-104. Determine los reacciones en los apoyos A v [,
¥ a comtinuacion trace los diagramas de cortante v de mio-
mento. EF es constante. No tenga en cuenta el efecto de la

carga axial,

L
=

Proh. 12-104

12-185. Determine las reacciones en los apoyos A y B,y
A continuacidn trace Jos diagramas de cortante v de mo-
mento, El es constante.

Frob, 12-185

12-106. La carga sobre una viga de piso de un avidn se
ve en la figura. Use funciones de discontinuidad v deter-
mine las reacciones en los apovos A v B, v a continuacidn
trace el diagrama de momento para la viga, Es de alumi-
nio v su momento de inercia es / = 320 pulg®.

Prob. 12-10%

12-107, Determine las reacciones en los apoyos A v 8,
EV es constante,

Frob, 12-107



646 « CAPITULD 12 Deflexion de vigas y ejes

#12-108. Use funciones de discontinuidad v determine
las reacciones en los apoyos; después trace los diagramas
de cortante y de momento. EF es constante.

12-111.  Determine los momentos de reaccidn en los apo-
vos A ¥ B, ¥ a continuacion trace los diagramas de cortan-
te v de momento. Resuelva el problema expresando al mo-

mento interno de la viga en funcidn de A, v M. El es
constante.

PFrab. 1X-108

12-109. Use funciones de discontinwidad y determine las
reacciones en los apoyves; después trace los diagramas de
cortante v de momento, EV es constante,

Prab. 12-111

*12-112. Determine los momentos de reaccion en los
apoyos A v B, Ef es constante,

12-11  Laviga tiene £/, constante y estd apoyvada en el
empotramiento en B y en la varilla AC. 5i la varilla tiene
drea transversal A;, v ¢l material tiene middulo de elastic-
dad E;, determine la fuerza en la varilla,

Froh. 12-112
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CAPITULO 12 Deflexidn de vigas y ejes

MM}
o T e m
. | 4
M KM v(m}
( A | | -
5B kMrm et | T Zm 1
—4n
i =58 i
M (kM m]
d kM /m
. b 4
q
A &
EkN-m 2m—
+
+ M EN-m)
: ) 4
( kM-m o{m)
0 kNm 2m——] 3
+
+ SkM MikNm)
SKN 1 l . .
(1 cat T - Fim)
A | =20
20 kN-m dm
Superposicidn de cangas Superposicidn de diagramas de momento

{a)

()

Fig. 12-3%

la carga en cada punto de la viga resultante es igual a la superposicion o
suma de las cargas en las tres vigas separadas. En realidad, la reaccidn de
cortante en el exiremo A es 13 kN, cuando se suman las reacciones en las
vigas separadas, Del mismo modo, ¢l memento interne en cualquier pun-
to de la viga resultante es igual a la suma de los momentos intermos en
cualguier punto de las vigas separadas. Asi, si se trazan los diagramas de
momento para cada viga separada, figura 12-39%h, la superposicidn de esos
diagramas determinard el diagrama de momento para la viga resultante,
que se ve ¢n la parte superior. Por ejemplo, partiendo de cada uno de los
diagramas separados de momento, el momento en el extremo A es M, =
~BkN-m = 30kN-m — 20kN . m = =58 kN - m, como se ve en ¢l dia-
grama de la parte superior. Este ejemplo demuestra que a veces es mis
fécil trazar una serie de diagramas de momento estiticamente equivalentes
para la viga, y mo trazar ¢l diagrama de momentos resultantes, ¢l cual es
miis complicado. Es obvio que el drea v la ubicacion del centroide para
cada parte es mds ficil de determinar que la del centroide del diagrama
resultante.



Secoon 12,8 Vigas v ejes estéticamente indeterminados (método del momento de drea) - 649

M kM-
bl
5 kIN/m
B kMNm kX-m .
{ e{m)
-0 ﬁ- -0
L L. Dingrama de momento resultante
]
n A (kN-m)
an
5 kN /'m
B F
I 12m I
+ M N-m)
m .
"E” 6 12
H ; —y T
—F0 e ——
I 12m |
M M-
+
0 k-
" 6 iz
H} _n:_,_‘*___________'. xim}
=20
F 12m 4
Superposicidin de cargas Superposicion & diagramas Jde momente
Lah i

En forma parecida, también se representa el diagrama de momento re-
sultante para una viga simplemente apoyada usando una superposicion
de diagramas de momento para una serie de vigas simplemente apoya-
das. Por ejemplo, la carga de la viga en la parte superior de la figura
12-40 es equivalente a la suma de las cargas de las vigas abajo de ella. En
consecuencia, se puede usar la suma de los diagramas de momento para
cada una de esas tres cargas, y no el diagrama de momento resultante de
la parte superior de la figura 12-406. Para comprenderlos bien, se deben
verificar estos resultados.

Los ejemplos que siguen también deberfan aclarar algunos de estos pun-
tos, ¢ ilustrar cédmo se usan los teoremas del momento de drea para oble-
ner las reacciones redundantes sobre vigas v ejes estiticamente indeter-
minados. Las soluciones siguen el procedimiento de ansdlisis descrito en
la seccion 12.4.
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Secoon 12,89 Vigas v ejes estaticamente indeterminados (método de la superposiciéng = 653

12.9 Vigas y ejes estaticamente indeterminados (método
de la superposicion)

El método de la superposicidn se usd antes para calcular las cargas redun-
dantes en barras con carga axial v ejes con carga de torsidn. Para aplicar
este método a la solucion de vigas (o ejes) estdticamente indeterminados,
primero es necesario identificar las reacciones redundantes en los apoyos,
como s explicsd en la seccidn 12,6, Al eliminarfas de la viga se obtiene la
llamada viga primaria, que es estdticamente determinada v estable, y sdlo
estd sometida a la carga externa. 5i a esta viga se le agrega una sucesicon
de vigas igualmente apoyadas, cada una cargada con una fuerza redun-
dante separada, entonces, por el principio de la superposicion, se obtiene
la viga cargada real. Por dltimo, para determinar las redundanies, se de-
ben escribir las condiciones de compatibilidad que existen en los apoyos
donde actia cada una de las redundantes. Como las fuerzas redundantes
s determinan en forma directa de esta manera, a este método de andli- I

sis s¢ le llama a veces el mérodo de fuerza. Una vez obtenidas las redun- P

dantes, las demds reacciones de la viga se determinan entonces, con las l‘

tres ecuaciones de equilibrio.

Para aclarar estos conceptos veamos la viga de la figura 12-43g Siseeli- A~ — I
ge la reaccion B, en el apoyo de rodillo como la redundante, la viga pni- . L L E
maria s¢ ve en la figura 12-43b, v la viga con la redundante B, actuando .
sobre ella se ve en la figura 12-43c, El desplazamiento en el rodillo debe Redandenic B, climinads
ser cero, ¥y como ¢l desplazamiento del punto B en la viga primaria es vy, ()

y como B, hace que el punto B se desplace vy hacia arriba, se puede es- + &

cribir como sigue la ecuacidn de compatibilidad en B: _______._—-—-—"‘*'F_# T
Y
(+1) 0= —uy + v "‘r—“‘“‘"‘“_"?'
Se pueden obtener los desplazamientos vy v v’y usando cualquiera de los mé- I B,
todos descritos en las secciones 12.2 a 12.5. En este caso los obtendremos en

forma directa con la tabla del apéndice C. Entonces,

(1]

F
5PL? . _BL A |
T asEr 7 T O3EI J‘-‘r(—}v Lt e
M, S N 1
Sustituyendo lo anterior en la ecuacidn de compatibilidad se obtienen 2 ' 2 15,
i) 16
spL B, L’
0= + =
dRET 3ED Fig. 12-43
5
B, =P

Ahora que ya se conoce B,.. se determinan las reacciones én el muro
con las tres ecuaciones de equilibrio aplicadas a toda la viga. figura 12-434.
Los resultados son

1
A, =10 .-l.\.=]1—6P

3
My = PL
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Determinar las reacciones en el apoyo B de rodillo, en la viga de la fi-
gura 12-46a, v a continuacion trazar los diagramas de cortante v de mo-
mento, Ef es constante.

Solucion .

FPrincipio de superposicidn.  Por inspeccion se ve que la viga es estd-
ticamente indeterminada de primer grado. El soporte de rodillo en 8
s¢ escogerd como la redundante, por lo que B, se determinard en for-
ma directa. Las figuras 12-46b v 12-46¢ muestran la aplicacion del prin-
cipio de la superposicion. En este caso hemos supuesto que B, actia
hacia arriba, en la viga.

Ecuacidn de compartibilidad. Suponiendo que el desplazamiento po-
sitivo es hacia abajo. la ecuacion de compatibilidad en 8 es ik

0

(+1)

Ug — Uy (1)

Los siguientes desplazamientos se obtienen en forma directa en la
tabla del apéndice C. i

sPL’
48E]

oowLt
5 REI

(]

_ 2kib/pie(10 pies)* . 5(8 kIb)(10 pies)’ _ 3333 kib - pie’
- REI 48ET - El

el

L

PLY  B(10 pies)’ 333.3pjm-“ﬂ,,1
lr —1 —

3E] 3Ef El

Se sustituve en la ecuacidn 1 y se despeja como sigue:

3333 33338,
El  EI

=

B, = 10klb Resp,

Ecuaciones de equilibrio, Al usar este resultado y aplicar las tres
ecuaciones de equilibrio, se obtienen los resultados que muestra el
diagrama de cuerpo libre de la viga, en la figura 12-46d. En la figura
12-46¢ se ven los diagramas de cortante y de momento,

1% ki 2 kb pic
Dﬂ%
400 ki pis ——$ pies——S pies

. ! m -
, i H’i’ﬁﬁqﬂwlfw'"

lﬂm 1
Viga real
i
kb
2 1 klb/pae
‘ @ I
: 10 pies 48
Redundante B, eliminsda
+
i
F s
- ]

Silo s aplica la redundante B.'

kit

10 kb
W {klE) (klb)
18
,a - —_ x(puesh
—I0
M (klbpiel
I F 25
f'_,..-l.——-.._____‘_-“_ . rD'ii.‘-ll
Voo
~ 4}
Fig. 12-4&
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CAPITULD 12 Deflexion de vigas y ejes

Wign y vanlla reales
i

' Fac
L F, |,
- r;l 3 acll |ve
& kb
T4
A A !
8
Redundamie Fy,- eliminada Selllo s aplica ln redundante Fgo
(e} if

Solucidn 1l

Principio de superposicidn. Este problema también se puede resol-
ver quitando el soporte articulado en C, manteniendo la varilla fija a
la viga. En este caso, la carga de 8 kib hara que los puntos B v C se des-
placen hacia abajo la misma cantidad v, figura 12-48¢, ya que no exis-
te fuerza en la varilla BC. Cuando se aplica la fuerza redundante Fy,
en el punto C, hace que el extremo C de la varilla se desplace v hacia
arriba, v que el extremo B de la viga se desplace 'y hacia arriba, figu-
ra 12-48f, La diferencia entre esos dos desplazamientos, v, representa
¢l estiramiento de la varilla debido a Fye, por lo que - = uge + vy,
Por consiguiente, de acuerdo con las figuras 12-48d, 12-48¢ y
12-48F, ln compatibilidad del desplarzamienio en el punto £ es

(+]} 0 =95 — (vge + V) (2)
Dee la solucidn | se tiene que
te = vg = 0.1045 pulg |
Ppe = vy = LO16B6F - T
ty = 004181 Fpe 1
Por consiguiente, la ecuacion 2 se transforma en
(+]] 0 = 01045 — (D016B6F g + 004181 Far)

Fae = 1.78 kb Resp.
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12-125. El conjunto consiste en tres vigas simplements
apovadas, para las cuales el lecho bajo de la viga superior
descansa sobre el lecho alto de las dos vigas inferiores. 5i

s aplica una carga uniforme de 3 kN ‘m a la viga superior,
determine las rescciones verticales en cada uno de los apo-
vk EJ es constante,

Prob. 12-115

12-126. Determine las reacciones en A v B Suponga que
el soporte en A silo ejerce un momento sobre la viga.
ETl es constante.

HE=

12-127. Los segmentos de la viga compuesta se enosen-
tran en el centro, donde hay un conlacto hso {rodillo). Die-
termine las reacciones en los apovos empotrados A v B,
cusndo se aplica ln carga P. EJ es constante,

ProgLemas « BE3

*12-128. Cada uno de los dos miembros es de aluminio
G061-TH, ¥ tiene un corte transversal cuadrado de 1 % 1
pulg. Estdn articulados en sus extremos, v entre ellos se
coloca un galo para abrirlas hasta que la fuerza que ejer-
e sobre cada miembro es 500 Ib, Determine La fuerza mi-
xima F que se puede aplicar en el centro del miembro su-
perior sin hacer que hayva Muencia en cualgquiers de los dos
miembros. En el andlisis, no tener en cuenta la fuerza axial
en cada miembro, Suponer que el gato es rigido.

Proh. 1Z-1Z8

12-129.  Lawviga empotrada AR en ambos extremos se re-
fuerza con la viga simplemente apovada COF, y con el ro-
dillo en F, que se ajusta en su lugar justo antes de aplicar
la carga P. Determine las reacciones en los apoyvos, si EJ
€8 constante.

Proh. 12-127
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12-13.  El cje de acero A-36 de 1 pulg de didmetro estd
sostenido por cojinetes rigidos en A v O El cojinete B
descansa en una viga I de acero sencillamente apoyads
que tiene un momento de inercia de [ = 500 pulg?. i
las bandas de la polea cargan 400 |b cada una, determine las
reacciones verticalesen A, By C.

pies
5 piga

3 piies

12-131. Determine Lo fuerzn en el resone. Ef es constan-
te en la viga.

Prob, 12-131

*12-132. Determine la deflexiton en el extremo B de la
barra de acero A-36 empotrada, La rigidez del resorte es
k = 2 N /mm. La solera tiene 5 mm de espesor v 10 mon de
altura, También, trace los diagramas de cortante ¥ de mo-
mento para la barra,

10 mm

12-133.  La viga se hace con un material elistico suave
con X constante. 51 originalmente estd 8 una distancia 4
de la superficie del apovo de su exiremo, determine la dis-
lancia g que descansa sobre ese soporte, cuando se some-
ie a la carga uniforme wy, que es suficientemente grande
COMmo para gue esoe suceda.

Prab. 12-133

12-134.  La viga esti apovada en los soportes atormilla-
dos en sus extremos Cuando hay carga, esos soportcs no
dan una conexitn verdaderamente empotrada, sino que
permiten una pequefia rolackon o antes de funcionar co-
mo empodrados. Determing el momento en las conexio-
ned, ¥ ba deflexion maxima de la viga.
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PROBLEMAS DE REPASO

12-1358.  Elcje sosticne las dos cargas en las poleas, como 12137, Determine la deflexion mixima entre bos sopories
se muestra, Use las funciones de discontinuidad para formu- Ay B. El es constante. Use el método de integracidn.
lar la ecuacidn de la curva eldstica. Los cojinetesen A v B

silo ejercen reacciones werticales sobre el eje. EX es cons-

tante.

,."‘| sz1

. . . 12-138. 5 los cojinetes en A v B sélo cjercen reacciones
*12-136. Determine las ecuaciones de la curva eliistica verticales sobre ¢l eje, determine la pendiente en B, y la

para la I"’iEﬂi usando las mu-r:d:u::h.s x, ¥ 1y Especifique deflexidn en C. EFf es constante. Use los teoremas del mo-
la pendiente en A vy la deflexidn méixima. EJ es constante. b de diea,
Use el méiodo de integracion.
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Las columnas de este edificio se wsan para soportar |a carga del suelo. Los inge-
nieros disehan estos miembros para resistir la posibilidad de pandeo.
(Chris Baker Toay Sumie lrages. )
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CAPITULD 13 Pandeo de columnas

I‘ I}Er
\
i P

Fig. 121

La carga axial mixima que puede soportar una columna cuando esti a
pinto de pandearse se llama carga critfea, P, figura 13-1a. Toda carga
adicional hara que la columna se pandee, v en consecuencia s¢ flexione
lateralmente, como indica la figura 13-1b. Para comprender mejor la na-
turaleza de esta inestabilidad, imaginemos un mecanismo de dos barras,
formado por las barras sin peso, cigidas v articuladas en sus extremaos,
figura 13-2a. Cuando las barras estdn en posicidn vertical, ¢l resorte, que
ticne una rigidez k. no estd deformado, v una fuerza vertical P pegueiia se
aplica sobre un extremo de una de las barras. Se puede romper esta posi-
cion de equilibrio desplarando el pasador en A una pequena cantidad &,
figura 13-2b. Como se ve en ¢l diagrama de cuerpo libre de s articulacion,
cuando se desplazan las barras, figura 13-2c, ¢l resorte producird una fuerza
de restitucidn F = k&, mieatras que la carga aplicada P desarrolla dos
componentes horizontales, P, = Ftan & que tienden a empujar al pasa-
dor (v a las barras) sacandolo mas del equilibrio. Como # es pequedo,
& = L/2) v tan §= @ 5 ve entonces que la fuerza de restinecion del re-
sorie es F = k8L /2, v que la fuerza periurbadora es 2P, = 2P8,

5i la fuerza de restitucidn es mayor que la fuerza de perturbacidn, esto
es, 51 KL 2 = 2PH, entonces, como 8 se simplifica y desaparece, se puede
despejar F, con el resultado

L
P o= n equilibrio estable

Es una condicidn de equilibrio estable, porque la fuerza desarrollada por el
resarte bastaria para restituir a las barras en su posicién vertical. Por otro
lado, 50 k82 <2 2P0, o sea

kil
P 1 equilibrio inestable

entonces el mecanismo estaria en eguilibrio inestable. En otras palabras,
i se aplica esta carga F, v s sucede un ligero desplazamientio en A, ¢l me-
canismo tenderd a salirse del equilibrio ¥ a no ser restituido a sy posicidn
original.



= !
Flani
(&b (1] Ik

Fig. 13-2

El valor intermedio de P, definido con el requisito kL&#/2 = 2P6, s la
carga critica. En este caso

ki F .
P, = : equilibrio indiferente

Esta carga representa un caso del mecanismo que esti en equilibrio neu-
tro o indiferente. Como P, es independienie del (pequeio) desplazamiento
# de las barras, cualquier perturbacion pequefia que reciba el mecanismao
ne hard que salga del equilibrio, ni s restituird a su posicidn original. En
ese caso, las barras permanecerin en la posicion flexionada.

Estos tres estados distintos de equilibrio se representan en forma gri-
fica en la figura 13-3. El punto de transicién en el que la carga es igual al
valor eritico P = P_ e llama punto de bifurcacidn. En ese punto, el me-
canismo estard en equilibrio para cualquier valor pequeito de 8, medido
a la derecha o a la izquierda de la vertical, Fisicamente, P, representa la
carga a la cual el mecanismo estd a punto de pandearse. Es vilido deter-
minar este valor, suponiendo que los desplazamientos son pequefios, co-
mo se hizo aqui; sin embargo, se debe comprender gque P, puede no ser
€l valor méximo de P que puede sostener el mecinismo. En realidad, =i
sobre las barras se pone una carga mavor, &l mecanismo podria tener una
mayor deflexidn antes que el resorte se comprima o alargue lo suficiente
para mantener al mecanismo en equilibrio.

Como el mecanismo de dos barras que acabamos de describir, se pue-
den obtener las cargas criticas de pandeo sobre columnas soportadas en
diversas formas, v ¢l método que se use para hacerlo se explicard en la sec-
cidn siguiente. Aunqgue en el disefo téenico se puede considerar que la
carga critica es la mdxima que puede soportar la columna, se debe tener
en cuenta gue, como el mecanismo de dos barras en la posicidn flexiona-
da o pandeada, en realidad una columna puede soportar una carga ma-

Secodn 131 Carga oritica

P

Equilibria | ,

imesiable

Equilibrioc — | |
neutrg

Exquilibrio

=atahble

T

i ~Punto de bifurcacitn

671




672 = CAPITULO 13 Pandeo de columnas

yor que P, Desaforiunadamente, sin embargo, esa carga podria hacer que
la columna sufricra una deflexion grande, lo que en general no se tolera
en la ingenieria de estructuras o maguinas. Por ejemplo, podrian necesi-
tarse solo unos cuantos newtons de fuerza para pandear una regla de un
metro, pero la carga adicional que puede soportar solo se puede aplicar
después de que la regla experimente una deflexién lateral relativamente
grande.

13.2 Columna ideal con soportes articulados

Algunos miembros articulados gque se
Ll en madguinaria de movimienio de tie-
rras como esie eslabdn oorto, estdn some-
licow @ carpas de compresidn, por b gue
actdan como colurmnas

En esta seccion se determinari la carga critica de pandeo para una colum-
na articulada en sus extremos, como la de la figura 13-4a. La columna que
se examinard es una eofumna ideal. lo que quiere decir que antes de car-
garla es perfectamente recta, ¢s de un material homogéneo, v a la que la
carga s¢ aplica pasando por ¢l centroide de la seccidn transversal. Ade-
mas se supone que ¢l material se comporta en forma linealmente cléisti-
cit, ¥ que la columna se pandea o dobla en un solo plano. En realidad, nunca
s¢ cumplen las columnas de derechura de la columna v de la aplicacidn
de la carga; sin embargo, el andlisis que se hard de una “columna ideal” se
parece al que se usa para analizar columnas inicialmente torcidas, o las
gue tienen una aplicacion excéntrica de la carga. Esos casos més realistas
se describirdn mds adelante en este capitulo.

Ya que una columna ideal es recta, en forma tedrica la carga axial P se
podria aumentar hasta legar a la falla, sea por fractura o por Muencia del
material. Sin embargo, cuando se llega a la carga critica P, la columna
estd a punto de volverse inestable, por lo que una pequeida fuerza lateral
F.figura 13-4b, hard que la columna se quede en la posicidn flexionada al
quitar F, figura 13.4c. Toda pequefia reduccion de carga axial P respecto
a P, permitird que la columna se enderece, v todo aumento pequeo de
P, respecto a P, causard un aumento en la deflexion lateral.

ial ihi (]

Fig. 13-4
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Seccion 13.2 Columna ideal con soportes articulados = 675

También es importante darse cuenta de que una columna se pandea res-
pecto al eje principal del corte transversal que tenga el menor momenio
de imercia (el eje mis débil). Por ejemplo. una columna de seccidn trans-
versal rectangular, como la regla de la figura 13-7, se pandeard respecto
al eje a-a. ¥ no al eje b-b. En consecuencia, los ingenieros suelen tratar de
obtener un equilibrioc manteniendo los momentos de inercia iguales en
iodas direcciones. Entonces, desde el punto de vista geométrico, con fu-
bos redondos se harian unas eolumnas excelentes. También los tubos cua-
drados o las formas que tienen [, = [, se seleccionan con frecuencia para
las columnas. '

Como resumen de la descripeidn anterior, la ecuacidn de pandeo de una
columna larga, esbelta v con extremos articulados se puede reformular

COMO Sigue:
| Fa = 1L {13-5)

.]-'1
v sus términos se definen como sigue:
P, = carga axial critica o méixima sobre la columna, justo antes de que se
comience a pandear. Esta carga no debe hacer que el esfuerzo en
Ia columna sea mayor que el limite de proporcionalidad
E = mddulo de elasticidad del material
I = momento de inercia minimo del drea transversal de la columna
L = longitud no soportada de la columna, cuyos extremos estan articulados
También la ecuacidn 13-5 se puede escribir, para fines de disefio, en una

forma mis (til, expresando [ = Ar®, donde A es el direa transversal v r es
el radio de gire de esa drea transversal. Entonces,

o o TEAT)

—— e

({) 2 T E
Ala  (LfrY

LR

(13-6)

En ella,

i, = esfuerzo critico, que es el esfuerzo promedio en la columna justo
antes de que se pandee. Este esfuerzo es un exfuerzo eldstico ¥ en
CONSECUENCia o, = oy

E = médulo de elasticidad del material

I. = longitud no soportada de la columna, cuyos extremos estdn articu-
lados

r = radio de giro minimo de la columna, caleulado con r = [ (A, siendo [
el momento de inercia minimo del drea transversal A de la columna

La relacién geométrica L /r de la ecuacién 13-6 se llama relacidn de es-

belter. Es una medida de la Mexibilidad de la columna, ¥ como se descri-

bird mds adelante, sirve para clasificar las columnas en largas, intermedias

O cortas.

Fig. 137

Columnas inferiores tipicas de tubo de acero,
para soportar ¢l techo de una congtrucciin de
una soda planta;
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esemeLo [EXR

Un tubo de acero A-36 de 24 pies de longitud, con la seccidn transver- P
sal que se ve en la figura 13-9, s¢ va a usar como columna con extremos
articulados. Determine la carga axial maxima admisible que puede so-
portar la columna sin pandearse.

Solucidn
Se usa la ecuacion 13-5 para obtener la carga critica, con E,. = 2107} ;;.‘-3«;' 75 pulg
kib /pulg®, LnA)
Wy

wEl 24 pocs 3 pulg

L!

w[29010°) kib/pulg2]({ w(3)* — {w(2.75)*) pulg’

[24 pies(2 pulg/pie))*

= 4.5 klb Resp. 4

Esta fuerza causa un esfuerzo promedio de compresidn, en la colum-
na, de

Fam=

o

P 6.5 klb
= _ = 14.3 klb /pulg? Fig- 139
¢ T4 T [w(3)F - w(2.75)) pulg? [pulg

Como o, < ey = 36 klb/pulg?, es adecuado aplicar la ecuacién de Euler,

EI1EmMPLOKE

r....:._
En la figura 13-10 se ve que un perfil W 8 x 31 de acero A-36 se usa

como una columna con extremos articulados. Determine la maAxima

carga axial que puede resistir sin que comience a pandearse y sin que T
haya fluencia en el acero.

Solucidn

En la tabla del apéndice B, se ve que ¢l drea transversal y los momen-
tos de inercia de la columna son A = 9.13 pulg’, I, = 110 pulg* e [, =
37.1 pulg®, Por inspeccidn, el pandeo serd respecto al eje y-v. ; Por qué?
5e aplica la ecuacidn 13-5 y se obliene

wEl _ w[29(10°) klb/pulg® ](37.1 pulg*)
N [12 pies(2 pulg/pie))?

Cuando estd totalmente cargada, el esfuerzo de compresitn promedio Fig. 13-10
en la columna es

= 512 klb

P 512 kb
= — = ——— = 54.1 kIb/pulgz
T =4 T 913 puig? fpule
Como este esfuerzo es mayor que el esfuerzo de Muencia (36 kIb /pulg’),
la carga P se determina mediante compresidn simple:

36 klb fpulg? = —F: P = 329klb Resp.

9.13 pulg*
En la préctica se introduciria un factor de seguridad en esta carga.
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13.3 Columnas con diversos tipos de apoyos

Las columnas tubulares que se usan pa-
m soporiar este tangue eblevado se han
arrioatracs én ires niveles a lo largn de
su longited, para evitar que se pandeen.

En la seccidn 13.2 dedujimos la carga de Euler para una columna que tie-
ne sus extremos articulados, o que tiene libertad de girar en sus extremos,
Sin embargo, con frecuencia las columnas se sujetan de otro modo. Por
ejemple, veamos ¢l caso de una columna empotrada en su base y libre en
su extremo superior, figura 13-11a. La determinacién de 1a carga de pan-
deo para esta columna se apega al mismo procedimiento que el que se usé
con la columna de extremos articulados. De acuerdo con ¢l diagrama de
cuerpo libre, en la figura 13-116, el momento intermo en el tramo arbitra-
rices M = P& — v). En consecuencia. la ecuacion diferencial de la curva
de deflexion es

d*v
dx’
dv PP
dx  El El
A diferencia de la ecuacidn 13-2. esta ecuacidn no es homogénea, debi-

do al término del lado derecho, distinto de cero. La solucidn consiste en
una seluciom complementaria v en una solucion particular; son:

El

= P(§ — v)

i (13-T)

- [P ) ; ( [P )
n= {'IE“(\'IEFI + 5 cos V E;.'I' + 8
Las constantes se determinan con las condiciones en la frontera. Enxy =
). v = (), por lo que Cy = —4& También,

EE = [, uu%dﬂﬁ(,j%:) = C:xllllffitn( 'I'T )

EIMNET”
E." x = 0, dv/dx = ). entonces C; = (. Por consiguiente. la curva de defle-
XN €5
= -E[I - :ns( flz_r)] (13-8)
N El

Como la deflexion en el extremo superior de la columna es &, esto es,
enx = L, v= 8 se requicre que

[F
Ecnﬁi,".l'ﬁ ) = [}
La solucidn trivial & = 0 indica que no hay pandeo, independientemente
de la carga P. En lugar de ello,

[P P nw
{.—L)=0 ' -
“""(‘w‘lm ) e NEhTE
La carga critica minima ocurre cuando i = 1, por lo que
w El
Po=— 2
CARTF (13-9)

Al compararla con la ecuacion 13-5 se ve que una columna con su base
empotrada sélo soportard la cuarta parte de la carga critica que se puede
aplicar a una columna con extremos articulados.
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eseme Lo EX)
P

13

{al

Pamden respecio al eje x-x
(L]

Panden respecto al epe y-v
icl

Fig. 13-13

Lina columna de acero, de perfil W6 > 15, cuenta con 24 pies de longi-
tud, y sus extremos estin empotrados como se ve en la figura 13-13a.
Su capacidad de carga aumenta arriostrindola respecto al eje y-v (el
débil), mediante puntales que se suponen articulados a la mitad de la
altura de la columna. Determine la carga que puede soslener para que no
se pandee ni el material rebase su esfuerzo de fluencia. Suponer que
E,. = 29(10°) kb /pulg® v que oy = 60 kib/pulg”.

Solucidn

El comportamiento de pandeo de la columna serd distinto respecto a
los ejes x ¥ v, debido al arriostramiento. La forma pandeada en cada
uno de estos casos s¢ ve en las figuras 13-136 v 13-13¢. En la figura
13-13b se ve que la longitud efectiva para pandeo respecto al eje x-x es
(KL), = 0.5(24 pies) = 12 pies = 144 pulg, v en la figura 13-13c se ve
que la carga de pandeo respecto al eje y-y es (KL), = 0.7(24 pies /2) =
8.40 pies = 100.8 pulg. Los momentos de inercia de una Wé = 15 se
determinan en la tabla del apéndice B. Son [, = 29.1 pulg e I, =
9.32 pulg®.
5e aplica la ecuacion 13-11, v se obtienen

wEL _ w[29(10°) kib/pulg?|29.1 pulg*

- = 401.7 1
(Fer)s (KLY (144 pulgy 401.7klb (1)
wEl . 219, 4
(Py), = TEL _ w2107 KlojpulgTd 32 pulg” _ 0 ¢y (g
(KLY (1008 pulg)?

Por comparacién, habria pandeo respecto al eje y-y.
El drea transversal es 4.43 pulg’, v entonces el esfuerzo de compre-
sidn promedio en la columna serd

Py _ 2625Kkib

A 443 pulg?

Comao este esfuerzo es menor que el de fluencia, habra pandeo antes
de que hayva Mluencia de material. Asi,

P =263 kb

Nota: segun la ecuacion 13-11, se puede ver que siempre habri pan-
deo respecto al gje de la columna que tenga la mayoer relacidn de
esheltez, va que una relacion de esbeltez grande producird una carga
critica pequefia. Asi, usando los datos de radio de giro en la tabla del apén-

oy ™ = 59.3 kib /pulg?

Resp.

dice B, llegamos a
KL 144 pulg
— | = ——— = 5h.2
( r ), 2.56 pulg
( F[L) 1008 pulg
— | = = 54,0
L 1.46 pulg

Por lo anterior, habrd pandeo respecto al eje y-y, la misma conclusidn
que la que se llegd al comparar las ecuaciones 1 v 2.
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136. Una varilla de paliurelando tene el diagramas de es-
fuerza-delormacion unitana en compresdn que muesira la
figura. 5i la varilla estd articulada en sus extremos v Hene
37 pulg de longitud, determing ¢l didmetro mimimo para
que no falle por pandeo eldstico.

137. Una varilla de poliurétano tiene ¢l diagrama de es-
fuerzo-deformacion unitara en compresidn gue muestra la
figura. 5i estd articulada en su parte superior ¥y empotrada
&0 3 base, v tiene 37 pulg de longitud, determine su did-
metro minimoe para que no falle por pandeo eldstico.

e iklb pulg™

ipull putg)
0 € (pullg pulg

Probs. 13407

*13-8. Una columna de acero A-36 tiene 5 m de longi-
tud, ¥ estd empotrada en ambos extrennos. i 50 corie frims-
versal tiene las dimensiones indicadas, delerming la carga
critica.

10 mm
f
50 mam 10 mm
b
= LK) i —
Prob. 1328

13-4, Unacolomna de acero A-3b tiene 15 pies de long-
e, ¥ eatd articulads en ambos extremos 5i gl corte trans-
versal tiene las dimensiones de la figura, caleule la carga
cTitica,

— -l
+ 05 pulg

0.5 pulg 6 pulg
5 0.5 pulg

Prohs. 1359710

ProgLemas + BB3I

1310 Resuelvael FI'I'IIII‘!IEITIE 139 5 la columbia e&ld em-
potrada en gu extremo inferior ¥ libre en su extrema supe-
TroT,

1311, El dngulo de acero A-36 tiene el drea transversal
A = 248 pulg®, v su radio de giro respecto al eje xesr, =
1.26 pulg; ¥ respecto al eje ¥ es r, = LET9 pulg. El radio de
giro minimo es respecto al eje 7, v vale r, = (64 pulg, 5i
¢l dngulo se va a usar como columna articulada en ambos
extremos, de 10 pies de longitud, caleule la carga axial mid-
wima gue pusde aplicarse pasando por el centroade C, sin
hacer que se pandes «] Angulo,

*1312, Determine la fuerza maxima P que i puede apli-
car al mango para que la varilla de control AR de acero
Adh no se pandes. Bl didimetro de la vanlla es 1.25 pulg,
Estéd articolada en sus dos extremaos

Prob. 13-12



Hidden page



*1320. El tubo de acere A-26 tiene 2 pulg de didmetro
exterior, ¥ (L5 pulg de espesor de pared. 5i se sujeta en su
lugar con wn cable, determine la fuerza honzontal F médx-
ma que puede aplicarse sin que s¢ pandee el tubo. Supon-
gn gue los extremos del tubo son articulados.

13-21. E! tubo de acero A-36 tiene 2 pulg de didmetro
exterior. 51 s sujeta en su lugar con un l.'-rll:!h:.l.ll.‘-'l.-l:'l'lT_:lll‘ll: el
didametro interor requerido en el tubo, cerranda al g pulg,
para gue pueda sopottar una cargs mdxima P = 4 klb sin
gue se pandee ¢l tubo, Suponga que los extremos del tubo

son articulados.

5 piess |

Frobs 13-20721

1322 Sesupone que los miembros de la armadura estén
articulados. El miembro 507 es una varilka de acero A-36,
de 2 pulg de radio. Determing la carga maxima P que
puede resistir la armadura sin hacer que se pandee el
miembro.

1323, Resuelva el problema 13-22, para el caso del
miembro AF, de 2 pulg de radic.

PeosLesaas 685

#1324 La armadura es de barras de acero A-36, cada
una de las cuales es redonda de 1.5 pulg de didmetro. De-
fermine la foerza mdxima P que se puede aplicar sin que
algunce de los miembros se pandee. Los miembros estin
articulados en sus exlremos

1328, La armadura es de barras de pcero A-36, cada una
de las cuales es redonda. 5 o carga ﬂ}'llil.‘a!rlﬂ g5 P = 10 kib,
determine el didmetro del miembro A B, al 7 pulg mds cer-
cand, que evite que se pandee ese micmbro. Los elemen-
o cdtdn articulados en sus extremos,

Prohs. 132425

13-26. Las varillos de controd de una migquina son dos
wirillas de peern L2, BE v FG, cada ana de las cuales tie-
ne 1 pulg de didmetro. 5i un dispositive en O hace gue el
extrema {7 82 agarre ¥ s¢ comporie como artculado, deter-
mine la fuerea homzontal médxima P gue se puede aplicar
@ la manija, sin hacer que se pandee alguna de las dos ba-
rras. Loz miembros estdn articulados en A, B, DL Ey F.
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1327, El varillaje se hace con des varillas redondas de
u:cm,:n-iﬁ. Determine el didmetro de cara varlla, cerran-
do al 3 pulg, que soporte una carga P = 6 kib. Suponga
que las varillas estin articuladas en sus exiremos. Use un
factor de seguridad de 1.8 con respecto al pandeo.

*13-28. El varillaje se hace con dos varillas redondas de
acero A-36. 8i el digmetro de cada una es | pulg, calcule |a
carga mixima que pucden sosiener sin que se pandee al-
guna de las varillas. Suponga que las varillas estén articu-
lndiks € SuS exiremos.

Frobs. 13-I7728

13-29. El marco soporia la carga P = 4 kN En conse-
cuencia, ¢l elemento BC, de acero A-3b, esti sometido a
una carga de compresidn. A causa de sus extremos en hor-
quilla, considere gue los soportes en 8 v O actian comdo pa-
sachores para pandeo respecto ol eje r-x, ¥ como sopories
empodrados para el pandeo respecto al gje v-y. Determine
el factor de seguridad con respecto al pandeo en cada uno
de es08 ejes

13-30. Determine la carga mixima P que soportard el
marco, sin que el miembro BC, de acero A-36, s¢ pandee,
Debido a los extremos de horquilla del miembro, suponga
que los sopories en B y O funcionan como articulaciones
para el pandeo respecto al gje 5-x, ¥ como empotramien-
1os para el pandeo respecto al gje y-y.

13-31. Laviga soporta la carga P = 6 kih. En consecuen-
cia el migmbro BC de acero A-36 esti sometido a una car-
ga de compresitn. Diebido a los extremos en horquilla de
est miembro, suponga que los soportes en By C funcionan
como articulaciones para el pandeo respecto al gje x.x, ¥ co-
mo empotramientos para el pandeo respecto al gje v-y.
Determine el factor de seguridad con respecto al pandeo
en cada uno de esos ejes

*13-32. Determine la cargn méxima P que soportard el
marco sin que el miembro B de acero A-36 se pandee.
Debido a bos extremos de horquilla del miembro, suponga
que los soportes B v O funcionan como articulaciones para
¢l pandeo respecto al ¢je x-x, ¥ como empotramientos
para el pandec respecto al gje y-y,

Frobs, 13-31732

133).  La barra de acero AR del marco estd articulada
en sus extremos. 5i P = 18 kM, determine el factor de se-
guridad por pandeo respecto al gje y-y, debido a la carga
aplicada. E,, = 20 GPa, oy = 360 MPa,

1M, Determine la carga mixima P que puede soportar
] marco sin gque se pandee ¢l miembro A8, Suponga gue
AR g5 de acero, v que estd articulado en sus extremos, pa-
ra pandeo respecto al gje v-v, ¥ que estd empotrado en sus
extremos para pandeo respecto al eje r-x £ = 200 GPa,
ary = 360 MPa,

3wy




13-35. La barra AR, de acero A-36, tiene seccidn trans-
versal cundrada. 5i estd articulada en sus extremos, detier-
mine la cargn mixima admisible F que se puede aplicar
al marco. Use un factor de seguridad 2, con respecto al

pandeo,

*13-38, La barra de scero AR tiene corte transversal rec-
tangular. 5i estd articulada en sus extremos, determine la
mifixima intensilad w admisible, de la carga distribuida que
se pusde aplicar a BC sin hacer que la harra AB se pandee.
Use un fector de segundad por pandeo de 1.5; E,, =
2l GGPa, oy = 360 MPa.

1337, Determine la intensidad méxima admisible w de
la carga distribuida que se puede aplicar al miembro BC
sin causar ¢l pandeo del miembro AB. Suponga que AB es
de acero, y que estd articulado en sus extremos para el pan-
deo respecto al eje r-r, y que estd empotrado en sus ex-
tremos para el pandeo respecto al ¢je v-v, Use un factor
de seguridad 3 respecio al pandeo. E,, = 200 GPa, oy =
350 MPa.

ProsLEmas « 687

13-38. Determine si ¢l marco puede soportar una carga
w = B kN/m s se supone que 3 es el factor de seguridad
por pandeo del miembro AB, Suponga que AB es de ace-
ron ¥ que estd articulado en sus extremos para pandeo
respecto al gje r-x, v empoirado en sus eXIremos para pan-
deo respecto al eje y-y. E,, = 200 GPa. oy = 360 MPa.

Prabe, 13-37/38

133,  La plataforma estd sostenida con las dos columnas
cuadradas de 40 mm por lado. La columma A B esti articulada
en A y empodrada en &, mientras que OO estd articulada en
C oy I3 50 o la plataforma se le impiden los movimientos
laterales, determine el peso maximo de la canga que 52 le
puede aplicar sin gque la plataforma colapse, El centro de
gravedad de la carga estd en d = 2 m, Ambas columnas
won de abelo Douglas

*13=40. La plataforma esti sostenida con las dos columnas
cuihriias de 40 mm por lado. La columma A B estd articulad
en A v empotrada en B, mieniras que CD estd articulada en
C oy I) 50 a la plataforma se le impiden los movimientos
laterales, determine el peso maximo de la cargs que s |e
puede aplicar sin que la plataforma colapse. El centro de
gravedad de la carga, estd en d = 2 m. Ambas columnas
son de abeto Douglas.

4 4m

Froba. 13-3040
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13-41. Laviga estd soportada por las tres varillas de sus-
pensidn articuladas, cada una de las cuales tene 0,5 pulg de
didimetro, ¥ es de acero A-36. Determine la carga méxima
uniforme w que se puede aplicar a la viga, sin hacer que
AB ni CB sc pandeen.

Prob. 13-41

13-42. La varilla es redonda, de acero, de 1 pulg de did-
metro. Calcule la carga critica de pandeo, si los extremaos
estin soportados con rodillos. E,. = 29(10") klb/pulg’,
oy = 50 kb /pulg’.

1343  Para una columna wdeal, como la de la figurs 13-12c,
con ambos extremos empotrados, demuesire que la carga
critica de la columna es P, = 4n°EJ/LE. Sugerencia: debi-
do a la deflexidn vertical de la parte superior de la co-
lumna, s& desarrollard un momento constante M en los
soportes. Demuestre que d vide’ + (P/ENv = M"/El La
solucidn tiene la forma v = O (% FP/ET x) + C; cos-
(VFP/Efx) + M'/F.

13-4, Imagine uns columna ideal come la de la Gigura
13-12d, que tiene un extremo empoirado v el otro articu-
lado. Demuestre gue la carga critica en la columna es
P, = 20.19 Ef/L> Sugerencia: debido a la deflexidn ver-
tical e la parte superior de la columna, se desarrollard un
momento constante M° en el extremo fijo, v se desarrolla-
rin reacciones horizontales R en ambos extremos. Die-
mugsire que dPuide + (P/ENy = (R JETHL — x). La
solucidn tiene la forma v = C, sen(' P/ElL) + O cos-
(% PIE) + (R /P L — x). Despudés de aplicar las con-
diciones en la froniera, demuestre que tan(™ P/EIL) =
SPYETD L. Determine, por tanteos, la minima rafz de la
ecumcon.

13-45. Lacolumna estd soportada en B por un dispositi-
Vo gue no permite la rotacion, pero s permite la flexidn
vertical. Determine la carga critica P ET es constanie.

1346, Lacolumna deal esti sometida a la fuerza Fen su
pante miedio, v a la carga axial P, Determine el momento
maximoe en la codlumna, en su parte media. EF es constan-
te. Sugerencin: plantee la ecuacion diferencial de la defle-
xidin, ecuacidn 13-1. La solucidn general es v = A sen kx +
B cos kx - *x/k* siendo ¢ = F2EL K = P/EL

Fa b=
ra =

Prob. 13-46

1347, La columna ideal tiene un peso w {fuerza longi-
tud} y descansa en la posicién horzontal, cuando s¢ some-
te i la carga axial P, Determine el momento miximo en la
columna, en su punto medio. ET es constante. Sugerencia
plantes la ecuacion diferencial de la deflexidn, ecuacidn
131, con el origen en el punto medio, La solucidn general
cs v = A sen ky + 8 cos kx + (wkPFx® = (wl /P -
(wEl/P*), siendo & = P/EL

Frob. 13-47
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i SEd

ﬁ Es i‘r o — g

dx* El El
Esta ecuacidn se parece a la ecuacion 13-7, y su solucidn general consiste
en las soluciones complementaria v particular, es decir,

P P
v=0_ m.,fﬁ.r + C;m!.,fax — ¢ (13-14)

Para evaluar las constantes debemos aplicar las condiciones en la fron-
tera. Enx=0,v=0,porloque C; = e,yenx = L, v=0,con lo que se
obliene
_ e[l = cos{V P/EI L)]

sen{ V' P/EI L)

Yaquel —cos(VP/EIL)y=2 sen’ (V' P/EIL{2).ysen{~P/E[L) =2
sen(™~' P/ET L /2) cos(™ P/ET L/2), se obtiene

ol {E4)

Por consiguiente, la curva de deflexidn, ecuacidn 13-14, se puede escribir
COmo sigue:

i) [5)  lB) 1]

Deflexion maxima. Debido a la simetria de la carga. en el punto me-
dio de la columna habrin la deflexidon méxima v el esfuerzo méaximoe. En
consecuencia, cuando x = L2, v = 1, v entonces

C

(13-16)

Observe que si e tiende a cero, entonces vy, tiende a cero, Sin embargo,
si los términos entre corchetes tienden a infinito cuando e tiende a cero,
enlonces vy, no lendrd valor cero, Matemiticamente esto representaria
el comporiamiento de una columna cargada en forma axial, en la falla
cuando se somete a la carga critica P Asi, para calcular P, se requiere
que

fal =
Ei2 2
T El
= —L'-i— (13-17)

gue s ¢l mismo resultado determinado con la férmula de Euler, ecuacién
13-5,

51 se grafica la ecuacidn 13-16 en la forma de carga P en funcidn de
la deflexion vy, para diversos valores de la excentricidad e, se obtiene 1a
familia de curvas de la figura 13-16. En este caso la carga critica es una
asintota a cllas, y naturalmente representa el caso no realista de una co-



ruf] Codumna ideal
{peguedias dellexiones)

Comporiaiticnio melisticn

RETEY

Fig. 1316

lumna ideal {¢ = 0). Como se dijo antes, ¢ nunca es cere debido a imper-
fecciones en la forma inicial de la columna, la cual se supone no comple-
tamente recla ¥ 4 la aplicacion de la carga; sin embargo, cuando
e — 0, las curvas tienden al caso ideal. Ademds, esas curvas sdlo son ade-
cuadas para pequefias deflexiones, va que la curvatura se aproximé con
d*u/dx’ cuando se dedujo la ecuacitn 13-16. i se hubiera hecho un and-
lisis mis exacto, todas esas curvas tenderian a voltearse hacia arriba, cor-
tando la recta P = P_, v subiendo mas armiba de ella. Esto, naturalmente,
indica que s& necesila una carga mayor P para crear deflexiones mayores
en las columnas. Sin embargo no hemos descrito este andlisis agui. ya con
mds frecuencia, ¢l disefio de ingenieria restringe las deflexiones de fas co-
lumnas a 1ener valores pequeios

Tambidn se debe hacer notar que las curvas prises de la ligura 13-16 sdlo
s¢ aplican para el comportamiento eldstico lineal del material, Es ¢l casc
81 la columna es larga v esbelia. Sin embargo, 81 ¢ examina una columna
corta o de longitud intermedia, entonces al aumentar la carga aplicada, ter-
minard por causar la fluencia del material v Ia columna comenzard a com-
portarse en forma ineldstica. Ello sucede en el punto A de la curva negra
de la figura 13-16. Al aumentar mds la carga, la curva nunca llega a la
carga critica, v en su bugar llega a un valor mixineo en B, Despuds, se pre-
senta una disminucidn repentina en la capacidad de carga, cuando la co-
lumna se continia flexionando con mayores cargas.

Por dltimo, las curvas grises de la figura 13-16 también muestran que se
prescnta una relacidn no lneal entre la carga P v la deflexidn v En con-
secuencia, no s¢ puede wsar el principio de superposicidn para determinar
la deflexidn tolal de una columna causada por la aplicacion de cargays su-
cesivas. En vez de ello, primero se deben sumar las cargas, v después se
puede determinar la deflexidn correspondiente debida a su resultante.
Desde la perspectiva fisica, la razdn de que no sc puedan superponer las
cargas v las deflexiones sucesivas es que el momento interno de la colum-
na depende tanto de la carga P como de la deffexidn v esto es, M = — P
(e + v),ecuacidn 13-13. En otras palabras, toda deflexidn causada por una
carga componente hace aumentar el momento. Este comportamiento cs
distinto de las Mexiones de vigas, donde la deflexidn real cavsada por la
carga no hace aumentar el momento interno.

13-4

La farmula de la secante

69
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fa)

Esfuerzo
de flexidn

i

Esfuerss
resulianie
{h

Fig. 13-17

La formula de la secante. El esfuerzo miximo en la columna se pue-
de determinar al tener en cuenta que se debe tanto a la carga axial como
al momento, figura 13-172. El momento maximo estd en el punto medio
de la columna, ¥ de acuerdo con las ecuaciones 13-13 y 13-16. su magni-
tud es

M= |Pe+ vl M= Pe m(,u."g %) 13-18

Como se ve ¢n la figura 13-17h, el esfuerzo miximo en la columna es de
compresidn, ¥ su valor es

P Me _ P Pe [P L)
Como el radio de giro se define como r* = /A, la ecuacion anterior se
puede escribir en una forma lamada fdrmula de la secante:

L ®
Fonis, = E[I + f_—‘;m( .' )] 13-19

B VEA
En ella,

T = E5fuerzo eldsiico maximo en la columna, que se presenta en el
lado interno concavo, en el punto medio de |a columna. Este
esfuerzo es de compresion

P = carga vertical aplicada a la columna. P < P, a menos que e
= (x en ese caso, P = P, (ecuacion 13-5)

¢ = gxcentricidad de la carga P, medida desde el eje neutro del
drea transversal de la columna hasta la linea de accidn de P

¢ = distancia del ¢je neutro a la fibra externa de la columna, don-
de se desarrolla el esfuerze miximo de compresion, og,

A = direa transversal de la columna

L = longitud no arriostrada de la columna en ef plano de Texicon.
Para soportes distinios de las articulaciones, se deberd usar la
longitud efectiva L. Vea la figura 13-12

FE = mddulo de elasticidad del material

r= radio de giro, r = % IJA, donde [ se calcula respecio al eje
neutro, o de flexion

Al igual que la ecuacion 13-16, la 13-19 indica que hay una relacidn no
lineal entre la carga y el esfuerzo. Por consiguiente no se aplica el princi-
pio de superposicion ¥ en consecuencia se deben sumar las cargas anfes
de determinar el esfuerzo. Ademis, debido a esta relacidn no lineal, todo
factor de seguridad que se use para fines de diseho, se aplica a la carga, y
no al esfuerzo.

Para determinado valor de oy, se pueden trazar grificas de la ecua-
cidn 13-19, como KL /r en funcidon de P /A, para diversos valores de la
relacicn de excenrricidad ec /. En la figura 13-18 se ve un conjunto espe-
cifico de grificas para un acero de grado estructural, A-36, cuyo punto de
fluencia es oy, = @y = 36 kib/pulg’. v un madulo de elasticidad £, =
2010 kib/pulg’. En ella, la abscisa v la ordenada representan la relacidn
de esheltez KL /r v el esfuerzo promedio P/A, respectivamente. Observe



que cuando £ — 0, o cuando ec /¥ — 0, con la ecuacidn 13-19 se obtiene
Tax = P /A, siendo P la carga critica de la columna, definida con la férmu-
la de Euler. Esto da como resultado la ecuacién 13-6, que se ha graficado
en la figura 13-8, y repetido en la figura 13-18. Como las ecuaciones 13-6
¥ 13-19 sdlo son vilidas para cargas eldsticas, los esfuerzos de la figura 13-
18 no pueden ser mayores que oy = 36 klb/pulg’, que en la figura se in-
dica con la linea horizontal.

Las curvas de la figura 13-18 indican que las diferencias en la relacion
de excentricidad tienen un efecto marcado sobre la capacidad de carga de
columnas con pequefias relaciones de esbeliez. Por otra parte, las que tie-
nen grandes relaciones de esbeliez tienden a fallar en la carga critica de
Euler, o cerca de ella, independientemente de la relacidn de esbeltez. Al
usar la ecuacion 13-19 para disefio es importante, en consecuencia, tener
un valor algo exacto de la relacidn de excentricidad para las columnas de
menor longitud.

Disefio. Una vez determinada la relacidn de excentricidad, se pueden
sustituir los datos de 1a columna en la ecuacidn 13-19. 8i se elige un valor
Tmix = oy |2 carga Py correspondiente se determina con un procedimien-
10 por lanieos, va gque la ecuacion es trascendente v no se puede despejar
Py en forma explicita. Como avuda de disefio se pueden usar programas
de cédmputo o gréificas, como la de la figura 13-18, para determinar Py en
forma directa.

Téngase en cuenta que Py es la carga que hard que la columna desarro-
lle un esfuerzo miximo de compresion oy en sus fibras internas. Debido
a la aphicacidn excénirica de Py, e5ta carga siempre serd menor que la car-
ga critica P, determinada con la fdrmula de Euler, que supone, en forma
no realista, que la columna tiene carga axial. Una vez obtenida Py, se pue-
de aplicar entonces un factor de seguridad adecuado para especificar la
carga segura de la columna,

13-4 La fdrmula de la secante « 693
_P‘ -
4 Dkl fpuilg)
ETi]s 5
6 o
L Zai h"-.
k1] L. 1
oS %, Farmika de Euler,
Y pouncin 136
RLITS 1.0 ;ﬁ- ]
i I s
s e o %H
i R 1)
1] IV |50 T

Acero esiructarnl A
E_ =19 (1) kib/pulg. &, = 36 ki pulg?

Fig. 13-18
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La columna de acero de la figura 13-19 se supone articulada en sus ex-
tremos superior ¢ inferior. Determine la carga excéntrica admisible P
que puede aplicarse. También, Jcudl es la deflexidén méxima de la co-
lumna, debido a esa carga? Debido a arriostramientos, suponer que no
hay pandeo respecto al eje v. Suponer que E,. = 29(10%) kb ,/pulg®,
oy = 36 I‘.lh,."pulgz.

15 pies

Fig. 13-19

Solucion
Se calculan las propiedades geométricas necesanas, como sigue:

1
Iy = ii{z pulg)(6 pulg)’ = 36 pulg*

A = (2 pulg)(6 pulg) = 12 pulg®

ﬁ 4
ry = #'3 PUIE " _ 233 pulg

12 pulg’
¢ =1 pulg
KL = 1(15 pies)(12 pulg /pic) = 180 pulg
KL _ IHIJEE = 104

Fy 1.732 pulg




secoon 2.2 Deformacidn wnitaria « 695

Como las curvas de la hgura 13-18b corresponden a £, = 29(10%) TP”‘" fpulgy

klb/pulg®, ¥ oy = 36 kib/pulg’, se pueden usar para determinar el va-

lor de P /A, evitando asi resolver |a fdrmula de la secante por tanteos En \

este problema KL r, = 104. 5 se usa la curva definida por la relacion ag

de excentricidad ec/ = 1 pulg(3 pulg)/(1.732 pulg)® =1,se llegaa [~ *" h
' H’“ \ Fécanils de Eiler,
- m-um.‘u'-n 134

L0 a0
i = 12 kib/pulg? I — \\X‘“ R

P = (12 kib/pulg?)(12 pulg’) = 144 kIb Resp, 0\t AL
Al exlf leinl A6
£, =191 1) kb /pulg?. &= 5 KIb/pulg?

Este valor se puede comprobar, demostrando gue satisface la fdrmu- Fig. 1318
la de la secante, ecuacidn 13-19

Tnde = f[I + E"iﬂ.(£ III'E)'-
A o 2rVEAS

144 klb I®0pulg [ 13kib }
L - 1+l ( | o
12 pu |E. [ (1) se 2{1.732 pulg) ¥ 29010} kb /pulg?( 12 pulg®) ‘

36 2 12[1 + sec (10570 rad)]
36 L 12(1 + sec 60.56%)

36 = 364

La deflexiin mdxima s¢ presenta en el centro de la columna, donde
Fmgn = 36 kIb /pulg’. Se aplica la ecuacidn 13-16 como sigue:

. = | ( ij_) —_ I-
i = €506 | \[ 575 |
f 144 kI IEﬂpu!g) ]
= 1 pul ( ]
P g[“’“’ \ 29(10%) kib/pulg? (36 pulg’} 2

1 pulg[sec 1.057 rad — 1]
o | pulg[sec 6.56° = 1]

103 pulg Resp
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*13.5 Pandeo inelastico

En la prictica de la ingenieria, en general se clasifican las columnas de
acuerdo con las clases de esfuerzos que se desarrollan dentro de ellas en
¢l momento en que fallan. Las colwmmnas largas v esheltas se volverdn ines-
tables cuando el esfuerzo de compresion permanezca eldstico. La falla que
s¢ presenta se llama inestabilidad efdsiica, Las columnas intermedios
fallan por inestabilidad ineldstica, que quiere decir que el esfuerzo de com-
pr:s.ifm en el momento de la falla es mavor que el limite de proporciona-
lidad del material. Y las columnas cortas, que a veces s¢ [laman postes, no
s¢ vuelven inestables; mids bien ¢l material sdlo Nuye o se fraciura,

Para aplicar la ecuacidn de Euler se requiere que el esfuerzo en la co-
lumna permaneaca menor que ¢l punto de fluencia del material (en rea-
lidad, que el limie de proporconalidad) cuando la columna se pandee,
por lo que esta ecuacion sdlo se aplica a columnas largas. Sin embargo,. en
la préctica se selecciona la mayor parte de las columnas para que tengan
longitudes intermedias. El comportamiento de esas columnas se puede
estudiar modificando la ecuacién de Euler para que se pueda aplicar al
pandeo inelistico. Para indicar cdmo se puede hacer eso, imagine que el
material tiene un diagrama de esfuerzo-deformacion unitaria como el que
muestra la figura 13-21a. En ella, el limite de proporcionalidad es oy, v
el médulo de elasticidad, o pendiente de la linea AR, es E. En la fipura
13-21b se ve una grifica de la hipérbola de Euler, figura 13-8, Esia ecua-
cidn es vilida para una columna con relacion de esbeltez tan pequefa
como (KL r),, ya que en este punto el esfuerzo axial en la columna se
vuelve o, = o

Si la columna tiene una relacion de esbeltez menor que (KL jr)op el es-
fuerzo critico en la columna debe ser mayor que oy Por ejemplo, supon-
g4 que una columna tiene una relacion de esbeltez (KL rhy < (KL fria. ¥
que el esfuerzo critico correspondiente es oy, = oy, necesario para causar
inestabilidad. Cuando la columna estd a punito de pandearse, el cambio de
deformacidn unitaria que sucede én la columna estd dentro de una dis-
tancia pegueia de, por lo que el mddulo de elasticidad o la nigidez del ma-
terial se pueden suponer iguales al madulo tangente E que se define co-
mo la pendiente del diagrama o — € en el punto 0, figura 13-21a. En otras
palabras, en el momento de la falla, la columna se comporta como si fue-
ra de un material de menor rigidez que cuando se componta en forma elisti-
ca E < E,

) Fig. 1321

El brazo de la grda (allsé por el pandeo
que e causd una sobrecarga. Observe la
regein de aplastamiento localizado,
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13-54, La columna Wi0 = 30 de scero estructural A-36
estd articulada en sus extremos supenior e inferor. 51 estd
someticla a la carga excéntrica de £5 kib, determine el fac-
tor de seguridad con respecto a la fluencia.

13-55 La columna W10 = 30 de acero estructural A-36
cstd cnypotrada en su extremo inferior v libre en su extremo
superior, 51 se¢ somele a la carga excéntrica de 35 kb, de-
termine s la columna falla por Auencia. Estd arriostrada
para que no s¢ pandee respecto al eje y-y.

B gt
¥

x

640 kib-pulg

Biklb Frobs, 13-5455

#1356, Una columna W12 x 26 de acero estructural A-
36 csta empoirada en sus extremas, v au longitud es L = 23
pies. Determine la carga excéntrica mdxima P que se le
pucde aplicar para que no se¢ pandee ni tenga fluencia.
Compare este valor con una carga axial critica P aplicada
pasando por su centroide, :

13-57. Unacolumna W14 » 30 de acero estructural A-36
esti empodrada en sus extremos, v su lomgited es [ = H)
pies. Dietermine la carga excéntrica méxima P gque se le
puede aplicar para que no se pandee ni tenga Muencia.
Compare este valor con el de una carga axial critica P apli-
cada pasando por su centrodide.

6 palg

ProsLemas  « 701

13-58. Resuelva el problema 13-57, 5i la columna estd
empoirada en su base y libre en su extremo superior,

13-59. Lacolumna de madera estd empotrada en su ba-
se, ¥ se puede suponer que estd articulada en sy extremo
superior. Determine la carga excénirica P midxima que se
le puede aplicar sin que se pandee ni tenga fluencia. £, =
LB(10P) klb /pulg’, oy = 8 kib/ puly’.

*13-60. La columna de madera que estd empotrada en
su base, ¥ se puede suponer que empotrada en su extremo
superior, Determine la carga excéntrica P mixima que se
le puede aplicar sin que s¢ pandee ni tenga Nuencia, B,y =
LE(107) kb /pulg?®, ory = 8 ki /pulg’.

Probs. 13-59/60

13<61. La columna de aluminio tiene el corte transver-
sal que s ve en la figura. 5i estd empoirada en su base v
libre en su extremo supenior, calcule la fuerza mdxima P
que s¢ puede aplicar en A sin causar pandeo ni fluencia.
Use un factor de seguridad de 3 con respecto a pandeo y
también para fluencia, Ey = 70 GPa, ey = 95 MFPa.

5 mm
1 ey
xzﬁ«_+1{.m
Sm
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1362  Un miembroWi0 x 15 de acero estructural A-36
se usa como columna empotrada. Determine la carga ex-
céntrica maxima F que se puede aplicar sin que se pandee
ni tenga fluencia. Compare este valor con ¢l de una carga
critica axial P aplicada pasando por ¢l centroide de la co-

1363, Resuelva el problema 13-62, con la columna articu-

lada en sus extremos

*13-64. Resuelva el problema 13-62, con la columna em-
potroda en su base y articulada en su extremo superior,

E pulg

Prabes, 1L3-6Z%304 P

13-68. Lacolumna Wid x 53 de acero estructural A-36
estd empotrada en su base v es libre en su extremo supe-
rior. Si P = 75 kib, determine la deflexidn lateral de su ex-
tremio superior, v &l esfuerzo médximo en la colummna,

13-66. La columna de acero Wild = 531 axid l:mpn!m.d.n
en su base y es libre en su extremo superior. Determine la
carga excéninca M mixima que pueds soportar sin pan-
dearse ni tener fluencia. £, = 29(10°) kib/pulg?®, oy =
50 kib /pulg’.

1o r

13-67. Sesupone que la columna W10 = 45 de acero es-
tructural A-36 estd articulada en sU eXtremo sUperior ¥
empaotrada en su base. 5i se aplica la carga de 12 klb a una
distancia excénirica de 8 pulg, calcule ¢l esfuerzo miximo
en la columna.

*1R68. 5S¢ supone que la columna W10 = 45 de acero es-
tructural A-36 estd empotrada en sus extremos supenor ¢
inferior. 5i se aplica la carga de 12 kib a una distancia excén-
irica de B pulg, caleule el esfuerzo méximo en la columna.

Frobs. 13-67/68

13-6%, Labarra de aluminio estd empotrada cn su base y
es libre en su extremo superion, 5i se aplica la carga excén-
irica P = 20 kM, calcule la méxima longitud admisible L
que puede tener para que no se pandee ni tenga fluencia.
£y = 72 GPa, oy = 410 MPa.

1370, La barra de aluminio cstd empotrada en su base y
tiene libre su extremo superior. $i su longitud es L = 2m,
calcule ka carga miasima admisable P que se le puede aplicar
sin que se pandee ni tenga Muencia. También determine la
miixima deflexidn lteral de la barra, debido a la carga. £, =
72 GiPa, oy = 410 MPa.

5 mam =

EHE Fnim




13-T1. Trace la curva de panden, F/A en funcion de L,
para una columna cuya curva bilineal de esfuerso-delor-

mACIn umilaTa en compresion s& ve en la Digura,

o kbb pulg)

,_
[

D00z 0.008 €\pulg/palgh

Froh. 1871

*13-TL Trace la curva de panden, P/A en funcidn de Lr,
para una columna que tiene su curva bilineal de esfuerzo-
deformacidin unitaria en compresidn que s¢ ve en la fi-
BUrH.

o (kb pulg Ty

m ————

o

Edpulg Fulgh

Prosusmies « 103

1373 Una columna de longitnd intermedia se pandea
cuando la resistencia a la compresidn es 40 kb /pulg’. Sila
relacidn Jde eshelier es 60, defermine el mddulo angente,

1374, El diagrama esfuerso-deformaciin de un material
s puede aproximar con los dos segmentos de recta de la
figara. 5i una barra d¢ 80 mm de didmetro y 1.5 m de lon-
gitud se fabrica con este material, determine la carga cri-
nica cuando los extremos estin articulados. Suponga que la
carga actia por €] eje de la barra. Use la ecuacitn de En-
BESEET.

1375 El diagrama esfucrzo-deformeacidn de un material
se puede apromimar con los dos segmentos de recta de la
figura, 51 una barra de 8 mm de didgmetro v 1.5 m de lon-
gitud sc fabrica con este material, determine la carga cri-
tica cuando los extremos estin empotrados Supongs que
la carga actda por el gje de la barra. Use la ecuaciin de
Engesser,

#1376 El diagrama esfuerzo-deformackin de un material
se puede aprocimar con los dos sepmenios de recia de la
figura. 5i una barra de 83 mm de diimetro ¥ 1.5 m de longl-
tud se fabrica con este material. determine la cargs critica
cupndo un extremo estd articulado y el otro estd fijo. Su-
ponga gue 1a carga acida por el eje de la barra. Use la ecua-
cidim de Engesser.

o | MPaj

550 - —

0001 0007 ¢ {mm, /]
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CAPITULO 13 Pandeo de columnas

*13.6 Diseno de columnas para carga concéntrica

Estas codumnas largas no armosiradas =
madera s¢ usan para soportar ¢l techo
e esla comslreccidn.

La teoria que hemos presentado hasta agui se aplica a columnas que son
perfectamente rectas, gue estdn hechas con un material homogéneo v que
al principio no tenen esfuerzos. Hablando en términos practicos, como ya
s¢ ha dicho, las columnas no son perfectamente rectas v la mayor parte
tiene esfuerzos residuales en ellas, debido mis que nada al enfriamiento
no uniforme durante su fabricacion. También, los soportes de las colum-
nas 0N MENos que exactos, y los puntos de aplicacion v las direcciones de
las cargas no se conocen con certeza absoluta. Para compensar estos efec-
tos, que en realidad varian de una a otra columna, muchos codigos de di-
sefio especifican el use de formulas empiricas para columnas. Al hacer
muchas pruebas experimentales con una gran cantidad de columnas con
carga axial, se pueden graficar los resultados y se puede desarrollar una
farmula de disefio por ajuste del promedio de los datos con una curva.

Un gjemplo de esas pruchas, para columnas de acero de patin ancho, se
ve en la figura 13-23. Observe la semejanza entre estos resultados v los de
la familia de curvas determinada con la formula de la secante, figura
13-18b. La razdn de esta semejanza tiene gue ver con la influencia de una
relacidn de excentricidad “accidental” sobre la resistencia de la columna.
Como se dijo en la seccidn 13.4, esta relacion tiene mds efectos sobre la
resistencia de las columnas cortas v de longitud intermedia, que sobre las
largas. Las pruebas indican que ec/rt puede ir de 0.1 a (L6 para la mavor
parte de las columnas con carga axial.

Para tener en cuenta ¢l comportamiento de columnas de distinias lon-

gitudes, los codigos de disefio suelen especificar varias férmulas que se
ajustan mejor & los datos para los intervalos de columna corta, interme-

dia y larga, Por consiguiente, cada formula sélo se aplicard en un infervalo
especifico de relaciones de esbeltez, por o que e importanie que ¢l inge-
niero tenga en cuenta, con cuidado, los limites de KL /r para los que de-
terminada fdrmula es vilida. Ahora se presentardan ejemplos de férmulas
de disefio para columnas de acero, aluminio v madera, que hoy se usan,
El objetivo es dar alguna idea de la forma en que se disefian las columnas
en la practica. Sin embargo, estas formulas no se deben usar para ¢l dise-
fie de columnas reales, a menos que se consulte el cidigo que se mencione
en cada caso.

“r Yy~ Farmula de Euler,

- Y Y ecuscidm 1346

Columna cons Columns miermeba  Columna larga

Fig. 13.23
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Secoon 13,6 Disefio de columnias para canga concéninica

eseme Lo EX)

La barra de acero de la figura 13-28 se va a usar para sostener una car-
ga axial de 18 kb, i E,. = 29(10) ]-:]I:r,s'|:|ulg2 ¥ oy = 500 klh.Fpng!, de-
terming ¢l didimetro minimo de la barra, como indica ln especificacion
del AISC. La barra estd empotrada en ambos extremos.

of

. s

-,

T e v e [ PR = e e

Fig. 13-28

Solucién
Fara una seccidn transversal circular, el radio de giro es

_ [T _ [0pedzy _d
"TNATN (e 4

Se aplica la ecuacion 13-22 como sigue:

KLY _ [eE  [207[29(10°) kib/pulg?]
(T)f B ‘ﬁ.l'lr Ty ‘J Bbpulgz

Como se desconoce el radio de gire de la barra, se desconoce KL fr. v
en consecuencia se debe decidir si wsar la ecuacion 13-21 o la 13-23, In-
tentaremos con la ecuscion 13-21. Para una columna con extremos em-
potrados, K = (L5, asi que

I 125 E
Wm T a3 K L)
18kib 12 [29( 10"} klb/pulg’]
(1/4)wd®  23[0.5(15 pies){12 pulg/pie)(d/4)]

12'32 = 1.1524%

d = 111 pulg

Llsar
d =225 pulg = Iipulg Resp.

Para este disefio debemos verificar los limites de relacion de esbeliez,
e5 decir,

KL _05(15)(12) _
r (2.25/4)

Como TOT0 < 160 < 200, es adecuado usar la ecuacion 13-21.
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CAPITULD 13 Pandeo de columnas

Una barra de 30 pulg de longitud se usa para soportar una carga axial
de compresion de 12 klb, figura 13-29. Estd articulada en sus extremos,
y £s de aleacidn de aluminio 2014-T6. Determine las dimensiones de
su drea transversal, si su ancho debe ser dos veces su espesor.

Solucidn

Como KI. = 30 pulg es igual para ¢l pandeo respecto al eje x-x v al gje
y=v, se determina la madxima relacidn de esbeliez a partir del radio de
giro minimo, es decir, usando foy, = 1

KL KL 1(30) _ 1039

= - (1)
o NLJA L V(I12)26(b)3/[26(8)] B

En este caso debemos aplicar la ecuacion 13-24,1a 13-25 o la 13-26. En
vista de que todavia no conocemos la relacidn de esheltez, comenzare-
muos usando la ecuacion 13-24.

E = 28 kb /pulg?
12 klb
— = 28 kib/pulg’
2h(h) {pulg
b = 0.463 pulg

Se verifica la relacidn de esbeltez como sigue;

KL 1039
T = —— =205 =12

Probaremos con la ecuacion 13-26, vilida para KL /r = 55:

P 54000 klb/pulg?
A (KLjrF
12 54.000
Wib) ~ (103.9/b)
b = 1.05 pulg Resp,

De la ecuacion 1
KL _ 103.9

; L5 =993 > 55 OK

Nota: seria satisfaclorio especificar la seccion transversal con dimen-
siones | pulg ® 2 pulg,
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PropiEmas = T13

13-90, La varilla de 1 pulg de didmetro s¢ usa para so- 1393,  Elwbo cuadrado tiene paredes de 0.5 pulg de es-

portar una carga axial de 5 klb, Calcule su longitud mdsa- pesor, ¥ s de aleacion de aluminio 2014-T6; estd empo-
ma admisible L, 5 es de aluminio 2014-Th. Suponga que oz trado en sus extremos Determine la carga axial mixima
extremos estdn articulados que pucde soportar,
13-91. La varilla de 1 pulg de didmetro sc usa para so- 1304 Elubo cuadrado tiene paredes de 0.5 pulg de es-
portar una cargn axial de 5 klb, Calcule su longitud miix- pesor, ¥ s de aleacidn de aluminio 2014-T6; estd empo-
ma admisible L, 5 es de aluminio 2014-T6, Suponga que los trado en su extremo inferior vy articulado en su extremo
exiremos estdn empoirados. superior, Determine |a carga axial mixima que puede so-
prorLat.
ki
| palg |r
L
|
A
5kl
Frobs, 13=tHY1

*13-92. El tubo cuadrado tiene paredes de 005 pulg de
espesor, ¥ 25 de aleacidn de aluminio 2004-T6; estd articu-

lado en sus extremos. Determine la carga axial méxima 1395 Lahares ot de aleacidn de alumminio 2014-T6. Calea-
el L le su espesor b, 51 su ancho es 156, Suponga gue esti ar-
ticulivda en sus extremaos.

RO b
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CAPITULO 13 Pandeo de columnas

*13.7 Disefo de columnas por carga excéntrica

‘]

{ap

v
bk

Fig 1331

En ocasiones, se puede necesitar que una columna soporie una carga que
actie va sea en su orilla, o sobre un soporte angular fijo a su orilla, como
el que se ve en la figura 13-31a. El momento de flexidon M = Pe, debido a
la carga excéntrica, s¢ debe tener en cuenta al disefiar la columna. Hay
varias formas aceptables para hacerlo, en la prictica de la ingenieria, Aqui
describiremos dos de los métodos mis comunes.

Uso de las férmulas disponibles para columnas. La distribucidn de
esfuerzos que actdan sobre el drea transversal de la columna se ve en la
figura 13-31a, y se determina a partir tanto de la fuerza axial P como del
momento de flexion M = Pe. En particular, el esfuerzo méiximo de com-
Presion es

L Me
!

= | o

O rix = (13-30)

Lin perfil tpico de esfuerzos se ve en la figura 13-315. 51 en lorma conser-
vadora se supone que toda la seccidn transversal estd sometida al esfuer-
z0 uniforme o, determinado con la ecuacidn 13-30, entonces se pueden
COMPATAT Tz ¥ Faegms GU& 23 determinado usando las formulas de la sec-
cidim 13.6. El edleulo de gy, 56 suele hacer usando la relacion de esbeltez
mgxima para la columna, independientemente del eje respecto al cual se
presenta la flexidn, Este requisito se especifica normalmente en los cédi-
gos de disefio, v en la mavor parte de los casos lleva a un disefio conser-
vador. Si

Tmix = Faam

entonces la columna pucde soportar la carga especificada. Si no es vilida
esta desigualdad, se debe aumentar ¢l drea A de la columna y se deben
caleular nuevaos oy ¥ oy, Este método de cdleulo es de aplicacion bas-
tante sencilla, ¥ funciona bien con columnas cortas o de longitud interme-
Formula de interaccién. Cuando se disefia una columna cargada en
forma excéntrica es preferible ver como inferacnian las cargas de flexidn
y axial, para poder alcanzar un balance entre estos dos efectos. Para ha-
cerlo se tendrdn en cuenta las contribuciones separadas al drea total de la
columna aportadas por la fuerza axial y por ¢l momento. Si el esfuerzo

admisible para la carga axial es (o7, ),4n. €ntonces el drea requerida para
que la columna soporte la carga P es

B

- fu.'.r}ldrn

De igual manera, si el esfuerzo admisible de flexidn es (o ),4m. €nton-
ces, como [ = Ar, el direa que requiere la columna para soportar el

momento de excentricidad se determina con la formula de la Aexion, es
decir,
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lllllrl.l:lm

La columna de la figura 13-32 es de aleacidn de aluminio 2014-Th, v se
usa para soportar una carga excéntrica P Determinar la magnitud de
P que puede soportar, si la columna estd empotrada en su base y libre
en su extremo superior. Usar la ecuacion 13-3(0,

P
2pulg . " palg
~-L

2
"
d

pulg

Fig. 13-32

Solucidn

De la figura 13-12b, K = 2. La mixima relacidn de esbeltez para la co-
lumna es, entonces,

KL . _2(80 pulg) =277.1
r o V(1/12)(4 pulg)(2 pulg)’]/[(2 pulg)4 pulg]

Por inspeccion, se ve que se debe usar la ecuaciém 13-26 (277.1 = 55).
Asl,

_ 54000 kib/pulg? _ 54 D00 kib,pulg?
(KL/rY? (2771

El esfuerzo miximo real de compresidn en la columna se determina
con la combinacidn de carga axial y de flexion, Entonces,

F o = 0,703 klb/pulg?

P (Pe)c
_ P i Pl pulg)iZ pulg)

2 pulg(4 pulg)  (1/12)(2 pulg)(4 pulg)’
= 0.3125P

Suponiendo que este esfuerzo es uniforme ¢n toda la seccidn transver-
sal, y no sdlo en el limite exterior, s réquiere que

T piiern = T s 0,703 = D.3125F
F = 2.25klb Resp.
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PROBLEMAS

13106, LUna columna de 16 pies de longitud es de alea-
cidm de aluminio 2014-Th. Estd empotrada en sus extremos
superior ¢ inferior, v se aplica una carga de compresitn P
en &l punto A. Calcular la magnitud méixima admisible de
P, usando las ecuaciones de la seccidn 136 v la ecuacidn
13-30.

13-107. Una columna de 16 pies de longitud es de alea-
cidn de aluminio 2004-T6, Estd empotrada en sus extremos
superior ¢ inferior. v se aplica una carga de compresidn P
en el punto A, Calcular I magnitud mixima admizible de
P, usando las ecuaciones de la seccidn 13.6 v la fdrmula
de interaccidn con (), = 20 kib/pulg’.

F

425 A5 pisly
pulg

Probs. 13- 106107

*13-108, Lacolumna W8 = 15 de acero estructural A-36
estd empotrada en sus extremos superior ¢ inferior. Si so-
porta momentos de M = 5 kib - pic en sus extremos, deter-
mine la fuerza axial P que puede aplicirsele. La flexion es
respecto al gje x-x, Use las ecuaciones del AISC de la sec-
cidn 13.6, v la ecuacidn 13-30.

13109, La columna W8 = 15 de acero estructural A-36
csid empotrada en sus exiremos superior ¢ inferior. 5i so-
porta momentos de M = 23 kib - pie en sus extremos, de-
termine la fuerza axial P que puede aplicirsele. La fexidn
es respiecto al eje -2 Use la fdrmula de la interaceiin con

(T aam = 24 Klb/pulgh.

FProbs. 13- 1087104

13-110.  Se supone que la columna WE = 13 de acero es-
tructural A-36 estd articulada en sus extremos superior ¢
inferior, Determine la carga excéntrica maxima P que pue-
de aplicirsele usando la ecuacidn 13-30 y las ecuaciones
del ATSC en la seccidn 1306,

13111, Resuelva el problema 13-110, si la columna estd
empotrada en sus extremos superior e inferior.

13112, Resuelva el problema 13-110, 5 |a columna es-
td empotrada en su base v articulada en su extremo supe-
rieT,

H pulg

Frobs. 131100117112

13:113%  5esupone que la columna W0 = 19 de scero es-
tructural A-36 estd articulada en sus extremos superior e
inferior. Determine la carga excéntrica mixima ™ que s le
pucde aplicar, usando b ecuncidn 13-30 v lis ecuaciones
del AISC en la seccidn 13.6.

P

2 klb

A

& pulg

Frob, 13113
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ProglEmas = T23

13-122.  El poste eléctrico de 10 pulg de didmetro sopor- 13123, Determine si la columna puede soportar la car-
ta al transformador, de 600 Ib de peso, que tiene su centro ga excéntrica de compresidn, de 1.5 kib. Suponga que los
de gravedad en (7. 5i el poste esti empotrado en el suclo extremos estin articulados. Use las ecuaciones de la NFFA
y estd libre en su extremo superior, determine si ¢s adecua- en la seccidn 13.6, v la ecuacidn 13-30.

i::i;tﬁn:;rl{:nmlnﬁmdch NFPA de la sec “13.424. Determine si la columna or b care
ga excéntrica de compresidn de 1.5 klb. Suponga que la
hase estd empotrada v el extremo superior estd articulado.
Use las ecuaciones de la NFPA en la seccion 13,6,y la ecua-
cidn 13-30.




724 « CAPITULD 13 Pandeo de columnas

PROBLEMAS DE REPASO

13-125. Lacolumna de madera tiene 4 pulg de espesor v
6 pulg de ancho. Use las ecuaciones de la NFPA en la sec-
citn 13,6, y la ecuacidn 13-30, para determinar la carga ex-
cénirica mixima admisible que puede aplicirsele. Supon-
A que la columna estd articulada tanto en su base como en
SU EXIFETTH SUPETIOT.

13126, Lacolumna de madera tene 4 pulg de espesor v
6 pulg de ancho. Use las ecuaciones de la KFPA en la sec-
cidn 13.6, v la ecuacidn 13-M), para determinar la carga
excéntrica mixima admisible P que puede aplicdarscle. Su-
poamga que b columna estd articuladn en su extremo supe-
rior ¥ empotrada en su base.

[

- I pulg
Sl
4 FI-.Ilg
11 pies
Prohe 131251126

13127,  El miembro tiene un corte transversal simétrico.

S eald articulado en 2 extremos, caleiile la fuerza mix-
ma que puede soportar. Bs de aleacidn de aluminio 2014-Ta,

Froh. 13127

*13128. Una columna de acero tiene 3 m de longitud,
asi coma un extremo hbre ¥ e otro empotrado. 51 el drea
transversal tene las dimensiones de la Ggura, determine
la carga critica,

E,. = 200 GPa, oy = 360 MPa

1} min
——
il P [[4Fi:0111
L
b Bl mm —=
Prob. 13128

13129, El tubo cuadrado de acero estructural A-36 tie-
ne B pulg por & pulg de dimensiones exteriores. Su drea
tramnsversal es 14.10 pulj_f, v sus momentos de inercia son
I, = I, = 131 pulg®. Si en su parte superior se aplica una
carga de 1N kib, como muestra la figura, calcule el factor
de seguridad del tubo con respecto a la fluencia. Se puede
suponer que la columna estd empotrada en su base v libre
1 S0 EXTrEmio SUpErior.

P 120 kb

¥ pulg
et

Prob. 13120
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Cuando fios pilotes son colocados e su lugar, sus extremaos e5tan SWetos a carma
de impacto. La naturaleza del mpacto y la enengla que deriva deben entenderse
para determinar ¢ esfuerzo desarmollado dentro del pilote,

(Cortesta de Manitowoe Engineering Comipany. }
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728 + CAPITULO 14 Métodos de energia

{a) [15]]

(4]

Fig. 14-1

Trabajo de una fuerza. En mecinica, una fuerza efectiia rrabajo cuan-
do sufre un desplazamiento dx en la misma direccidn que la de la fuerza.
El rabajo efectuado es un escalar que se define como U, = F dx. §i el
desplazamiento total es x, el irabajo es

&
U= L Fadx (14-1)

Para mostrar como aplicar esta ecuacion, calcularemos el trabajo efec-
tuado por una fuerza axial aplicada al extremo de la barra de la figura
14-1a. A medida que la magnitud de F aumenta en forma gradual, de ce-
ro hasta un valor limite F = P, el desplazamiento final del extremo de la
barra llega a A. Si el material se comporta en una forma eldstica lineal,
la fuerza serd directamente proporcional al desplazamiento; esto es,
F = [P/A)x. Se sustituye en la ecuacidn 14-1 v se integra de O a A, para
oblener

|
U, = EP& (14-2)

Por consiguienie, a medida que la fuerza se aplica en forma gradual a
la barra, su magnitud aumenta desde cero hasta cierto valor P,y en con-
secuencia el trabajo efectuado es igual a la magnitud promedio de la fuer-
za, P /2, por ¢l desplazamiento total A. Esto se puede representar en
forma grifica como el drea negra del tridngulo de la figura 14-1c.

Sin embargo, supongamos que P va estd aplicada a la barra, y que aho-
ra se aplica ofra fuerza P a la misma. de modo que el extremo de la
barra se desplaza mids en una cantidad A', figura 14-16, El trabajo efec-
tuado por P (no por P') cuando la barra sufre este desplazamiento adi-
cional A" es, entonces,

U, = FA' (14-3)

En este caso, el trabajo estd representado por el drea rectangular gris oscuro
en la figura 14-1c. En este caso P no cambia su magnitud, va que el despla-
samiento A" de la barra sdlo se debe a P'. En consecuencia, en este caso el
trabajo no es mids que la magnitud F de la fuerza por el desplazamien-
o A

Entonces, en resumen, cuando se aplica una fuerza P a la barra, segui-
da por la aplicacidn de la fuerza P, el trabajo total efectuado por ambas
fuerzas se representa con el drea de todo el iridngulo de la figura 14-1c.
El drea triangular gris claro representa el trabajo de P causado por su des-
plazamiento A. El drea triangular de color negro representa el trabajo de
P’, porque esta fuerza se desplaza A"; y por dltimo, el drea rectangular
de gris oscuro representa el trabajo adicional hecho por P cuando P se des-
plaza 4°, que es causado por P,
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Trabajo del momento de un par. El momento de un par M efectia
trabajo al sufrir un desplazamiento rotacional dé a lo largo de su linea de

accidn. El trabajo efectuado se define como a7, = M d8, figura 14-2.Si el
dngulo total de desplazamiento rotacional es 8 rad. el trabajo es

H
U, = L M db (14-4)

Como en el caso de 1a fuerza, si se aplica el momento del par a un cuer-
o de material eldstico lineal, de tal modo que aumenta su magnitud en
forma gradual de ceroa 8 = 0 a M en 8, el trabajo es entonces

1
U, = 5 M8 (14-5)

Sin embargo, si ¢l momento del par ya estd aplicado al cuerpo y otras car-
gas hacen que ese cuerpo gire mas, una cantidad 6°, el trabajo es entonces

U, = M#¢

Energia de deformacion unitaria. Cuando se aplican cargas a un
cuerpo, deforman al material. Si no se pierde energia en forma de calor,
el trabajo externo efectuado por las cargas se convertird en trabajo inter-
no [lamado energia de deformacidn. Esta energia, que siempre e5 positiva,
se almacena en el cuerpo, v es causada por la accidn de esfuerzo normal
0 el cortanibe,

Esfuerzo normal.  5i ¢l volumen del elemento de la figura 14-3 se some-
te al esfuerzo normal o, la fuerza creada sobre las caras superior e infe-
rior s dlF, = . dA = o, dx dy, 51 se aplica esta fuerza en forma gradual
al elemento, como la fuerza P mencionada antes, su magnitud aumenta de
cero a dF ., mientras que el elemento sufre un desplazamiento dA; = &,
dz. El trabajo efectuado por dF, es entonces dlf; = édF,_. di, = %[crz dx
dv]e, dz. Ya que el volumen del elemento es 4V = dr dy dz, entonces

dU; = %.rﬁ v (14-6)

Observe que U, siempre es positiva, aungue i, sea de compresion, ya que
o, v &, siempre tendrin la misma direccién,

Entonces, en general, si el cuerpo sélo se somete a un exfuerzo normal
uniaxial o, que actda en una direccién especificada, la energia de defor-
macidn en el cuerpo es enlonces

U, = [ T 4v (14-7)
L2

También, i el material se comporta en forma eldstica lineal, se aplica la
ley de Hooke, o = Ee, v por consiguiente se puede expresar la energia de
deformacidén en funcidn del esfuerzo normal como sigue:

i@
M
Fig. 14-2
o,
dr
|
& l
Fig. 14-3
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seccion 14.1  Trabajo externo y energia de deformacion

o

L

(ak
Fig. 14-5

miembros sujetos a varios tipos de carga. Una vez hecho esto, podremos
entonces desarrollar los métodos de energia, necesarios para determinar
el desplazamiento y la pendiente en los puntos de un cuerpo.

Esfuerzo multiaxial. El desarrollo anterior se puede ampliar para deter-
minar la energia de deformacidon en un cuerpo cuando se somele a un
estado general de esfuerzo, figura 14-54. Las energias de deformacidn aso-
ciadas a cada uno de los componentes de esfuerzo normal v cortante se
puede obtener con las ecuaciones 14-6 v 14-9. Como la energia es escalar,
la energia total de deformacidn en el cuerpo es

| 1 1
L= L[Eu’,ﬁ, + 275 + 50

1 1 l
* o Tatay ¥ Tl * 5 Tur¥e [V (14-12)

Las deformaciones unitaras se pueden eliminar empleando la forma ge-
neralizada de la ley de Hooke, expresada en las ecuaciones 10-18 y
10-19. Después de sustituir y combinar los términos se llega a

1 ]
U ][—{¢1+n’1+uzj-—{n~fa- + orr, + o)
I N E.E T ¥ I E ¥ = I T
1
+og(mn’ ¥ 1l + 1Ll |dV (14-13)

5i sdlo actian los esfuerzos principales oy, oy ¥ oy Sobre el elemento, fi-
gura 14-5b, esta ecuacidn se reduce a la forma mds simple:

U, = j [l{aﬁ + g+ o) = gy + rary + n'.n'j,}] dV  (14-14)
| 2E E

Recuerde que usamos esta ecuacion en la seccidén 10.7, como base para
desarrollar la teoria de la energia de distorsidn méixima.

m
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14.2 Energia de deformacién elastica para varias clases de carga

Determinaremos ahora la energia de deformacidn almacenada en un
miembro, al someterse a una carga axial, momento de flexion, corte trans-
versal ¥ momento de torsion, usando las ecuaciones de la energia de de-
formacidn eldistica deducidas en la seccidn anterior. Se presentarin ejem-
plos para demostrar como se calcula la energia de deformacidn en
miembros sujetos a cada una de esas cargas.

Carga axial. Imagine una barra de seccidn variable, ligeramente cni-
i1, que se somele a una carga axial coincidente con el ¢je centroidal de la
barra, fipura 14-6. La fuerza acial inferng en una seccidn ubicada a una
distancia x de un extremo s V., 5i ¢l drea transversal en esta seccidn es A,
entonces ¢l esfuerzo normal sobre la seccidn es o = N /A, Al aplicar la
ecuackin 14-8 se obliene

s
H'\-\. a T |'l~|1
- o - N
* N Lr,_f—*.w=J—,dv
— v 2E v 2EA
A x
Fig. 14-=6

5ime escoge un elemento, o rebanada diferencial de volumen dV = A dx,
la fdrmula general de la energia de deformacidn en la barra es, por con-
siguiente,

(14-15)

Para el caso mis comin de una barra prismética de seccidn transversal
N constante A, longitud L y carga axial N constante, figura 14-7, al integrar
la ecuaciin 14-15 se obtiene

(14-16)

Fig. 147

En esta ecuacidn se puede ver que la energia de deformacion eldstica
de la barra aumentard si aumenta la longitud de la barra, o 51 disminuyen
el médule de elasticidad o el drea transversal. Por ejemplo, una barra de
aluminio [£, = 1{10°) k] h-"pu]gij- almacenard unas tres veces la energia que
una barra de acero [E,. = 29(1(0°) klb/pulg’] que tenga las mismas dimen-
siones y esté sometida a la misma carga. Por otra parte, al aumentar el drea
transversal al doble en determinada barra, disminuird a la mitad su capa-
cidad de almacenar energia. El gjemplo que sigue ilustra esto, en forma
numeérica.
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738 .« CAPITULO 14 Métodos de energia

Cortante transversal. La energla de deformacion debida al esfuerzo
cortante en un ¢lemento de viga se determina aplicando la ecuacidn
14-11. En este caso supondremos que la viga es prismitica y que tiene si-
metria con respecto al eje v, como se indica en la figura 14-12. 51 el cor-
tante interno en la seccidn x es V, el esfuerzo cortante que actda sobre el
volumen del elemento de material que tiene longitud dy v drea dd es r=
V@ /Ir. Esto se sustituye en la ecuacidn 14-11,y la energia de deformacion

para cortante es
"'\-\.\_\_\_ 1
" T 1 fvQ )2
(= | z=dV = | z=| — | dAd
= L 2G L z{:( T *
T v
X L T
e ;= LI(JQ:J.A)JI
z 20600\t
Fig. 14-12 Laintegral entre paréntesis se evaltia sobre el drea transversal de la viga.
Para simplificar esta ecuacion definiremos al factor de forma para cortan-
e COMmo Sigue:
A OF
== | S5dA 14-18
fi= 5 L g (14-18)
Esto se sustifuye en la ecuacidn anterior v se obliene
(14-19)
El factor de forma definido por la ecuacidn 14-18 es un nimero adi-
mensional Gnico para cada drea transversal especifica. Por ejemplo, si la
viga tiene seccidn transversal rectangular de ancho b y altura b, figura
'_ b 14-13, entonces
' 1 i=bh
{E -¥) A = bh
 —
|
N i ,’ [ Mﬂ
12
3 (h2) = ¥\ (h 1
=y A' = —_— e — -t
— e=ya=(r+ #5225 -0) - 3(5 - 7)
Fig, 14-13 Estos términos se sustituyen en la ecuacidn 14-18, v se obtiene

b W2 g2 g2 b &
f——[ —(—-f) bdy = < 14-20

5 {%bﬁj}i _mdbz 4, 5 l: }
El factor de forma de otras secciones se puede determinar en forma pa-

recida. Lina vez obtenido, este mimero se sustituye en la ecuacidn 14-19

v se puede evaluar entonces la energia de deformacién para el cortante
transversal.
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Seccién 14,2 Energia de deformacion eldstica para varias clases de carga

« 741

El gje tubular de la figura 14-17a estd empotrado en un muro v some-
tido a los dos pares de torsidn indicados. Determine la energia de de-
formacién almacenada en el eje, debida a estas cargas. G = 75 GPa.

S5 M-m
40 M=
iy
BO
15 mm (a)
\T:-H}H-m TalSN-m
40 N'm A0 N'm 25 N-m
K - K
Fig. 14-1T7
Solucién

Usando el método de la secciones, primero se determina el par de tor-
sidn interna en las dos regiones del eje donde es constante, figura
14-17h. Aunque esas torsiones (40N « m y 15 N - m) tienen direcciones
contrarias, eso no importard en la determinacidn de la energia de de-
formacion, porque el par de torsion aparece al cuadrado en la ecuacion
14-22, En oiras palabras, la energia de deformacidn siempre es positi-
va, El momento polar de inercia del gje ¢s

J = Z[(0.08 m)* - (0.065m)*] = 36.30{10) m*

LETE

Se aplica la ecuacion 14-27, vy entonces

o TL
V=257
{40 N+ m)*{0.750 m) (15 N+ m {0,300 m)

= 2[75(10° N/m?]36.30(10%) m*  2[75(10°) N/m?[3630(10~) m*

= 733 uJ Resp.
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PrOELEMAS + T43

*14-8. Determine la energia total de deformacidn axial
v por flexién en la viga de acero A-36.4 = 2300 mm®, | =

9.5({10") mm*.
1.5 kM m
N F
15 kM
i
Prob, 14-4 {ooeni. ) 10 m
Prob. 14-8

14-5. Determing la energia de deformacidn por torsidn

en ¢l eje de acero A-36, El radio del eje es 30 mm. 149, Determine la energia total de deformacion axial y

por flexicon en la viga WE % 58 de acero estructural A-36.

3 kb

—— M pes — = [Dpies -

Prob. 14-5
Prob. 14-%

14-6, Determine I energia de deformacidn por flexidn . )
14-10. Lawviga simplemente apovada estd sometida a la

en la viga estructural W10 = 12 de acero A-36, Obtenga |a e ' :
respuesta usando las coordenadas (a) 1, ¥ 14 ¥ (b) 13 ¥ 1y, CATEA que 5¢ 1I1dlﬂ!-. Determine la energia de deformacidn
por flexitn en la viga.

fi kb

fr Jig e Xy Prob. 14-10
12 pits ——————t— ity —]

14-11. Determine la energia de deformacidn por flexidn

i en la vign de acero A-36, debida a la carga que se indica,
Crhtenga la respuesta usandao las coordenadas (a) v, v o, v

(b) xy ¥ x4 [ = 53.8 pulg®.

147, Determine la energla de deformacidn por flexidn

en la vign debido a la carga indicada. ET es constante.
_ B klb/pie

My

ﬂ.|- by 4 2y
—— I pies. ————————— 5 paes —

b=

Prob, 14-7 Frob. 14-11
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Secoon 14.3 Conservacidn de la energia « 747

Como segundo ejemplo, examinemos ¢l célculo del desplazamiento ver-
tical A debido a la carga conocida P que actida sobre la viga de la figura
14-19. Otra vez ¢l trabajo externo es U/, = !PA. S5in embargo, en este ca-
50 la energia de deformacitn serfa el resultado de las cargas internas de
cortante v de momento causadas por P. En particular, la contribucidn
de la energla de deformacidn por cortante se desprecia en general, en la ma-
yor parte de los problemas de deflexion a menos que la viga sea corta y
que soporte una carga muy grande. (Vea el gjemplo 14.4.) En consecuen-
cia, la energia de deformacidn de la viga sdlo se determinara con el mo-
mento interno de flexidn M ¥ por consiguiente, usando la ecuacion 14-17,

la ecuacidn 14-25 se puede escribir en forma simbdélica como sigue:

1 Lot
EFﬁ = L E,ﬁ- (14-27) Fig. 1419

.-—-.

Una vez que M esté expresado en funcidn de la posicion y esté evaluada
la integral, se podrd determinar A,
Como dltimo ejemplo, examinaremos una viga cargada por un momen-
to M, de par, como se ve en la figura 14-20. Este momento causa ¢l des-
plazamiento rotacional # en su punto de aplicacidn. Ya que ¢l momento
del par sdlo efectda trabajo cuando gira, de acuerdo con la ecuacidn 14-5
el trabajo externo es U, = M8, Por consiguiente, la ecuacidn 14-25 se
transforma en M,

1 t M
Mp= | —d 14-28
-l LEE.‘ * (1428)

Fig. 14-20

En este caso la energia de deformacidn queda determinada por el mo-
menie de flexidn interno M causado por la aplicacidn del momento del
par M, Una vez expresado M en funcidn de x y evaluada la energia de
deformacion, se podrd calcular &

En cada uno de los ejemplos anteriores se debe hacer notar que la apli-
cacidn de la ecuacidn 14-25 es bastanie limitada, porque sobre el miem-
bro o estructura sélo debe actuar wna fuerza o momento externo. En otras
palabras, el desplazamiento sdlo se puede calcular en el punto v en la di-
reccidn de la fuerza o el par externos. Si se aplicaran més de una fuerza o
momento externos, ¢l trabajo externo de cada carga implicaria su despla-
zamiento desconocido correspondiente. El resuliado serfa que fodos esos
desplazamientos desconocidos no se podrian determinar, ya que sdlo se
cuenta con la Gnica ecuacidn 14-25 para la solucidn. Aunque la aplicacion
de la conservacion de la energia, tal como se describe aqui, tiene esas res-
tricciones, si sirve como introduccién a métodos de energia més generales
que describiremos en ¢l resto de este capitulo. En forma especifica, se de-
mostrard en secciones posteriores que si se modifica el método de aplica-
cidn del principio de la conservacion de la energia podremos efectuar un
andlisis totalmente general de la deflexion de un miembro o estructura.
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749

CEITLITN +

La viga en voladizo de la figura 14-22a tiene seccidn transversal rec- P
tangular, v se somete a una carga P en su extremo. Determine el des-

plazamiento de la carga. ET es constante. T : I
Solucidn &

El cortante y el momento internos en la viga, en funcidn de x, se deter-
minan con el método de las secciones, figura 14-2256,

Para aplicar la ecuacidn 14-25 se ticnen en cuenta 1a encrgia de de-
formacitn debidas al cortante y o la [lexidn. S¢ usan las ecuaciones
14-19 v 14-17, como sigue:

Levig Loyyl r
%”‘ - [ LZGAI " ,[ 11.;;:: i
0 0 l")”:—ﬂ:
———

(al

Yl G 9 T S Ve A T S
2GA 1EI  5GA  6El ®
El primer término del lado derecho de esta ecuacidn representa la ener- Fig. 14-22

gia de deformacidn debida al cortante, y el segundo es la energia de de-
formaciin debida a la flexidn. Como se dijo en el ejemplo 14.4, en la
mayor parte de las vigas la energia de deformacidn por coriante es mi-
cho menor que la debida a la flexidn. Para mostrar cudindo es ese ¢l ca-
0 para la viga de la figura 14-22a se requiere que

3PL P
S5GA 6E]
3 PAL ce P
3Glbk) ~ sE[L(pA)]

Yo que £ = 30 (vea el ejemplo 14.4), entonces

LYy!
0.9 < (I)

Por consigiiente, 51 A &5 pequedia v L es relativamenite grande (en com-
paracitn con i), la viga es esbelta, v la energia de deformacidn por cor-
tante se puede despreciar. En otras palabrag, la energlo de deformacidn
par cortante se voelve importante sdlo para vigas cortas y prafurdas, Por
ejemplo, las vigas en las que L = 5k tienen méis de 28 veces mas de
energia de deformacidn por flexidn que de deformacidn por cortante,
por lo que s no se tiene en cuenta la energla de deformacidn por cor-
tante ¢l error aproximado serd de 3.6%. Con esto en mente, la ecua-
cion 1 se puede simplificar a

1 Pt
2 P2 = GEl
De modo gque
3
A= PL Resp,

 3E]
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PROBLEMAS

*14-24. Determine ¢l desplazamiento vertical de ly ar-
ticulacion C. AE es constante.

Frot. 14-24

14-25. Determine el desplazamisnto homzontal de la ar-
ticulaciin 0, AE es conslante.

| 08 L |

Frob. 14-15

14-26. La viga en voladizo ¢ somete o un momento de
par My aplicedo en su extremo. Determine la pendiente
de la viga en B, Ef es constante,

F

a 4

Froh, 14-26

14-27. Determine la pendiente en el extremo 8 de la vi-
ga de acero A-36, I = BN 10%) mm*,

Fraob. 14-I7

*14-28. Determine el desplazamiento del punte B en la
viga de acero A-36. § = 250 pulg*.

£ ki

15 pies .B....I.._.

I pips ———=

Prob, 14-28

14-29. Determine el desplazamiento del punto B en la
viga de acera A-36, 1 = B0{10°) mm®,

20 kM

14-30.  Ulse el método del trabajo v la energia para deter-
minar la pendiente de la viga en el punio B, en ¢l proble-
mis 14-7, £f es constante.

14-31. Determine la pendiente en ¢l punto A de la viga.
ET g5 sonstante,

Frof. 14-31

*14-32. Determine la pendiente en el punto O de la vign
de acero A-36. 1 = 9500 10°) mm*.
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14.4 Carga de impacto

Fig. 14-23

Esta barrera pretende absorber la carga
de impacto debida a vehlcolos con veloei-
dades bajas,

En todo este libro hemos considerado que todas las cargas se aplican a un
cuerpo en forma gradual, de tal modo que cuando llegan a un valor ma-
Mmo permanecen constantes. o estdlicas. 5in embargo, hay cargas que son
dinamicas; esto es, varian en funcidn del tiempo. Un ejemplo seria el del
choque de objetos. A eso se le llama carga de impacto. En forma especi-
fica, hav un impacto cuando un objeto golpea a otro, de tal modo que se
desarrollan grandes fuerzas ¢n los objetos durante un tiempo muy corto.

5i suponemos que durante ¢l impacto no se pierde energfa, podremos
estudiar la mecdnica del impacto aplicando la conservacidn de la energfa.
Para mostrar como se hace primero analizaremos ¢l movimiento de un
sistema sencillo, de blogue y resorte, como el de la figura 14-23. Cuando
st suelta el blogue desde ¢l reposo, cae una distancia b y golpea al resor-
te; lo comprime una distancia A, antes de llegar a un reposo momenta-
neo. 5i no se tiene en cuenta la masa del resorte, ¥ si se supone que la res-
puesta del mismo es eldsiica, la conservacion de la energia establece que
la energia del bloque que cae se transforme en energia almacenada (de
deformacion ) en el resorie; en olras palabras, el trabajo efectuado por el
peso del blogue al caer la distancia b + A, serd igual al trabajo efectua-
do para desplazar el extremo del resorte una cantidad A, .. Como la fuer-
7a en un resorte se relaciona con 4, por la ecuacion F = kA, . siendo
k la rigidez del resorte, entonces, al aplicar la conservacidn de la energia
¥ la ecuacion 14-2 se obtiene

U, =1,
L= L
1
I
Wih + Api) = Ekﬂﬁm (14-29)
2W

-'-.lﬁm =

W
g~ E(I}h =0

De esta ecuacidn cuadrdtica se puede despejar A4, La raiz méxima es

S =+ x(f) w2 n

Si ¢l peso W se aplica en forma gradual al resorte, ¢l desplazamiento de
su extremo es &, = WA, Mediante esta simplificacion, la ecuacidn ante-
rior s¢ transforma en

Bma = A + vi‘ixji +1a:ch

[ R-T
SN )

Una vez calculado A_ .. se puede determinar la fuerza méxima aplica-
da al resorte con

( 14-30)



Fenin = KBz (14-31)

Sin embargo se debe tener en cuenta que esta fuerza, v el desplazamien-
to correspondiente, suceden en un instanie. Siempre que el blogue no re-
bote en el resorte, éste continuard vibrando hasta que se amortigiie ¢l mo-
vimiento, ¥ ¢l blogue llegue a la posicion estitica A, También nitese que
si el bloque se sostiene justo sobre el resorte, con & = [,y s¢ defa caer. en-
tonces, de acuerdo con la ecuacidn 14-30, el desplazamiento méximo del
bloque es

‘I!"-:l.h = 1"J'Jl.:

En otras palabras, cuando el blogue se deja caer desde el extremo supe-
rior del resorte (carga aplicada en forma dindmica). el desplazamiento es
el doble del que serin si se dejara descansar sobre ¢l resorte (carga apli-
cada en forma estdtica).

5i se emplea un anidlisis parecido, también es posible determinar el des-
plazamiento miximo del extremo resorte cuando el blogue se desliza
sobre una superficie horizontal lisa, con una velocidad v conocida justo
antes de chocar con el resorte, figura 14-24. En este caso, la energia cingé-
tica del blogue,* é[l'f’fg]uz, s¢ transforma en energia almacenada en el
resorte. Entonces

U =U
T AW
= — = =k AL
z(g)" 2 ms
Wt
ba = 7 (14-32)

Ya que el desplazamiento en la parte superior del resorte, causado por el
peso W que descansa en él es A, = W &, entonces

o [
midy '|HI| g

A (14-33)

Los resultados de este andlisis simplificado se usan para determinar tan-
to la deflexidn aproximada como el esfuerzo desarrollados en un miem-
bro deformable cuando se somete a impacto, Para hacerlo se deben propo-
ner las hipdtesis necesarias acerca del choque, para que el comportamiento
de los cuerpos en colisidn sea similar a la respuesta de los modelos de blo-
que vy resorte que se acaban de describir. Por consiguiente supondremios
que el cugrpo en movimiento es rigidie, como el blogue, v que el cuerpo
estacionario es deformable, como el resorte. Se supone que el material se
comporta en forma eldstica lineal. Ademis, durante el chogue, no se pier-
de energia en forma de calor, ruido ni deformaciones plisticas localiza-
das. Cuando sucede ¢l choque, los cuerpos permanecen en contacto has-
ta que ¢l cuerpo elistico llega a su deformacidn mdxima, v durante el
movimiento se desprecia la inercia o masa del cuerpo eldstico, Téngase en
cuenta que cada una de esas hipdtesis conducitd a una estimacion conser-
vadora del esfuerzo v la deflexidn del cuerpo eldstico. En otras palabras,
sus valores serdn mavores que los que hay en la realidad.

“Recudrdese que en fisica la enengla cindtica es “energin de movimiento™, La traslaciin
de un cuerpo se determing con Lom®, domde m es |2 masa del cuerpo, m = Wig.

Secciom 14.4 Carga de impacto

Fig. -4
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esemrLo XY

El tubo de aluminio de la figura 14-26 s¢ usa para sOportar una carga
de 150 kib. Determinar ¢l desplazamiento maximo de su extremo su-
perior si la carga (a) se aplica en forma gradual v (b) se aplica de re-

pente, soltindola sobre el tubo desde i = 1), Suponer que I-.'# = H'I{]l']J} .r 150 kb
kib/pulg’ v suponer que ¢l aluminio se comporta en forma eldstica.
Solucidn

Parte {a). Cuando la carga se aplica en forma gradual, el trabajo efec-
tuado por ¢l peso se transforma en energia de deformacion eldstica en

el tubo. Al aplicar el principio de conservacion de la energia se ve que . ; '
B
U, = U.q =08 pulg 3 pulg
1 W-L
2 Wi« SaE
- WL 150 kib{12 Eulg_] 12 pulg

AE  w{(3pulg)? — (2.5 pulg)*J10(10°) kib/pulg?

= (.02083 pulg = 0.0208 pulg Resp

Parte (b). En este caso se puede aplicar |la ecuacion 14-30,con b = 0,
Entonces, Fig. 14-26

b wf@]

= 24, = Z(0.02083 pulg)

By = Ay

= [L417 pulg Resp.

Por consiguiente, ¢l desplazamiento del peso és el doble cuando se de-
ja caer que cuando se aplica en forma estédtica. En otras palabras, el fac-
tor de impacto es n = 2, ecuacion 14-34,
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4.9

4
.,

- Mﬂf—' _ me-l‘-‘ _

La viga de acero A-36 de la figura 14-27a, es un perfil W10 x 39, De-
terminar &l esfuerzo méiximo de flexidn en ella, y su deflexion maxi-
ma, si el peso W = 1.50 kib se deja caer desde una altura i = 2 pulg so-

 bre la viga. E,. = 29(10°) klb/pulg®.

Solucion |

Aplicaremos la ecuacion 14-30. Sin embargo, primero se debe caleular
A, Usando la tabla del apéndice C, v los datos del apéndice B, de las
propiedades de una W10 = 39, se tiene que

_ WL _ 1.50kIb(16 pies)’(12 pulg/pie)’
C4BED  48[29(10%) kib/pulg?](209 pulg®)

NN (O e 3

(L0365 pulg [1 + \/l + I(ﬂ.ﬂi&ﬂ pulg (.420 pulg Resp.

Esta deflexion es causada por una carga estatica equivalente Py,
calculada con Puy, = (4BEF/LY)Ap4.

El momento interne causado por esta carga es maximo en el centro
de la viga, v entonces, por €l método de las secciones, figura 14-275,
Myie = Poael /4. 5e¢ aplica la formula de la flexion para determinar el
esfuerzo flexionante, como sige:

12E B i€

A = (L0365 pulg

) af L

_ 12129(10°) kib/pulg’}{0.420 pulg ) (9.92 pulg /2)

(16 pies)*(12 pulg /pie)® = 19.7 kib/pulg® Resp.

Solucion Il

También es posible obtener la deflexion dindmica o mdxima, A, des-
de los principios fundamentales. El trabajo externo del peso que cae
Wes U, = Wih + Ag,). Ya que la viga se flexiona Ay, ¥ Py, = 48ET
A i /L7, entonces

v, =t

1 {48EIA
Wik + Agae) = 5_(— -lx-’"‘f)am

1 w[zﬂuﬂﬂmwpuls’lz_mpms‘] )
20 (16 pies)(12 pulg /pie)’ | "™
205542, — 1504, — 300 =0

(1.50 kIb)(2 pulg + M) =

Esta ecuacidn se resuelve v se escoge la raiz positiva:

Ay = 0420 pulg Resp.
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PROBLEMAS

*1d=-M).  LUna barra tene 4 m de longitud v 30 mm de did-
metre. 51 se usa para absorber energia de tensidn con una
carga de impacto. calcule la cantidad total de energla clis-
tica que puede absorber si (a) es de acero, con B, =
200 GPa, or, = 800 MPa, y si (b) es de aleacidn de alumi-
nip con Ey = T GPa, oy = 405 MPa.

1d-d1. Calcule ¢l didgmetro de una barra de Latdn de 8 pies
de lomgitud, que se usa para absorber 300 pies « b de ener-
gia en tensidn causada por una carga de impacto. Supon-
g3 que o, = 10 kib/pulg’, E = 14.6(10%) klb/pulg”

14-42. El collarin pesa 50 [b y cac por la barra de titanio.
5i e] didmetro de la barra es 0.5 pulg, caloule el esfuerzo
miximo desarrollado en ella, cuando el peso (a) se deja
caer desde b = 1 pie de aliura, (b) se suelia desde una al-
tura ki = 0y (c) 3¢ coloca lentamente sobre la brida en A.
Ey = 16(10%) kb /pulg?, ery = 60 klb/pulg’.

14-43.  El collarin tiene 30 Ib de peso y cae por la barra
de titanio. 5i el diimetro de la borrs es 0.5 pulg, caleule Ty
altura maxima b desde donde se puede soliar el peso pa-
ra a0 dafiar la barra, en forma permanente, por el chogue

en la brida A. E,; = 16{10°) kib /pulg®, &y = 60 klb,/pulg’.

*14-44. Lamasa de 50 Mg se sujeta justo sobre el exire-
mao superior del poste de acero, que tiene L = 2 m de al-
tura, v su drea transversal es 0.01 m®. 5 se suelta la masa,
calcule el esfuerzo miximo desarrollado en el poste, y su
deflexion mixima, £ = 200 GFa, oy = 600 MFPa.

14-45. Determine la velocidad vde la masa de 50 Mg,
cuando estd justo arriba del extremo superior del poste
de acero si, después del impacto, el esfuerzo miiximo de-
sarrcllado en el poste e 5350 MPa. La longinud del poste es
L =1 m,vsn drea transversal es 0.01 m*. £, = 200 GPa,
ey = G0 MPa.

Probs. 14=-44/45

14-46. La barra compuesta de aluminio estd formada por
dos segmentos, de 5 mm y 10 mm de didgmetro. Calcule el
esfuerao nxisl maiximo producido en ba barra, si el collarin
de 5 kg se deja caer desde una altura b = 100 mm. £, =
T GPa, oy = 410 MPa.

14-47. La barra compuesta de aluminio estd formada por
dos segmentos, de 5 mm y 10 mm de didgmetro, Calcule la
altura miixima # desde donde se deberia dejar caer el
collarin de 5 kg, para que produzca un esfeerso axinl mi-
KM efgyy = 300 MPa en la barra, E; = 70 GFPa, oy =
410 MPa.




*14-48. Un cable de acero de 0.4 pulg de didmetro se
enrolla en un tambor, ¥ 42 usa para bajar un elevador de
B b de peso. El elevador estd a 150 pies bajo el tambeor,
y desciende con rapider constante de 2 pies 5, cuando de
repente s¢ para el tambor, Determineg el esfuerao miximo
producido en el cable cuando eso sucede. E,. = 20(10°)

kb /pulg®, o, = 50 kib /palg’.

1449, Resuelva el problema 14-43 si el elevador descien-
de con velocidad constante de 3 pies /s

150 pucs

=

14-50. El cincel de scero tiene (L5 pulg de didmetra, v
10 pulg de largo. Es golpeado por un martillo que pesa
31k, v que s¢ mueve a 12 pies /s en el instante del impasto,
Calcule el esfuerzo miximo de compresidn en el cincel,
suponiendo que B80% de la energia de impacto pasa al
cincel. E,, = 29{10°) kib/pulg’, &y = 100 kb /pulg

10 pulg

Proh. 14-50

ProsLEmas « 759

14-51.  Se necesita que el tomillo de acero A-36 absorba
la energia de una masa de 2 kg que cae b = 30 mm, 5 ¢l
didmetro del tomillo &5 4 mm, determine La longitud L que
debe tener para que el esfuerzo en el tornillo no sea ma-
yaor que 150 MPa.

*14-52, Se requicre que el tornillo de acero A-36 absor-
ba lo energia de una masa de 2 kg que cae b = 30 mm.
Si el didmetro del tornillo es 4 mm. ¥ su longitud es L. =

200 mm, determing si el esfuerzo en él serd mayor gque
175 MPa.

14-53%. 5S¢ requicre que el tornillo de acero A-36 absor-
ba la energia de una masa de 2 kg que cae a lo largo del
fuste, que tiene 4 mm de didgmetro y 150 mm de longitud.
Caleule la altura mdxima f a la que se suelta |a masa, pa-
ra que el esfueroo en el vormillo wo sea mayor que 150 MPa.

Probs, 14-5U5253

14-54. La barra compuesta de aluminio 2004-T6 consta
de dos segmentos, cuvos didmetros son 7.5 mm vy 13 mm
Calcule el esfuerzo axial méximo producido en la barra,
si s¢ deja coer el collarin de 10 kg desde una altura i =
140k mram,

14585, La barra compuesta de aluminio 2014-Té consta
de dos segmentos cuyos didmetros son 7.5 mm y 15 mm.
Calcule la altura k desde donde se debe dejar caer ¢l co-

Harin de 10 kg para que produzea un esfuerzo axial madxi-
o en la barea de oy, = 300 MPa.

*[

7.5 mm —d o W} mm
—-
1 K mim
* 1
15 mmi _J_-l.

Frobs, 14-54755
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Secoon 14.5 Principio del trabajo virtual

P,
Fy
L
Aplicacidn de carga wmitaria viriaal Aplicacidn de cargax realex
{a) b
Fig. 14-29

de la carga real. Sin embargo, esta carga virtual externa sf causa una carga
virtual intcrna u en un ¢lemento o fibra representativos del cuerpo, como
se ve en la figura 14-29a. Como ¢ra de esperarse, se pueden relacionar
¥ 1 mediante las ecuaciones de equilibrio. También, a causa de P’ v u, el
cuerpo ¥ el elemento suffirdn un desplazamiento virtual, aunque mo nos
ocuparemos de sus magnitudes. Una vez que se aplica la carga virtual, v
despuds el cuerpo se somete a las cargas reales Py, Py v Py, el punto A se
desplazard una cantidad real A, que hace que el elemento se desplace 41,
figura 14-29. El resultado es que la fuerza virtual externa P’ v la carga
virtual interna w “recorren™ A y dL., respectivamente; en consecuencia,
esas cargas cfectian el trabajo virtual externo 1 + A sobre el cuerpo, ¥
un trabajo virtual interno u - d. sobre el elemento. 5i sdlo se considera la
conservacion de la energia virtual, el trabajo virtual externo serd igual en-
tonces al trabajo virtual interno efectuado sobre todos los elementos del
cuerpo. En consecuencia se podrd escribir la ecuacion del trabajo virtual
COMO Sigue:

cargas virtuales
1-4 = Eu-dl (14-36)
desplazamientos reales

En esta ecuacidn

P = 1 = carga unitana virtual externa que actda en direccidn de 4
u = carga virtual interna que actia sobre ¢l elemento
A = desplazamiento externo causado por las cargas reales

dL = desplazamiento interno del elemento en direccion de u, causa-
do por las cargas reales

763
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Se puede ver que al escoger P = 1, la solucion de A se obliene ¢n forma
directa, va que & = Zu dl.

En forma parecida, si se ha de determinar el desplazamiento rotativo o
la pendiente de la tangente en un punto del cuerpo, se aplica én ese pun-
to un momento de par M virtual, con magnitud “unidad”. En consecuen-
cia, este momento de par causa una carga virtual ugen uno de los elemen-
tos del cuerpo. Suponiendo que las cargas reales deformen al elemento
una cantidad JL. la rotacidn # se puede determinar con la ecuaciim del
trabajo virtual

cargas virtuales
| -8 = Epgdl (14-37%

I__l_l
desplazamientos reales

En esia ecuscion

M’ = | = momento unitario de par virtual externo, gue actda en direc-
cidm de #
iy = carga virtual interna gue actia sobre un elemento

f = desplazamiento rotativo externo, en radianes, causado por las
cargas reales

AL = desplazamiento interno del elemento en direccion de g cau-
sado por las cargas reales

Este métoda de aplicar el principio del trabajo virtual se llama, con fre-
cucncia, métordo de las fuerzas victwales, va que se aphica una fuerza vir-
fricel que resulta en un cdlowlo de un desplazamienio real externo, La ecua-
cidn del trabajo virtual, en este caso, representa un enunciade de los
requisitos de compatibilidad para el coerpo. Aunque agui no tiene impor-
tancia, se debe tener en cuenta que también se puede aplicar el método
del trabajo virtual como méiodo de despla famisnios virtuales. En este ca-
g0, 5¢ establecen desplazamienios vietuales al cuerpo, cuando estd someti-
do a cargas reales. Con este mélodo se puede determinar la luerza exter-
na de reaceion sobre el cuerpo, o una carga interna desconocida en el
mismao. Cuando se usa de esa forma, la ecuacion del trabajo virtual es un
enunciado de los requisitos de equilibrio para el cuerpo®

Trabajo virtual interno.  Los términos del lado izquierdo de las ecua-
ciones 14-36 v 14-37 representan el trabajo virtual interno desarrollado
en ¢l cuerpo. Los desplazamientos internos reales J7. en esos 1érminos se pue-
den producir de diversas maneras. Por ¢jemplo, esos desplaramientos
pucden resultar de errores geoméiricos de fabricacidn, de la temperatura,
o en ¢l caso mis comin, por el esfuerzo, En particular, no se ha estable-
cido resiriccion alguna sobre la magnitud de la carga externa, por lo que
el esfuerzo puede ser suficientemente grande para causar la fluencia,
o hasta el endurecimiento del material por deformacian.

“Woa Engiresnimy Mecharios Stafics, e edicidn, B.O. Hibbeler, Frentice Hall. Inc.. ik
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Secciom 14.6 Meétodo de las fuerzas virtuales aplicado a armaduras « 769

NN 4.1

T N WO | [
Determine el desplazamiento vertical del nodo O de la armadura de
acero de la figura 14-31a. El drea transversal de cada miembro es A =
400 mm? v £, = 200 GPa.

ia) L]

Fuerzas virtwales n.  Como se va a determinar el desplazamiento ver-
tical en el nodo C, se pone sdlo una carga virtual vertical de 1 kN en
ese nodo, v se calcula la fuerza en cada miembro, usando el método de
los nodos. En la figura 14-316 se indican los resultados de este andlisis.
De acuerdo con nuestra convencidn de signos, los ndmeros positivos
indican fuerzas de tension, v los negativos indican fuerzas de compre-
sidn.

Fuerzas reales N. La carga aplicada de 100 kN causa fuerzas en los
miembros, gue se pueden calcular con ¢l método de los nodos. Los re-

sultados de este andlisis se ven en la figura 14-31c. Foerzas reales
Ecuacién del trabajo virmmal Se ordenan los datos y los resultados
&n una tabla como la siguiente: e}
Miembro  n N L nNL Fle. 1431

AR 0 = 1K} 4 0

BC 1] 141.4 2828 0

AC =1.414 ~141.4 2.828 565.7

D 1 200 2 el

T 965.7 kN +m

Por consiguiente
nNL _ 9657kN’-m

1|:H*:!|.,_-_=EHE— AE
Al sustituir los valores numéricos de A v E se obtiene
I "
1KN-ac = 965.7 kN’ - m

T [400{ 107%) m?[200(10%) kN,/m’
A = 0M20Tm = 12,1 mm Resp.
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El drea transversal de cada miembro de la armadura de acero en la fi-
gura 14-32a es A = 0.5 pulg’. v su médulo de elasticidad es E,, = 29{10%)
kib/pulg’. (a) Determine el desplazamiento horizontal del nodo C, si
se aplica una fuerza de 12 kib a la armadura, en B. (b) 5i no actdan car-
gas externas sobre la armadura, jcudl es el desplazamiento horizontal
del nodo C, si el miembro AC se fabrica corto en 0.25 pulg?

Solucién

Parie (a).

Fuerzas virtwales . Como lo que se va a calcular es el desplazamien-
to horizonial del nodo C, se aplica en €l una fuerza horizontal virtual
de 1 kib, La fuerza n en cada miembro se determina con el método de
los nodos, y se indica en la armadura de la figara 14-32b, Como de cos-

tumbre, un nimero positivo representa una fuerza de tensidn, v un ni-
mero negativo una de compresion.

Fuerzas reales ¥. La fuerza en cada miembro, causada por la fuerza
de 12 klb aplicada externamente, aparece en la figura 14-32c.

Ecuacion del trabajo virtual, Como AE es constante, TnNL se

caleula como sigue:
Miembro n N L nNL
. AB 0 0 il 0
UETEA les
Fleras i AC 1.25 15 10 187.5
) CH 0 -12 B 0
cD —.75 -9 6 405
£ 228.0 kIb® - pie
aNL 2280 kib - pies
1klb- Ay = =
e = 2 AE AE
2280 klb* - pies( 12 pulg /pi
1klb-Ap, = —— 1_"'“{ pulg /pres}
Y (05 pulg?)29(10°) kib/pulg’
A, = 0189 pulg
Parte (b). En este caso se debe aplicar la ecuacidn 14-41. Ya que se va
Fuacrzas reales a determinar ¢l desplazamiento horizontal de C, se pueden usar los re-
sultados de la figura 14-326, Como el miembro AC se acorta en AL =
e —{.25 pulg, entonces
o R 14 = En AL, 1klbsAc, = {1.25 kIb)(—0.25 pulg)
Ap, =0312 pulg = 0312 pulg « Resp.

El signo negativo indica que el nodo C se desplaza hacia la izquierda,
en sentido contrario a la carga horizontal de 1 kih.
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eseme Lo EXY

Calcule el desplazamiento del nodo B de la armadura que aparece en
la figura 14-33a. Debido al calentamiento por radiacidn, el miembro
AR estd sometido a un aumento de temperatura AT = +60 °C. Los
miembros son de acero, para el cual o, = 12(107%) *Cy E,. = 200 GPa.
El drea transversal de cada miembro es 250 mm”.

6 kM

(a)

Solucion

Fuerzas virtuales n.  Se aplica una carga virtual horizontal de 1 kN a
la armadura ¢n el nodo B, y se calculan las fuerzas en cada miembro.
Los resultados se ven en la figura 14-33b,

Fuerzas reales N. Como las fuerzas n en los miembros AC y BC son
cero, las fuerzas & en esos miembros ne tienen por qué determinarse.
LPor qué? Para tener el caso completo, todo el anilisis de la fuerza
“real” se muestra en la figura 14-33¢.

Ecuacidn del irabajo virtwal. Las cargas v la temperatura afectan a
la deformacidn; en consecuencia, s¢ combinan las ecuaciones 14-39 y
14-40, con lo cual

A 139 kN i

1kN-Ap, = E% + Zna ATL

(=1.155 kN)( =12 kN)(4 m)

=0+0+
[2500 107%) m?)[200( 10%) kN/m?)

+0 + 0 + [{=1.155 kN)[12{107%),/°C]({ 60 *C){4 m)
Ag = —000222 m
= 12} mm —* Resp,

El signo negativo indica que ¢l rodillo # se mueve hacia la derecha,
contrario a la direccidn de la carga virtual, figura 14-33h.
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CAPTULD 14 Métodos de energia

*14.7

Método de las fuerzas virtuales aplicado a vigas

En esta seccion aplicaremos ¢l método de las fuerzas virtuales para de-
terminar el desplazamiento v la pendiente de un punto en una viga. Para
ilustrar los principios, s¢ determinard el desplazamiento A del punto A de
la viga que se ve en la figura 14-34b, Este desplazamiento se debe a la “car-
ga real distribuida™ w, v como causa tanto corlante como momento en el
interior de la viga, en realidad consideraremos el trabajo virtual interno
debido a ambas cargas. 5in embargo, en el gjemplo 14,7 se demostrd que
las deflexiones de la viga debidas al cortante son despreciables en com-
paracidn con las causadas por la flexidn, en especial cuando la viga es lar-
ga ¥ esbelta. Ya que en la prictica éste es el tipo de viga que se usa con
mis frecuencia, sélo consideraremos la energia de deformacion virtual
debida a la flexion, tabla 14-1. Al aplicar la ecwacidn 14-36, entonces, la
ecuacion del trabajo virtual para la viga es

(14-42)

En esta ecuacion

1 = carga virtual unitaria externa que actia sobre la viga en direccidn de &

4 = desplazamiento causado por las cargas reales que actdan sobre la
viga

m = momento interno virtual en la viga, expresado en funcidén de x v
causado por la carga unitaria virtual externa

M = momento interno en la viga, expresado en funcidn de x, causado por
las cargas reales

£ = mddulo de elasticidad del material

{ = momento de inercia del drea transversal, calculado respecto al e
neatro

De forma parecida, si s¢ va a determinar la pendiente # de la tangente
en un punto de la curva eldstica de la viga, se debe aplicar un momento
de par unitario virtual en ese punto, ¥ s¢ determina ¢l momento interno
virtual m correspondiente. 5i se aplica la ecuacidn 14-37 a este caso, sin
tener én cuenta las deformaciones por cortante, se obtiene

(14-43)

Observe que la formulacidn de esta ecuacidn s consecuencia natural
del desarrollo de la seccion 14.5. Por ejemplo. 1a carga unitaria virtual ex-
terna produce un momento virtual interno m en la viga, en la posicin x,
figura 14-34a. Cuando se aplica la carga real w, hace que el elemento dx
en x se deforme o gire un dngulo 44, figura 14-34b, 5i el material respon-
de en forma eldstica, d6 es igual a (M /Eldx. En consecuencia, el trabajo
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Secoon 14.7 Método de las fuerzas virtuales aplicado a vigas =« 777

Determine el desplazamiento del punto B en la viga de la figura
14-36a. Ef es constante.

HIHIHIHHJ}

Cargns virizbes Cargns reakes
b (el

Fig. 14-3

Solucdon

Momento virtual m.  El desplazamiento vertical del punto 8 se obtie-
ne colocando una carga unitaria virtual en 8, figura 14-36b, Por inspec-
cidn se ve que no hay discontinuidades de carga en la viga, para las car-
gas real v virtual. Asf, se puede usar ana sole coordenada x para
determinar la energia virtual de deformacion. Esta coordenada se se-
leccionard con su origen én B, va que no deben determinarse las reac-
ciones en A para determinar los momentos internos m v M. Al aplicar
el método de las secciones, se calcula el momento interno e como s
indica en la figura 14-366.

Momento real M. Usando la misma coordenada x, el momento M se
calcula como muesira la Dgura 14-36¢.

Ecoacion del rrabajo virtual,  El desplazamiento vertical en B es, en-
tonces,

_ [ mm F(=1o)(-wa?/2) dx
L-as j Er El

wilL*
liﬂ = E Rf.ip.




1497, Determine el desplazamiento en la poles B, El gje A B cx My
DO T *)
e
Proha. 14-99/ 104

14-101. La viga de acero A-36 tiene 7 = 125(10%) mm"*.
Determine el desplazamiento en [F,

14-102  La viga de acero A-36 tiene [ = 12510 mm®.
Determine la pendiente en A.

14-103. La viga de acero A-36 tiene J = 125(10%) mm®.
Determine la pendiente en B

18 kM-m 18 kM-m

14-%8. La viga simplemente apoyada con seccidn trans- Cﬁ)
versal cuadrada estd sometida a una carga uniforme w. De- N |
|— 4m I Jm Im Ic 4 m |

termine la deflexidn méxima en ella, causada sdalo por la
flexidn, ¥ la causada por la flexidon v el cortante. Suponga
que E = 3G

Probs. 14-100/102703

*14-104. Determine la pendiente en A. ET s constante.

149,  Determine el desplazamiento en el punto O, EJ es
constante. |

*14-100.  Determine la pendiente en &, £ es constanie, Prob. 14-104




782 . CAPITULD 14 Meétodos de energia

14-105. Determine el desplazamiento en €. EJ ¢5 cons- 14-109. Determine la pendiente v el desplazamiento en
tamte, el punto O, ET es constante,

14106, Determine la pendiente en B, Ef es constanie.

14-107. Laviga s de pino, para el cual £, = 13 GPa. De-

L U L B 14110, Determine €] desplaramiento del gje en O EX ¢5

comstanie,

15 kN

Prab, 14110

120

Prab. 14-107

14-111.  Determing la pendiente del ¢je en el cojinete de

*14-108. Determine el desplazamiento en B, EJ 5 cons- A. EI 05 constante.

Lamie.

Frob. 14-108 Frob. 14-111
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